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Untersuchungen tuber héhere Arithmetik

DEM DURCHLAUCHTIGSTEN
FURSTEN UND HERRN
KARL WILHELM FERDINAND
HERZOG VON BRAUNSCHWEIG UND LUNEBURG.

DURCHLAUCHTIGSTER FURST

Ich schitze mich sehr gliicklich, dass ITHR mir erlaubt, dieses Werk EUREM erha-
benen Namen zu widmen; eine heilige Pflicht der Dankbarkeit verbindet mich, es
EucH darzubringen. Hatte mir nicht EURE Gunst, durchlauchtigster First, zuerst
den Zugang zu den Wissenschaften ertffnet, hétten nicht EURE bestdndigen Wohlta-
ten meine Studien immer unterstiitzt, so hétte ich mich nicht ganz der Mathematik
widmen konnen, zu der mich stets eine leidenschaftliche Liebe gezogen hat. Ja, dass
ich gerade die Untersuchungen beginnen, iiber mehrere Jahre fortsetzen und nieder-
schreiben konnte, von denen dieser Band einen Teil enthélt, hat allein EURE Giite
ermoglicht: Sie befreite mich von anderen Sorgen, sodass ich mich vor allem dieser
Arbeit widmen konnte. Als ich sie schliellich verdffentlichen wollte, beseitigte EURE
Freigebigkeit alle Hindernisse, die den Druck verzégerten. Diese grolien Verdienste,
die THR Euch um mich und meine Bemiihungen erworben habt, kann ich eher mit
dankbarem Herzen und stiller Bewunderung bedenken, als sie mit gerechtem und
wiirdigem Lob feiern. Denn ich fithle mich nicht nur einer solchen Aufgabe nicht
gewachsen, sondern glaube auch, dass jeder weifl, wie gewohnt IHR seid, allen, die
zur Pflege der besten Wissenschaften beizutragen scheinen, eine so auflergewohnliche
Freigebigkeit zu erweisen. Auch die Wissenschaften, die man gewoéhnlich fiir schwe-
rer zugénglich und vom Nutzen des téglichen Lebens weiter entfernt hilt, sind von
EUREM Schutz nicht ausgeschlossen: IHR SELBST habt mit jenem weisen Geist, der
alles so gut kennt, was zum Wohlergehen der menschlichen Gesellschaft beitrigt, den
inneren und notwendigen Zusammenhang aller Wissenschaften vollstdndig erkannt.
Wenn THR, durchlauchtigster Fiirst, dieses Buch, das sowohl von meiner tiefen Dank-
barkeit gegen EUCH als auch von meiner einer héchst edlen Wissenschaft gewidmeten
Arbeit zeugt, jener besonderen Gunst nicht unwiirdig findet, mit der Thr mich so lan-
ge begleitet habt, werde ich mich gliicklich schétzen, meine Miihe nicht vergebens
aufgewandt und die Ehre erlangt zu haben, die ich mir vor allen anderen gewiinscht
habe

DURCHLAUCHTIGSTER FURST
Braunschweig, im Juli 1801.

Eurer Durchlaucht ergebenster Diener
C. F. GAuss.
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VORREDE:

Die Untersuchungen in diesem Werk gehoren zu dem Teil der Mathematik, der
sich mit ganzen Zahlen beschéftigt; Briiche bleiben dabei meist, irrationale Gréfien
immer ausgeschlossen. Die sogenannte unbestimmte oder diophantische Analysis, die
lehrt, aus den unendlich vielen Losungen einer unbestimmten Aufgabe diejenigen aus-
zuwahlen, die sich durch ganze oder wenigstens rationale Zahlen ausdriicken lassen
(meist mit der zusitzlichen Bedingung, dass sie positiv sind), ist nicht diese Wis-
senschaft selbst, sondern ein sehr besonderer Teil von ihr. Sie steht zu ihr etwa im
selben Verhéltnis wie die Kunst, Gleichungen umzuformen und zu lésen (Algebra),
zur gesamten Analysis. Wie ndmlich alle Untersuchungen tiber die allgemeinen Ei-
genschaften von Groflen zur Analysis gehoren, so bilden die ganzen Zahlen (und die
Briiche, soweit sie durch ganze Zahlen bestimmt werden) den eigentlichen Gegen-
stand der ARITHMETIK. Was man aber gewohnlich unter dem Namen Arithmetik
lehrt, geht kaum tber die Kunst, Zahlen darzustellen und zu rechnen, hinaus (also
Zahlen durch geeignete Zeichen, etwa im Dezimalsystem, darzustellen und die arith-
metischen Operationen auszufithren). Hinzu kommen einige Dinge, die entweder gar
nicht zur Arithmetik gehoren (wie die Lehre von den Logarithmen), oder wenigstens
nicht den ganzen Zahlen eigentiimlich sind, sondern fiir alle Groflen gelten. Daher
scheint es zweckméfBig, zwei Teile der Arithmetik zu unterscheiden: jene Dinge der
elementaren Arithmetik zuzuordnen und alle allgemeinen Untersuchungen iiber die
besonderen Eigenschaften ganzer Zahlen der hoheren Arithmetik vorzubehalten, von
der allein hier die Rede sein wird.

Zur hoheren Arithmetik gehort, was Euklid im VII. und den folgenden Biichern
der Elemente mit der bei den Alten iiblichen Eleganz und Strenge dargestellt hat; al-
lerdings beschréankt es sich auf die ersten Anfénge dieser Wissenschaft. Das beriihmte
Werk des Diophant, das ganz den unbestimmten Aufgaben gewidmet ist, enthélt viele
Fragen, deren Schwierigkeit und feine Kunstgriffe grofie Achtung vor dem Einfalls-
reichtum und Scharfsinn des Verfassers wecken, besonders wenn man bedenkt, wie
gering die Hilfsmittel waren, die ihm zur Verfiigung standen. Diese Aufgaben verlan-
gen aber eher Geschick und gewandte Behandlung als tiefere Grundsétze; auflerdem
sind sie zu speziell und fiihren selten zu allgemeineren Schliissen. Daher scheint dieses
Buch eher deshalb einen Wendepunkt in der Geschichte der Mathematik zu bilden,
weil es die ersten Spuren einer Zeichensprache und der Algebra zeigt, als weil es die
hohere Arithmetik um neue Entdeckungen bereichert hitte. Bei weitem das meiste
verdanken wir den Neueren. Unter ihnen haben wenige, aber unsterblich ruhmreiche
Ménner—P. DE FERMAT, L. EULER, L. LA GRANGE, A. M. LE GENDRE (um einige
andere zu tibergehen)—den Zugang zum innersten Heiligtum dieser gottlichen Wis-
senschaft getffnet und gezeigt, welche reichen Schétze es birgt. Welche Entdeckungen
von jedem dieser Mathematiker stammen, will ich hier nicht aufzdhlen. Man kann dies
den Vorreden zu den Zusétzen entnehmen, mit denen der ausgezeichnete La Grange
Eulers Algebra bereichert hat, und zu dem kiirzlich veroffentlichten Werk des ausge-
zeichneten Le Gendre, das gleich noch zu nennen ist. Die meisten werden auflerdem
an den entsprechenden Stellen dieser arithmetischen Untersuchungen angefiihrt.
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Der Zweck dieses Werkes, dessen Verdffentlichung ich schon vor fiinf Jahren 6f-
fentlich zugesagt hatte, war, Untersuchungen aus der héheren Arithmetik bekannt
zu machen, die ich zum Teil vor dieser Zeit, zum Teil danach angestellt habe. Damit
niemand sich wundert, dass die Wissenschaft hier beinahe von ihren ersten Anféin-
gen an behandelt wird und viele Untersuchungen wieder aufgenommen werden, mit
denen sich andere schon beschéftigt haben, hielt ich folgende Bemerkung fiir nétig:
Als ich mich zu Beginn des Jahres 1795 erstmals dieser Art von Untersuchungen
zuwandte, wusste ich nichts von dem, was die Neueren auf diesem Gebiet geleistet
hatten, und hatte auch keine Hilfsmittel, durch die ich davon hétte erfahren kénnen.
Waiéhrend einer anderen Arbeit stiefl ich zuféllig auf eine bemerkenswerte arithmeti-
sche Wahrheit (wenn ich mich nicht irre, war es der Satz des Artikels 108). Weil ich
sie schon fiir sich genommen sehr schén fand und vermutete, dass sie mit Groéflerem
zusammenhing, bemiihte ich mich mit aller Kraft, ihre Grundlagen zu erkennen und
einen strengen Beweis zu finden. Als mir das endlich wie gewiinscht gelungen war,
hatten mich diese Fragen so sehr gefesselt, dass ich sie nicht mehr verlassen konnte.
Da eines immer zum anderen fiihrte, war das meiste von dem, was in den ersten vier
Abschnitten dieses Werkes steht, bereits ausgearbeitet, bevor ich irgendetwas von den
dhnlichen Arbeiten anderer Mathematiker gesehen hatte. Als ich spéter Gelegenheit
bekam, die Schriften dieser groflen Geister zu lesen, erkannte ich, dass ich den grof-
ten Teil meiner Uberlegungen lingst erledigten Fragen gewidmet hatte. Doch umso
eifriger versuchte ich, ihren Spuren folgend die Arithmetik weiterzuentwickeln; so ent-
standen verschiedene Untersuchungen, von denen die Abschnitte V, VI und VII einen
Teil enthalten. Als ich nach einiger Zeit beschloss, die Friichte meiner néchtlichen Ar-
beit zu verdffentlichen, lief§ ich mich—umso lieber, weil mehrere es wiinschten—dazu
bewegen, auch von den fritheren Untersuchungen nichts zuriickzuhalten. Damals gab
es kein Buch, aus dem man die Arbeiten anderer Mathematiker tiber diese Dinge héat-
te kennenlernen koénnen, die in den Abhandlungen der Akademien verstreut waren;
viele meiner Untersuchungen waren ganz neu und die meisten mit neuen Methoden
behandelt; schliefilich hingen alle sowohl untereinander als auch mit den spéteren
Untersuchungen so eng zusammen, dass auch das Neue ohne eine Wiederaufnahme
des Ubrigen von Anfang an nicht hinreichend bequem hétte erklirt werden kénnen.

Inzwischen erschien ein ausgezeichnetes Werk eines Mannes, der sich schon zuvor
um die héhere Arithmetik sehr verdient gemacht hatte: Le Gendre, Fssai d’une théo-
rie des nombres, Paris, Jahr VI. Darin hat er nicht nur alles bisher in dieser Wissen-
schaft Geleistete sorgfiltig gesammelt und geordnet, sondern auch sehr vieles Neue
aus eigener Arbeit hinzugefiigt. Dieses Buch kam erst spit in meine Hande, nachdem
der grofite Teil meines Werkes schon gedruckt war; daher konnte ich es nicht tiberall
dort erwihnen, wo die Ahnlichkeit der Gegenstinde dazu Anlass gegeben hiitte. Nur
zu wenigen Stellen schien es nétig, in den Zusétzen einige Bemerkungen anzufiigen,
die dieser iiberaus hofliche und aufrichtige Mann, wie ich hoffe, freundlich aufnehmen
wird.

Wahrend des Drucks dieses Werkes, der mehrfach unterbrochen und durch ver-
schiedene Hindernisse bis in ein viertes Jahr verzogert wurde, habe ich nicht nur
schon begonnene Untersuchungen weitergefiihrt, deren Veroffentlichung ich auf spé-
ter verschoben hatte, damit das Buch nicht zu umfangreich werde, sondern auch
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mehrere neue begonnen. Auch mehrere andere, die ich aus demselben Grund nur
kurz beriihrt hatte, weil eine ausfithrlichere Behandlung weniger nétig schien (zum
Beispiel die in den Artikeln 37, 82 und den folgenden sowie an anderen Stellen), wur-
den spéter wieder aufgenommen und fithrten zu allgemeineren Untersuchungen, die
mir einer Verdffentlichung sehr wert erscheinen (man vergleiche auch die Bemerkun-
gen in den Zusédtzen zu Artikel 306). Da das Buch schlielich, besonders durch die
Léange des Abschnitts V, weit umfangreicher wurde als erwartet, musste ich manches
urspriinglich dafiir Bestimmte streichen, darunter den ganzen achten Abschnitt (der
an verschiedenen Stellen dieses Bandes bereits erwéhnt wird und eine allgemeine Be-
handlung algebraischer Kongruenzen beliebigen Grades enthélt). All dies wird leicht
einen ebenso groflen Band fiillen wie den vorliegenden und verdffentlicht werden,
sobald sich eine Gelegenheit bietet.

Dass ich bei mehreren schwierigen Fragen synthetische Beweise verwendet und
die Analysis, durch die sie gefunden wurden, weggelassen habe, liegt vor allem am
Streben nach Kiirze, auf die ich so weit wie moglich Riicksicht nehmen musste.

Die in Abschnitt VII behandelte Theorie der Kreisteilung oder der regelméfligen
Vielecke gehort zwar selbst, fir sich genommen, nicht zur Arithmetik; ihre Grundla-
gen miissen aber allein aus der hoheren Arithmetik gewonnen werden. Das wird den
Mathematikern vielleicht ebenso unerwartet sein, wie ihnen, so hoffe ich, die neuen
Wahrheiten willkommen sein werden, die sich aus dieser Quelle gewinnen lieflen.

Dies wollte ich dem Leser vorweg erkliren. Uber die Sache selbst zu urteilen,
steht mir nicht zu. Nichts wiinsche ich mir mehr, als dass das, was bisherige Liicken
fullt oder den Zugang zu Neuem 06ffnet, denen gefillt, denen der Fortschritt der
Wissenschaften am Herzen liegt.

vii



Untersuchungen tuber héhere Arithmetik

UNTERSUCHUNGEN UBER HOHERE ARITHMETIK.

ERSTER ABSCHNITT
UBER
DIE KONGRUENZ VON ZAHLEN IM ALLGEMEINEN.

Kongruente Zahlen, Moduln, Reste und Nichtreste.

1.

Wenn die Zahl a die Differenz der Zahlen b, ¢ teilt, heilen b und ¢ kongruent nach
a, andernfalls inkongruent: a selbst nennen wir den Modul. Im ersten Fall heifit jede
der Zahlen b, c ein Rest der anderen, im zweiten Fall ein Nichtrest.

Diese Begriffe gelten fiir alle ganzen Zahlen, sowohl positive als auch negative”
sollen aber nicht auf Briiche ausgedehnt werden. Zum Beispiel sind —9 und 416 nach
dem Modul 5 kongruent; —7 ist ein Rest von +15 nach dem Modul 11, nach dem
Modul 3 dagegen ein Nichtrest. Da auflerdem jede Zahl die Null teilt, ist jede Zahl
nach jedem Modul als zu sich selbst kongruent anzusehen.

2.

Alle Reste einer gegebenen Zahl a nach dem Modul m sind in der Formel a +
km enthalten, wobei k£ eine unbestimmte ganze Zahl bezeichnet. Die einfacheren
Sétze, die wir spiter angeben werden, lassen sich daraus ohne Miihe beweisen; ihre
Richtigkeit kann aber jeder ebenso leicht unmittelbar erkennen.

Von nun an werden wir die Kongruenz von Zahlen durch das Zeichen = bezeichnen
und, wo es notig ist, den Modul in Klammern hinzufiigen, —16 = 9 (mod. 5). =7 =
15 (mod. 11)7).

3.

SATZ. Sind m aufeinanderfolgende ganze Zahlen
a, a+1l,a+2 ....a+m—1

und eine weitere ganze Zahl A gegeben, so ist genau eine der ersteren nach dem
Modul m zu dieser kongruent.

Ist nédmlich a;lA ganzzahlig, so ist a = A; ist es ein Bruch, so sei die ndchstgrofiere
ganze Zahl (oder, wenn er negativ ist, die nichstkleinere, wenn man vom Vorzeichen
absieht) = k. Dann liegt A + km zwischen a und a + m und ist also die gesuchte
Zahl. Alle Quotienten %, %, % usw. liegen offensichtlich zwischen k£ — 1
und k + 1; daher kann nicht mehr als einer von ihnen ganzzahlig sein.

“'Der Modul ist immer absolut, also ohne Vorzeichen, zu nehmen.

'Wir haben dieses Zeichen wegen der engen Analogie zwischen Gleichheit und Kongruenz gewihlt.
Aus demselben Grund hat der ausgezeichnete Le Gendre in der Abhandlung, die wir weiter unten 6fter
anfithren werden, fiir die Kongruenz das Gleichheitszeichen selbst beibehalten; wir haben gezogert, ihm
darin zu folgen, um Mehrdeutigkeiten zu vermeiden.
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Kleinste Reste.

4.
Jede Zahl hat also sowohl in der Reihe 0,1,2,...m — 1 als auch in der Reihe
0,—1,-2, .... — (m — 1) einen Rest; diese nennen wir kleinste Reste. Ist nicht 0

ein Rest, so gibt es offensichtlich immer zwei, einen positiven und einen negativen.
Sind sie dem Betrag nach verschieden, so ist einer < %; andernfalls sind beide = 7,
wenn man vom Vorzeichen absieht. Daher hat jede Zahl einen Rest, der die Hélfte
des Moduls nicht iibersteigt; dieser heif3t absolut kleinster Rest.

Zum Beispiel hat —13 nach dem Modul 5 den kleinsten positiven Rest 2, der
zugleich der absolut kleinste ist, und den kleinsten negativen Rest —3; 45 ist nach
dem Modul 7 sein eigener kleinster positiver Rest, wihrend —2 der kleinste negative
und zugleich der absolut kleinste Rest ist.

Elementare Sdtze iber Kongruenzen.

5.

Nachdem diese Begriffe feststehen, wollen wir die Eigenschaften kongruenter Zah-
len zusammenstellen, die sich unmittelbar zeigen.

Zahlen, die nach einem zusammengesetzten Modul kongruent sind, sind auch nach
jedem seiner Teiler kongruent.

Sind mehrere Zahlen nach demselben Modul zu derselben Zahl kongruent, so sind
sie auch untereinander kongruent (nach demselben Modul).

Auch im Folgenden ist stillschweigend vorausgesetzt, dass der Modul derselbe ist.

Kongruente Zahlen haben dieselben kleinsten Reste, inkongruente verschiedene.

6.

Sind beliebig viele ganze Zahlen A, B,C usw. und ebenso viele andere a,b,c usw.
gegeben, die thnen nach irgendeinem Modul kongruent sind,

A=a, B=betc, gilt A+ B+C+etc. =a+b+ c+ ete.

Ist A=a,B=b,s0ist A— B=a—b.
7.

Ist A = a, so ist auch kA = ka.

Ist k eine positive Zahl, so ist dies nur ein besonderer Fall des Satzes im vorigen
Artikel, wenn man dort A = B = C usw., a = b = ¢ usw. setzt. Ist k negativ, so ist
—k positiv, also —kA = —ka, und daraus folgt kA = ka.

Ist A=a,B =b, so ist AB = ab. Denn AB = Ab = ba.

8.

Sind beliebig viele ganze Zahlen A, B,C usw. und ebenso viele ihnen kongruente
Zahlen a, b, c usw. gegeben, A = a, B = b usw., so sind die Produkte beider Gruppen
kongruent, ABC' etc. = abc etc.

Nach dem vorigen Artikel ist AB = ab und aus demselben Grund ABC = abc; auf
dieselbe Weise konnen beliebig viele weitere Faktoren hinzukommen.

2
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Nimmt man alle Zahlen A, B, C usw. als gleich an und ebenso die entsprechenden
Zahlen a, b, c usw., so erhélt man den Satz: Ist A = a und k eine positive ganze Zahl,
so ist AF = d”.

9.

Sei X eine algebraische Funktion der Unbestimmten x von der Form
Az® + Ba® + Oz + ete.

wobei A, B, C' usw. beliebige ganze Zahlen und a,b, ¢ usw. nichtnegative ganze Zahlen
bezeichnen. Gibt man dann der Unbestimmten x nach irgendeinem Modul kongruente
Werte, so sind auch die daraus entstehenden Werte der Funktion X kongruent.

Seien f, g kongruente Werte von x. Dann ist nach dem vorigen Artikel f¢ = ¢
und Af® = Ag®, ebenso Bf® = Bg® usw. Daher

a

Af*+ Bft + Cf¢ +etc. = Ag® + Bg® + C¢g + ete. Q. E. D.

Es ist auflerdem leicht zu sehen, wie sich dieser Satz auf Funktionen mehrerer
Unbestimmter ausdehnen lasst.

10.

Setzt man also fiir « alle aufeinanderfolgenden ganzen Zahlen ein und fithrt die
Werte der Funktion X auf ihre kleinsten Reste zuriick, so bilden diese eine Reihe, in
der dieselben Glieder nach einem Abstand von m Gliedern wiederkehren (wobei m
den Modul bezeichnet); die Reihe besteht also aus einer unendlich oft wiederholten
Periode von m Gliedern. Sei zum Beispiel X = 23 — 82 + 6 und m = 5; dann ergeben
fir x = 0,1,2,3 usw. die Werte von X die kleinsten positiven Reste 1,4,3,4,3,1,4
usw., wobei sich die ersten fiinf 1,4, 3,4,3 unbegrenzt wiederholen. Setzt man die
Reihe riickwérts fort, gibt man also x negative Werte, so erscheint dieselbe Periode
in umgekehrter Reihenfolge ihrer Glieder: daher kénnen in der ganzen Reihe keine
anderen Glieder vorkommen als die dieser Periode.

11.

In diesem Beispiel kann also X weder = 0 noch = 2 (mod. 5) werden, erst recht
nicht = 0 oder = 2. Folglich lassen sich die Gleichungen 2% — 8z + 6 = 0 und
2% — 8z + 4 = 0 nicht durch ganze Zahlen und somit, wie bekannt, auch nicht durch
rationale Zahlen 16sen. Allgemein ist klar, dass die Gleichung X = 0, wenn X eine
Funktion der Unbekannten x von der Form

2"+ A" '+ Bx" % +ete. + N

mit ganzen Zahlen A, B,C usw. und einer positiven ganzen Zahl n ist (auf diese
Form lassen sich bekanntlich alle algebraischen Gleichungen bringen), keine rationale
Wurzel hat, wenn sich die Kongruenz X = 0 nach irgendeinem Modul nicht erfiillen
ldsst. Dieses Kriterium, das sich uns hier von selbst angeboten hat, wird in Abschnitt
VIII ausfiihrlicher behandelt. Dieses Beispiel kann gewiss zumindest eine Vorstellung
vom Nutzen dieser Untersuchungen geben.
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Einige Anwendungen.

12.

Auf den Sétzen dieses Kapitels beruhen mehrere Regeln, die man gew6hnlich in
der Arithmetik lehrt, zum Beispiel die Regeln, mit denen man priift, ob eine gegebene
Zahl durch 9, 11 oder andere Zahlen teilbar ist. Nach dem Modul 9 sind alle Potenzen
der Zahl 10 zu eins kongruent: hat also die gegebene Zahl die Form a+10b+100c+etc.,
so liefert sie nach dem Modul 9 denselben kleinsten Rest wie a+b+c+etc. Addiert man
also die einzelnen Ziffern einer in Dezimalschreibweise dargestellten Zahl unabhéngig
von ihrer Stelle, so liefern diese Summe und die gegebene Zahl dieselben kleinsten
Reste. Die gegebene Zahl ist daher genau dann durch 9 teilbar, wenn die Summe durch
9 teilbar ist. Dasselbe gilt fiir den Teiler 3. Da nach dem Modul 11 100 = 1 ist, gilt
allgemein 10?* = 1. 102+ = 10 = —1, und eine Zahl von der Form a+10b+100c+etc.
liefert nach dem Modul 11 denselben kleinsten Rest wie a — b + ¢ usw.; daraus folgt
sofort die bekannte Regel. Alle &hnlichen Regeln lassen sich aus demselben Grundsatz
leicht ableiten.

Die vorigen Ergebnisse erkldren ebenso die gewohnlich empfohlenen Regeln zur
Priifung arithmetischer Rechnungen. Sollen ndmlich aus gegebenen Zahlen durch Ad-
dition, Subtraktion, Multiplikation oder Potenzieren andere Zahlen abgeleitet werden,
so ersetzt man die gegebenen Zahlen durch ihre kleinsten Reste nach einem beliebi-
gen Modul (gewohnlich 9 oder 11, weil sich die Reste nach diesen Moduln, wie wir
eben gezeigt haben, in unserem Dezimalsystem so leicht finden lassen). Die so ent-
stehenden Zahlen miissen zu den aus den gegebenen Zahlen abgeleiteten kongruent
sein; trifft dies nicht zu, so hat sich ein Fehler in die Rechnung eingeschlichen.

Da diese und ahnliche Dinge aber hinreichend bekannt sind, wére es iiberfliissig,
langer dabei zu bleiben.
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ZWEITER ABSCHNITT
UBER

KONGRUENZEN ERSTEN GRADES.

Vorbereitende Sdtze iiber Primzahlen, Faktoren usw.

13.

SATZ. Das Produkt zwetier positiver Zahlen, die kleiner als eine gegebene Primzahl
sind, kann nicht durch diese Primzahl geteilt werden.

Sei p eine Primzahl und a positiv und < p: Dann gibt es keine positive Zahl b, die
kleiner als p ist, sodass ab = 0 (mod. p) ist.

Beweis. Wenn jemand dies bestreitet, nehmen wir an, es gebe Zahlen b, ¢, d usw.,
alle < p, fir die ab =0, ac =0, ad = 0 usw. (mod. p) ist. Sei b die kleinste von allen,
sodass keine Zahl, die kleiner als b ist, diese Eigenschaft hat. Offensichtlich ist b > 1:
Wiére namlich b = 1, so wire ab = a < p (nach Voraussetzung) und damit nicht
durch p teilbar. Da p eine Primzahl ist, kann es also nicht durch b geteilt werden,
sondern liegt zwischen den beiden benachbarten Vielfachen von b, mb und (m + 1)b.
Sei p — mb = b'; dann ist V' eine positive Zahl und < b. Da wir nun ab = 0 (mod. p)
vorausgesetzt haben, gilt auch mab = 0 (Art. 7); zieht man dies von ap = 0 ab, so
erhilt man a(p — mb) = ab/ = 0. Also muss b’ zu den Zahlen b, ¢,d usw. gehoren,
obwohl es kleiner als ihre kleinste, b, ist. . E. A.

14.

Kann weder a noch b durch die Primzahl p geteilt werden, so kann auch das Produkt
ab nicht durch p geteilt werden.

Seien die kleinsten positiven Reste der Zahlen a,b nach dem Modul p mit «,
bezeichnet; keiner von ihnen ist 0 (nach Voraussetzung). Wére nun ab = 0 (mod. p),
so ware wegen ab = af auch af = 0, was mit dem vorigen Satz unvereinbar ist.

Einen Beweis dieses Satzes hat bereits Euklid gegeben, El. VII. 32. Wir wollten
ihn trotzdem nicht weglassen: zum einen, weil mehrere Neuere entweder vage Uberle-
gungen als Beweis ausgegeben oder den Satz ganz iibergangen haben; zum anderen,
weil sich die Art der hier verwendeten Methode, die wir spéter zur Klarung viel
verborgenerer Dinge benutzen werden, an einem einfacheren Fall leichter verstehen
l&sst.

15.

Kann keine der Zahlen a,b, c,d usw. durch die Primzahl p geteilt werden, so kann
auch das Produkt abcd usw. nicht durch p geteilt werden.
Nach dem vorigen Artikel ist ab nicht durch p teilbar; also auch nicht abc und
daher auch nicht abcd usw.
16.

SATZ. Jede zusammengesetzte Zahl ldsst sich nur auf eine einzige Weise in Prim-
faktoren zerlegen.
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Beweis. Dass sich jede zusammengesetzte Zahl in Primfaktoren zerlegen lasst, ist
aus den Anfangsgriinden bekannt; dass dies aber nicht auf mehrere verschiedene
Weisen geschehen kann, wird meist zu Unrecht stillschweigend vorausgesetzt. Neh-
men wir an, eine zusammengesetzte Zahl A, die = a®bP¢Y usw. ist, wobei a, b, ¢ usw.
verschiedene Primzahlen bezeichnen, liefe sich noch auf eine andere Weise in Primfak-
toren zerlegen. Zunéchst ist klar, dass in diesem zweiten System von Faktoren keine
anderen Primzahlen als a, b, ¢ usw. vorkommen koénnen, weil keine andere Primzahl
die aus diesen zusammengesetzte Zahl A teilen kann. Ebenso darf in diesem zweiten
System keine der Primzahlen a, b, ¢ usw. fehlen, da sie sonst A nicht teilen wiirde (vo-
riger Art.). Die beiden Zerlegungen kénnen sich also nur dadurch unterscheiden, dass
irgendeine Primzahl in der einen 6fter vorkommt als in der anderen. Sei p eine solche
Primzahl, die in der einen Zerlegung m-mal und in der anderen n-mal vorkommt, und
sei m > n: Nun werde der Faktor p aus beiden Systemen n-mal entfernt, sodass er in
dem einen noch m — n-mal vorkommt, aus dem anderen aber ganz verschwunden ist.
Es gibt also zwei Zerlegungen der Zahl 4 in Faktoren, von denen die eine den Faktor
p gar nicht, die andere aber m — n-mal enthélt, entgegen dem eben Bewiesenen.

17.

Ist also eine zusammengesetzte Zahl A das Produkt von B, C, D usw., so kénnen
unter den Primfaktoren der Zahlen B, C, D usw. offensichtlich keine anderen vorkom-
men als unter den Faktoren von A; und jeder dieser Faktoren muss in B,C, D usw.
zusammengenommen ebenso oft vorkommen wie in A. Daraus ergibt sich ein Krite-
rium dafiir, ob eine Zahl B eine andere Zahl A teilt oder nicht. Sie tut dies, wenn B
weder andere Primfaktoren noch einen von ihnen o6fter als A enthélt; ist eine dieser
Bedingungen nicht erfiillt, so teilt B die Zahl A nicht.

Ist A = a®bP¢Y usw., wobei a, b, ¢ usw. wie oben verschiedene Primzahlen bezeich-
nen, so lasst sich daraus durch Abzihlen der Kombinationen leicht ableiten, dass A

(a+1)(B+1)(y+1) ete.

verschiedene Teiler besitzt, einschliefflich 1 und A.
18.

Ist also A = a®?¢” usw., K = k"I*m* usw., und sind die Primzahlen a,b, ¢
usw., k,l,m usw. alle verschieden, so haben A und K offensichtlich aufler 1 keinen
gemeinsamen Teiler, sind also teilerfremd.

Sind mehrere Zahlen A, B, C' usw. gegeben, so wird ihr grifiter gemeinsamer Tei-
ler folgendermaflen bestimmt. Man zerlegt sie alle in ihre Primfaktoren und wéahlt
darunter diejenigen aus, die allen Zahlen A, B, C' usw. gemeinsam sind (gibt es solche
nicht, so gibt es keinen allen gemeinsamen Teiler). Dann notiert man, wie oft jeder
dieser Primfaktoren in jeder der Zahlen A, B, C' usw. enthalten ist, also welchen Ez-
ponenten jeder in den einzelnen Zahlen A, B, C' usw. hat. Schliellich gibt man jedem
Primfaktor den kleinsten seiner Exponenten in A, B, C usw. und bildet daraus das
Produkt; dies ist der gesuchte gemeinsame Teiler.

Sucht man dagegen das kleinste gemeinsame Vielfache der Zahlen A, B, C usw., so
geht man folgendermaflen vor. Man sammelt alle Primzahlen, die wenigstens eine der
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Zahlen A, B,C usw. teilen, gibt jeder den grofiten ihrer Exponenten in den Zahlen
A, B,C usw. und bildet so das Produkt aus allen; dies ist das gesuchte Vielfache.

Beispiel. Sei A = 504 = 233%27; B = 2880 = 203%5; C = 864 = 2°33. Fiir den
groBiten gemeinsamen Teiler hat man die Primfaktoren 2,3, denen die Exponenten
3,2 zu geben sind; es ergibt sich = 2332 = 72; das kleinste gemeinsame Vielfache ist
dagegen 26335.7 = 60480.

Wegen ihrer Einfachheit lassen wir die Beweise weg. Wie diese Aufgaben zu 16sen
sind, wenn die Zerlegung der Zahlen A, B, C usw. in Faktoren nicht gegeben ist, ist
im Ubrigen aus den Anfangsgriinden bekannt.

19.

Sind die Zahlen a,b,c usw. zu einer anderen Zahl k teilerfremd, so ist auch ihr
Produkt abc usw. zu k teilerfremd.

Da némlich keine der Zahlen a,b,c usw. einen Primfaktor mit k gemeinsam hat
und das Produkt abc usw. keine anderen Primfaktoren haben kann als die Faktoren
einer der Zahlen a, b, ¢ usw., hat auch das Produkt abc usw. keinen Primfaktor mit
k gemeinsam. Nach dem vorigen Artikel ist also k zu abc usw. teilerfremd.

Sind die Zahlen a,b, c usw. paarweise teilerfremd und teilt jede eine andere Zahl
k, so teilt auch ihr Produkt die Zahl k.

Dies folgt ebenso leicht aus den Artikeln 17, 18. Sei ndmlich ein beliebiger Primtei-
ler des Produkts abc usw. mit p bezeichnet, der darin m-mal vorkomme; offensichtlich
muss eine der Zahlen a, b, c usw. denselben Teiler m-mal enthalten. Daher enthélt
auch k, das von dieser Zahl geteilt wird, m-mal den Teiler p. Ebenso verhélt es sich
mit den tbrigen Teilern des Produkts abc usw.

Daher gilt: Sind zwei Zahlen m,n nach mehreren paarweise teilerfremden Moduln
a,b,c usw. kongruent, so sind sie auch nach deren Produkt kongruent. Da namlich
m—n durch jede der Zahlen a, b, c usw. teilbar ist, lasst es sich auch durch ihr Produkt
teilen.

SchlieBlich gilt: Ist a zu b teilerfremd und ak durch b teilbar, so ist auch ak durch
b teilbar. Denn da ak sowohl durch a als auch durch b teilbar ist, lisst es sich auch

durch ab teilen; das heifit, % = % ist ganzzahlig.

20.

Ist A = a®bP¢Y usw., wobei a,b,c usw. verschiedene Primzahlen bezeichnen, ir-
gendeine Potenz, etwa = k™, so sind alle Exponenten a, 3,7 usw. durch n teilbar.

Die Zahl k enthalt ndmlich keine anderen Primfaktoren als a, b, ¢ usw. Enthélt sie
den Faktor a genau o/-mal, so enthilt k", also A, diesen Faktor na’-mal; daher ist

no/ = a und ¢ ganzzahlig. Ebenso zeigt man, dass g usw. ganzzahlig sind.
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21.

Sind a, b, c usw. paarweise teilerfremd und ist ihr Produkt abc usw. eine Potenz,
etwa = k™, so sind auch die einzelnen Zahlen a,b,c usw. Potenzen derselben Art.

Sei a = MmMp™ usw., wobei I, m, p usw. verschiedene Primzahlen bezeichnen. Nach
Voraussetzung ist keine davon ein Faktor von b, ¢ usw. Das Produkt abc usw. enthélt
also den Faktor [ A-mal, den Faktor m p-mal usw. Nach dem wvorigen Artikel sind
daher A, u, 7w usw. durch n teilbar, und somit ist

A opoom
"Ja =1lnmn pn usw.

eine ganze Zahl. Dasselbe gilt fiir die iibrigen Zahlen b, ¢ usw.
Diese Tatsachen iiber Primzahlen mussten vorausgeschickt werden; nun wenden
wir uns den Dingen zu, die unmittelbarer mit unserem Ziel zusammenhéngen.

22.

Sind die Zahlen a,b, die beide durch eine Zahl k teilbar sind, nach einem Modul
m, der zu k teilerfremd ist, kongruent, so sind auch ¢ und % nach demselben Modul
kongruent.

Denn a — b ist offenbar durch £ und ebenso durch m teilbar (nach Voraussetzung).
Nach Artikel 19 ist also “T_b durch m teilbar, das heifit ¢ = £ (mod. m).

E= k
Haben dagegen m und k bei sonst gleichen Voraussetzungen den gréfiten gemein-
samen Teiler e, so ist § = % (mod. 7). Denn % und " sind teilerfremd. Nun ist

a — b sowohl durch k als auch durch m teilbar, also auch “be sowohl durch % als auch
durch 7 und damit durch % Das heifit, %22 ist durch = teilbar, oder § = b (mod.
2)-

23.

Ist a zu m teilerfremd und sind e, f nach dem Modul m inkongruent, so sind auch
ae,af nach m inkongruent.

Dies ist lediglich die Umkehrung des Satzes im vorigen Artikel.

Daraus folgt: Multipliziert man a mit allen ganzen Zahlen von 0 bis m — 1 und
fiuhrt die Produkte auf ihre kleinsten Reste nach dem Modul m zurtick, so sind diese
Reste alle verschieden. Keiner dieser Reste ist > m, und ihre Anzahl betrdgt m;
ebenso viele Zahlen gibt es von 0 bis m — 1. Daher kann keine dieser Zahlen unter
den Resten fehlen.

24.

Der Ausdruck ax + b, in dem a, b gegebene Zahlen und z eine unbestimmte oder
verdanderliche Zahl bezeichnen, kann nach einem Modul m, der zu a teilerfremd ist,
jeder gegebenen Zahl kongruent gemacht werden.

Sei ¢ die Zahl, zu der der Ausdruck kongruent sein soll, und sei der kleinste positive
Rest von ¢—b nach dem Modul m gleich e. Nach dem vorigen Artikel gibt es notwendig
einen Wert von x < m, fiir den der kleinste Rest des Produkts ax nach dem Modul
m gleich e wird. Sei v dieser Wert. Dann ist av = e = ¢ — b, also av + b = ¢ (mod.
m). Q. E. F.

25.

Einen Ausdruck, der zwei Groflen als kongruent angibt, nennen wir in Anlehnung
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an Gleichungen eine Kongruenz. Enthélt er eine Unbekannte, so heifit die Kongru-
enz geldst, wenn ein Wert der Unbekannten gefunden ist, der die Kongruenz erfiillt
(eine Wurzel). Damit ist auch klar, was eine l0sbare Kongruenz und eine unlésbare
Kongruenz ist. Schliefllich sieht man leicht, dass hier dhnliche Unterscheidungen wie
bei Gleichungen moglich sind. Beispiele transzendenter Kongruenzen werden spéter
vorkommen. Algebraische Kongruenzen werden nach dem hoéchsten Exponenten der
Unbekannten in solche ersten, zweiten und héheren Grades eingeteilt. Ebenso kénnen
mehrere Kongruenzen mit mehreren Unbekannten vorliegen, deren Elimination zu
untersuchen ist.

Lésung der Kongruenzen ersten Grades.

26.

Nach Artikel 24 ist also die Kongruenz ersten Grades ax + b = c stets losbar, wenn
der Modul zu a teilerfremd ist. Ist v ein geeigneter Wert von z, also eine Wurzel der
Kongruenz, so sind offenbar auch alle Zahlen Wurzeln, die zu v nach dem Modul der
gegebenen Kongruenz kongruent sind (Artikel 9). Ebenso leicht sieht man, dass alle
Wurzeln zu v kongruent sein miissen: Ist ¢ eine weitere Wurzel, so ist av + b = at + b,
also av = at und damit v = ¢ (Artikel 22). Folglich gibt die Kongruenz x = v (mod.
m) die vollstindige Losung der Kongruenz az + b = ¢ an.

Da Losungen einer Kongruenz durch kongruente Werte von z unmittelbar auf der
Hand liegen und kongruente Zahlen in dieser Hinsicht als gleichwertig anzusehen
sind, zdhlen wir solche Losungen als ein und dieselbe. Da nun unsere Kongruenz
ax + b = c keine anderen Losungen zulasst, sagen wir, sie sei nur auf eine Weise
losbar oder habe nur eine Wurzel. Zum Beispiel lasst die Kongruenz 6x + 5 = 13
(mod. 11) nur solche Wurzeln zu, die = 5 (mod. 11) sind. Bei Kongruenzen hoheren
Grades ist dies anders, ebenso bei Kongruenzen ersten Grades, wenn die Unbekannte
mit einer Zahl multipliziert wird, zu der der Modul nicht teilerfremd ist.
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27.

Es bleibt noch etwas dariiber zu sagen, wie man die Losung einer solchen Kongru-
enz findet. Zunéchst hiangt eine Kongruenz der Form ax + t = u, deren Modul wir
als teilerfremd zu a voraussetzen, von der Kongruenz ax = +1 ab: Erfiillt x = r die
letztere, so erfiillt = +(u — t)r die erstere. Die Kongruenz ax = +1, deren Modul
wir mit b bezeichnen, ist gleichwertig mit der unbestimmten Gleichung ax = by + 1.
Wie man diese 10st, ist inzwischen gut bekannt; daher geniigt es, hier den Rechenal-
gorithmus anzugeben.

Héngen die Grofien A, B, C, D, E usw. von «, 3,7, usw. durch die Beziehungen

A=«a, B=pA+1, C=+vB+A, D=6C+B, FE=¢cD+C usw.
ab, so bezeichnen wir sie der Kiirze halber folgendermafien:
A:[a]7 B:[a718}7 C:[a7677]7 D:[a718’775:| uSW'*)'

Gegeben sei nun die unbestimmte Gleichung ax = by+1, in der a, b positiv sind. Wir
diirfen annehmen, dass a nicht < b ist. Nach dem bekannten Algorithmus zur Bestim-
mung des grofiten gemeinsamen Teilers zweier Zahlen bilden wir durch gew6hnliche
Division die Gleichungen

a=ab+c, b=pfc+d, c=rd+eusw.

Dabei sind «, 8,y usw. sowie ¢, d, e usw. positive ganze Zahlen, und b, ¢, d, e nehmen
fortlaufend ab, bis wir zu m = un + 1 gelangen, was bekanntlich schliefflich eintreten
muss. Es ist also

a=[n,p,....v,8,a], b=[npu....v,p0]

Setzen wir nun
wZ[M?""775]7 y:[,ua""’%ﬁaa]
so ist ax = by 4+ 1, wenn die Anzahl der Zahlen «,,7....u,n gerade ist, und
ax = by — 1, wenn sie ungerade ist. ). E. F.
28.

Der beriihmte Euler gab zuerst die allgemeine Losung solcher unbestimmten Glei-
chungen an, in Comment. Petrop. T. VII, S. 46. Seine Methode besteht darin, andere

“Diese Beziehung lasst sich viel allgemeiner betrachten; vielleicht werden wir dies bei einer anderen
Gelegenheit aufgreifen. Hier fiigen wir nur zwei Sétze hinzu, die bei der vorliegenden Untersuchung
niitzlich sind:

1% o, Byye N pBy v A = e By A[Byy - A p] = £

Dabei ist das obere Zeichen zu nehmen, wenn die Anzahl der Zahlen «, 8,v...\, u gerade ist, das
untere, wenn sie ungerade ist.
2°. Die Reihenfolge der Zahlen a, 3, usw. kann umgekehrt werden:

[a7/87’y"')\’/"/]:[M7A""’y’ﬂ7a]'

Die Beweise, die nicht schwierig sind, lassen wir hier weg.

10
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Unbekannte an die Stelle von x,y zu setzen, und ist inzwischen gut bekannt. Der
berithmte La Grange ging etwas anders vor. Aus der Theorie der Kettenbriiche folgt
nédmlich: Verwandelt man den Bruch g in den Kettenbruch

1

o+

B+

vy + usw. +

z
n

und wandelt diesen nach Weglassen seines letzten Teils 7 wieder in einen gewohnli-

chen Bruch £ um, so ist ax = by £+ 1, sofern a zu b teilerfremd ist. Beide Methoden
fiihren zum selben Algorithmus. La Granges Untersuchungen finden sich in Hist. de
l’Ac. de Berlin Année 1767, S. 175, und zusammen mit weiteren Untersuchungen in
den Zusditzen zur franzésischen Ubersetzung von Eulers Algebra.

29.

Die Kongruenz ax 4+t = u, deren Modul nicht zu a teilerfremd ist, lasst sich leicht
auf den vorigen Fall zuriickfithren. Sei m der Modul und der gréfite gemeinsame Teiler
von a,m gleich §. Zunéchst erfiillt offenbar jeder Wert von x, der die Kongruenz nach
dem Modul m erfiillt, sie auch nach dem Modul ¢ (Artikel 5). Es ist aber stets ax = 0
(mod. §), da § ein Teiler von a ist. Die gegebene Kongruenz ist daher unlésbar, wenn
nicht ¢ = v (mod. §), das heifit, wenn ¢ — u nicht durch § teilbar ist.

Setzen wir also a = de, m = f, t —u = dk, so ist e zu f teilerfremd. Dann ist die
gegebene Kongruenz dex + 6k = 0 (mod. df) gleichwertig mit ex + k = 0 (mod. f).
Das heifit, jeder Wert von z, der die letztere erfiillt, erfiillt auch die erstere, und
umgekehrt. Denn ex + k ist offenbar durch f teilbar, wenn dex + dk durch J f teilbar
ist, und umgekehrt. Wie man die Kongruenz ez +k = 0 (mod. f) 16st, haben wir oben
gezeigt. Daraus folgt zugleich: Ist v einer der Werte von z, so gibt x = v (mod. f)
die vollstiandige Losung der gegebenen Kongruenz an.

11
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30.

Bei einem zusammengesetzten Modul ist manchmal die folgende Methode vorzu-
ziehen.

Der Modul sei = mn und die gegebene Kongruenz ax = b. Man 16se diese zunéchst
nach dem Modul m und nehme an, dass sie fiir + = v (mod. %) erfiillt ist, wobei
0 den grofiten gemeinsamen Teiler von m, a bezeichnet. Jeder Wert von z, der die
Kongruenz ax = b nach dem Modul mn erfiillt, erfiillt sie offenbar auch nach dem
Modul m und hat daher die Form v+, wobei 2 eine unbestimmte Zahl bezeichnet.
Umgekehrt erfiillen aber nicht alle Zahlen der Form v + %az’ die Kongruenz nach
dem Modul mn. Wie 2’ zu bestimmen ist, damit v + %’ eine Wurzel der Kongruenz

ar = b (mod. mn) wird, ergibt sich aus der Losung der Kongruenz %z’ + av =

b (mod. mn), die mit §2’ = b‘# (mod. n) gleichwertig ist. Somit lasst sich die
Losung jeder Kongruenz ersten Grades nach dem Modul mn auf die Losung zweier
Kongruenzen nach den Moduln m und n zuriickfithren. Ist n wiederum ein Produkt
zweier Faktoren, so hangt die Losung der Kongruenz nach dem Modul n ebenso von
der Losung zweier Kongruenzen ab, deren Moduln diese Faktoren sind. Allgemein
héngt die Losung einer Kongruenz nach einem beliebigen zusammengesetzten Modul
von der Losung anderer Kongruenzen ab, deren Moduln Faktoren dieser Zahl sind.
Diese konnen, wenn es zweckméflig erscheint, stets als Primzahlen gewéhlt werden.

Beispiel. Gegeben sei die Kongruenz 192 = 1 (mod. 140). Man 16se sie zunéchst
nach dem Modul 2 und erhdlt x = 1 (mod. 2). Setzt man x = 1 + 22/, so wird
382" = —18 (mod. 140), womit 192’ = —9 (mod. 70) gleichwertig ist. Lost man diese
wiederum nach dem Modul 2, so ergibt sich 2/ = 1 (mod. 2). Mit 2/ = 1 + 22"
erhdlt man 382" = —28 (mod. 70) oder 192" = —14 (mod. 35). Die Losung nach 5
ergibt 2 = 4 (mod. 5), und mit " = 4 + 52" folgt 952" = —90 (mod. 35) oder
192" = —18 (mod. 7). Daraus folgt schlieflich " = 2 (mod. 7), und setzt man
2 = 24+ 72" so ergibt sich x = 59 + 1402"". Daher ist x = 59 (mod. 140) die
vollstandige Losung der gegebenen Kongruenz.

31.

So wie die Wurzel der Gleichung ax = b durch g ausgedriickt wird, bezeichnen
wir auch jede Wurzel der Kongruenz ax = b durch g und fiigen zur Unterscheidung
den Modul der Kongruenz hinzu. Zum Beispiel bezeichnet % (mod. 12) jede Zahl,
die = 11 (mod. 12) ist”). Aus dem Vorhergehenden folgt allgemein, dass 7 (mod. c)
nichts Wirkliches bezeichnet (oder, wenn man will, etwas Imaginéres), wenn a, c einen
gemeinsamen Teiler haben, der b nicht teilt. Aufler in diesem Fall hat der Ausdruck
g (mod. ¢) stets wirkliche Werte, und zwar unendlich viele. Diese sind alle nach ¢
kongruent, wenn a zu c teilerfremd ist, oder nach £, wenn § der gréfite gemeinsame
Teiler von ¢, a ist.

Fiir diese Ausdriicke gelten fast dieselben Rechenregeln wie fiir gewohnliche Briiche.
Wir geben hier einige Eigenschaften an, die sich leicht aus dem Vorhergehenden
ableiten lassen.

1. Ist nach dem Modul ¢ sowohl ¢ = « als auch b = 5, so sind die Ausdriicke

3 (mod. ¢) und § (mod. c) gleichwertig.

was entsprechend durch L (mod. 12) bezeichnet werden kann.
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2. ‘;—g (mod. ¢6) und ¢ (mod. c) sind gleichwertig.
3. % (mod. ¢) und ¢ (mod. ¢) sind gleichwertig, wenn k zu c teilerfremd ist.

Viele weitere dhnliche Sétze lieBen sich anfithren. Da sie aber keine Schwierigkeiten
bereiten und fiir das Folgende nicht besonders nétig sind, gehen wir zu anderem {iber.

Bestimmung einer Zahl mit gegebenen Resten nach gegebenen Moduln.

32.

Die Aufgabe, alle Zahlen zu finden, die nach beliebig vielen gegebenen Moduln
gegebene Reste ergeben, wird im Folgenden sehr niitzlich sein und léasst sich aus dem
Vorhergehenden leicht 16sen. Zunéchst seien zwei Moduln A, B gegeben, nach denen
die gesuchte Zahl z zu den Zahlen a,b jeweils kongruent sein soll. Alle Werte von z
haben also die Form Az+a, wobei z unbestimmt ist, aber Az+a = b (mod. B) erfiillen
muss. Ist nun der grofite gemeinsame Teiler von A, B gleich §, so hat die vollstandige
Losung dieser Kongruenz die Form x = v (mod. ?) oder, gleichbedeutend, x =
v+ %, wobei k eine beliebige ganze Zahl bezeichnet. Die Formel Av + a + #
umfasst somit alle Werte von z, das heifit, 2 = Av+a (mod. %) ist die vollstandige
Losung der Aufgabe. Kommt zu den Moduln A, B ein dritter, C, hinzu, nach dem
die gesuchte Zahl z = ¢ sein soll, so geht man offenbar genauso vor, da die ersten
beiden Bedingungen bereits zu einer einzigen zusammengefasst sind. Ist ndmlich der
grofite gemeinsame Teiler von ‘%3. und C gleich = ¢ und die Lésung der Kongruenz
ATBerAera = ¢ (mod. C) durch z = w (mod. g) gegeben, so ist die Aufgabe durch
die Kongruenz z = {@ + Av 4 a (mod. A(;Léc) vollstdndig gelost. Ebenso verfihrt
man bei beliebig vielen Moduln. Dabei sind %, A(ﬁc die kleinsten gemeinsamen
Vielfachen von A, B beziehungsweise A, B, C'. Fiir beliebig viele Moduln A4, B, C usw.,
deren kleinstes gemeinsames Vielfaches M ist, hat daher die vollstindige Losung
die Form z = r (mod. M). Ist eine der Hilfskongruenzen unlgsbar, so muss man
schlieflen, dass die Aufgabe unmdglich ist. Das kann offenbar nicht vorkommen, wenn
alle Zahlen A, B, C usw. paarweise teilerfremd sind.

Beispiel. Die Zahlen A, B, C und a, b, ¢ seien 504, 35, 16 beziehungsweise 17, —4, 33.
Dann sind die beiden Bedingungen, dass z = 17 (mod. 504) und = —4 (mod. 35) sei,
mit der einzigen Bedingung gleichwertig, dass es = 521 mod. 2520) sei. Zusammen

mit z = 33 (mod. 16) ergibt dies z = 3041 (mod. 5040).
33.

Sind die Zahlen A, B, C usw. paarweise teilerfremd, so ist bekanntlich ihr Produkt
das kleinste gemeinsame Vielfache aller dieser Zahlen. In diesem Fall sind alle Kon-
gruenzen z = a (mod. A), z = b (mod. B) usw. offenbar mit der einzigen Kongruenz
z =1 (mod. R) gleichwertig, wobei R das Produkt von A, B, C usw. bezeichnet. Um-
gekehrt lasst sich daher die einzige Bedingung z = r (mod. R) in mehrere zerlegen.
Wird R auf irgendeine Weise in paarweise teilerfremde Faktoren A, B, C' usw. zerlegt,
so erfiillen die Bedingungen z = r (mod. A), z = r (mod. B), z = r (mod. C) usw.
die Anforderung vollsténdig. Diese Bemerkung eréffnet uns einen Weg, nicht nur eine
etwaige Unmoglichkeit der gegebenen Bedingungen sofort zu erkennen, sondern auch
die Rechnung bequemer und {iibersichtlicher durchzufiihren.

13



Untersuchungen tuber héhere Arithmetik

34.

Wie oben seien die Bedingungen z = a (mod. A), z = b (mod. B), z = ¢ (mod. C)
gegeben. Man zerlege jeden Modul in paarweise teilerfremde Faktoren, A in A’A” A"
usw., B in B’B"B" usw., und zwar so, dass die Zahlen A’, A” usw., B’, B"” usw.
Primzahlen oder Primzahlpotenzen sind. Ist eine der Zahlen A, B,C usw. bereits
eine Primzahl oder Primzahlpotenz, so ist fiir sie keine Zerlegung notig. Aus dem
Vorhergehenden folgt, dass man die gegebenen Bedingungen durch z = a (mod. A'),
z =a (mod. A”), z = a (mod. A”) usw., z = b (mod. B’), z = b (mod. B") usw.
ersetzen kann. Sind nun nicht alle Zahlen A, B, C usw. paarweise teilerfremd, ist et-
wa A zu B nicht teilerfremd, so kénnen offenbar die Primteiler von A, B nicht alle
verschieden sein. Unter den Faktoren A’, A”, A”" usw. muss mindestens einer unter
B', B”, B" usw. entweder einen gleichen Faktor, ein Vielfaches oder einen Teiler ha-
ben. Ist erstens A’ = B’, so miissen die Bedingungen z = a (mod. A’), z = b (mod. B’)
identisch sein, das heifit, es muss a = b (mod. A" oder B’) gelten. Dann kann eine
der beiden wegfallen. Gilt dagegen nicht a = b (mod. A’), so ist die Aufgabe unmog-
lich. Ist zweitens B’ ein Vielfaches von A’; so muss die Bedingung 2z = a (mod. A’)
in z = b (mod. B’) enthalten sein. Das heifit, die aus der letzteren folgende Bedin-
gung z = b (mod. A’) muss mit der ersteren identisch sein. Also kann die Bedingung
z = a (mod. A’) wegfallen, sofern sie der anderen nicht widerspricht; andernfalls ist
die Aufgabe unméglich. Sind so alle iiberfliissigen Bedingungen entfernt, so sind of-
fenbar alle verbleibenden Moduln unter A’, A”, A” usw., B’, B”, B” usw. paarweise
teilerfremd. Dann ist die Aufgabe sicher moglich, und wir kénnen nach den zuvor
gegebenen Regeln vorgehen.

35.

Beispiel. Soll wie oben z = 17 (mod. 504), = —4 (mod. 35) und = 33 (mod. 16)
gelten, so lassen sich diese Bedingungen in z = 17 (mod. 8), = 17 (mod. 9), =
17 (mod. 7), = —4 (mod. 5), = —4 (mod. 7), = 33 (mod. 16) zerlegen. Davon kénnen
die Bedingungen z = 17 (mod. 8), z = 17 (mod. 7) wegfallen, da die erstere in

= 33 (mod. 16) enthalten und die letztere mit z = —4 (mod. 7) identisch ist. Es
bleiben also

17 (mod. 9)
_}J —4 (mod. 5) _
ZEQ (mod. 7) daraus folgt 2z = 3041 (mod. 5040).
33 (mod. 16)

Meist ist es bequemer, diejenigen verbleibenden Bedingungen, die aus ein und
derselben Bedingung hervorgegangen sind, jeweils wieder zusammenzufassen, da dies
leicht moglich ist. Sind zum Beispiel von den Bedingungen 2z = a (mod. A’), z =
a (mod. A”) usw. einige weggefallen, so erhélt man aus den tibrigen die Bedingung
2 = a nach dem Modul, der das Produkt aller verbleibenden Moduln unter A’, A”, A"
usw. ist. So ergibt sich in unserem Beispiel aus z = —4 (mod. 5), z = —4 (mod. 7) von
selbst wieder die urspriingliche Bedingung z = —4 (mod. 35). Daraus folgt auch, dass
es fiir die Kiirze der Rechnung nicht ganz gleichgiiltig ist, welche der iiberfliissigen
Bedingungen wegfallen. Diese und andere praktische Verfahren, die man durch Ubung
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viel leichter als durch Regeln lernt, hier darzustellen, ist aber nicht unsere Absicht.
36.

Sind alle Moduln A, B, C, D usw. paarweise teilerfremd, so ist hdufig die folgende
Methode vorzuziehen. Man bestimme eine Zahl «, die nach A der Eins, nach dem
Produkt der iibrigen Moduln aber der Null kongruent ist. Oder es sei « ein beliebiger
Wert (meist nimmt man am besten den kleinsten) des Ausdrucks gzp—— (mod. A),
multipliziert mit BC'D usw. (siehe Artikel 32). Ebenso sei f = 1 (mod. B) und
=0 (mod. ACD usw.), ¥y =1 (mod. C') und =0 (mod. ABD usw.) usw. Wird dann
eine Zahl z gesucht, die nach den Moduln A, B, C, D usw. zu den Zahlen a, b, ¢, d usw.
jeweils kongruent ist, so kann man setzen:

z = aa + b+ ye+ 6d usw. (mod. ABCD usw.).

Denn offenbar ist aa = a (mod. A.), wihrend die iibrigen Glieder b, yc usw. alle
= 0 (mod. A) sind; also ist z = a (mod. A). Der Beweis fiir die iibrigen Moduln
verlauft ebenso. Diese Losung ist der fritheren vorzuziehen, wenn mehrere solche
Aufgaben zu l6sen sind, bei denen die Moduln A, B, C usw. ihre Werte behalten. Dann
haben ndmlich die Zahlen «, 8, usw. konstante Werte. Dies ist bei der Aufgabe der
Zeitrechnung der Fall, das Jahr innerhalb der Julianischen Periode zu finden, dessen
Indiktion, Goldene Zahl und Sonnenzirkel gegeben sind. Hier ist A = 15, B = 19,
C = 28. Da der Wert des Ausdrucks 15z (mod. 15) oder = (mod. 15) gleich 13
ist, ist @ = 6916. Ebenso findet man fir 8 den Wert 4200 und fiir v den Wert 4845.
Die gesuchte Zahl ist also der kleinste Rest von 6916a + 42000 + 4845¢, wobei a die
Indiktion, b die Goldene Zahl und ¢ den Sonnenzirkel bezeichnet.

Lineare Kongruenzen mit mehreren Unbekannten.

37.

Dies moge iiber Kongruenzen ersten Grades mit einer einzigen Unbekannten genii-
gen. Es bleiben noch die Kongruenzen zu behandeln, in denen mehrere Unbekannte
vorkommen. Eine Darstellung aller Einzelheiten mit voller Strenge wiirde jedoch viel
Raum beanspruchen. Wir wollen hier nicht alles erschépfend behandeln, sondern nur
das anfiihren, was besonders beachtenswert erscheint. Deshalb beschrinken wir die
Untersuchung auf wenige Bemerkungen und behalten uns eine ausfiihrlichere Dar-
stellung fiir eine andere Gelegenheit vor.

1) Wie bei Gleichungen erkennt man auch hier, dass es ebenso viele Kongruenzen
wie zu bestimmende Unbekannte geben muss.

2) Es seien also die Kongruenzen

ax+by+cz...= f (mod. m) e (A)
dr+by+dz...=f e (A"
d'z+bVy+cz...=f" S (A”)
usw.

gegeben, ebenso viele, wie es Unbekannte z,y, z usw. gibt.
Man bestimme nun Zahlen &, &, £” usw. so, dass
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bE+bE + 0" +usw. =0
c+dE+ " +usw. =0
usw.

gilt, und zwar so, dass sie alle ganzzahlig sind und keinen gemeinsamen Faktor
haben. Dass dies moglich ist, folgt aus der Theorie der linearen Gleichungen. Ebenso
bestimme man v, v’,v"” usw., ¢, ', (" usw. so, dass

av +adv' +ad"v" +usw. =0
cv+cv' + " +usw. =0
USW.

al +ad'¢' +ad"¢" +usw. =0
b+ b+ 0" +usw. =0
usw. usw.

3) Multipliziert man die Kongruenzen A, A’; A” usw. mit &,¢’,&"” usw., dann mit
v,v’,v”, usw., und addiert jeweils die Ergebnisse, so erhalt man offenbar die Kongru-
enzen

(a€+d& +ad"e" +usw.)x = fE+ f/& + 1" + usw.

(bv + V'V + """ +usw.)y = fo+ f'v' + f"V" + usw.

(cC+ 4" +usw.)z= fC+ f/¢"+ f'¢" + usw.
usw.

die wir der Kiirze halber so schreiben:

Y(a)z = X(fE), X(bw)y=2(fv), X(c()z=X(fC) usw.

4) Nun sind mehrere Fille zu unterscheiden.

Erstens: Sind alle Koeffizienten der Unbekannten, 3(af), ¥(av) usw., zum Modul
m teilerfremd, so lassen sich diese Kongruenzen nach den zuvor gegebenen Regeln
16sen. Die vollstdndige Losung der Aufgabe wird durch Kongruenzen der Form z =
p (mod. m), y = ¢ (mod. m) usw. angegeben”). Zum Beispiel seien die Kongruenzen

r+3y+z=1, de+y+52=7 2z+2y+2z=3 (mod.38)

gegeben. Man findet £ =9, ¢ =1, £’ = —14, woraus —15x = —26 folgt, also x =
6 (mod. 8). Ebenso erhilt man 15y = —4, 15z = 1 und damit y =4, z = 7 (mod. 8).
5) Zweitens: Sind nicht alle Koeffizienten ¥(a¢), ¥(bv) usw. zum Modul teilerfremd,
so seien a, 3,7 usw. die grofiten gemeinsamen Teiler von m mit X(a&), X(bv), 3(c(C)
usw. in der entsprechenden Reihenfolge. Die Aufgabe ist offenbar unmdéglich, wenn sie
nicht die Zahlen ¥(f¢),X(fv), X(f¢) usw. jeweils teilen. Gelten diese Bedingungen,

“Dieser Schluss bedarf eines Beweises, den wir hier jedoch weglassen. Streng genommen folgt aus
unserer Untersuchung nur, dass die gegebenen Kongruenzen durch andere Werte der Unbekannten x, y
usw. nicht geldst werden konnen. Dass diese Werte sie erfiillen, folgt daraus nicht. Es kénnte ndmlich
iiberhaupt keine Losung geben. Ein dhnlicher Fehlschluss wird haufig auch bei der Darstellung linearer
Gleichungen gemacht.
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so werden die Kongruenzen in (3) durch # = p (mod. ), y = ¢ (mod. 3), z =
r (mod. Zt) usw. vollstindig geldst. Oder man hat a verschiedene Werte von x (das
heifit, nach m inkongruente, ndmlich p,p + = ...p + W), B verschiedene Werte
von y usw., die diese Kongruenzen erfiillen. Offenbar finden sich alle Lésungen der
gegebenen Kongruenzen, falls es {iberhaupt welche gibt, unter diesen. Diesen Schluss
darf man aber nicht umkehren. Im Allgemeinen erfillen nicht alle Kombinationen
samtlicher &« Werte von = mit allen Werten von y und allen Werten von z usw. die
Aufgabe, sondern nur einige. Ihr Zusammenhang ldsst sich durch eine oder mehrere
Kongruenzen als Bedingungen angeben. Da die vollstdndige Losung dieser Aufgabe
fiir das Folgende nicht notig ist, gehen wir hier nicht ndher darauf ein. Es gentigt uns,
durch ein Beispiel eine Vorstellung davon zu geben.

Gegeben seien die Kongruenzen

3x+5y+z2=4, 20+3y+22=7, br+y+3z2=06 (mod. 12)

Hier werden &,¢',€", v,v',v"”, (,{’,¢"” der Reihe nach gleich = 1,-2,1, 1,1, -1,
—13,22, —1. Daraus folgen 4z = —4, Ty = 5, 28z = 96. Man erhélt vier Werte von z,
nédmlich = 2,5, 8. 11, einen Wert von y, ndmlich = 11, und vier Werte von z, ndmlich
=0,3,6,9 (mod. 12). Um zu erkennen, welche Kombinationen der Werte von x mit
den Werten von z zuléssig sind, setzen wir in den gegebenen Kongruenzen fiir x,y, z
der Reihe nach 2 + 3t, 11, 3u ein. Sie gehen iiber in

574+ 9t+3u=0, 30+6t+6u=0, 15+ 15t+9u=0 (mod. 12)

Damit sind offenbar die folgenden Kongruenzen gleichwertig:

19+43t+u=0, 104+2t+2u=0, 5+5t+3u=0 (mod. 4)

Die erste verlangt offenbar u = ¢ + 1 (mod. 4). Setzt man diesen Wert in die
iibrigen Kongruenzen ein, so sind auch diese erfiillt. Folglich miissen die Werte von
x, namlich 2,5,8,11 (die man durch ¢ = 0. 1,2, 3 erhilt), mit den Werten von z,
ndmlich z = 3,6, 9,0, jeweils in dieser Reihenfolge verbunden werden. Insgesamt gibt
es also vier Losungen:

x= 2, 5, 8 11 (mod. 12)
y=11, 11, 11, 11
=36, 9, 0
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Mit diesen Untersuchungen ist das Ziel des Abschnitts erreicht. Wir fligen noch
einige Sdtze hinzu, die auf dhnlichen Grundsitzen beruhen und im Folgenden oft
gebraucht werden.

Verschiedene Satze.

38.

AUFGABE. Man bestimme, wie viele positive Zahlen kleiner als eine gegebene po-
sitive Zahl A und zugleich zu ihr teilerfremd sind.

Der Kiirze halber bezeichnen wir die Anzahl der positiven Zahlen, die zu einer
gegebenen Zahl teilerfremd und kleiner als sie sind, durch das vorangestellte Zeichen
¢. Gesucht ist also ¢ A.

I. Ist A eine Primzahl, so sind offenbar alle Zahlen von 1 bis A—1 zu A teilerfremd.
In diesem Fall ist daher

pA=A—1

II. Ist A eine Primzahlpotenz, etwa = p™, so sind alle durch p teilbaren Zahlen
nicht zu A teilerfremd, die iibrigen dagegen schon. Von den p™ — 1 Zahlen miissen
also die Zahlen p, 2p, 3p....(p™ ! — 1)p wegfallen. Es bleiben p™ — 1 — (p™ =1 — 1) oder
p"1(p —1). Somit ist

op™ =p"Hp—1)

ITI. Die iibrigen Félle lassen sich mithilfe des folgenden Satzes leicht auf diese

zuriickfithren: Ist A in paarweise teilerfremde Faktoren M, N, P usw. zerlegt, so ist

$A = GM. N. 6P usuw.

Der Beweis lautet so: Die zu M teilerfremden und unter M liegenden Zahlen seien
m,m’.m” usw.; ihre Anzahl ist also = ¢ M. Ebenso seien die zu N, P usw. jeweils
teilerfremden und kleineren Zahlen n,n’,n” usw., p,p’,p” usw.; ihre Anzahlen sind
oN, P usw. Nun ist jede zum Produkt A teilerfremde Zahl auch zu jedem einzel-
nen Faktor M, N, P usw. teilerfremd, und umgekehrt (Artikel 19). Ferner ist jede
Zahl, die zu einer der Zahlen m,m’, m” usw. nach dem Modul M kongruent ist, zu
M teilerfremd, und umgekehrt; ebenso gilt dies fiir N, P usw. Die Frage ist somit
darauf zuriickgefiihrt, wie viele Zahlen unter A es gibt, die nach dem Modul M zu
einer der Zahlen m,m’, m” usw., nach N zu einer der Zahlen n,n’, n” usw. kongruent
sind. Nach Artikel 32 sind alle Zahlen, die nach den einzelnen Moduln M, N, P usw.
bestimmte Reste ergeben, nach deren Produkt A kongruent. Unter A gibt es also nur
eine Zahl, die nach den einzelnen Moduln M, N, P usw. zu gegebenen Resten kon-
gruent ist. Die gesuchte Anzahl ist daher gleich der Anzahl der Kombinationen jeder
der Zahlen m,m’,m” mit jeder der Zahlen n,n’, n” und jeder der Zahlen p, p’, p” usw.
Diese Anzahl ist nach der Kombinationstheorie gleich = ¢ M. ¢N.pP usw. Q). E. D.

IV. Wie dies auf den vorliegenden Fall anzuwenden ist, sieht man nun leicht. Man
zerlege A in seine Primfaktoren oder bringe es in die Form a®b%¢Y usw., wobei a, b, ¢
usw. verschiedene Primzahlen bezeichnen. Dann ist

PA = da®. pbP. o7 usw.
=a® Ya—-1)¥P 1 b-1)(c—1) usw.
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oder iibersichtlicher
a—1b—-1 ¢c—1

a b

Beispiel. Sei A =60 = 22.3.5, also ¢A = 5. 2.2.60 = 16. Die zu 60 teilerfremden
Zahlen sind 1,7,11,13,17,19,23,29,31,37,41,43,47, 49, 53. 59.

Die erste Losung dieser Aufgabe findet sich in der Abhandlung des beriihmten
Euler theoremata arithmetica nova methodo demonstrata, Comm. nov. Ac. Petrop.
VIII, S. 74. Der Beweis wurde spéter in einer anderen Abhandlung wiederholt: Spe-
culationes circa quasdam insignes proprietates numerorum, Acta Petrop. VIII, S. 17.

39.

Bestimmt man die Bedeutung des Zeichens ¢ so, dass ¢ A die Anzahl der Zahlen
angibt, die zu A teilerfremd und nicht gréffer als A sind, so ist offenbar ¢1 nicht mehr
= 0, sondern = 1. In allen tiibrigen Féllen dndert sich nichts. Mit dieser Definition
erhalten wir den folgenden Satz.

Sind a,ad’,a” usw. simtliche Teiler von A, einschliefSlich der Eins und A selbst, so
15t

A=A

Usw.

o

da+ ¢a’ + ¢pa” + usw. = A

Beispiel. Sei A = 30, dann ist ¢l + @2 + ¢3 + 5 + ¢6 + ¢10 + P15 + $p30 =
14+14+24+44+24+4+8+8=30.

Beweis. Man multipliziere alle Zahlen, die zu a teilerfremd und nicht gréfler als a
sind, mit %, ebenso alle zu @’ teilerfremden Zahlen mit g usw. Man erhélt ¢a+ ¢pa’ +
¢a”+ usw. Zahlen, die alle nicht grofer als A sind. Nun gilt:

1) Alle diese Zahlen sind verschieden. Fiir die Zahlen, die aus demselben Teiler
von A hervorgehen, ist dies unmittelbar klar. Waren aus verschiedenen Teilern M, N
und zu ihnen jeweils teilerfremden Zahlen u,v gleiche Zahlen hervorgegangen, wére
also %u = %I/, so folgte uN = vM. Wir diirfen M > N annehmen. Da M zu
u teilerfremd ist und NV teilt, miisste es auch N teilen, die groflere Zahl also die
kleinere. . E. A.

2) Unter diesen Zahlen finden sich alle Zahlen 1,2,3....A. Sei eine beliebige Zahl,
die A nicht tibersteigt, gleich ¢t und der grofite gemeinsame Teiler von A, t gleich 6.
Dann ist ? ein Teiler von A, zu dem % teilerfremd ist. Die Zahl ¢ findet sich daher
offenbar unter denen, die aus dem Teiler % hervorgehen.

3) Die Anzahl dieser Zahlen ist also A, und somit

da+ ¢a’ + ¢a” +usw. = A. Q. E. D.

40.

Ist der grofite gemeinsame Teiler von A, B,C, D usw. gleich = u, so lassen sich
Zahlen a, b, c,d usw. so bestimmen, dass

aA+bB+ cC + usw. =

Beweis. Betrachten wir zunéchst nur zwei Zahlen A, B, deren grofiter gemeinsamer
Teiler = A sei. Dann ist die Kongruenz Az = A (mod. B) lésbar (Artikel 30). Eine
Wurzel sei = «, und man setze % = . Dann ist aA + 8B = A, wie verlangt.
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Kommt eine dritte Zahl C' hinzu, so habe der grofite gemeinsame Teiler der Zahlen
A, C den Wert = ). Dieser ist zugleich der groBte gemeinsame Teiler von A, B, C™).
Man bestimme Zahlen k, v so, dass kA+~C = X gilt; dann ist kaA+kBB+~C = ).

Kommt eine vierte Zahl D hinzu, so setze man den grofiten gemeinsamen Teiler
von X, D, der offenbar zugleich der grofite gemeinsame Teiler von A, B,C, D ist,
gleich = M und bilde ¥’\ + 6D = \". Dann ist kk'aA + kk'BB + kK'vC + 6D = \'.

Ebenso kann man bei beliebig vielen weiteren Zahlen vorgehen.

Haben also die Zahlen A, B,C, D usw. keinen gemeinsamen Teiler, so lésst sich
offenbar erreichen, dass

aA+bB+ cC +usw. =1

41.

Ist p eine Primzahl und hat man p Gegenstinde, von denen beliebig viele gleich
sein dirfen, nur nicht alle, so ist die Anzahl ihrer Permutationen durch p teilbar.

Beispiel. Die funf Gegenstdnde A, A, A, B, B lassen sich auf zehn verschiedene
Arten anordnen.

Dieser Satz ldsst sich leicht aus der bekannten Theorie der Permutationen beweisen.
Gibt es unter den Gegenstidnden zunéchst a gleiche, ndmlich = A, dann b gleiche,
nédmlich = B, dann c gleiche, ndmlich = C usw., wobei die Zahlen a, b, ¢ usw. auch
gleich eins sein diirfen, so ist

a+b+c+usw.=p

Die Anzahl der Permutationen ist dann

- 1.2.3......p
©1.2.3...a.1.2..b.1.2..c usw.

Offenbar ist der Zéhler dieses Bruchs durch den Nenner teilbar, da die Anzahl der
Permutationen eine ganze Zahl sein muss. Der Zahler ist durch p teilbar; der Nenner
dagegen, der aus Faktoren kleiner als p zusammengesetzt ist, ist nicht durch p teilbar
(Artikel 15). Somit ist die Anzahl der Permutationen durch p teilbar (Artikel 19).

Wir hoffen aber, dass manche Leser auch an dem folgenden Beweis Freude haben
werden.

Zwei Permutationen heiflen dhnlich, wenn sich die Reihenfolge ihrer Gegenstidnde
nur darin unterscheidet, dass der Gegenstand, der in der einen an erster Stelle steht,
in der anderen einen anderen Platz einnimmt, die iibrigen aber in beiden in derselben
Reihenfolge aufeinanderfolgen und auf den letzten Gegenstand wieder der erste folgt™).
So sind in unserem Beispiel die Permutationen ABAAB und ABABA &hnlich, weil
die Gegensténde, die in der ersteren an erster, zweiter usw. Stelle stehen, in der
letzteren in derselben Reihenfolge an dritter, vierter usw. Stelle stehen.

“Denn offenbar teilt A’ alle Zahlen A, B,C. Wire es nicht der gréfite gemeinsame Teiler, so wire
dieser groBer als \'. Da dieser grofite Teiler aber A, B, C teilt, miisste er auch kaA + kBB + vC, also
) teilen, die gréfere Zahl also die kleinere. (). E. A. — Noch leichter folgt dies aus Artikel 18.

“Denkt man sich éhnliche Permutationen im Kreis geschrieben, sodass der letzte Gegenstand an den
ersten grenzt, so unterscheiden sie sich iiberhaupt nicht, da keine Stelle als erste oder letzte bezeichnet
werden kann.
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Da jede Permutation aus p Gegenstédnden besteht, kann man zu jeder p—1 &hnliche
finden, indem man den zuvor ersten Gegenstand an die zweite, dritte usw. Stelle
verschiebt. Kénnen keine zwei davon identisch sein, so ist offenbar die Gesamtzahl
der Permutationen durch p teilbar, denn sie ist p-mal so grof§ wie die Anzahl aller
untereinander undhnlichen Permutationen. Nehmen wir also an, zwei Permutationen

PQ...TV...YZ;, V..YZPQ...T

die durch Verschieben der Glieder auseinander hervorgehen, seien identisch, also P =
V usw. Das Glied P, das in der ersteren an erster Stelle steht, stehe in der letzteren
an Stelle n + 1. Dann ist in der letzteren Reihe das Glied an Stelle n + 1 dem ersten,
das an Stelle n + 2 dem zweiten gleich usw. Somit ist auch das Glied an Stelle 2n + 1
wieder dem ersten gleich, ebenso das an Stelle 3n + 1 usw. Allgemein ist das Glied
an Stelle kn 4+ m dem an Stelle m gleich. Ubersteigt dabei kn + m die Zahl p, so ist
entweder die Reihe V... YZPQ...T immer wieder von vorn zu beginnen, oder von
kn + m ist das néchstkleinere Vielfache von p abzuziehen. Bestimmt man nun & so,
dass kn = 1 (mod.p) gilt, was moglich ist, da p eine Primzahl ist, so ist allgemein
das Glied an Stelle m dem an Stelle m + 1 gleich. Jedes Glied ist also dem folgenden
gleich, das heifst, alle Glieder sind gleich, entgegen der Voraussetzung.

42.
Sind die Koeffizienten A, B,C'....N, a,b,c....n zweier Funktionen der Form

2™+ Azl 4 Be™m 2 4 O3 L + N
aH 4 axt 4 brh 2 et 3L +n

p)
Q)

samtlich rational, aber nicht alle ganzzahlig, und ist das Produkt von (P) und (Q)
gleich

—~~

= g 4 YT L B2 s, + 3

so konnen nicht alle seine Koeffizienten A, B ....3 ganzzahlig sein.

Beweis. Man schreibe alle Briiche unter den Koeffizienten A, B usw., a, b usw. voll-
standig gekiirzt und wahle eine beliebige Primzahl p, die einen oder mehrere ihrer
Nenner teilt. Wir diirfen annehmen, dass p den Nenner eines gebrochenen Koeffizi-
enten in (P) teilt. Wird (Q) durch p geteilt, so gibt es auch in (%) mindestens einen
gebrochenen Koeffizienten, dessen Nenner den Faktor p enthélt, ndmlich den ersten
Koeffizienten 1.

In (P) gibt es offenbar einen gebrochenen Term, dessen Nenner eine hihere Potenz
von p enthélt als die Nenner aller vorhergehenden gebrochenen Terme und eine nicht
niedrigere als die Nenner aller folgenden. Dieser Term sei = GxY, und die Anzahl der
Faktoren p im Nenner von G sei = t. Einen entsprechenden Term gibt es in (%); er
sei = I'zY und die Anzahl der Faktoren p im Nenner von I" sei = 7. Offenbar ist
t + 7 mindestens = 2. Nach diesen Vorbereitungen hat der Term 29" im Produkt
von (P) und (Q) einen gebrochenen Koeffizienten, dessen Nenner ¢t + 7 — 1 Faktoren
p enthélt. Dies wird folgendermaflen bewiesen.
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Die Terme, die in (P) dem Term Gz vorausgehen, seien 'Gx9t! "Gx9+2 usw.,
die folgenden dagegen G’xz9~1, G”2972 usw. Ebenso seien in % die dem Term I'x”
vorausgehenden Terme 'I'z7 !, "I'z7*2 usw., die folgenden Iz7~1, I'z7~2 usw.
Dann ist im Produkt von (P), % der Koeffizient von 2977 gleich

=G +'GI" +"GI" + usw.
+'IG +"IrG" + usw.

Das Glied GI' ist ein Bruch, dessen Nenner bei vollstandiger Kiirzung ¢ + 7 Fak-
toren p enthélt. Die iibrigen Glieder enthalten, soweit sie gebrochen sind, weniger
Faktoren p im Nenner. Denn sie sind Produkte zweier Faktoren, von denen der eine
nicht mehr als ¢, der andere weniger als 7 Faktoren p enthélt, oder der eine nicht

mehr als 7 und der andere weniger als . Somit hat GI" die Form fpt%, die Summe

der ibrigen Glieder dagegen die Form #;T,a, wobei ¢ positiv ist und e, f, f’ frei

vom Faktor p sind. Die Summe aller Glieder ist daher = e;;f,]’%. Ihr Z&hler ist
nicht durch p teilbar, sodass der Nenner durch keine Kiirzung weniger als ¢ + 7 solche
Faktoren enthalten kann. Der Koeffizient von 977 im Produkt von (P), (Q) ist also

ef +¢€ fp°
= ff/pt-i-T—l :
das heif$t, ein Bruch, dessen Nenner t + 7 — 1 Faktoren p enthélt.
Q. E. D.
43.

Eine Kongruenz vom Grad m

Az™ + Ba™ P+ O™ % 4 usw. + Mz + N =0

deren Modul eine Primzahl p ist, die A nicht teilt, ldsst sich nicht auf mehr als m
verschiedene Arten lésen, sie hat also nicht mehr als m nach p inkongruente Wurzeln
(siehe Artikel 25, 26).

Wer dies bestreitet, nehme an, es gebe Kongruenzen verschiedener Grade m,n
usw., die mehr als m,n usw. Wurzeln haben. Der kleinste solche Grad sei m, sodass
alle entsprechenden Kongruenzen niedrigeren Grades unserem Satz geniigen. Da dies
fir den ersten Grad bereits bewiesen ist (Artikel 26), muss m entweder = 2 oder
grofer sein. Die Kongruenz

Az™ + Bz '+ usw. + Mz + N =0

hat also mindestens m 4+ 1 Wurzeln, etwa * = a,z = [, = v usw. Wir dirfen
annehmen, dass alle Zahlen «, 3,y usw. positiv und kleiner als p sind und « die
kleinste ist. Setzt man nun in der gegebenen Kongruenz fiir z den Ausdruck y + «
ein, so geht sie iiber in

Ay + Byt Clym 2.+ My+N' =0
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Diese Kongruenz ist offenbar erfiillt, wenn man y =0 oder = — a oder = v — «
usw. setzt. Diese Wurzeln sind alle verschieden, und ihre Anzahl ist = m + 1. Da
y = 0 eine Wurzel ist, folgt, dass N’ durch p teilbar ist. Also gilt auch

y(A/ymfl + B'y™? 4 usw. + M') ist =0 (mod.p),

wenn y einer der m Werte 5 — a,y — a usw. gegeben wird, die alle > 0 und < p sind.
In all diesen Féllen gilt daher auch

das heif$t, die Kongruenz Aly™ L 4 Blym =2 fusw. + M' =0

hat den Grad m — 1 und m Wurzeln und widerspricht somit unserem Satz. Denn
offenbar ist A’ gleich = A und daher, wie verlangt, nicht durch p teilbar. Dabei
hatten wir angenommen, dass alle Kongruenzen von niedrigerem Grad als m dem
Satz geniigen. Q. E. A.

44.

Obwohl wir hier vorausgesetzt haben, dass der Modul p den Koeffizienten des
hochsten Terms nicht teilt, ist der Satz nicht auf diesen Fall beschrankt. Wére ndmlich
der erste Koeffizient oder wéren auch einige der folgenden durch p teilbar, so kénnten
diese Terme ohne Weiteres wegfallen. Dadurch wiirde die Kongruenz schliellich auf
einen niedrigeren Grad zuriickgefiihrt, bei dem der erste Koeffizient nicht mehr durch
p teilbar wére. Dies gilt, sofern nicht alle Koeffizienten durch p teilbar sind; dann wére
die Kongruenz eine Identitdt und die Unbekannte vollig unbestimmt.

Dieser Satz wurde zuerst vom berithmten La Grange aufgestellt und bewiesen
(Mém. de I’Ac. de Berlin, Année 1768, S. 192). Er findet sich auch in der Abhandlung
des beriihmten Le Gendre Recherches d’Analyse indéterminée, Hist. de I’Acad. de
Paris 1785, S. 466. Der berithmte Euler bewies in Nov. Comm. Ac. Petr. XVIII, S.
93, dass die Kongruenz " — 1 = 0 nicht mehr als n verschiedene Wurzeln haben
kann. Obwohl dies ein Sonderfall ist, lasst sich die Methode, die dieser grofle Mann
verwendet hat, leicht auf alle Kongruenzen iibertragen. Einen noch eingeschrinkteren
Fall hatte er schon zuvor behandelt, in Comm. nov. Ac. Petr. V, S. 6; diese Methode
l&sst sich aber nicht allgemein anwenden. Weiter unten, in Abschnitt VIII, werden wir
den Satz noch auf eine andere Weise beweisen. So verschieden alle diese Methoden
auf den ersten Blick erscheinen mégen, werden kundige Leser bei einem Vergleich
leicht erkennen, dass sie alle auf demselben Grundsatz beruhen. Da der Satz hier nur
als Hilfssatz betrachtet wird und eine vollstdndige Darstellung nicht hierhergehort,
verzichten wir auf eine gesonderte Behandlung zusammengesetzter Moduln.
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DRITTER ABSCHNITT
UBER
POTENZRESTE.

Die Reste der Glieder einer mit der Eins beginnenden geometrischen Folge bilden eine
periodische Folge.

45.

SATZ. In jeder geometrischen Folge 1, a,aa, a” usw. gibt es aufer dem ersten Glied
1 noch ein Glied a*, das nach einem Modul p, der zu a teilerfremd ist, der Eins
kongruent ist und den Fxponenten t < p hat.

Beweis. Da der Modul p zu a und damit zu jeder Potenz von a teilerfremd ist, ist
kein Glied der Folge = 0 (mod.p). Jedes ist vielmehr zu einer der Zahlen 1,2,3....p—1
kongruent. Da ihre Anzahl p — 1 ist, kdnnen offenbar nicht alle Glieder verschiedene
kleinste Reste haben, wenn man mehr als p — 1 Glieder der Folge betrachtet. Unter
den Gliedern 1, a, aa, a®....a?~! sind also mindestens zwei kongruent. Sei ™ = a™ und
m > n. Durch Division mit a" ergibt sich ™™™ = 1 (Artikel 22), wobei m —n < p
und > 0 ist.

Q. E.D.

Beispiel. In der Folge 2,4,8 usw. ist das erste Glied, das nach dem Modul 13
der Eins kongruent ist, 2'2 = 4096. Nach dem Modul 23 ergibt sich dagegen in
derselben Folge 2'' = 2048 = 1. Ebenso ist die sechste Potenz von 5, nidmlich 15625,
nach dem Modul 7 der Eins kongruent, die fiinfte Potenz, 3125, dagegen nach 11.
In manchen Fallen ist also schon eine Potenz mit kleinerem Exponenten als p — 1
der Eins kongruent; in anderen muss man bis zur Potenz mit dem Exponenten p — 1
gehen.

3

46.

Setzt man die Folge iiber ein der Eins kongruentes Glied hinaus fort, so treten
dieselben Reste wie am Anfang erneut auf. Ist ndmlich a! = 1, so ist 't = q,a!*? =
aa usw., bis man zum Glied a* kommt, dessen kleinster Rest wieder = 1 ist und
die Periode der Reste neu beginnt. Man hat also eine Periode mit ¢ Resten, die nach
ihrem Ende stets von vorn wiederholt wird. Andere Reste als die in dieser Periode
enthaltenen kénnen in der ganzen Folge nicht vorkommen. Allgemein ist ™ = 1 und
a™T" = q", was sich in unserer Schreibweise so ausdriickt:

Ist r = p (mod.t), soist a" =a” (mod.Dp).

47.

Dieser Satz ermoglicht es, Reste von Potenzen mit beliebig groflen Exponenten
rasch zu bestimmen, sobald eine der Eins kongruente Potenz bekannt ist. Sucht man
zum Beispiel den Rest bei Division von 3109 durch 13, so ist wegen 33 = 1 (mod. 13)
auch ¢ = 3. Da 1000 = 1 (mod. 3) ist, folgt 3190 = 3 (mod. 13).
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48.

Ist a die niedrigste der Eins kongruente Potenz, abgesehen von a® = 1, was wir
hier aufler Betracht lassen, so sind jene t Glieder, die die Periode der Reste bilden,
alle verschieden, wie man aus dem Beweis von Artikel 45 leicht erkennt. Dann ldsst
sich der Satz von Artikel 46 umkehren: Ist ™ = a™ (mod.p), so ist m = n (mod.t).
Wiéren ndmlich m,n nach dem Modul ¢ inkongruent, so wéren ihre kleinsten Reste
u, v verschieden. Es ist aber a* = a™,ad” = a", also a* = a”. Das heifst, nicht alle
Potenzen unter a' wiren inkongruent, entgegen der Voraussetzung.

Ist also a* = 1 (mod.p), so ist k = 0 (mod.t), das heifit, k ist durch ¢ teilbar.

Bisher haben wir beliebige Moduln betrachtet, sofern sie zu a teilerfremd sind. Nun
betrachten wir Primzahlmoduln gesondert und bauen spéater auf dieser Grundlage
eine allgemeinere Untersuchung auf.

Zundchst werden Moduln betrachtet, die Primzahlen sind.

49.

SATZ. Ist p eine Primzahl, die a nicht teilt, und ist a* die niedrigste Potenz von a,
die nach dem Modul p der Fins kongruent ist, so ist der Exponent t entweder = p—1
oder ein Teiler dieser Zahl.

Man vergleiche die Beispiele in Artikel 45.

Beweis. Es ist bereits gezeigt, dass t entweder = p — 1 oder < p — 1 ist. Es bleibt
zu beweisen, dass im letzteren Fall ¢ stets ein Teiler von p — 1 ist.

I. Man nehme die kleinsten positiven Reste aller Glieder 1,a,aa....a’~! und be-
zeichne sie mit a,a’,a” usw., sodass a = 1,0/ = a,a” = aa usw. gilt. Sie sind
offenbar alle verschieden. Ergdben nédmlich zwei Glieder a™,a™ denselben Rest, so
wére, wenn man m > n annimmt, ¢~ =1und m —n <t, Q. E. A., da keine nied-
rigere Potenz als a' der Eins kongruent ist (nach Voraussetzung). Ferner gehéren alle
Zahlen «, o/, o usw. zur Reihe 1,2, 3...p — 1, schopfen sie aber nicht aus, dat < p—1
ist. Die Gesamtheit aller «, o/, @” usw. bezeichnen wir mit (A). Somit enthélt (A)
genau t Glieder.

II. Man wahle eine beliebige Zahl 5 aus 1,2,3...p— 1, die in (A) fehlt, multipliziere
B3 mit allen o, o/, o’/ usw. und nenne die daraus entstehenden kleinsten Reste 3, 3, 8"
usw. Ihre Anzahl ist ebenfalls ¢t. Diese Reste sind sowohl untereinander als auch von
allen o, o/, " usw. verschieden. Ware die erste Behauptung falsch, so wire Sa™ =
Ba™ und nach Division durch § auch a™ = a”, entgegen dem eben Bewiesenen. Wire
die zweite falsch, so wire Ba™ = a”. Fir m < n folgte 8 = a™™ ™, das heif§it,
ware zu einer der Zahlen «, o/, a” usw. kongruent, entgegen der Voraussetzung. Fiir
m > n folgt durch Multiplikation mit a'~™ die Kongruenz fa! = a'*"~™ oder wegen
a' =1 auch B = a'*" ™, derselbe Widerspruch. Die Gesamtheit aller 3, 3, 3" usw.,
deren Anzahl = ¢ ist, bezeichnen wir mit (B). Damit haben wir bereits 2¢ Zahlen aus
1,2,3..p — 1. Umfassen also (A) und (B) alle diese Zahlen, so ist % =t und der
Satz bewiesen.

III. Fehlen noch Zahlen, so sei 7 eine davon. Man multipliziere damit alle o, o/, o
usw.; die kleinsten Reste der Produkte seien ~y,~',~v” usw. Ihre Gesamtheit werde
mit (C' bezeichnet. Dann enthélt (C) genau ¢ Zahlen aus 1,2,3...p — 1, die sowohl
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untereinander als auch von den in (A) und (B) enthaltenen Zahlen verschieden sind.
Die ersten beiden Behauptungen werden wie in II bewiesen, die dritte folgendermaflen:
Wire ya™ = fa", so folgte v = fa™ ™ oder = fa'™™™, je nachdem, ob m < n oder
> n ist. In beiden Féllen wére v zu einer Zahl aus (B) kongruent, entgegen der
Voraussetzung. Man hat also 3t Zahlen aus 1,2,3...p — 1. Fehlen keine mehr, so ist
= pf—;l und der Satz bewiesen.

IV. Fehlen immer noch Zahlen, so geht man auf dieselbe Weise zu einer vierten
Gesamtheit (D) tiber usw. Da die Anzahl der Zahlen 1,2, 3....p—1 endlich ist, mussen
sie schliellich alle erfasst sein. Ihre Anzahl ist daher ein Vielfaches von ¢, also ist ¢

ein Teiler von p — 1. Q). E. D.

Fermats Satz.

50.

Da also 2=1 eine ganze Zahl ist, erhilt man durch Erheben beider Seiten der
Kongruenz a! = 1 zur Potenz mit dem Exponenten % die Kongruenz a?~! = 1. Das
heif$t, aP~t — 1 ist stets durch p teilbar, wenn p eine Primzahl ist, die a nicht teilt.

Dieser Satz verdient wegen seiner Eleganz und seiner auflerordentlichen Niitzlich-
keit volle Aufmerksamkeit. Nach seinem Entdecker wird er gewohnlich Fermats Satz
genannt. Siehe Fermatii Opera Mathem. Tolosae 1679, fol. S. 163. Der Entdecker
fligte keinen Beweis hinzu, erklarte aber, einen zu besitzen. Der bertihmte FEuler ver-
Offentlichte als Erster einen Beweis in der Abhandlung Theorematum quorundam ad
numeros primos spectantium demonstratio, Comm. Acad. Petrop. T. VIII'). Dieser
Beweis beruht auf der Entwicklung der Potenz (a+ 1)P. Aus der Form der Koeffizien-
ten folgt leicht, dass (a+1)P —aP —1 stets durch p teilbar ist. Daher ist (a+1)P—(a+1)
durch p teilbar, wenn a? — a durch p teilbar ist. Da nun 17 — 1 stets durch p teilbar
ist, gilt dies auch fiir 2P — 2, damit auch fiir 3 — 3 usw. und allgemein fiir a? — a.
Teilt also p die Zahl a nicht, so ist auch a?~! — 1 durch p teilbar. Dies geniigt, um
die Art der Methode zu zeigen. Der angesehene Lambert gab einen dhnlichen Beweis
in Actis FErudit. 1769, S. 109. Da aber die Entwicklung einer Binomialpotenz der
Zahlentheorie etwas fremd zu sein schien, suchte der berithmte Euler einen anderen
Beweis. Er findet sich in Comment. nov. Petr. T. VII, §. 70, und stimmt v6llig mit
dem Beweis iiberein, den wir im vorigen Artikel gegeben haben. Spéter werden sich
uns noch weitere Beweise bieten. Hier diirfen wir noch einen hinzufiigen, der auf
dhnlichen Grundsétzen wie Eulers erster Beweis beruht. Der folgende Satz, von dem
unser Satz nur ein Sonderfall ist, wird auch bei anderen Untersuchungen weiter unten
verwendet werden.

Jn einer fritheren Abhandlung hatte dieser grole Mann sein Ziel noch nicht erreicht: Comm. Petr. T.
VI, S. 106. — In dem beriihmten Streit zwischen Maupertuis und Konig, der vom Prinzip der kleinsten
Wirkung ausging, sich aber bald auf andere Gegenstéinde ausdehnte, erklirte Konig, eine eigenhéndige
Niederschrift von Leibniz zu besitzen, die einen mit Eulers Beweis vollig ibereinstimmenden Beweis
dieses Satzes enthalte: Appel au public. S. 106. Wir wollen diesem Zeugnis zwar nicht die Glaubwiirdig-
keit absprechen; gewiss ist aber, dass Leibniz seine Entdeckung nie verdffentlichte. Vergleiche Hist. de
l’Ac. de Prusse, A. 1750, S. 530.
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51.

Das Polynom a+ b+ c+ usw. ist, zur Potenz mit dem FExponenten p erhoben, nach
dem Modul p

=aP + b° + P + usw.

sofern p eine Primzahl ist.

Beweis. Die Potenz mit dem Exponenten p des Polynoms a + b + ¢ + usw. besteht
aus Gliedern der Form sa®bP¢ usw., wobei av+ 34+ usw. = p ist. Dabei bezeichnet
» die Anzahl der Permutationen von p Gegenstdnden, von denen «, 3,y usw. jeweils
= a, b, c usw. sind. Nach Artikel 41 ist diese Anzahl stets durch p teilbar, aufler wenn
alle Gegensténde gleich sind, das heiffit, wenn eine der Zahlen «, 3, usw. gleich = p
und die tibrigen gleich = 0 sind. Somit sind alle Glieder von (a + b+ ¢+ usw.)? aufler
aP, b?, cP usw. durch p teilbar. Bei einer Kongruenz nach dem Modul p diirfen sie also
wegfallen, und man erhélt

(a+b+ctusw.)P =ad? + 0P + P +usw. Q. E. D.

Setzt man nun alle Gréflen a,b,c usw. = 1 und ihre Anzahl = k, so ergibt sich
kP = k, wie im vorigen Artikel.

Wie viele Zahlen zu Perioden gehdren, deren Gliederzahl ein gegebener Teiler von
p—1 ist.

52.

Da nur Teiler von p — 1 Exponenten der niedrigsten Potenzen sein kénnen, zu
denen Zahlen erhoben werden, um der Eins kongruent zu werden, stellt sich die Frage,
ob alle Teiler von p — 1 dafiir geeignet sind. Ferner ist zu fragen, wie viele Zahlen
zu jedem Exponenten gehoren, wenn man alle nicht durch p teilbaren Zahlen nach
dem Exponenten ihrer niedrigsten der Eins kongruenten Potenz einteilt. Zunéchst
geniigt es offenbar, die positiven Zahlen von 1 bis p — 1 zu betrachten. Kongruente
Zahlen miissen ndmlich zur gleichen niedrigsten Potenz erhoben werden, um der
FEins kongruent zu werden. Daher gehort jede Zahl zu demselben Exponenten wie ihr
kleinster positiver Rest. Wir miissen also ermitteln, wie die Zahlen 1,2,3....p — 1
in dieser Hinsicht auf die einzelnen Faktoren von p — 1 verteilt sind. Ist d einer der
Teiler von p — 1, zu denen auch 1 und p — 1 gehoren, so bezeichnen wir der Kiirze
halber mit ¥d die Anzahl der positiven Zahlen unter p, deren niedrigste der Eins
kongruente Potenz den Exponenten d hat.

53.

Um die Untersuchung leichter verstandlich zu machen, geben wir ein Beispiel. Fiir
p = 19 verteilen sich die Zahlen 1,2,3....18 auf die Teiler von 18 folgendermafen:

27



Untersuchungen tuber héhere Arithmetik

1] 1.
2| 18.

3| 7, 11.

6| 8, 12.

9| 4, 5.6, 9, 16, 17.
18| 2, 3, 10, 13. 14, 15.

In diesem Fall ist also v1 = 1, ¥2 = 1, 3 = 2, ¥6 = 2, ¥9 = 6, 18 = 6.
Bei einiger Aufmerksamkeit erkennt man, dass zu jedem Exponenten ebenso viele
Zahlen gehoren, wie es nicht groflere und zu ihm teilerfremde Zahlen gibt. Mit der
Schreibweise von Artikel 39 ist also zumindest in diesem Fall ¢»d = ¢d. Dass dies
allgemein gilt, beweisen wir so.

I. Es sei eine Zahl a gegeben, die zum Exponenten d gehdrt, das heif$t, deren
Potenz mit dem Exponenten d der Eins kongruent ist, wiahrend alle niedrigeren Po-
tenzen dazu inkongruent sind. Dann haben auch alle ihre Potenzen aa,a®,a*. ... a%
oder deren kleinste Reste die erste Eigenschaft: Ihre Potenzen mit dem Exponenten
d sind der Eins kongruent. Anders ausgedriickt sind die kleinsten Reste der Zahlen
a,aa,a®....a%, die alle verschieden sind, Wurzeln der Kongruenz z% = 1. Da diese
nicht mehr als d verschiedene Wurzeln haben kann, gibt es auler den kleinsten Resten
der Zahlen a,aa,a®....a? keine weiteren Zahlen zwischen 1 und p — 1 einschlieflich,
deren Potenzen mit dem Exponenten d der Eins kongruent sind. Alle zum Expo-
nenten d gehérenden Zahlen finden sich also unter den kleinsten Resten der Zahlen
a,aa,a®....a% Welche es sind und wie viele, bestimmt man folgendermaBen. Ist k zu
d teilerfremd, so ist keine Potenz von a* mit einem Exponenten < d der Eins kongru-
ent. Sei nimlich + (mod.d) = m (siche Artikel 31); dann ist ¢*™ = a. Wire nun die
Potenz mit dem Exponenten e von a* der Eins kongruent und e < d, so wére auch
a*m¢ =1 und damit a® = 1, entgegen der Voraussetzung. Also gehort der kleinste
Rest von a* offenbar zum Exponenten d. Hat dagegen k einen gemeinsamen Teiler
§ mit d, so gehort der kleinste Rest von @ nicht zum Exponenten d. Denn schon

die Potenz mit dem Exponenten % ist der Eins kongruent, da % durch d teilbar ist,

also = 0 (mod. d) und damit a's =1 gilt. Folglich gehdren zum Exponenten d ebenso
viele Zahlen, wie unter 1,2,3....d zu d teilerfremde Zahlen vorkommen. Dabei ist
aber zu beachten, dass wir vorausgesetzt haben, bereits eine Zahl a zu besitzen, die
zum Exponenten d gehort. Es bleibt also fraglich, ob zu einem Exponenten vielleicht
iiberhaupt keine Zahl gehort. Der Schluss beschrankt sich daher darauf, dass id
entweder = 0 oder = ¢d ist.

54.

II. Alle Teiler von p — 1 seien nun d,d’,d” usw. Da alle Zahlen 1,2,3....p— 1 auf
diese verteilt sind, ist

d +pd +pd” +usw. =p—1

In Artikel 40 haben wir aber bewiesen, dass
od+ ¢d + ¢pd” +usw. =p—1
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Nach dem vorigen Artikel ist 1)d entweder gleich oder kleiner als ¢d, kann aber
nicht grofler sein; ebenso gilt dies fiir ¢»d’ und ¢d’ usw. Wire nun eines der Glieder
wd,d  1pd" usw. kleiner als das entsprechende Glied unter ¢d, ¢d’, ¢d”, oder wiren
es mehrere, so konnten die beiden Summen nicht gleich sein. Wir schlieflen also
schliefflich, dass yd stets gleich ¢d ist und daher nicht von der Gréfle von p — 1
abhéngt.

55.

Besondere Aufmerksamkeit verdient der Sonderfall des vorigen Satzes, dass es
namlich stets Zahlen gibt, deren Potenzen mit kleinerem Exponenten als p—1 der Fins
nicht kongruent sind. Und zwar gibt es zwischen 1 und p—1 ebenso viele davon, wie es
unter p—1 zu p—1 teilerfremde Zahlen gibt. Der Beweis dieses Satzes ist keineswegs so
selbstverstandlich, wie es auf den ersten Blick scheinen mag. Wegen seiner Bedeutung
diirfen wir noch einen etwas anderen Beweis hinzufiigen, da verschiedene Methoden
oft viel dazu beitragen, schwierigere Dinge verstédndlich zu machen. Man zerlege p — 1
in seine Primfaktoren, sodass p — 1 = a®b?¢” usw. ist, wobei a, b, ¢ usw. verschiedene
Primzahlen bezeichnen. Zum Beweis zeigen wir nun Folgendes:

I. Es lasst sich stets eine Zahl A, oder auch mehrere, finden, die zum Exponenten a®
gehort; ebenso Zahlen B, C usw., die zu den Exponenten b%, ¢ usw. jeweils gehoren.

II. Das Produkt aller Zahlen A, B, C' usw. oder dessen kleinster Rest gehort zum
Exponenten p — 1. Dies beweisen wir folgendermaflen.

I. Sei g eine Zahl aus 1,2,3...p—1, welche die Kongruenz et =1 (mod. p) nicht
erfiillt. Denn nicht alle diese Zahlen kénnen eine Kongruenz erfiillen, deren Grad
< p — 1 ist. Ich behaupte nun: Ist die Potenz mit dem Exponenten pa_al von g = h,
so gehort diese Zahl oder ihr kleinster Rest zum Exponenten a®.

Denn die Potenz mit dem Exponenten a“ von h ist offenbar zur Potenz mit dem
Exponenten p — 1 von g, also zur Eins kongruent. Die Potenz mit dem Exponenten
a®! von h ist dagegen zur Potenz mit dem Exponenten % von g kongruent, al-
so zur Eins inkongruent. Noch weniger konnen die Potenzen mit den Exponenten
=2 q2=3 usw. von h der Eins kongruent sein. Der Exponent der niedrigsten der
Eins kongruenten Potenz von h, also der Exponent, zu dem h gehort, muss aber ein
Teiler von a® sein (Artikel 48). Da a® nur durch sich selbst und niedrigere Potenzen
von a teilbar ist, muss a® der Exponent sein, zu dem h gehoért. (). E. D. Ebenso zeigt
man, dass es Zahlen gibt, die zu den Exponenten b°, ¢” usw. gehéren.

II. Nehmen wir an, das Produkt aller A, B, C' usw. gehore nicht zum Exponenten
p — 1, sondern zu einem kleineren ¢. Dann teilt ¢ die Zahl p — 1 (Artikel 48), also ist
pT_l eine ganze Zahl grofler als eins. Offenbar ist dieser Quotient entweder eine der
Primzahlen a,b, ¢ usw. oder zumindest durch eine davon teilbar (Artikel 17), zum
Beispiel durch a. Fiir die ibrigen verlauft der Schluss ebenso.

Somit teilt ¢ die Zahl %, und das Produkt ABC usw. ist auch dann der Eins
kongruent, wenn es zur Potenz mit dem Exponenten % erhoben wird (Artikel 46).
Aber auch jede einzelne der Zahlen B, C usw., ausgenommen A, ist zur Potenz mit

dem Exponenten % erhoben der Eins kongruent. Denn die Exponenten b°, ¢ usw.,

a
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zu denen sie gehoren, teilen pa;I. Daher ist

p—1

A%B%C'pa;1 usw.= A« =1.

Der Exponent, zu dem A gehort, muss also % teilen (Artikel 48), das heifst, fa%ll
muss ganzzahlig sein. Aber 5@11 = bﬂc'Yausw. kann keine ganze Zahl sein (Artikel
15). Unsere Annahme kann daher nicht bestehen; das heifit, das Produkt ABC' usw.
gehort tatsdchlich zum Exponenten p — 1. Q. E. D.

Der zweite Beweis scheint etwas ldnger als der erste, der erste dagegen weniger

direkt als der zweite zu sein.

56.

Dieser Satz zeigt besonders deutlich, wie viel Vorsicht in der Zahlentheorie oft nétig
ist, damit wir nicht als sicher annehmen, was nicht sicher ist. Der angesehene Lambert
erwahnt diesen Satz in der bereits angefiihrten Abhandlung Acta Erudit. 1769, S.
127, geht aber nicht einmal darauf ein, dass ein Beweis notig ist. Niemand aufler dem
groflen Euler hat einen Beweis versucht: Comment. nov. Ac. Petrop. T. XVIII zum
Jahr 1773, Demonstrationes circa residua ex divisione potestatum per numeros primos
resultantia, S. 85 ff. Man vergleiche besonders Artikel 37, in dem er die Notwendigkeit
eines Beweises ausfiihrlicher bespricht. Der Beweis dieses scharfsinnigen Mannes hat
jedoch zwei Liicken. Erstens setzt er in Artikel 31 ff. stillschweigend voraus, dass
die Kongruenz 2" = 1, wenn man seine Uberlegungen in unsere Zeichen iibertrigt,
tatséchlich n verschiedene Wurzeln hat, obwohl vorher nur gezeigt war, dass sie nicht
mehr haben kann. Zweitens hat er die Formel in Artikel 34 nur durch Induktion
hergeleitet.

Primitive Wurzeln, Basen, Indizes.

57.

Mit dem berihmten Euler nennen wir die zum Exponenten p — 1 gehorenden
Zahlen primitive Wurzeln. Ist also a eine primitive Wurzel, so sind die kleinsten
Reste der Potenzen a,aa,a®...aP~! alle verschieden. Sie miissen daher sdmtliche
Zahlen 1,2,3,...p — 1 enthalten, da diese ebenso zahlreich sind wie jene kleinsten
Reste. Das heifit, jede nicht durch p teilbare Zahl ist zu einer Potenz von a kongruent.
Diese bemerkenswerte Eigenschaft ist sehr niitzlich und kann die Rechenoperationen
mit Kongruenzen erheblich erleichtern, dhnlich wie die Einfiihrung der Logarithmen
die gewohnliche Arithmetik erleichtert. Wir wéahlen eine beliebige primitive Wurzel a
als Basis, auf die wir alle nicht durch p teilbaren Zahlen beziehen. Ist a® = b (mod. p),
so nennen wir e den Index von b. Zum Beispiel entsprechen fiir den Modul 19, wenn
die primitive Wurzel 2 als Basis gewahlt wird, einander:

Zahlen

1. 4. 5. 6.7.8.9.10.11.12.13. 14. 15. 16. 17. 18.
Indizes 0.

2.
1. 2.16.14.6.3.8.17.12. 15. 5. 7.11. 4.10. 9.

3.
13.

Bei gleicher Basis gehoren zu jeder Zahl offenbar mehrere Indizes, die aber alle
nach dem Modul p — 1 kongruent sind. Sprechen wir von Indizes, so gelten daher
diejenigen als gleichwertig, die nach dem Modul p — 1 kongruent sind, ebenso wie die

Zahlen selbst als gleichwertig gelten, wenn sie nach dem Modul p kongruent sind.
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Rechnen mit Indizes.

58.

Die Séatze iiber Indizes entsprechen genau denen iiber Logarithmen.

Der Index eines Produkts beliebig vieler Faktoren ist nach dem Modul p — 1 der
Summe der Indizes der einzelnen Faktoren kongruent.

Der Index einer Potenz einer Zahl ist nach dem Modul p—1 dem Produkt aus dem
Index der gegebenen Zahl und dem Ezxponenten der Potenz kongruent.

Wegen ihrer Einfachheit lassen wir die Beweise weg.

Will man also eine Tabelle erstellen, aus der die Indizes aller Zahlen fiir verschie-
dene Moduln entnommen werden kénnen, so darf man sowohl alle Zahlen iiber dem
Modul als auch alle zusammengesetzten Zahlen weglassen. Ein Beispiel einer solchen
Tabelle ist am Ende dieses Werkes als Tabelle I beigefiigt. In ihrer ersten senkrechten
Spalte stehen die Primzahlen und Primzahlpotenzen von 3 bis 97, die als Moduln zu
betrachten sind; daneben stehen die jeweils als Basis gewahlten Zahlen. Es folgen die
Indizes der aufeinanderfolgenden Primzahlen, die jeweils zu fiinft durch einen kleinen
Zwischenraum getrennt sind. Dariiber stehen die Primzahlen in derselben Reihenfol-
ge, sodass sich der Index einer gegebenen Primzahl nach einem gegebenen Modul
leicht und zuverléssig finden lésst.

So ist zum Beispiel fiir p = 67 der Index von 60, wenn 12 als Basis gewahlt wird,

= 2Ind.2 + Ind. 3 + Ind. 5 (mod. 66) = 58 + 9 4 39 = 40

59.

Der Index eines beliebigen Wertes des Ausdrucks §(mod.p.), (Artikel 31) ist nach
dem Modul p—1 der Differenz der Indizes des Zdhlers a und des Nenners b kongruent,
sofern die Zahlen a,b nicht durch p teilbar sind.

Ein beliebiger Wert sei ¢. Dann ist bec = a (mod. p), also

Ind. b+ Ind. ¢ = Ind. a (mod.p — 1)

und damit
Ind.c=1Ind.a —Ind. b

Hat man eine Tabelle, die zu jeder Zahl fiir jeden Primzahlmodul den Index angibt,
und eine weitere, die zu einem gegebenen Index die zugehorige Zahl liefert, so lassen
sich alle Kongruenzen ersten Grades sehr leicht 16sen. Denn alle lassen sich auf solche
mit Primzahlmodul zurtickfithren (Artikel 30).

Zum Beispiel ergebe sich aus der gegebenen Kongruenz

292 +7=0(mod.47) soist x = ;—g(mod. 47)

also
Ind. z = Ind. —7 — Ind. 29 = Ind. 40 — Ind. 29 = 15 — 43 = 18(mod. 46)

Die Zahl mit dem Index 18 ist 3. Daher ist x = 3 (mod. 47). — Die zweite Tabelle
haben wir zwar nicht beigefiigt; eine andere kann aber an ihre Stelle treten, wie wir
in Abschnitt VI zeigen werden.
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Wurzeln der Kongruenz z" = A.

60.

Wie wir in Artikel 31 die Wurzeln der Kongruenzen ersten Grades bezeichnet
haben, verwenden wir im Folgenden auch ein Zeichen fiir die Wurzeln reiner Kon-
gruenzen hoheren Grades. So wie ™ /A lediglich eine Wurzel der Gleichung 2™ = A
bezeichnet, steht nach Hinzufiigen des Moduls /A (mod. p) fiir jede beliebige Wurzel
der Kongruenz =™ = A (mod. p). Wir sagen, der Ausdruck "\/A (mod. p) habe so viele
Werte, wie er nach p inkongruente Werte hat. Denn alle nach p kongruenten Werte
sind als gleichwertig anzusehen (Artikel 26). Sind A, B nach p kongruent, so sind die
Ausdriicke /A, /B (mod. p) offenbar gleichwertig.

Setzt man nun "\/A = x (mod. p), so ist nInd.z = Ind. A (mod.p — 1). Aus dieser
Kongruenz erhélt man nach den Regeln des vorigen Abschnitts die Werte von Ind. z
und aus ihnen die entsprechenden Werte von x. Dabei hat = offenbar ebenso viele
Werte, wie die Kongruenz nInd. z = Ind. A (mod. p — 1) Wurzeln hat. Somit hat ™/A
nur einen Wert, wenn n zu p — 1 teilerfremd ist. Haben dagegen die Zahlen n,p — 1
den grofiten gemeinsamen Teiler d, so hat Ind.x genau § nach p — 1 inkongruente
Werte und damit ™\/A ebenso viele nach p inkongruente Werte, sofern Ind. A durch
J teilbar ist. Gilt diese Bedingung nicht, so hat ™/A keinen wirklichen Wert.

Beispiel. Gesucht sind die Werte des Ausdrucks '°,/11 (mod. 19). Man muss also
die Kongruenz 15Ind.x = Ind.11 = 6 (mod. 18) 1ésen und findet die drei Werte
Ind. z = 4,10, 16 (mod. 18). Thnen entsprechen die Werte von x, namlich 6,9, 4.
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61.

So bequem diese Methode bei vorhandenen Tafeln ist, diirfen wir doch nicht ver-
gessen, dass sie indirekt ist. Es lohnt sich also zu untersuchen, was direkte Methoden
leisten kénnen. Hier geben wir die Ergebnisse, die sich aus dem Vorhergehenden ge-
winnen lassen; alles Weitere, das tiefere Uberlegungen verlangt, bleibt Abschnitt VIII
vorbehalten. Wir beginnen mit dem einfachsten Fall A = 1, suchen also die Wurzeln
der Kongruenz z" = 1 (mod. p). Nimmt man eine beliebige primitive Wurzel als Ba-
sis, so muss nInd.xz = 0(mod.p — 1) sein. Ist n zu p — 1 teilerfremd, so hat diese
Kongruenz nur eine Wurzel, ndmlich Ind. z = 0 (mod. p — 1). Also hat in diesem Fall
/1 (mod. p) einen einzigen Wert, ndmlich = 1. Haben dagegen die Zahlen n,p — 1
den grofiten gemeinsamen Teiler §, so lautet die vollstdndige Losung der Kongruenz
nlnd.z = 0(mod.p — 1): Ind. z = 0 (mod. p%l) (siche Artikel 29). Das heifst, Ind. =
muss nach dem Modul p — 1 einer der Zahlen

p—1 2p—-1) 3p-1) @—-Dp-1)

5 5T s 5
kongruent sein oder § nach dem Modul p — 1 inkongruente Werte haben. Somit hat
auch z in diesem Fall § verschiedene Werte (inkongruent nach dem Modul p). Daraus
ergibt sich, dass auch der Ausdruck °/1 genau § verschiedene Werte hat, deren Indizes
mit den eben angegebenen vollstéindig iibereinstimmen. Der Ausdruck °/1 (mod. p)
ist also mit "/1 (mod. p) gleichwertig: Die Kongruenz z° = 1 (mod. p) hat dieselben
Wurzeln wie 2" = 1 (mod. p). Die erste hat aber einen niedrigeren Grad, falls § und
n ungleich sind.

Beispiel. 1°/1 (mod. 19) hat drei Werte, da 3 der gréfite gemeinsame Teiler der
Zahlen 15,18 ist. Diese sind zugleich die Werte von %/1 (mod. 19), nimlich 1,7, 11.

62.

Diese Reduktion hat also den Vorteil, dass wir nur noch diejenigen Kongruenzen
der Form z™ = 1 l6sen miissen, bei denen n ein Teiler von p — 1 ist. Weiter unten
zeigen wir, dass sich Kongruenzen dieser Form stets noch weiter im Grad herabsetzen
lassen; die bisherigen Ergebnisse reichen dazu allerdings nicht aus. Einen Fall kénnen
wir schon hier erledigen, nimlich n = 2. Die Werte des Ausdrucks %/1 sind offenbar
41 und —1, denn mehr als zwei kann er nicht haben. Dabei sind +1 und —1 stets
inkongruent, aufler wenn der Modul = 2 ist. In diesem Fall kann %/1 offensichtlich
nur einen Wert haben. Daraus folgt, dass +1 und —1 auch die Werte von 2™/1 sind,
wenn m zu % teilerfremd ist. Dies gilt immer dann, wenn der Modul so beschaffen
ist, dass pT_l eine Primzahl ist (auler wenn p — 1 = 2m gilt; dann sind sdmtliche
Zahlen 1,2,3....p—1 Wurzeln), zum Beispiel fir p = 3,5,7,11,23,47,59, 83, 107 usw.
Als Folgerung sei hier festgehalten, dass der Index von —1 stets = pgl (mod.p — 1)
ist, ganz gleich, welche primitive Wurzel als Basis gewéhlt wird. Denn 2Ind.(—1) =
0 (mod.p — 1). Also ist Ind.(—1) entweder = 0 oder = % (mod.p —1). Nun ist aber
0 immer der Index von +1, und +1 und —1 miissen stets verschiedene Indizes haben

(abgesehen vom Fall p = 2, den wir hier nicht weiter beachten miissen).
63.

In Artikel 60 haben wir gezeigt, dass der Ausdruck "/A (mod. p) genau § verschie-
dene Werte oder gar keinen hat, wenn § der grofite gemeinsame Teiler der Zahlen

0,
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n,p — 1 ist. Wie wir eben die Gleichwertigkeit von ™/A und °/A fiir A = 1 gezeigt
haben, beweisen wir nun allgemeiner, dass sich der Ausdruck ™/A stets auf einen
anderen Ausdruck 5\/B zuriickfithren ldsst, mit dem er gleichwertig ist. Bezeichnen
wir einen beliebigen Wert des ersten mit z, so ist ™ = A. Nun sei ¢ irgendein Wert
von % (mod. p — 1); dass dieser Ausdruck wirkliche Werte hat, ergibt sich aus Artikel
31. Dann ist 2™ = A?, aber ™ = 2% wegen tn = § (mod.p — 1). Also ist 2° = A?,
und jeder Wert von ™/A ist somit auch ein Wert von °/A’. Sobald ™/A wirkliche
Werte hat, ist dieser Ausdruck daher mit %/A? vollstindig gleichwertig, da er weder
andere noch weniger Werte hat. Hat dagegen ™/A keinen wirklichen Wert, so kann
9/ At trotzdem wirkliche Werte haben.

Beispiel. Sucht man die Werte des Ausdrucks 21/2 (mod. 31), so ist der grofite
gemeinsame Teiler von 21 und 30 gleich 3, und ein Wert von - (mod. 30) ist 3. Hat
also 21,/2 wirkliche Werte, so ist dieser Ausdruck mit 3,/2% oder 3,/8 gleichwertig.
Tatséchlich findet man, dass die Werte des letzteren Ausdrucks, ndmlich 2,10.19,

auch dem ersten gentigen.
64.

Damit wir diese Rechnung nicht womdglich vergeblich ausfithren, brauchen wir
eine Regel, die sofort entscheidet, ob ™/A wirkliche Werte hat oder nicht. Mit einer
Indextafel ist dies leicht: Nach Artikel 60 gibt es wirkliche Werte, wenn der Index
von A bei einer beliebigen primitiven Wurzel als Basis durch ¢ teilbar ist; andernfalls
gibt es keine. Man kann das aber auch ohne eine solche Tafel feststellen. Setzen
wir ndmlich den Index von A gleich k, so ist, falls dieser durch § teilbar ist, auch

@ durch p — 1 teilbar, und umgekehrt. Nun ist aber der Index der Zahl A%

gleich @. Hat also ™/A (mod. p) wirkliche Werte, so ist A" der Eins kongruent,
andernfalls nicht. Im Beispiel des vorigen Artikels gilt etwa 2'9 = 1024 = 1 (mod. 31),
woraus folgt, dass 21,/2 (mod. 31) wirkliche Werte hat. Ebenso erfahren wir daraus,
dass %/—1 (mod. p) immer zwei wirkliche Werte hat, wenn p von der Form 4m + 1 ist,
dagegen keinen, wenn p von der Form 4m + 3 ist; denn (—1)?" =1 und (—1)?"*! =
—1. Diesen schonen Satz, den man gewohnlich so ausspricht: Ist p eine Primzahl der
Form 4m + 1, so ldsst sich eine Quadratzahl aa finden, sodass aa+ 1 durch p teilbar
ist; ist dagegen p von der Form 4m — 1, so gibt es eine solche Quadratzahl nicht, hat
Euler auf diese Weise bewiesen, Comm. nov. Acad. Petrop. T. XVIII, p. 112, fur das
Jahr 1773. Einen anderen Beweis hatte er schon viel frither gegeben, Comm. nov. T.
V, p. 5, erschienen 1760. In einer fritheren Abhandlung, Comm. nov. T. IV, p. 25,
hatte er die Sache noch nicht abgeschlossen. Spater gab auch La Grange einen Beweis
des Satzes, Nouveauxr Mém. de I’Ac. de Berlin A. 1775, p. 342. Einen weiteren Beweis
geben wir im néchsten Abschnitt, wo dieser Gegenstand eigens behandelt wird.

65.

Wir haben gezeigt, wie sich alle Ausdriicke ™/A (mod. p) auf solche zuriickfithren
lassen, bei denen n ein Teiler von p — 1 ist, und haben ein Kriterium dafiir gefunden,
ob wirkliche Werte existieren. Nun betrachten wir solche Ausdriicke ™/A (mod. p), bei
denen n ein Teiler von p — 1 ist, genauer. Zuerst zeigen wir, wie die einzelnen Werte
eines Ausdrucks miteinander zusammenhéngen; dann geben wir einige Verfahren an,
mit denen man oft einen Wert finden kann.
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Erstens: Ist A = 1 und r einer der n Werte von "™/1 (mod. p), gilt also " =
1 (mod. p), so sind auch alle Potenzen von r Werte dieses Ausdrucks. Dabei gibt es
so viele verschiedene Werte, wie der Exponent angibt, zu dem r gehort (Artikel 48).
Gehort also der Wert r zum Exponenten n, so umfassen die Potenzen von r, ndmlich
r,r2, 73 ....r" (wobei man die letzte durch die Eins ersetzen kann), alle Werte des
Ausdrucks "/1 (mod. p). Welche Hilfsmittel es gibt, um solche zum Exponenten n
gehorigen Werte zu finden, erldutern wir in Abschnitt VIII ausfiihrlicher.

Zweitens. Ist A der Eins inkongruent und ein Wert von ™/A (mod.p), etwa z,

bekannt, so erhélt man daraus die tibrigen wie folgt. Die Werte von /1 seien

wie eben gezeigt. Dann sind sdmtliche Werte von ™/A die folgenden:

R N N

Sie alle geniigen der Kongruenz x” = A. Setzt man namlich einen beliebigen von
ihnen = 2r¥, so ist seine Potenz mit dem Exponenten n, nimlich 2"r"™* wegen r" = 1
und z" = A der Zahl A kongruent. Dass sie alle verschieden sind, ergibt sich leicht
aus Artikel 23. Mehr Werte als diese, deren Anzahl n ist, kann der Ausdruck "/A
aber nicht haben. Ist also zum Beispiel ein Wert von %/A gleich z, so ist der andere
—z. SchlieBlich miissen wir daraus folgern, dass man nicht alle Werte von ™/A finden
kann, ohne zugleich sdmtliche Werte von ™/1 zu kennen.

66.

Als Zweites wollten wir zeigen, in welchem Fall sich ein Wert von "\/A (mod. p)
direkt finden lasst; dabei setzen wir voraus, dass n ein Teiler von p — 1 ist. Dies ist
moglich, wenn ein Wert einer Potenz von A kongruent ist. Da dieser Fall recht oft
vorkommt, lohnt es sich, etwas dabei zu verweilen. Ein solcher Wert, falls es einen
gibt, sei z; es gelte also z = A¥ und A = 2" (mod. p). Daraus folgt A = A*". Kennt
man also eine Zahl k, fir die A = AF? gilt, so ist AF ein gesuchter Wert. Diese
Bedingung ist aber gleichbedeutend mit 1 = kn (mod.t), wobei ¢t den Exponenten
bezeichnet, zu dem A gehort (Artikel 46, 48). Damit diese Kongruenz losbar ist,
muss n zu t teilerfremd sein. In diesem Fall gilt k = % (mod. t). Haben dagegen ¢ und
n einen gemeinsamen Teiler aufler der Eins, so kann kein Wert z einer Potenz von A
kongruent sein.

67.

Fiir diese Losung miissen wir allerdings ¢ kennen. Sehen wir also, wie man vor-
gehen kann, wenn diese Zahl unbekannt ist. Zunéchst ist leicht einzusehen, dass ¢
ein Teiler von p;—l sein muss, sofern ™/A (mod. p) wirkliche Werte hat, wie wir hier
stets voraussetzen. Sei namlich y ein beliebiger Wert. Dann gilt sowohl y?~! =1 als
auch y" = A (mod. p). Erhebt man beide Seiten der letzteren Kongruenz zur Potenz
mit dem Exponenten pn;I, so erhilt man A% = 1. Damit ist % durch ¢ teilbar
(Artikel 48). Ist nun p;—l zu n teilerfremd, so ldsst sich die Kongruenz kn = 1 des
vorigen Artikels auch nach dem Modul pn;l l6sen. Ein Wert von k, der die Kongruenz
nach diesem Modul erfiillt, erfiillt sie offenbar auch nach dem Modul ¢, der ein Teiler
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von =1 st (Artikel 5). Damit ist das Gesuchte gefunden. Ist dagegen p;—l zu n nicht
tellerfremd so entferne man sdmtliche Primfaktoren von %1 die zugleich n teilen,
aus . So erhalten wir eine Zahl Z ql die zu n teilerfremd ist. Dabei bezeichnet ¢
das Produkt aller entfernten Primfaktoren. Gilt nun die Bedingung aus dem vorigen
Artikel, dass t zu n teilerfremd ist, so ist auch ¢ zu ¢ teilerfremd und teilt somit eben-
falls p;;. Lost man also die Kongruenz kn = 1 (mod. pn—_ql) (was moglich ist, da n zu

% teilerfremd ist), so erfiillt der Wert von k die Kongruenz auch nach dem Modul ¢,
wie verlangt. Das ganze Verfahren besteht darin, eine Zahl zu finden, die an die Stelle
des unbekannten ¢ treten kann. Wir miissen uns aber gut merken, dass wir, wenn p 1
zu n nicht teilerfremd ist, die Bedingung des vorigen Artikels vorausgesetzt haben
Gilt sie nicht, so sind alle Schliisse falsch. Finden wir beim unbedachten Befolgen
der angegebenen Regeln fiir z einen Wert, dessen Potenz mit dem Exponenten n der
Zahl A nicht kongruent ist, so zeigt das, dass die Bedingung nicht gilt und dieses
Verfahren tiberhaupt nicht anwendbar ist.

68.

Aber auch in diesem Fall kann die bereits geleistete Arbeit oft niitzlich sein. Es
lohnt sich zu untersuchen, wie dieser falsche Wert mit den richtigen zusammenhéngt.
Nehmen wir also an, die Zahlen k, z seien regelgerecht bestimmt, aber z" sei nicht
= A (mod. p). Kénnen wir nun die Werte von "/ ZA,L (mod. p) bestimmen, so erhalten
wir durch Multiplikation jedes einzelnen mit z die Werte von "\/A. Ist ndmlich v ein
Wert von /2, so gilt (vz)" = A. Der Ausdruck /2 ist aber insofern einfacher als
/A, als A (mod. p) meistens zu einem kleineren Exponenten gehort als A. Genauer:
Ist der groﬁte gemeinsame Teiler der Zahlen ¢, g gleich d, so gehort A > (mod. p) zum
Exponenten d. Dies beweist man so. Setzt man den Wert von z ein, so erhalt man

zAn = ﬁ (mod. p). Nun ist kn — 1 durch 2=% teilbar (voriger Artikel), 2 T aber
durch ¢ (ebenda), oder 2= durch . Nach Voraussetzung ist jedoch % 5 zu 7 teilerfremd.
Also ist auch 2— 1 durch fl‘é tellbar oder 221 durch L, und damit auch k‘n — 1" durch

L sowie (kn — l)d durch ¢. Daher ist A(k" l)d =1 (mod. p). Daraus ergibt sich leicht,
dass %, zur Potenz mit dem Exponenten d erhoben, der Eins kongruent ist. Dass
zAn nicht zu einem kleineren Exponenten als d gehoéren kann, lasst sich zwar leicht
beweisen; da wir es aber fiir unseren Zweck nicht brauchen, verweilen wir nicht dabei.
Wir kénnen also sicher sein, dass zén (mod. p) stets zu einem kleineren Exponenten
gehort als A, mit einer einzigen Ausnahme: wenn ¢ ein Teiler von ¢ ist, also d = t.

Was bringt es uns aber, dass ZAn zu einem kleineren Exponenten gehort als A7
Es gibt mehr Zahlen, die als A auftreten konnen, als solche, die als zin auftreten
konnen. Wenn mehrere solche Ausdriicke ™/A nach demselben Modul auszuwerten
sind, gewinnen wir dadurch, dass wir mehrere aus derselben Quelle erhalten kénnen.
So kénnen wir zum Beispiel stets mindestens einen Wert von %/A (mod. 29) bestim-
men, wenn nur die Werte von %/—1 (mod. 29) (ndmlich +12) bekannt sind. Aus dem
vorigen Artikel ergibt sich leicht, dass sich ein Wert solcher Ausdriicke stets direkt
bestimmen lasst, wenn ¢ ungerade ist, und dass d dann = 2 ist, wenn t gerade ist.
Aufler —1 gehort aber keine Zahl zum Exponenten 2.

Beispiele. Gesucht ist 3/31 (mod. 37). Hier ist p — 1 = 36, n = 3, pg—l = 12, also
g = 3. Es muss daher 3k = 1 (mod. 4) gelten, was man mit k = 3 erreicht. Damit ist
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z = 313 (mod. 37) = 6, und tatsichlich findet man 62 = 31 (mod. 37). Sind die Werte
von %/1 (mod. 37) bekannt, so lassen sich auch die iibrigen Werte von /6 bestimmen.
Jene sind 1,10, 26. Multipliziert man 6 mit ihnen, so erhdlt man die iibrigen Werte
= 23 und 8.

Sucht man dagegen einen Wert von %/3 (mod. 37), so ist n = 2, % = 18, also
g = 2. Daher muss 2k = 1 (mod. 9) gelten, woraus k& = 5 (mod. 9) folgt. Somit ist z =
3% = 21 (mod. 37). Doch 21? ist nicht = 3, sondern = 34. Nun ist aber 2 (mod. 37) =
—1 und %4/~1 (mod. 37) = 46, woraus man die richtigen Werte 4+6.21 = 415 erhilt.

Das ist etwa alles, was wir hier iiber das Auswerten solcher Ausdriicke mitteilen
konnen. Direkte Methoden werden offenbar oft recht langwierig. Dieser Nachteil be-
trifft aber fast alle direkten Methoden in der Zahlentheorie; deshalb wollten wir es
nicht versdumen zu zeigen, was sie hier leisten kénnen. Auch ist anzumerken, dass es
nicht zu unserem Vorhaben gehort, die besonderen Kunstgriffe einzeln zu erldutern,
die sich Geiibten haufig von selbst anbieten.

Zusammenhang der Indizes in verschiedenen Systemen.

69.

Wir kehren nun zu den Wurzeln zuriick, die wir primitive genannt haben. Wir
haben gezeigt, dass bei jeder primitiven Wurzel als Basis alle Zahlen, deren Indizes
zu p— 1 teilerfremd sind, ebenfalls primitive Wurzeln sind, und keine anderen. Damit
ergibt sich zugleich unmittelbar die Anzahl der primitiven Wurzeln; siehe Artikel 53.
Welche primitive Wurzel wir als Basis wéahlen, steht uns im Allgemeinen frei. Also
kann es auch hier, wie beim Rechnen mit Logarithmen, gewissermafien verschiedene
Systeme geben”). Sehen wir, wie diese zusammenhéngen. Seien a,b zwei primitive
Wurzeln und m eine weitere Zahl. Wahlt man o als Basis, so sei der Index von b = 3
und der Index von m = p (mod. p—1). Wihlt man dagegen b als Basis, so sei der Index
von a = a und der von m = v (mod. p—1). Dann ist a8 = 1 (mod. p—1). Denn a® = b,
also nach Voraussetzung a®® = b* = a (mod. p), und damit a8 = 1 (mod.p — 1).
Ebenso findet man v = au und g = fr (mod.p — 1). Hat man also eine Indextafel
fur die Basis a, so ldsst sie sich leicht in eine Tafel zur Basis b umwandeln. Ist
namlich bei der Basis a der Index von b = (3, so ist bei der Basis b der Index von a
= % (mod. p — 1). Multipliziert man sdmtliche Indizes der Tafel mit dieser Zahl, so
erhélt man alle Indizes zur Basis b.

70.

Eine gegebene Zahl kann zwar verschiedene Indizes erhalten, wenn man verschie-
dene primitive Wurzeln als Basis nimmt; doch haben sie alle mit p — 1 denselben
grofiten gemeinsamen Teiler. Ist ndmlich bei der Basis a der Index der gegebenen
Zahl gleich m und bei der Basis b gleich n, und nimmt man an, die grofiten gemein-
samen Teiler dieser Indizes mit p — 1, ndmlich u, v, seien ungleich, so ist einer grofer,
etwa p > v. Damit teilt ;4 die Zahl n nicht. Bezeichnet man aber den Index von a
bei der Basis b mit «, so gilt nach dem vorigen Artikel n = am (mod.p — 1). Also
teilt p auch n, entgegen der Annahme.

“'Der Unterschied besteht allerdings darin, dass es bei den Logarithmen unendlich viele Systeme gibt,
hier dagegen nur so viele wie primitive Wurzeln. Kongruente Basen erzeugen offenbar dasselbe System.
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Dass dieser grofite gemeinsame Teiler der Indizes einer gegebenen Zahl und von
p — 1 nicht von der Basis abhéngt, ergibt sich auch daraus, dass er gleich p%l ist.
Dabei bezeichnet ¢ den Exponenten, zu dem die Zahl gehort, um deren Indizes es
geht. Ist ndmlich der Index fir irgendeine Basis gleich k, so ist ¢ die kleinste Zahl, mit
der man k multiplizieren muss, um ein Vielfaches von p — 1 zu erhalten, abgesehen
von null (siehe Artikel 48, 58). Sie ist also der kleinste Wert von & (mod.p — 1) auBer
null. Dass dieser dem gréfiten gemeinsamen Teiler der Zahlen k£ und p — 1 gleich ist,

ergibt sich ohne Schwierigkeit aus Artikel 29.
71.

Ferner lésst sich leicht zeigen, dass man die Basis stets so wahlen kann, dass eine
zum Exponenten ¢ gehorige Zahl jeden vorgegebenen Index erhélt, dessen grofiter
gemeinsamer Teiler mit p — 1 den Wert = p;—l hat. Bezeichnen wir diesen Teiler kurz
mit d. Der gewiinschte Index sei = dm, und wenn eine beliebige primitive Wurzel a
als Basis genommen wird, sei der Index der gegebenen Zahl = dn. Dann sind m,n
zZu % oder t teilerfremd. Ist nun ¢ ein Wert von g—g (mod. p — 1) und zugleich zu
p — 1 teilerfremd, so ist a® eine primitive Wurzel. Nimmt man sie als Basis, so erhélt
die gegebene Zahl den Index dm, wie verlangt (denn a*¥™ = %" = der gegebenen
Zahl). Dass aber 57’,1 (mod.p — 1) zu p — 1 teilerfremde Werte hat, beweist man
wie folgt. Dieser Ausdruck ist mit > (mod. ;%1) oder  (mod.t) gleichwertig; siche
Artikel 31, 2. Alle seine Werte sind zu t teilerfremd. Hétte ndmlich ein Wert e einen
gemeinsamen Teiler mit ¢, so miisste dieser auch me teilen und damit auch n, dem me
nach ¢ kongruent ist. Das widerspricht der Voraussetzung, dass n zu ¢ teilerfremd ist.
Teilen also sdmtliche Primteiler von p — 1 auch ¢, so sind alle Werte von * (mod. t)
zu p — 1 teilerfremd, und ihre Anzahl ist = d. Enthélt dagegen p — 1 noch andere
Primteiler f, g, h usw., die ¢ nicht teilen, so wéhle man irgendeinen Wert und schreibe
2 (mod.t) = e. Da nun sdmtliche Zahlen ¢, f, g, h usw. paarweise teilerfremd sind,
l&sst sich eine Zahl ¢ finden, die nach ¢ der Zahl e, nach f, g, h usw. dagegen beliebigen
zu diesen jeweils teilerfremden Zahlen kongruent ist (Artikel 32). Eine solche Zahl
ist durch keinen Primfaktor von p — 1 teilbar und daher zu p — 1 teilerfremd, wie
verlangt. Schliellich ergibt sich aus der Kombinationslehre ohne Schwierigkeit die
Anzahl = B _1‘{:}.‘?—}} {;}1 =% dieser Werte. Damit diese Abschweifung nicht zu
umfangreich wird, lassen wir den Beweis weg, da er fiir unseren Zweck nicht besonders

notig ist.

Basen fiir besondere Zwecke.

72.

Welche primitive Wurzel als Basis gewdhlt wird, ist im Allgemeinen vollig beliebig.
Manchmal bieten aber bestimmte Basen besondere Vorteile gegeniiber anderen. In
Tafel I haben wir stets die Zahl 10 als Basis gewéhlt, wenn sie eine primitive Wur-
zel war. Andernfalls haben wir die Basis immer so bestimmt, dass der Index von 10
moglichst klein wurde, das heifit = pt;l. Dabei bezeichnet ¢t den Exponenten, zu dem
10 gehort. Was wir dadurch gewinnen, zeigen wir in Abschnitt VI, wo dieselbe Tafel
noch fiir andere Zwecke verwendet wird. Da aber, wie aus dem vorigen Artikel her-
vorgeht, auch hier noch eine Wahl bleiben kann, haben wir eine feste Regel getroffen:

38



Untersuchungen tuber héhere Arithmetik

Von allen primitiven Wurzeln, die das Verlangte leisten, haben wir stets die kleinste
als Basis gewdhlt. So hat fir p = 73, wobei t = 8 und d = 9 ist, a® genau %, das
heifst 6 Werte, namlich 5, 14,20, 28, 39, 40. Wir haben also den kleinsten, 5, als Basis

genommen.
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Ein Verfahren zum Finden primitiver Wurzeln.

73.

Die Methoden zum Finden primitiver Wurzeln beruhen groitenteils auf Probieren.
Verbindet man das, was wir in Artikel 55 gezeigt haben, mit dem, was wir weiter
unten zur Losung der Kongruenz z” = 1 angeben, so hat man fast alles, was direkte
Methoden leisten kénnen. Euler rdumt in Opusc. Analyt. T. I, p. 152 ein, dass es
duflerst schwierig scheine, diese Zahlen zu bestimmen, und dass ihre Natur zu den
tiefsten Geheimnissen der Zahlen gehére. Durch Probieren lassen sie sich aber wie
folgt recht bequem bestimmen. Geiibte werden die langwierige Rechnung mit ver-
schiedenen besonderen Kunstgriffen abkiirzen kénnen; diese lernt man durch Ubung
viel schneller als durch Regeln.

19. Man wihle eine beliebige zu p (so bezeichnen wir stets den Modul) teilerfremde
Zahl a. Meist verkiirzt es die Rechnung, eine moglichst kleine Zahl zu nehmen, zum
Beispiel 2. Dann bestimme man ihre Periode (Artikel 46), das heifst die kleinsten
Reste ihrer Potenzen, bis man eine Potenz a erreicht, deren kleinster Rest 1 ist”). Ist
nun t = p — 1, so ist a eine primitive Wurzel.

20, Ist dagegen t < p—1, so nehme man eine andere Zahl b, die in der Periode von a
nicht vorkommt, und bestimme ebenso ihre Periode. Bezeichnet man den Exponenten,
zu dem b gehort, mit u, so erkennt man leicht, dass u weder gleich ¢ noch ein echter
Teiler davon sein kann. In beiden Fillen wire niamlich b* = 1, was unmoglich ist, da
die Periode von a alle Zahlen umfasst, deren Potenz mit dem Exponenten ¢ der Eins
kongruent ist (Artikel 53). Ist w = p — 1, so ist b eine primitive Wurzel. Ist u zwar
nicht = p — 1, aber doch ein Vielfaches von ¢, so kennen wir nun eine Zahl, die zu
einem grofleren Exponenten gehort, und sind unserem Ziel néher: eine Zahl zu finden,
die zum gréfiten Exponenten gehort. Ist uw weder = p — 1 noch ein Vielfaches von ¢,
so kénnen wir trotzdem eine Zahl finden, deren Exponent grofler als ¢, u ist, ndmlich
gleich dem kleinsten gemeinsamen Vielfachen von %, u. Dieses sei = y. Man zerlege
y in zwei teilerfremde Faktoren m,n, von denen einer ¢, der andere u teilt?). Man
bilde nun die Potenz mit dem Exponenten % von a, setze sie = A, und die Potenz
mit dem Exponenten » von b, die man = B (mod. p) setze. Das Produkt AB gehért
dann zum Exponenten n. Denn offenbar gehért A zum Exponenten m und B zum
Exponenten n. Also gehort das Produkt AB zu mn, weil m, n teilerfremd sind. Das
lasst sich genauso beweisen wie in Artikel 55, II.

30, Ist nun y = p — 1, so ist AB eine primitive Wurzel. Andernfalls muss man wie
zuvor eine andere Zahl nehmen, die in der Periode von AB nicht vorkommt. Diese
ist entweder eine primitive Wurzel oder gehdrt zu einem gréfleren Exponenten als y,
oder man kann wenigstens mit ihrer Hilfe wie zuvor eine Zahl finden, die zu einem

“'Man sieht unmittelbar, dass die Potenzen selbst nicht bekannt sein miissen. Denn der kleinste Rest
jeder Potenz ldsst sich leicht aus dem kleinsten Rest der vorigen gewinnen.

DWie dies moglich ist, ergibt sich leicht aus Artikel 18. Man zerlege y in verschiedene Primzahlen
oder Potenzen verschiedener Primzahlen. Jeder dieser Faktoren teilt eine der Zahlen ¢,u oder auch
beide. Man ordne jeden der Zahl ¢ oder der Zahl u zu, je nachdem, welche er teilt. Teilt er beide, so ist
die Zuordnung beliebig. Das Produkt der ¢ zugeordneten Faktoren sei = m, das Produkt der iibrigen
= n. Dann erkennt man leicht, dass m die Zahl ¢, n die Zahl u teilt und mn = y gilt.
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groferen Exponenten als y gehort. Da die Zahlen, die man durch Wiederholen dieses
Verfahrens erhélt, zu stetig wachsenden Exponenten gehoren, findet man schliefflich
eine Zahl, die zum gréfsten Exponenten gehort, das heiffit eine primitive Wurzel, wie
verlangt.

74.

FEin Beispiel macht diese Regeln deutlicher. Sei p = 73, und gesucht sei eine primi-
tive Wurzel dafiir. Versuchen wir zuerst die Zahl 2, deren Periode lautet:

1. 2. 4. 8. 16. 32. 64. 55. 37. 1 usw.
0.1.2.3. 4. 5. 6. 7. 8. 9 usw.

Da schon die Potenz mit dem Exponenten 9 der Eins kongruent ist, ist 2 keine
primitive Wurzel. Man versuche eine andere Zahl, die in der Periode von 2 nicht
vorkommt, zum Beispiel 3, mit der Periode

1. 3.9. 27. 8. 24. 72. 70. 64. 46. 65. 49. 1 usw.
0.1.2. 3.4. 5. 6. 7. 8 9.10. 11. 12 usw.

Also ist auch 3 keine primitive Wurzel. Das kleinste gemeinsame Vielfache der
FExponenten, zu denen 2,3 gehéren, also der Zahlen 9,12, ist aber 36. Nach den
Regeln des vorigen Artikels zerlegt man es in die Faktoren 9 und 4. Man muss also 2
zur Potenz mit dem Exponenten % erheben, das heifit die Zahl 2 selbst beibehalten,
dagegen 3 zur Potenz mit dem Exponenten 3 erheben. Ihr Produkt ist 54 und gehort
somit zum Exponenten 36. Berechnet man schlieflich die Periode von 54 und versucht
erneut eine darin nicht enthaltene Zahl, zum Beispiel 5, so findet man, dass diese eine
primitive Wurzel ist.

Verschiedene Sdtze tiber Perioden und primitive Wurzeln.

75.

Bevor wir diesen Gegenstand verlassen, geben wir einige Sétze an, die wegen ihrer
Finfachheit Beachtung verdienen diirften.

Das Produkt aller Glieder der Periode einer beliebigen Zahl ist = 1, wenn ihre
Anzahl, also der Exponent, zu dem die Zahl gehort, ungerade ist, und = —1, wenn
dieser Exponent gerade ist.

Beispiel. Flir den Modul 13 besteht die Periode der Zahl 5 aus den Gliedern
1,5,12,8, deren Produkt 480 = —1 (mod. 13) ist.

Nach demselben Modul besteht die Periode der Zahl 3 aus den Gliedern 1, 3,9,
deren Produkt 27 = 1 (mod. 13) ist.

Beweis. Der Exponent, zu dem die Zahl gehort, sei ¢, ihr Index %. Bei geeigneter
Wahl der Basis ist dies stets moglich (Artikel 71). Dann ist der Index des Produkts
aller Periodenglieder

p—1_ ({-1)(p-1)
2

=(1+2+34usw.+t—1)
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also = 0(mod.p — 1), wenn ¢ ungerade ist, und = pT_l, wenn t gerade ist. Im

ersten Fall ist daher das Produkt = 1(mod.p), im zweiten = —1 (mod. p) (Artikel
62). Q. E. D.

76.
Ist die Zahl im vorigen Satz eine primitive Wurzel, so umfasst ihre Periode sdmt-
liche Zahlen 1,2,3...... p — 1, deren Produkt daher stets = —1 ist (denn p — 1 ist

stets gerade, mit der einzigen Ausnahme p = 2, in der —1 und +1 gleichwertig sind).
Diesen schonen Satz, den man gewohnlich so ausspricht: Das Produkt aller Zahlen
unterhalb einer gegebenen Primzahl, wm eins vermehrt, ist durch diese Primzahl teil-
bar, hat Waring zuerst angegeben und Wilson, Esq., zugeschrieben, Meditt. algebr.
Ed. 3, p. 380. Doch keiner von beiden konnte ihn beweisen. Waring raumt ein, dass
der Beweis umso schwieriger scheine, als sich keine Bezeichnung erfinden lasse, die ei-
ne Primzahl ausdriicke. — Unserer Ansicht nach sollte man solche Wahrheiten aber
eher aus Begriffen als aus Bezeichnungen gewinnen. Spéter gab La Grange einen
Beweis, Nouv. Mém. de l’Ac. de Berlin, 1771. Er beruht auf der Betrachtung der
Koeffizienten, die beim Ausmultiplizieren des Produkts

r+lz+2.2+3....2+p—1

entstehen. Setzt man ndmlich dieses Produkt

=P '+ AzP 2 + BaP 3 +usw. + Mz + N

so sind die Koeffizienten A, B usw. M durch p teilbar; N ist dagegen = 1.2.3.... p—1.
Fir z = 1 ist das Produkt nun durch p teilbar, dann aber = 1 + N (mod. p). Also
muss 1 4+ N durch p teilbar sein.

Schliellich gab Euler in Opusc. analyt. T. 1, p. 329 einen Beweis, der mit dem hier
vorgetragenen iibereinstimmt. Wenn solche Ménner diesen Satz ihrer Uberlegungen
wert fanden, hoffen wir, dass man uns einen weiteren Beweis nicht veriibeln wird.

e

Ist nach dem Modul p das Produkt zweier Zahlen a,b der Eins kongruent, so
nennen wir die Zahlen a, b mit Euler Partner. Nach dem vorigen Abschnitt hat dann
jede positive Zahl unter p genau einen positiven Partner unter p. Unter den Zahlen
1,2,3.... p—1 sind, wie man leicht zeigt, nur 1 und p — 1 ihre eigenen Partner. Denn
solche Zahlen sind Wurzeln der Kongruenz zx = 1. Da diese zweiten Grades ist, kann
sie nicht mehr als zwei Wurzeln haben, also keine anderen als 1 und p — 1. Lasst man

diese beiden weg, so sind die {ibrigen Zahlen 2.3.... p — 2 paarweise Partner. Thr
Produkt ist daher = 1, also das Produkt aller Zahlen 1,2,3... p—1 = p — 1 oder
=-1. Q. E. D.

Zum Beispiel bilden fiir p = 13 die Zahlen 2,3,4.... 11 folgende Paare: 2 mit
7; 3 mit 9; 4 mit 10; 5 mit 8; 6 mit 11. Denn 2.7 = 1; 3.9 = 1 usw. Damit ist
2.34....11=1,als0 1.2.3.... 12 = —1.
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78.

Man kann den Wilsonschen Satz aber allgemeiner so formulieren: Das Produkt aller
Zahlen, die kleiner als eine beliebige gegebene Zahl A und zu ihr teilerfremd sind, ist
nach A der negativ oder positiv genommenen FEins kongruent. Negativ nimmt man
die Eins, wenn A von der Form p™ oder 2p™ ist, wobei p eine von 2 verschiedene
Primzahl bezeichnet, und auflerdem fir A = 4; in allen {ibrigen Féllen positiv. Der
von Wilson angegebene Satz ist im ersten Fall enthalten. — Zum Beispiel ist fir
A =15 das Produkt der Zahlen 1,2,4,7,8,11,13,14 = 1 (mod. 15). Der Kiirze wegen
fiigen wir keinen Beweis hinzu. Wir bemerken nur, dass er wie im vorigen Artikel
gefithrt werden kann, aufler dass die Kongruenz xzax = 1 mehr als zwei Wurzeln
haben kann, was besondere Uberlegungen erfordert. Auch aus der Betrachtung der
Indizes konnte man einen Beweis gewinnen, dhnlich wie in Artikel 75, wenn man das
hinzunimmt, was wir gleich iiber nichtprime Moduln vortragen werden.

79.

Wir kehren zur Aufzihlung weiterer Sétze zuriick (Artikel 75).

Die Summe aller Glieder der Periode einer beliebigen Zahl ist = 0, wie im Beispiel
aus Artikel 75: 1+ 5+ 12+ 8 = 26 = 0 (mod. 13).

Beweis. Die Zahl, deren Periode wir betrachten, sei = a, und der Exponent, zu
dem sie gehort, = ¢t. Dann ist die Summe sédmtlicher Periodenglieder

t_l_at—l

51+a—|—aa+a3—|—usw.—|—a 1
a_

(mod. p)

Nun ist aber a* — 1 = 0. Daher ist diese Summe stets = 0 (Artikel 22), auler wenn
a — 1 durch p teilbar ist, also a = 1. Diesen Fall miissen wir somit ausnehmen, wenn
wir auch ein einziges Glied eine Periode nennen wollen.

80.

Das Produkt aller primitiven Wurzeln ist = 1, mit der einzigen Ausnahme p = 3;
dann gibt es nur eine primitive Wurzel, ndmlich 2.

Beweis. Nimmt man eine beliebige primitive Wurzel als Basis, so sind die Indizes
aller primitiven Wurzeln die zu p — 1 teilerfremden Zahlen, die kleiner als diese
Zahl sind. Deren Summe, also der Index des Produkts aller primitiven Wurzeln, ist
= 0 (mod. p—1), und somit das Produkt = 1 (mod. p). Denn ist k zu p—1 teilerfremd,
so offenbar auch p — 1 — k zu p — 1. Also bilden je zwei zu p — 1 teilerfremde Zahlen
eine durch p — 1 teilbare Summe. (Dabei kann £ niemals gleich p — 1 — k sein, aufer
fir p — 1 = 2, also p = 3, welchen Fall wir ausgenommen haben. In allen {ibrigen
Fallen ist % offenbar zu p — 1 nicht teilerfremd.)

81.

Die Summe aller primitiven Wurzeln ist entweder = 0 (wenn p — 1 durch eine
Quadratzahl teilbar ist) oder = £1 (mod.p) (wenn p — 1 ein Produkt verschiedener
Primzahlen ist; bei gerader Anzahl nimmt man das positive, bei ungerader das nega-
tive Vorzeichen).

Beispiele. 1° Fiir p = 13 sind die primitiven Wurzeln 2,6,7,11, deren Summe
26 = 0 (mod. 13) ist.

43



Untersuchungen tuber héhere Arithmetik

20 Fiir p = 11 sind die primitiven Wurzeln 2,6,7,8, deren Summe 23 =
+1 (mod. 11) ist.

3% Fiir p = 31 sind die primitiven Wurzeln 3,11,12,13,17.21, 22, 24, deren Summe
123 = —1 (mod. 31) ist.

Beweis. Oben haben wir gezeigt (Artikel 55, I1): Ist p — 1 = a®b’¢” usw. (wobei
a,b, ¢ usw. verschiedene Primzahlen bezeichnen), und sind A, B,C usw. beliebige
Zahlen, die zu den jeweiligen Exponenten a®, b®, ¢ usw. gehéren, so stellen simtliche
Produkte ABC usw. primitive Wurzeln dar. Leicht l&sst sich auch zeigen, dass sich
jede primitive Wurzel durch ein solches Produkt darstellen ldsst, und zwar auf genau
eine Weise ).

Diese Produkte kénnen also an die Stelle der primitiven Wurzeln selbst treten. Da
in ihnen alle Werte von A mit allen Werten von B usw. zu verbinden sind, ist die
Summe aller Produkte gleich dem Produkt aus der Summe aller Werte von A, der
Summe aller Werte von B, der Summe aller Werte von C' usw., wie aus der Kombina-
tionslehre bekannt ist. Bezeichnen wir alle Werte von A; B usw. mit A, A", A” usw.;
B, B', B” usw. usw., so ist die Summe aller primitiven Wurzeln

= (A+ A"+ usw.)(B + B’ + usw.)usw.

Nun behaupte ich: Ist der Exponent o = 1, so ist die Summe A + A" + A” + usw.
= —1 (mod. p); ist dagegen o > 1, so ist diese Summe = 0. Entsprechendes gilt fiir die
iibrigen Exponenten (3,7~ usw. Sobald dies bewiesen ist, liegt die Wahrheit unseres
Satzes auf der Hand. Ist ndmlich p— 1 durch eine Quadratzahl teilbar, so ist einer der
Exponenten «, 8,y usw. grofer als eins. Damit ist einer der Faktoren, deren Produkt
der Summe aller primitiven Wurzeln kongruent ist, = 0, also auch das Produkt selbst.
Ist dagegen p — 1 durch keine Quadratzahl teilbar, so sind alle Exponenten «, 3,
usw. = 1. Die Summe aller primitiven Wurzeln ist dann einem Produkt aus ebenso
vielen Faktoren, jeder = —1, kongruent, wie es Zahlen a, b, c usw. gibt. Sie ist also
= 41, je nachdem, ob deren Anzahl gerade oder ungerade ist. Die Behauptungen
beweist man wie folgt.

19. Ist @ = 1 und gehért die Zahl A zum Exponenten a, so sind die iibrigen zu
diesem Exponenten gehorigen Zahlen A2, A3.... A%~ Nun ist

1+ A+ A+ A%+ A%
die Summe einer vollstdndigen Periode, also = 0 (Artikel 79). Somit ist
A+ AP+ A3 +A7 =1

20, Ist dagegen o > 1 und gehort die Zahl A zum Exponenten a®, so er-
hélt man die iibrigen zu diesem Exponenten gehorigen Zahlen, indem man aus

“'Man bestimme die Zahlen a,b, ¢ usw. so, dass a = 1 (mod.a®) und = 0 (mod. b’ usw.); b =
1 (mod. b?) und = 0(mod. a®c”usw.) usw. gilt (siche Artikel 32). Dann wird a 4+ b + ¢ 4 usw. =
1 (mod.p—1) (Artikel 19). Soll nun eine beliebige primitive Wurzel r als Produkt ABC usw. dargestellt
werden, so nehme man A = r*, B = r*,C = r° usw. Dabei gehért A zum Exponenten a®, B zum
Exponenten b° usw. Das Produkt aller A, B, C' usw. ist = r (mod. p). SchlieBlich erkennt man leicht,
dass sich A, B, C' usw. nicht anders bestimmen lassen.
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A% A3, A% . A%~ die Potenzen A%, A% A3 usw. weglésst; sieche Artikel 53. Thre
Summe ist daher

=14+A+A% 4 AT (14 AT A% A9
also der Differenz zweier Perioden kongruent und somit = 0. Q. E. D.

Moduln, die Potenzen von Primzahlen sind.

82.

Alles bisher Vorgetragene beruht auf der Annahme, dass der Modul eine Primzahl
ist. Es bleibt der Fall, dass eine zusammengesetzte Zahl als Modul genommen wird.
Hier treten aber weder so schone Eigenschaften wie im vorigen Fall hervor, noch
braucht man besondere Kunstgriffe, um sie zu finden. Vielmehr lasst sich fast alles
allein durch Anwenden der vorigen Grundsétze gewinnen. Jede Einzelheit auszubrei-
ten wire daher unnétig und ermiidend. Wir erldutern also kurz, was dieser Fall mit
dem vorigen gemeinsam hat und was ihm eigen ist.

83.

Die Sétze der Artikel 4548 sind bereits allgemein bewiesen. Den Satz aus Artikel
49 muss man jedoch wie folgt dndern:

Bezeichnet f die Anzahl der zu m teilerfremden und unter m liegenden Zahlen,
gilt also f = ¢m (Artikel 38), so ist der Exponent t der niedrigsten Potenz einer
gegebenen zu m teilerfremden Zahl a, die nach dem Modul m der Eins kongruent ist,
entweder = f oder ein echter Teiler dieser Zahl.

Der Beweis aus Artikel 49 gilt auch hier, wenn man iiberall p durch m, p — 1
durch f und die Zahlen 1,2,3,....p — 1 durch die zu m teilerfremden, unter m
liegenden Zahlen ersetzt. Wir verweisen den Leser daher dorthin. Die {ibrigen dort
erwiahnten Beweise (Artikel 50, 51) lassen sich dagegen nicht ohne erhebliche Umwege
auf diesen Fall anwenden. — Bei den folgenden Sétzen, Artikel 52 und weiter, tritt
aber ein grofler Unterschied auf zwischen Moduln, die Potenzen von Primzahlen sind,
und solchen, die sich durch mehrere Primzahlen teilen lassen. Wir betrachten daher
zuerst die Moduln der ersten Art fiir sich.

84.

Ist der Modul m = p", wobei p eine Primzahl bezeichnet, so gilt f = p"~1(p — 1)
(Artikel 38). Wendet man die Untersuchungen aus Artikel 53, 54 mit den im vorigen
Artikel angegebenen Anderungen auf diesen Fall an, so zeigt sich, dass alles dort
Bewiesene auch hier gilt, wenn zuvor bewiesen ware, dass eine Kongruenz der Form
2t — 1 = 0(mod.p") nicht mehr als ¢ verschiedene Wurzeln haben kann. Fiir einen
Primzahlmodul haben wir dies aus dem allgemeineren Satz von Artikel 43 abgeleitet.
Dieser gilt aber in seinem ganzen Umfang nur fiir Primzahlmoduln und ist daher hier
nicht anwendbar. Trotzdem beweisen wir den Satz fiir diesen besonderen Fall durch
ein eigenes Verfahren. Weiter unten, in Abschnitt VIII, zeigen wir, wie man dasselbe
leichter findet.
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85.

Wir wollen folgenden Satz beweisen:

Ist der grofite gemeinsame Teiler der Zahlen t und p"~'(p—1) gleich e, so hat die
Kongruenz zt = 1 (mod.p™) genau e verschiedene Wurzeln.

Sei e = kp¥, sodass k den Faktor p nicht enthélt und somit die Zahl p — 1 teilt.
Dann hat die Kongruenz ! = 1 nach dem Modul p genau k verschiedene Wurzeln.
Bezeichnen wir sie mit A, B, C usw., so muss jede Wurzel derselben Kongruenz nach
dem Modul p™ nach p einer der Zahlen A, B, C' usw. kongruent sein. Nun zeigen wir,
dass die Kongruenz z' = 1. (mod. p") genau p¥ Wurzeln hat, die A, ebenso viele, die
B usw. nach dem Modul p kongruent sind. Damit ist die Anzahl aller Wurzeln kp”
oder e, wie behauptet. Den Beweis filhren wir so: Zuerst zeigen wir, dass mit einer
Wurzel «a, die A nach dem Modul p kongruent ist, auch

a+p" a4+ 20", a+ 3", a+ (PP = 1)p" Y

Wurzeln sind. Zweitens konnen unter den Zahlen, die A nach dem Modul p kongru-
ent sind, nur die von der Form « + hp™~" Wurzeln sein, wobei h eine beliebige ganze
Zahl bezeichnet. Damit gibt es offenbar p” verschiedene Wurzeln und nicht mehr.
Dasselbe gilt fiir die Wurzeln, die den einzelnen Zahlen B,C usw. kongruent sind.
Drittens zeigen wir, wie sich stets eine Wurzel finden ldsst, die A nach p kongruent
ist.

86.
SATzZ. Ist wie im vorigen Artikel t durch p¥, aber nicht durch p**' teilbar, so gilt

(a + hp")t — o' = 0 (mod.pHt),
aber = o hptt (mod.pH TV

Der zweite Teil des Satzes gilt nicht, wenn zugleich p = 2 und p =1 ist.

Der Satz liele sich durch Entwickeln der Binompotenz beweisen, wenn man zeigte,
dass alle Glieder nach dem zweiten durch p#t**+! teilbar sind. Da die Betrachtung
der Nenner der Koeffizienten aber einige Umwege erfordert, ziehen wir das folgende
Verfahren vor.

Nehmen wir zundchst 4 > 1 und v = 1 an. Wegen

t t

ot =yt = (x—y) @ 2 Py + 20

+ usw. +y' 1)

gilt dann
(a+ hp")' — o' = hp!((a+ hp!)*!
+ (o + hp")' a4 usw. + ol )

Nun ist a4+ hp* = o (mod. p?). Daher ist jedes Glied (a + hp*)i=L, (o + hpH)~2a
usw. = o~ !(mod. p?), also die Summe aller Glieder = ta!~!(mod. p?) oder von der
Form ta!~! + Vp? wobei V irgendeine Zahl bezeichnet. Damit hat (o + hp")! — af
die Form
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oL hptt + VhpHt2,
das heipt, = o' hptt(mod. p"™?) und = 0 (mod.p"t).
Fiir diesen Fall ist der Satz also bewiesen.
Wire der Satz nun fiir andere Werte von v bei weiterhin geltendem p > 1 falsch,
so miisste es eine Grenze geben, bis zu der er stets richtig, dariiber hinaus aber falsch
wire. Der kleinste Wert von v, fiir den er falsch ist, sei = . Dann sieht man leicht: Ist

t durch p¥~!, aber nicht durch p¥ teilbar, so gilt der Satz noch; ersetzt man dagegen
t durch tp, so gilt er nicht. Wir haben also

(a + hp")t = o + o' thpHt(mod. p* %)
oder = of + o' thptt + upht¥
wobei u eine ganze Zahl bezeichnet. Da aber der Satz fiir v = 1 bereits bewiesen ist,
gilt
(! + L hptt + upt TP = ofP + P hpttlt
+ Pyt TP (mod. prte T

und somit auch

(a + hp")?P = o'P + Pt hptp (mod.p“+‘p+1)

das heifft, der Satz gilt auch, wenn ¢ durch tp ersetzt wird, also auch fir v = ¢,
entgegen der Voraussetzung. Damit gilt der Satz offenbar fiir simtliche Werte von v.
87.
Es bleibt der Fall 4 = 1. Mit einem ganz &hnlichen Verfahren wie im vorigen
Artikel lasst sich ohne den binomischen Satz zeigen, dass

(a+hp)t=a 4 a2(t - 1)hp (mod.p?)

)=
ala+hp)~2=a"t 4ol 72t - 2)hp
)t73 atfl + at72(t _ 3)hp

ao(o + hp

Uusw.

also die Summe (da die Anzahl der Glieder = t)

=ta' ! 4 (t_Ql)taFth(mod.pz)
(t—1)t

ist. Da t durch p teilbar ist, ist auch

durch p teilbar, aufler wenn p = 2 ist;
darauf haben wir schon im vorigen Artikel hingewiesen. In den iibrigen Féllen gilt
@a“%p = 0 (mod. p?), und somit ist auch jene Summe = ta'~!(mod. p?), wie im
vorigen Artikel. Im Ubrigen verlduft der Beweis hier genauso wie dort.

Wir schliefen also allgemein, mit der einzigen Ausnahme p = 2, dass

(a + hp")t = of (mod. p"*)
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und (o + hp*)t nicht = o' fiir jeden Modul, der eine hohere Potenz von p als pHt”
ist, sofern A nicht durch p teilbar ist und p” die héchste Potenz von p ist, die ¢ teilt.

Daraus ergeben sich unmittelbar die erste und zweite Behauptung, die wir in
Artikel 85 beweisen wollten:

erstens, ist o' = 1, so auch (o + hp"™¥)! = 1 (mod. p");

zweitens, wiirde eine Zahl o/, die A und damit auch o nach dem Modul p kongruent
ist, nicht aber nach p"~*, die Kongruenz z' = 1 (mod. p™) erfiillen, so setze man o’
= o+ Ip*, wobei I nicht durch p teilbar sei. Dann ist A < n — v. Damit ist (o + Ip*)?
nach dem Modul p*?* der Zahl of kongruent, nicht aber nach dem Modul p”, der
eine hohere Potenz ist. Also kann o' keine Wurzel der Kongruenz x! = 1 sein.

88.

Als Drittes wollten wir eine Wurzel der Kongruenz z! = 1 (mod.p") finden, die
A kongruent ist. Wir zeigen hier nur, wie dies geht, wenn schon eine Wurzel dersel-
ben Kongruenz nach dem Modul p”~! bekannt ist. Das geniigt offenbar, da wir vom
Modul p, fiir den A eine Wurzel ist, zum Modul p? und so weiter zu allen aufeinan-
derfolgenden Potenzen iibergehen kénnen.

Sei also « eine Wurzel der Kongruenz z' = 1 (mod. p
Wurzel derselben Kongruenz nach dem Modul p”. Setzen wir diese = o + hp
denn dass sie diese Form haben muss, folgt aus dem vorigen Artikel. (Den Fall v =
n — 1 betrachten wir spéter gesondert; grofier als n — 1 kann v aber nicht sein.) Es
muss daher gelten

"~1), und gesucht sei eine

n—r—1
)

(a4 hp" "1t = 1(mod. p" 1)

Aber (a+ hp" =1t = ol + o'~ htp™ v~ (mod. p")
Bestimmt man also h so, dass 1 = af +a! L htp" ¥~ (mod. p") gilt, oder so, dass (da

of 1 + ()zt_lhi

nach Voraussetzung 1 = of(mod. p"~!) und ¢ durch p teilbar ist) — -

durch p teilbar wird, so ist das Verlangte erreicht. Dass dies immer moglich ist, folgt

aus dem vorigen Abschnitt. Denn hier setzen wir voraus, dass ¢ durch keine héhere
t

t=1__ zu p teilerfremd ist.

pl/

Ist dagegen v = n — 1, das heifit t durch p"~! oder sogar durch eine hohere

Potenz von p teilbar, so erfiillt jeder Wert A, der der Kongruenz ! = 1 nach dem
Modul p geniigt, diese auch nach dem Modul p”. Sei ndmlich ¢t = p"~!7. Dann gilt
t = 7(mod.p — 1). Wegen A* = 1 (mod. p) gilt also auch A™ = 1 (mod. p). Setzen wir
daher A™ = 1+ hp, so ist AL = (14 hp)?" " = 1(mod. p") nach Artikel 87.

89.

Alles, was wir in Artikel 57 und den folgenden mithilfe des Satzes hergeleitet haben,
dass die Kongruenz x! = 1 nicht mehr als ¢ verschiedene Wurzeln hat, gilt auch fiir
einen Modul, der eine Potenz einer Primzahl ist. Nennen wir die zum Exponenten
p"1(p — 1) gehorigen Zahlen primitive Wurzeln, also die Zahlen, deren Perioden
alle nicht durch p teilbaren Zahlen enthalten, so gibt es auch hier primitive Wurzeln.
Alles oben iiber Indizes und ihre Verwendung sowie iiber die Lésung der Kongruenz
a2t = 1 Gesagte ist auch hier anwendbar. Da dies keine Schwierigkeiten bietet, wire es

Potenz von p als p” teilbar ist, also «

48



Untersuchungen tuber héhere Arithmetik

unnotig, alles von Anfang an zu wiederholen. Auflerdem haben wir gezeigt, wie sich
die Wurzeln der Kongruenz 2! = 1 nach dem Modul p™ aus den Wurzeln derselben
Kongruenz nach p ableiten lassen. Zum Fall, dass eine Potenz von 2 der Modul ist,
miissen wir aber noch einiges hinzufiigen, da er oben ausgenommen war.

Moduln, die Potenzen von zwei sind.

90.

Wird eine hohere als die zweite Potenz von 2, etwa 2™, als Modul genommen, so
ist die Potenz mit dem Exponenten 272 einer beliebigen ungeraden Zahl der Eins
kongruent. Zum Beispiel 3% = 6561 = 1 (mod. 32).

Jede ungerade Zahl hat nadmlich entweder die Form 1 + 4h oder —1 + 4h. Daraus
folgt der Satz unmittelbar (Satz aus Artikel 86).

Da also der Exponent, zu dem eine beliebige ungerade Zahl nach dem Modul 2"
gehort, ein Teiler von 272 sein muss, gehort sie zu einer der Zahlen 1,2,4,8....22"72,
Zu welcher, ldsst sich wie folgt leicht entscheiden. Die gegebene Zahl sei = 4h + 1,
und der Exponent der héchsten Potenz von 2, die h teilt, sei = m (er kann auch = 0
sein, namlich wenn h ungerade ist). Dann ist der Exponent, zu dem die gegebene
Zahl gehort, = 2""™2 sofern n > m + 2 ist. Ist dagegen n = oder < m + 2, so
ist die gegebene Zahl = +1 und gehort daher entweder zum Exponenten 1 oder zum
Exponenten 2. Dass eine Zahl der Form 41 + 2"+2k (gleichbedeutend mit 4h + 1),
zur Potenz mit dem Exponenten 2" ™2 erhoben, der Eins nach dem Modul 2"
kongruent wird, bei einem Exponenten, der eine niedrigere Potenz von 2 ist, dagegen
nicht, ergibt sich ohne Schwierigkeit aus Artikel 86. Jede Zahl der Form 8k + 3 oder
8k + 5 gehort also zum Exponenten 2772,

91.

Hier gibt es somit keine primitiven Wurzeln in dem oben verwendeten Sinn: keine
Zahlen, deren Periode sémtliche unter dem Modul liegenden und zu ihm teilerfremden
Zahlen umfasst. Trotzdem sieht man leicht etwas Entsprechendes. Eine Potenz mit
ungeradem Exponenten einer Zahl der Form 8k + 3 hat stets die Form 8% + 3, eine
mit geradem Exponenten dagegen stets die Form 8k + 1. Keine Potenz kann also
die Form 8k + 5 oder 8k + 7 haben. Nun besteht die Periode einer Zahl der Form
8k + 3 aus 2" 2 verschiedenen Gliedern, jedes von der Form 8k + 3 oder 8k + 1,
und es gibt nicht mehr als 2”2 solche unter dem Modul liegenden Zahlen. Daher
ist jede Zahl der Form 8k 4+ 1 oder 8k + 3 nach dem Modul 2" irgendeiner Potenz
einer beliebigen Zahl der Form 8k + 3 kongruent. Ebenso zeigt man, dass die Periode
einer Zahl der Form 8k + 5 alle Zahlen der Formen 8k + 1 und 8k + 5 umfasst.
Wahlt man also eine Zahl der Form 8k + 5 als Basis, so erhalten alle Zahlen der
Formen 8k 4+ 1 und 8k + 5, positiv genommen, sowie alle Zahlen der Formen 8k + 3
und 8k + 7, negativ genommen, wirkliche Indizes. Dabei sind nach 2”2 kongruente
Indizes als gleichwertig anzusehen. So ist unsere Tafel I zu verstehen, in der wir fiir
die Moduln 16, 32 und 64 (fiir den Modul 8 braucht man keine Tafel) stets die Zahl
5 als Basis gewahlt haben. Zum Beispiel entspricht der Zahl 19, die von der Form
8n + 3 und daher negativ zu nehmen ist, beim Modul 64 der Index 7. Das bedeutet
57 = —19 (mod. 64).
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Den Zahlen der Formen 8n+1, 8n+5, negativ genommen, sowie denen der Formen
8n 4+ 3, 8n + 7, positiv genommen, miisste man dagegen gewissermaflen imaginére
Indizes zuordnen. Fiihrt man sie ein, so ldsst sich die Rechnung mit Indizes auf einen
sehr einfachen Algorithmus zuriickfithren. Eine vollig strenge Darstellung wiirde uns
jedoch zu weit fiihren. Wir behalten uns dies daher fiir eine andere Gelegenheit
vor, wenn wir vielleicht die Theorie der imagindren Grofien ausfithrlicher behandeln
werden. Unserer Ansicht nach hat sie bisher niemand auf klare Begriffe zuriickgefiihrt.
Kundige werden diesen Algorithmus leicht selbst finden; weniger Geiibte kdnnen die
Tafel trotzdem verwenden, so wie auch diejenigen Logarithmen benutzen, die die
Erorterungen neuerer Autoren iiber imagindre Logarithmen nicht kennen, sofern sie
nur die oben begriindeten Prinzipien gut verstanden haben.

Aus mehreren Primzahlen zusammengesetzte Moduln.

92.

Bei einem aus mehreren Primzahlen zusammengesetzten Modul lasst sich fast alles
iiber die Reste von Potenzen aus der allgemeinen Kongruenztheorie ableiten. Da wir
aber weiter unten ausfiithrlicher zeigen, wie man beliebige Kongruenzen nach einem
solchen Modul auf Kongruenzen mit Primzahlen oder Primzahlpotenzen als Modul
zuriickfithrt, brauchen wir uns hier nicht lange damit aufzuhalten. Wir bemerken
nur, dass die sehr schone Eigenschaft der iibrigen Moduln, namlich dass es stets
Zahlen gibt, deren Periode sémtliche zum Modul teilerfremden Zahlen umfasst, hier
fehlt. Es gibt nur eine Ausnahme: wenn der Modul das Doppelte einer Primzahl oder
einer Primzahlpotenz ist. Bringt man nédmlich den Modul m auf die Form A®B*C¢
usw., wobei A, B, C' usw. verschiedene Primzahlen bezeichnen, und bezeichnet man
auBerdem A®~1(A — 1) mit a, B®~Y(B — 1) mit # usw., und ist schlieflich z eine
zu m teilerfremde Zahl, so gilt 2® = 1(mod. A%). 2# = 1 (mod. B®) usw. Ist also
u das kleinste gemeinsame Vielfache der Zahlen «, 8, usw., so gilt z# = 1 nach
sdmtlichen Moduln A% B’ usw. und damit auch nach m, das deren Produkt ist.
Aufler wenn m das Doppelte einer Primzahl oder einer Primzahlpotenz ist, ist aber
das kleinste gemeinsame Vielfache der Zahlen «, 3,7 usw. kleiner als ihr Produkt.
Denn die Zahlen «, 3,y usw. kénnen nicht paarweise teilerfremd sein, sondern haben
jedenfalls den gemeinsamen Teiler 2. Also kann die Periode keiner Zahl so viele
Glieder umfassen, wie es unter dem Modul liegende, zu ihm teilerfremde Zahlen gibt,
da deren Anzahl gleich dem Produkt von «, ,v usw. ist. So ist zum Beispiel fiir
m = 1001 jede zu m teilerfremde Zahl, zur Potenz mit dem Exponenten 60 erhoben,
der Eins kongruent, da 60 ein gemeinsames Vielfaches der Zahlen 6,10,12 ist. —
Der Fall, dass der Modul das Doppelte einer Primzahl oder einer Primzahlpotenz ist,
entspricht aber vollstédndig dem Fall einer Primzahl oder einer Primzahlpotenz als
Modul.
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93.

Die Schriften, in denen andere Mathematiker den Gegenstand dieses Abschnitts be-
handelt haben, wurden bereits an verschiedenen Stellen erwahnt. Wer aber manches
ausfiihrlicher erldutert sehen mochte, als es uns die Kiirze erlaubte, sei besonders auf
die folgenden Abhandlungen Eulers verwiesen. Sie sind wegen der Klarheit besonders
zu empfehlen, durch die sich dieser grofle Mann stets vor allen anderen auszeichnete.

Theoremata circa residua ex divisione potestatum relicta Comm. nov. Petr. T. VII,
p. 49 und folgende.

Demonstrationes circa residua ex divisione potestatum per numeros primos resul-
tantia.

Ibid. T. XVIII, p. 85 und folgende.
Hinzu kommen kénnen Opusculorum analyt. T. 1, Abhandlungen 5 und 8.
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VIERTER ABSCHNITT
UBER
KONGRUENZEN ZWEITEN GRADES.

Quadratische Reste und Nichtreste.

94.

SATZ. Nimmt man eine beliebige Zahl m als Modul, so kénnen von den Zahlen
0,1,2,3....m — 1 hochstens %m + 1, wenn m gerade ist, und héchstens %m + %, wenn
m ungerade ist, einem Quadrat kongruent sein.

Beweis. Da die Quadrate kongruenter Zahlen kongruent sind, ist jede Zahl, die
einem Quadrat kongruent sein kann, auch einem Quadrat kongruent, dessen Wurzel
< m ist. Es geniigt also, die kleinsten Reste der Quadrate 0,1,4,9....(m — 1)? zu
betrachten. Man sieht leicht, dass (m — 1)2 = 1, (m — 2)? = 22, (m — 3)? = 32 usw.
gelten. Wenn m gerade ist, haben daher die Quadrate (3m — 1)? und (3m + 1)2,
(2m —2)? und (3m + 2)? usw. dieselben kleinsten Reste; wenn m ungerade ist, sind
die Quadrate (3m — $)? und (3m + 3)2, (3m — 2)? und (3m + 2)2 usw. kongruent.
Somit kénnen nur Zahlen, die einem der Quadrate 0,1, 4, 9(%m)2 kongruent sind,
einem Quadrat kongruent sein, wenn m gerade ist. Ist der Modul ungerade, so muss
jede Zahl, die einem Quadrat kongruent ist, einem der Quadrate 0, 1,4, 9....(%m— %)2
kongruent sein. Es gibt also im ersten Fall h6chstens %m + 1, im zweiten hochstens
%m + % verschiedene kleinste Reste. ). E. D.

Beispiel. Nach dem Modul 13 findet man fiir die Quadrate der Zahlen 0,1, 2, 3...6
die kleinsten Reste 0, 1,4, 9, 3,12, 10; danach kehren dieselben in umgekehrter Reihen-
folge wieder, 10,12, 3 usw. Jede Zahl, die keinem dieser Reste kongruent ist, also eine
Zahl, die einer der Zahlen 2,5,6,7. 8,11 kongruent ist, kann daher keinem Quadrat
kongruent sein.

Nach dem Modul 15 findet man die Reste 0,1,4,9, 1, 10, 6, 4, nach denen dieselben
in umgekehrter Reihenfolge wiederkehren. Hier ist die Anzahl der Reste, die einem
Quadrat kongruent sein kénnen, sogar kleiner als %m + %, denn es sind 0, 1,4, 6,9, 10.
Die Zahlen 2,3,5,7,8,11,12,13,14 und die Zahlen, die einer von ihnen kongruent

sind, konnen keinem Quadrat nach dem Modul 15 kongruent sein.
95.

Daraus folgt, dass man fir jeden Modul alle Zahlen in zwei Klassen einteilen kann:
Die eine enthélt die Zahlen, die einem Quadrat kongruent sein kénnen, die andere
diejenigen, bei denen dies nicht mdglich ist. Die ersteren nennen wir quadratische
Reste der als Modul gewdhlten Zahl?, die letzteren ihre quadratischen Nichtreste,

) Genau genommen verwenden wir hier den Genitiv in einem anderen Sinn als bisher. Wir miissten
sagen, r sei ein Rest des Quadrats aa nach dem Modul m, wenn r = aa (mod. m) gilt. Der Kiirze wegen
nennen wir in diesem Abschnitt aber stets r einen quadratischen Rest von m selbst, ohne dass dadurch
eine Mehrdeutigkeit zu befiirchten ist. Denn das Wort Rest verwenden wir von nun an nicht mehr im
Sinn einer kongruenten Zahl, aufler wenn wir von kleinsten Resten sprechen; dabei kann kein Zweifel
entstehen.
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oder auch einfach Reste und Nichtreste, wenn dadurch keine Mehrdeutigkeit entsteht.
Es geniigt, alle Zahlen 0,1,2...m — 1 einzuordnen, denn kongruente Zahlen gehdren
zur selben Klasse.

Auch diese Untersuchung beginnen wir mit Primzahlmoduln; das ist auch dann
zu verstehen, wenn wir es nicht ausdriicklich erwidhnen. Die Primzahl 2 schlieflen wir
jedoch aus, betrachten also nur ungerade Primzahlen.

Ist der Modul eine Primzahl, so gibt es unter den kleineren Zahlen ebenso viele Reste wie
Nichtreste.

96.

Wihlt man die Primzahl p als Modul, so ist die Hdilfte der Zahlen 1,2,3....p—1
quadratischer Rest, die ibrigen sind Nichtreste; es gibt also %(p— 1) Reste und ebenso
viele Nichtreste.

Man zeigt leicht, dass alle Quadrate 1,4,9...%(17 — 1)? inkongruent sind. Wire
namlich rr = r'r'(mod. p) moglich und wéren die Zahlen r, " verschieden und nicht
grofer als %(p— 1), so wire, wenn wir r > r/ annehmen, was erlaubt ist, (r—r")(r+1")
positiv und durch p teilbar. Aber beide Faktoren r — r’ und r + 7’ sind kleiner als p,
sodass diese Annahme unmdglich ist (Artikel 13). Es gibt also 3(p — 1) quadratische
Reste unter den Zahlen 1,2,3....p—1. Mehr kann es nicht geben, denn mit dem Rest
0 erhalt man %(p—l— 1), und die Anzahl aller Reste kann diesen Wert nicht tibersteigen.
Die iibrigen Zahlen sind daher Nichtreste, und ihre Anzahl ist = %(p —1).

Da null stets ein Rest ist, schliefen wir diese Zahl und die durch den Modul
teilbaren Zahlen aus unseren Untersuchungen aus. Dieser Fall ist fiir sich klar und
wiirde nur die tibersichtliche Form der Satze storen. Aus demselben Grund haben wir
auch den Modul 2 ausgeschlossen.

97.

Mehrere Ergebnisse dieses Abschnitts lassen sich auch aus den Grundsitzen des
vorigen Abschnitts herleiten. Da es niitzlich ist, dieselbe Wahrheit mit verschiedenen
Methoden zu untersuchen, wollen wir diesen Zusammenhang zeigen. Man sieht leicht,
dass alle einem Quadrat kongruenten Zahlen gerade Indizes haben, dagegen diejeni-
gen, die keinem Quadrat kongruent sein kénnen, ungerade. Da p — 1 gerade ist, gibt
es ebenso viele gerade wie ungerade Indizes, namlich %(p— 1), und damit ebenso viele
Reste wie Nichtreste.

Beispiele. Fiir die folgenden Moduln sind die Reste

3 ... 1.

5 ... 1,4.

7 o 1,2,4

1 ... 1,3,4,5,9.

13 ... 1.3.4,9,10, 12.

17 ..., 1,2,4,8,9,13,15,16.
USwW.

Die iibrigen Zahlen unterhalb dieser Moduln sind Nichtreste.
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Ob eine zusammengesetzte Zahl Rest oder Nichtrest einer gegebenen Primzahl ist, hingt von
thren Faktoren ab.

98.

SATZ. Das Produkt zweier quadratischer Reste der Primzahl p ist ein Rest; das
Produkt eines Restes und eines Nichtrestes ist ein Nichtrest; das Produkt zweier
Nichtreste ist ein Rest.

Beweis. 1. Seien A, B Reste, die aus den Quadraten aa, bb entstehen, also A =
aa, B = bb. Dann ist das Produkt AB dem Quadrat der Zahl ab kongruent, also ein
Rest.

II. Ist A ein Rest, etwa = aa, und B ein Nichtrest, so ist AB ein Nichtrest.
Nehmen wir ndmlich, wenn moglich, AB = kk an und setzen %(mod. p) = b. Dann
gilt aaB = aabb, also B = bb; somit wire B ein Rest, entgegen der Voraussetzung.

Anderer Beweis. Wir multiplizieren alle Reste unter den Zahlen 1,2,3....p —1
(ihre Anzahl ist = 1(p — 1)) mit A. Alle Produkte sind quadratische Reste und
untereinander inkongruent. Multiplizieren wir nun den Nichtrest B mit A, so ist
das Produkt keinem der schon erhaltenen Produkte kongruent. Wére es ein Rest, so
hétten wir %(p + 1) inkongruente Reste, noch ohne den Rest 0, entgegen Artikel 96.

III. Seien A, B Nichtreste. Multiplizieren wir alle Reste unter den Zahlen
1,2,3....p—1 mit A, so erhalten wir %(p — 1) untereinander inkongruente Nichtreste
(IT). Das Produkt AB kann keinem davon kongruent sein. Wére es also ein Nichtrest,
so hatten wir %(p + 1) untereinander inkongruente Nichtreste, entgegen Artikel 96.
Also ist das Produkt usw. Q). E. D.

Noch leichter lassen sich diese Sétze aus den Grundsétzen des vorigen Abschnitts
herleiten. Die Indizes der Reste sind stets gerade, die der Nichtreste ungerade. Der
Index des Produkts zweier Reste oder zweier Nichtreste ist daher gerade, das Produkt
selbst also ein Rest. Dagegen ist der Index des Produkts eines Restes und eines
Nichtrestes ungerade und das Produkt selbst ein Nichtrest.

Beide Beweismethoden lassen sich auch auf die folgenden Sétze anwenden: Der
Wert des Ausdrucks § (mod.p) ist ein Rest, wenn die Zahlen a,b beide Reste oder
beide Nichtreste sind; dagegen ist er ein Nichtrest, wenn von den Zahlen a,b eine ein
Rest und die andere ein Nichtrest ist. Diese Sétze ergeben sich auch durch Umkehrung
der vorigen.

99.

Allgemein ist ein Produkt beliebig vieler Faktoren sowohl dann ein Rest, wenn
alle Faktoren Reste sind, als auch dann, wenn unter ihnen eine gerade Anzahl von
Nichtresten vorkommt. Ist die Anzahl der Nichtreste unter den Faktoren ungerade,
so ist das Produkt ein Nichtrest. Man kann daher leicht entscheiden, ob eine zusam-
mengesetzte Zahl ein Rest ist, wenn man weif}; wie es sich mit jedem ihrer Faktoren
verhélt. Deshalb haben wir in Tabelle II nur Primzahlen aufgenommen. Die Tabelle
ist folgendermaBen angeordnet: Am Rand stehen die Moduln”), im Inneren die auf-
einanderfolgenden Primzahlen. Ist eine dieser Primzahlen ein Rest eines Moduls, so

'Wie wir auch auf zusammengesetzte Moduln verzichten kénnen, werden wir bald zeigen.
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steht im zugehorigen Feld ein kurzer Strich; ist sie ein Nichtrest des Moduls, so bleibt
dieses Feld leer.

Zusammengesetzte Moduln.

100.

Bevor wir zu schwierigeren Fragen {ibergehen, miissen wir noch einiges iiber nicht-
prime Moduln ergénzen.

Wiéhlt man fiir eine Primzahl p eine Potenz p™ als Modul (wobei wir annehmen,
dass p nicht 2 ist), so ist von allen Zahlen, die nicht durch p teilbar und kleiner als
der Modul sind, die eine Hélfte Rest, die andere Nichtrest. Die Anzahl beider ist also
=5 —p" "

Ist ndmlich r ein Rest, so ist er einem Quadrat kongruent, dessen Wurzel die Hélfte
des Moduls nicht tibersteigt; siehe Artikel 94. Man sieht leicht, dass es %(p —1)pnt
Zahlen gibt, die nicht durch p teilbar und kleiner als die Hélfte des Moduls sind.
Es bleibt also zu zeigen, dass ihre Quadrate alle inkongruent sind, also verschiedene
quadratische Reste liefern. Wéren die Quadrate zweier Zahlen a,b, die nicht durch
p teilbar und kleiner als die Hélfte des Moduls sind, kongruent, so wére aa — bb
oder (a —b)(a + b) durch p” teilbar (wobei wir a > b annehmen diirfen). Das ist nur
moglich, wenn entweder eine der Zahlen a—b. a+b durch p” teilbar ist, was nicht sein
kann, da beide < p" sind, oder die eine durch p™, die andere durch p"~™, also beide
durch p teilbar sind. Aber auch das ist unméglich. Denn dann wéren ihre Summe und
Differenz 2a und 2b durch p teilbar, also auch a und b, entgegen der Voraussetzung. —
Daraus folgt, dass es unter den nicht durch p teilbaren Zahlen unterhalb des Moduls
%(p — 1)p"~! Reste gibt; die iibrigen, deren Anzahl ebenso groB ist, sind Nichtreste.
Q. E. D. — Diesen Satz kann man auch wie in Artikel 97 durch Betrachtung der
Indizes herleiten.

101.

Jede nicht durch p teilbare Zahl, die ein Rest von p ist, ist auch ein Rest von p";
jeder Nichtrest von p ist auch ein Nichtrest von p™.

Der zweite Teil dieser Aussage ist fiir sich klar. Wére der erste falsch, so gibe es
unter den Zahlen, die kleiner als p™ und nicht durch p teilbar sind, mehr Reste von p
als von p™, also mehr als %p”_l(p — 1). Man sieht aber ohne Schwierigkeit, dass die
Anzahl der Reste von p unter diesen Zahlen genau = %p”_l(p — 1) ist.

Ebenso leicht ist es, ein Quadrat zu finden, das einem gegebenen Rest nach dem
Modul p™ kongruent ist, wenn ein ihm nach dem Modul p kongruentes Quadrat
bekannt ist.

Hat man ndmlich ein Quadrat aa, das dem gegebenen Rest A nach dem Modul p*
kongruent ist, so erhalt man daraus ein Quadrat, das A nach dem Modul p” kongruent
ist (wobei wir v > p und = oder < 2u voraussetzen), folgendermafien. Wir setzen
die Wurzel des gesuchten Quadrats = +a + zp*; diese Form muss sie offensichtlich
haben. Dann muss aa 4 2axp" +zxp?* = A (mod. p¥) gelten, oder wegen 2 > v auch
A — aa = £2axpt (mod. p”). Sei A — aa = p*d; dann ist x der Wert des Ausdrucks

:l:% (mod. p*~=#), der dem Ausdruck :tg;p‘ﬁ’“ (mod. p¥) gleichwertig ist.
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Ein Quadrat, das A nach dem Modul p kongruent ist, liefert also ein Quadrat, das
A nach dem Modul p? kongruent ist. Von hier kann man zum Modul p*, dann zu p®
usw. aufsteigen.

Beispiel. Ist der Rest 6 gegeben, der nach dem Modul 5 dem Quadrat 1 kongruent
ist, so findet man das Quadrat 92, dem er nach 25 kongruent ist, ferner 162, dem er
nach 125 kongruent ist, usw.

102.

Was die durch p teilbaren Zahlen betrifft, so sind ihre Quadrate offensichtlich durch
pp teilbar. Daher sind alle Zahlen, die zwar durch p, aber nicht durch pp teilbar sind,
Nichtreste von p”. Ist allgemein eine Zahl p¥ A gegeben, wobei A nicht durch p teilbar
ist, so sind folgende Félle zu unterscheiden:

1) Wenn k = oder > n, so gilt p*A = 0 (mod. p™), also handelt es sich um einen
Rest.

2) Wenn k < n und der Exponent ungerade ist, so ist pF A ein Nichtrest.

Wire namlich pFA = p**1 A = ss (mod. p™), so wire ss durch p?**! teilbar. Das
ist nur moglich, wenn s durch p®*! teilbar ist. Dann wire aber ss auch durch p?*+2
teilbar und somit (da 2k + 2 sicher nicht groBer als n ist) auch pF A, das heift p*+1A.
Also wire A durch p teilbar, entgegen der Voraussetzung.

3) Wenn k < n und der Exponent gerade ist. Dann ist p* A ein Rest oder Nichtrest
von p”, je nachdem, ob A ein Rest oder Nichtrest von p ist. Ist ndmlich A ein Rest
von p, so ist es auch ein Rest von p"*. Setzen wir A = aa(mod.p" %), so gilt
Ap® = aap® (mod. p"), und aap”® ist ein Quadrat. Ist dagegen A ein Nichtrest von p,
so kann p* A kein Rest von p” sein. Denn nehmen wir p* A = aa (mod. p™) an, so muss
aa durch p* teilbar sein. Der Quotient ist ein Quadrat, dem A nach dem Modul p™—*
und damit auch nach p kongruent ist. Das heiffit, A wére ein Rest von p, entgegen
der Voraussetzung.

103.

Da wir den Fall p = 2 ausgeschlossen haben, miissen wir dariiber noch einiges
sagen. Ist 2 der Modul, so ist jede Zahl ein Rest, und es gibt keine Nichtreste. Ist
aber 4 der Modul, so sind alle ungeraden Zahlen der Form 4k 4+ 1 Reste, alle Zahlen
der Form 4k + 3 Nichtreste. Ist schliefflich 8 oder eine hohere Potenz von 2 der Modul,
so sind alle ungeraden Zahlen der Form 8k + 1 Reste; die iibrigen, also die Zahlen
der Formen 8k + 3, 8k + 5, 8k + 7, sind Nichtreste. Der zweite Teil dieser Aussage
ist klar, denn das Quadrat jeder ungeraden Zahl, ob sie die Form 4k + 1 oder 4k — 1
hat, hat die Form 8k + 1. Den ersten Teil beweisen wir so.

1) Ist die Summe oder die Differenz zweier Zahlen durch 2"~! teilbar, so sind ihre
Quadrate nach dem Modul 2" kongruent. Setzt man ndmlich die eine = a, so hat die
andere die Form 2""'h + a, deren Quadrat = aa (mod. 2") ist.

2) Jede ungerade Zahl, die ein quadratischer Rest von 2" ist, ist einem Quadrat
kongruent, dessen Wurzel ungerade und < 2”72 ist. Sei aa ein beliebiges Quadrat,
dem jene Zahl kongruent ist, und sei a = +a(mod.2"!), wobei o die Hilfte des
Moduls nicht {ibersteigt (Artikel 4). Dann ist aa = ««, also ist auch die gegebene
Zahl = ao. Offensichtlich sind sowohl @ als auch o ungerade, und es gilt a < 272,
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3) Die Quadrate aller ungeraden Zahlen unterhalb von 2"~2 sind nach 2" inkon-
gruent. Seien ndmlich » und s zwei solche Zahlen. Wéren ihre Quadrate nach 2™
kongruent, so wére (r — s)(r + s) durch 2" teilbar (wobei > s angenommen ist).
Man sieht aber leicht, dass die Zahlen r — s, r + s nicht beide durch 4 teilbar sein
konnen. Ist also die eine nur durch 2 teilbar, so miisste, damit das Produkt durch 2"
teilbar wére, die andere durch 277! teilbar sein. Q. E. A. Denn beide sind < 2772,

4) Reduzieren wir schlieBlich diese Quadrate auf ihre kleinsten positiven Reste, so
erhalten wir 273 verschiedene quadratische Reste unterhalb des Moduls™), von denen
jeder die Form 8k + 1 hat. Da es aber genau 2”3 Zahlen der Form 8k + 1 unterhalb
des Moduls gibt, miissen sie alle unter diesen Resten vorkommen. Q. E. D.

Um ein Quadrat zu finden, das einer gegebenen Zahl der Form 8k 4+ 1 nach dem
Modul 2™ kongruent ist, kann man &hnlich wie in Artikel 101 vorgehen; siehe auch
Artikel 88. — Fiir gerade Zahlen gilt schliefflich dasselbe, was wir in Artikel 102
allgemein dargelegt haben.

104.

Uber die Anzahl der verschiedenen Werte (das heifit, der nach dem Modul inkon-
gruenten Werte), die ein Ausdruck wie V' = /A (mod. p") zulésst, wenn A ein Rest
von p" ist, ergibt sich aus dem Vorigen leicht Folgendes. (Wir nehmen wie zuvor an,
dass p eine Primzahl ist, und schlieffen der Kiirze wegen den Fall n = 1 gleich mit
ein.) I. Ist A nicht durch p teilbar, so hat V fiir p = 2, n = 1 einen Wert, nidmlich
V = 1; zwei, wenn p ungerade ist, und ebenso fir p = 2, n = 2: Setzt man einen
= v, so ist der andere = —wv; vier fir p = 2, n > 2: Setzt man einen = v, so sind
die iibrigen = —v, 271 4 v, 27~! — . IL. Ist A durch p, aber nicht durch p" teilbar,
so sei die hochste Potenz von p, die A teilt, p?* (ihr Exponent muss offensichtlich
gerade sein), und es sei A = ap®*. Dann sind alle Werte von V' durch p# teilbar, und
die entstehenden Quotienten sind Werte des Ausdrucks V/ = \/a (mod. p"~2*). Alle
verschiedenen Werte von V' erhélt man daher, indem man alle Werte des Ausdrucks
V' zwischen 0 und p"* mit p* multipliziert. Sie werden also dargestellt durch

vpt,  opt +p"TH, wp! 2" upt (P = 1L)ptTH

wobei v nacheinander alle verschiedenen Werte des Ausdrucks V' bezeichnet. Thre
Anzahl ist somit p*, 2p* oder 4p*, je nachdem, ob die Anzahl der letzteren (nach
FallT) 1, 2 oder 4 ist. IIL. Ist A durch p™ teilbar, so setze man n = 2m oder = 2m —1,
je nachdem, ob der Exponent gerade oder ungerade ist. Man sieht leicht, dass alle
durch p™ teilbaren Zahlen und keine anderen Werte von V sind. Alle verschiedenen
Werte sind daher 0, p™, 2p™ ... (p"~™ — 1)p™, und ihre Anzahl ist p"~"™.

105.
Es bleibt der Fall, in dem der Modul m aus mehreren Primzahlen zusammenge-
setzt ist. Sei m = abc. .., wobei a, b, c usw. verschiedene Primzahlen oder Potenzen

verschiedener Primzahlen bezeichnen. Ist n ein Rest von m, so ist n offensichtlich
auch ein Rest von jedem der Moduln a, b, ¢ usw.; also ist n sicher ein Nichtrest von
m, wenn es ein Nichtrest einer der Zahlen a, b, c usw. ist. Umgekehrt ist n, wenn es ein

“Denn die Anzahl der ungeraden Zahlen unterhalb von 22 ist 273,
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Rest von jeder der Zahlen a, b, c usw. ist, auch ein Rest ihres Produkts m. Nehmen wir
namlich n = A2, B2, C? usw. nach den Moduln a,b, ¢ usw. an. Bestimmen wir eine
Zahl N, die den Zahlen A, B, C' usw. nach den Moduln a, b, ¢ usw. jeweils kongruent
ist (Artikel 32), so gilt n = NN nach allen diesen Moduln und damit auch nach ihrem
Produkt m. — Man sieht leicht, dass auf diese Weise die Verbindung jedes Wertes
von A, also des Ausdrucks y/n (mod. a), mit jedem Wert von B, mit jedem Wert von
C' usw. einen Wert von N, also des Ausdrucks y/n (mod. m), liefert; dass verschiedene
Verbindungen verschiedene Werte von NN ergeben; und dass sdmtliche Verbindungen
sdmtliche Werte liefern. Die Anzahl aller verschiedenen Werte von N ist daher gleich
dem Produkt der Anzahlen der Werte von A, B, C usw., deren Bestimmung wir im
vorigen Artikel gezeigt haben. — Ist ferner ein Wert des Ausdrucks y/n (mod. m), also
von N, bekannt, so ist dieser auch ein Wert von allen Zahlen A, B, C usw. Da man
daraus nach dem vorigen Artikel alle iibrigen Werte dieser Grofien herleiten kann,
lassen sich aus einem Wert von NN leicht alle iibrigen bestimmen.

Beispiel. Sei der Modul 315 gegeben und gefragt, ob 46 ein Rest oder Nichtrest
davon ist. Die Primteiler von 315 sind 3,5,7, und 46 ist ein Rest von jedem von
ihnen, also auch ein Rest von 315. Da ferner 46 = 1 und = 64(mod.9); = 1 und
= 16 (mod.5); = 4 und = 25 (mod. 7) gelten, findet man die Wurzeln der Quadrate,
denen 46 nach dem Modul 315 kongruent ist: 19,26, 44, 89,226, 271, 289, 296.

Allgemeines Kriterium dafir, ob eine gegebene Zahl Rest oder Nichtrest einer gegebenen
Primzahl ist.

106.

Aus dem Vorigen folgt: Wenn wir stets entscheiden koénnen, ob eine gegebene
Primzahl Rest oder Nichtrest einer gegebenen Primzahl ist, lassen sich alle {ibrigen
Félle darauf zuriickfithren. Fiir diesen Fall miissen wir also mit aller Sorgfalt sichere
Kriterien suchen. Bevor wir diese Untersuchung beginnen, geben wir ein Kriterium
aus dem vorigen Abschnitt an, das zwar in der Praxis fast keinen Nutzen hat, wegen
seiner Einfachheit und Allgemeinheit aber eine Erwdhnung verdient.

Jede Zahl A, die nicht durch die Primzahl 2m + 1 teilbar ist, ist ein Rest oder
Nichtrest dieser Primzahl, je nachdem, ob A™ = +1 oder = —1 (mod. 2m + 1) gilt.

Fir den Modul 2m + 1 sei der Index der Zahl A in einem beliebigen System a.
Dann ist a gerade, wenn A ein Rest von 2m + 1 ist, dagegen ungerade, wenn A ein
Nichtrest ist. Der Index der Zahl A™ ist aber ma, das heifst = 0 oder = m (mod. 2m),
je nachdem, ob a gerade oder ungerade ist. Also ist A™ im ersten Fall = +1, im
zweiten = —1 (mod. 2m + 1). Siehe Artikel 57 und 62.

Beispiel. 3 ist ein Rest von 13, weil 3¢ = 1 (mod. 13) gilt; dagegen ist 2 ein
Nichtrest von 13, weil 26 = —1 (mod. 13) gilt.

Sobald die zu priifenden Zahlen aber auch nur méfig grof sind, ist dieses Kriterium
wegen des gewaltigen Rechenaufwands v6llig unbrauchbar.

58



Untersuchungen tuber héhere Arithmetik

Untersuchungen tber die Primzahlen, fir die gegebene Zahlen Reste oder Nichtreste
sind.

107.

Fiir einen gegebenen Modul lassen sich alle Zahlen, die seine Reste oder Nichtreste
sind, sehr leicht angeben. Setzt man jene Zahl = m, so muss man die Quadrate
bestimmen, deren Wurzeln die Hélfte von m nicht iibersteigen, oder Zahlen, die diesen
Quadraten nach m kongruent sind (fiir die Praxis gibt es noch bequemere Methoden).
Dann sind alle Zahlen, die einer von diesen nach m kongruent sind, Reste von m; alle
Zahlen, die keiner davon kongruent sind, sind Nichtreste. — Die umgekehrte Frage,
zu einer gegebenen Zahl alle Zahlen anzugeben, von denen sie Rest oder Nichtrest ist,
erfordert jedoch eine viel tiefere Untersuchung. Dieses Problem, von dessen Lésung
das im vorigen Artikel gestellte abhédngt, werden wir nun untersuchen und dabei mit
den einfachsten Féllen beginnen.

Der Rest —1.

108.

SATZ. Fir alle Primzahlen der Form 4n + 1 ist —1 ein quadratischer Rest, fiir
alle Primzahlen der Form 4n + 3 dagegen ein Nichtrest.

Beispiel. —1 ist ein Rest der Zahlen 5,13,17,29,37,41,53,61.73,89,97 usw., der
sich jeweils aus den Quadraten der Zahlen 2,5,4,12,6,9,23, 11,27, 34, 22 usw. ergibt;
dagegen ist es ein Nichtrest der Zahlen 3,7,11,19,23,31,43,47,59,67,71,79,83 usw.

Diesen Satz haben wir schon in Artikel 64 erwéhnt. Sein Beweis folgt leicht aus
Artikel 106. Fiir eine Primzahl der Form 4n + 1 gilt nimlich (—1)?" = 1, fiir eine
Zahl der Form 4n + 3 dagegen (—1)?"*! = —1. Dieser Beweis stimmt mit dem dort
gegebenen iiberein. Wegen der Eleganz und des Nutzens des Satzes wird ein weiterer
Beweis auf anderem Weg aber nicht tiberfliissig sein.

109.
Die Gesamtheit aller Reste der Primzahl p, die kleiner als p sind, mit Ausnahme
des Restes 0, bezeichnen wir mit dem Buchstaben C. Da ihre Anzahl stets = p%l

ist, ist sie gerade, wenn p die Form 4n + 1 hat, und ungerade, wenn p die Form
4n + 3 hat. Wie in Artikel 77, wo es um Zahlen im Allgemeinen ging, nennen wir
solche Reste Partner, deren Produkt = 1 (mod. p) ist. Denn ist r ein Rest, so ist
offensichtlich auch % (mod. p) ein Rest. Da derselbe Rest unter den Resten C' nicht
mehrere Partner haben kann, lassen sich alle Reste C' in Klassen einteilen, von denen
jede zwei als Partner zusammengehorige Reste enthélt. Gidbe es keinen Rest, der sein
eigener Partner ist, das heifst, enthielte jede Klasse zwei verschiedene Reste, so wére
die Anzahl aller Reste doppelt so grof§ wie die Anzahl aller Klassen. Gibt es dagegen
Reste, die ihre eigenen Partner sind, das heifst Klassen, die nur einen Rest oder, wenn
man lieber will, denselben Rest zweimal enthalten, und setzt man die Anzahl dieser
Klassen = a, die der tibrigen = b, so ist die Anzahl aller Reste C' dann = a + 2b. Hat
also p die Form 4n + 1, so ist a gerade; hat p die Form 4n + 3, so ist a ungerade.
Zahlen kleiner als p konnen aber nur dann ihre eigenen Partner sein, wenn sie 1 oder
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p — 1 sind (siehe Artikel 77), und die erste Zahl, 1, kommt sicher unter den Resten
vor. Daher muss im ersten Fall p — 1 (oder, was hier dasselbe bedeutet, —1) ein Rest
sein, im zweiten dagegen ein Nichtrest; sonst wire im ersten Fall ¢ = 1, im zweiten
= 2, was unmoglich ist.

110.

Auch dieser Beweis stammt von dem bedeutenden Euler, der auch als Erster den
vorigen Beweis gefunden hat. Siehe Opusc. Anal. Bd. I, S. 135. — Man erkennt leicht,
dass er auf dhnlichen Grundsétzen beruht wie unser zweiter Beweis des Wilsonschen
Satzes in Artikel 77. Wenn wir aber diesen Satz voraussetzen, lasst sich der Beweis
noch leichter fithren. Unter den Zahlen 1, 2,3 ... p—1 gibt es ndmlich % quadratische
Reste von p und ebenso viele Nichtreste. Die Anzahl der Nichtreste ist daher gerade,
wenn p die Form 4n+ 1 hat, und ungerade, wenn p die Form 4n+ 3 hat. Somit ist das
Produkt aller Zahlen 1,2,3...p— 1 im ersten Fall ein Rest, im zweiten ein Nichtrest
(Artikel 99). Dieses Produkt ist aber stets = —1 (mod. p); also ist auch —1 im ersten
Fall ein Rest, im zweiten ein Nichtrest.

111.

Ist also r ein Rest einer Primzahl der Form 4n + 1, so ist auch —r ein Rest dieser
Primzahl. Alle Nichtreste einer solchen Zahl bleiben dagegen auch bei umgekehrtem
Vorzeichen Nichtreste”). Bei Primzahlen der Form 4n + 3 ist es umgekehrt: Beim
Wechsel des Vorzeichens werden Reste zu Nichtresten und Nichtreste zu Resten. Siehe
Artikel 98.

Aus dem Vorigen ergibt sich auflerdem leicht die allgemeine Regel: —1 ist ein Rest
aller Zahlen, die weder durch 4 noch durch eine Primzahl der Form 4n + 3 teilbar
sind, und ein Nichtrest aller ibrigen Zahlen. Siehe Artikel 103 und 105.

'Wenn wir also iiber eine Zahl als Rest oder Nichtrest einer Zahl der Form 4n + 1 sprechen, kénnen
wir ihr Vorzeichen ganz aufier Acht lassen oder ihr auch das doppelte Vorzeichen + geben.
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Die Reste +2 und —2.

112,

Wir gehen zu den Resten +2 und —2 {iber.

Sammeln wir aus Tabelle II alle Primzahlen, fiir die +2 ein Rest ist, so erhalten wir
7,17,23,31,41,47,71,73,79.89,97. Man bemerkt leicht, dass keine davon die Form
8n + 3 oder 8n + 5 hat.

Sehen wir also nach, ob sich diese Beobachtung zur Gewissheit machen lasst.

Zunichst muss jede zusammengesetzte Zahl der Form 8n + 3 oder 8n + 5 einen
Primfaktor einer der Formen 8n + 3 oder 8n + 5 enthalten. Denn aus Primzahlen der
Formen 8n 4+ 1, 8n + 7 allein lassen sich nur Zahlen der Form 8n 4+ 1 oder 8n + 7
zusammensetzen. Gilt unsere Beobachtung also allgemein, so gibt es iiberhaupt keine
Zahl der Form 8n+ 3, 8n+ 5, fiir die +2 ein Rest ist. Jedenfalls gibt es unterhalb von
100 keine solche Zahl, fiir die +2 ein Rest ist. Finden sich aber jenseits dieser Grenze
solche Zahlen, so sei die kleinste = ¢. Dann hat ¢ entweder die Form 8n+3 oder 8n+5;
+2 ist ein Rest davon, aber ein Nichtrest aller kleineren Zahlen dieser Formen. Wir
setzen 2 = aa (mod. t). Dabei ldsst sich a stets ungerade und < ¢ wihlen (denn a hat
mindestens zwei positive Werte unterhalb von ¢, deren Summe = ¢ ist, sodass einer
gerade und der andere ungerade ist; sieche Artikel 104 und 105). Dann sei aa = 2+ tu
oder tu = aa — 2. Somit hat aa die Form 8n+ 1, also tu die Form 8n — 1, und folglich
u die Form 8n + 3 oder 8n + 5, je nachdem, ob t die zweite oder die erste Form hat.
Aus der Gleichung aa = 2 + tu folgt aber auch 2 = aa (mod. u), das heifst, 2 ist auch
ein Rest von u. Man sieht leicht, dass u < t gilt. Also ist ¢ nicht die kleinste Zahl,
die unserer Beobachtung widerspricht, entgegen der Voraussetzung. Damit gilt das
durch Zahlenbeispiele gefundene Muster allgemein.

Verbinden wir dies mit der Aussage von Artikel 111, so erhalten wir folgende Sétze.

1. Fiir alle Primzahlen der Form 8n—+ 3 ist +2 ein Nichtrest, —2 dagegen ein Rest.

II. Fir alle Primzahlen der Form 8n + 5 sind sowohl +2 als auch —2 Nichtreste.

113.

Ebenso finden wir durch Betrachtung der Tabelle II die folgenden Primzahlen,
fir die —2 ein Rest ist: 3,11,17,19,41,43,59,67,73,83,89,97"). Keine davon hat
die Form 8n 4+ 5, 8n + 7. Untersuchen wir also, ob sich auch diese Beobachtung
als allgemeiner Satz beweisen ldsst. Wie im vorigen Artikel zeigt man, dass jede
zusammengesetzte Zahl der Form 8n+5 oder 8n+7 einen Primfaktor der Form 8n+5
oder 8n + 7 enthélt. Gilt unsere Beobachtung allgemein, so kann —2 iiberhaupt kein
Rest einer Zahl der Form 8n + 5 oder 8n + 7 sein. Gédbe es solche Zahlen, so sei die
kleinste = ¢, und wir setzen —2 = aa — tu. Wahlen wir wie oben a ungerade und
kleiner als ¢, so hat u die Form 8n 4+ 5 oder 8n + 7, je nachdem, ob ¢ die Form 8n + 7
oder 8n + 5 hat. Aus aa + 2 = tu und a < t folgt leicht, dass auch u kleiner als ¢
ist. Schliellich ist —2 auch ein Rest von u, das heif§t, ¢t ist nicht die kleinste Zahl, die
unserer Beobachtung widerspricht, entgegen der Voraussetzung. Also muss —2 ein
Nichtrest aller Zahlen der Formen 8n + 5, 8n 4+ 7 sein.

Indem wir —2 als Produkt von +2 und —1 betrachten; siche Artikel 111.
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Mit der Aussage von Artikel 111 ergeben sich daraus folgende Sétze:

1. Fiir alle Primzahlen der Form 8n + 5 sind sowohl —2 als auch +2 Nichtreste,
wie wir bereits im vorigen Artikel gefunden haben.

II.  Fir alle Primzahlen der Form 8n + 7 ist —2 ein Nichtrest, +2 dagegen ein
Rest.

In beiden Beweisen hétten wir fiir ¢ auch einen geraden Wert wéhlen koénnen.
Dann hatten wir den Fall, dass a die Form 4n 4 2 hat, von dem Fall unterscheiden
miissen, dass a die Form 4n hat. Der weitere Beweis verlduft wie oben und bereitet
keine Schwierigkeit.

114.

Ein Fall bleibt noch {iibrig: Die Primzahl hat die Form 8n + 1. Dieser Fall entzieht
sich der vorigen Methode und erfordert ganz andere Kunstgriffe.

Fiir den Primzahlmodul 8n + 1 sei a eine beliebige primitive Wurzel. Dann gilt
(Artikel 62) a*™ = —1 (mod. 8n +1). Diese Kongruenz liisst sich auch als (a?" +1)% =
262" (mod. 8n + 1) oder als (a®® — 1) = —2a?" schreiben. Daher sind sowohl 2a?"
als auch —2a?" Reste von 8n + 1. Da aber ¢®” ein Quadrat ist, das nicht durch den
Modul teilbar ist, sind auch +2 und —2 Reste (Artikel 98).

115.

Es wird niitzlich sein, noch einen anderen Beweis dieses Satzes anzufiigen. Er steht
zum vorigen in einer dhnlichen Beziehung wie der zweite Beweis (Artikel 109) des
Satzes aus Artikel 108 zum ersten (Artikel 108). Mit diesen Fragen vertraute Leser
werden dann leichter erkennen, dass weder das eine noch das andere Beweispaar so
verschieden ist, wie es auf den ersten Blick scheinen mag.

I. Fiir einen beliebigen Primzahlmodul der Form 4m + 1 gibt es unter den klei-
neren Zahlen 1,2,3...4m genau m, die einer vierten Potenz kongruent sein kénnen;
die {ibrigen 3m koénnen es nicht.

Dies folgt leicht aus den Grundsétzen des vorigen Abschnitts, ldsst sich aber auch
ohne diese Grundsétze leicht beweisen. Wir haben némlich gezeigt, dass fiir einen
solchen Modul —1 stets ein quadratischer Rest ist. Sei also ff = —1. Ist z eine be-
liebige nicht durch den Modul teilbare Zahl, so sind die vierten Potenzen der vier
Zahlen 4z, —z, +fz, — fz (die offensichtlich inkongruent sind) untereinander kongru-
ent. Die vierte Potenz einer Zahl, die keiner dieser vier kongruent ist, kann ihren
vierten Potenzen nicht kongruent sein. Sonst hitte die Kongruenz z* = 2*, die vom
vierten Grad ist, mehr als 4 Wurzeln, entgegen Artikel 43. Somit liefern alle Zahlen
1,2,3,...4m nur m inkongruente vierte Potenzen. Unter denselben Zahlen sind m
diesen kongruent; die iibrigen kénnen keiner vierten Potenz kongruent sein.

II. Nach einem Primzahlmodul der Form 8n + 1 kann —1 einer vierten Potenz
kongruent sein (—1 ist ein biquadratischer Rest dieser Primzahl).

Denn die Anzahl aller biquadratischen Reste unterhalb von 8n+1 (null ausgeschlos-
sen) ist = 2n, das heif$t, gerade. Ferner zeigt man leicht: Ist r ein biquadratischer
Rest von 8n+1, so ist auch der Wert des Ausdrucks % (mod. 8n 4+ 1) ein solcher Rest.
Daher lassen sich alle biquadratischen Reste so in Klassen einteilen, wie wir in Arti-
kel 109 die quadratischen Reste eingeteilt haben. Auch der {ibrige Teil des Beweises
verlauft genau wie dort.
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III. Nun sei g* = —1, und & sei der Wert des Ausdrucks é(mod. 8n + 1). Dann
gilt
(g£h)??=¢g>+h2+2gh=g*+h?>+2

(wegen gh = 1). Aber es gilt ¢g* = —1, also —h? = ¢*h? = ¢%, und schlieBlich
g%+ h% = 0 sowie (g4 h)? = £2; das heifit, sowohl +2 als auch —2 sind quadratische
Reste von 8n+ 1. Q. E. D.

116.

Aus dem Vorigen ergibt sich auflerdem leicht die allgemeine Regel: 42 ist ein Rest
jeder Zahl, die weder durch 4 noch durch eine Primzahl der Form 8n+ 3 oder 8n+5
teilbar ist; dagegen ist es ein Nichtrest aller iibrigen Zahlen (zum Beispiel aller Zahlen
der Formen 8n + 3, 8n + 5, ob sie Primzahlen oder zusammengesetzt sind).

—2 ist ein Rest jeder Zahl, die weder durch 4 noch durch eine Primzahl der Form
8n + 5 oder 8n + 7 teilbar ist, und ein Nichtrest aller tubrigen Zahlen.

Diese eleganten Sétze waren schon dem scharfsinnigen Fermat bekannt, Op. Ma-
them., S. 168. Einen Beweis, den er nach eigener Aussage besaf}, hat er aber nirgends
mitgeteilt. Spéater suchte der bedeutende Euler stets vergeblich danach; der bedeuten-
de Lagrange fand als Erster einen strengen Beweis, Nouv. Mém. de I’Ac. de Berlin,
1775, S. 349, 351. Dies scheint Euler noch nicht bekannt gewesen zu sein, als er die
in Opusc. Analyt., Bd. I, S. 259, enthaltene Abhandlung schrieb.

Die Reste +3 und —3.

117.

Wir gehen zu den Resten +3 und —3 iiber und beginnen mit dem letzteren.

Aus Tabelle II finden wir folgende Primzahlen, fiir die —3 ein Rest ist: 3, 7. 13, 19,
31, 37, 43, 61, 67, 73, 79, 97. Keine davon hat die Form 6n + 5. Dass es auch jenseits
der Tabelle keine Primzahlen dieser Form gibt, fiir die —3 ein Rest ist, beweisen wir
so: Zunéchst enthélt jede zusammengesetzte Zahl der Form 6n + 5 einen Primfaktor
derselben Form. Solange es also keine Primzahlen der Form 6n+5 gibt, fiir die —3 ein
Rest ist, gibt es auch keine solchen zusammengesetzten Zahlen. Gébe es aber jenseits
der Tabelle solche Zahlen, so sei die kleinste = ¢, und wir setzen —3 = aa—tu. Wahlen
wir a gerade und kleiner als ¢, so gilt u < ¢, und —3 ist ein Rest von u. Hat a die
Form 6n + 2, so hat tu die Form 6n + 1 und damit u die Form 6n+5. Q. E. A. Denn
wir haben angenommen, dass ¢ die kleinste unserer Beobachtung widersprechende
Zahl ist. Hat dagegen a die Form 6n, so hat tu die Form 36n + 3, also %tu die Form
12n 4 1, und daher %u die Form 6n + 5. Aber —3 ist auch ein Rest von %u, und es
gilt %u <t, Q. E. A. Somit kann —3 kein Rest einer Zahl der Form 6n + 5 sein.

Jede Zahl der Form 6n + 5 hat entweder die Form 12n + 5 oder 12n+ 11. Die erste
Form ist in 4n + 1 enthalten, die zweite in 4n + 3. Daher gelten die folgenden Sétze:

I.  Fir jede Primzahl der Form 12n + 5 sind sowohl —3 als auch +3 Nichtreste.

II.  Fir jede Primzahl der Form 12n + 11 ist —3 ein Nichtrest, +3 dagegen ein
Rest.
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118.

Aus Tabelle II finden wir die folgenden Zahlen, fiir die +3 ein Rest ist: 3, 11, 13,
23, 37,47, 59, 61, 71, 73, 83, 97. Keine davon hat die Form 12n+5 oder 12n+7. Dass
es liberhaupt keine Zahlen der Formen 12n + 5, 12n + 7 gibt, fir die +3 ein Rest ist,
lasst sich genau wie in den Artikeln 112, 113 und 117 beweisen; deshalb verzichten
wir hier darauf. Mit Artikel 111 erhalten wir die Satze:

1. Fir jede Primzahl der Form 12n 4+ 5 sind sowohl +3 als auch —3 Nichtreste
(wie schon im vorigen Artikel gefunden).

II.  Fir jede Primzahl der Form 12n + 7 ist +3 ein Nichtrest, —3 dagegen ein
Rest.

119.

Fiir Zahlen der Form 12n+1 liefert diese Methode aber kein Ergebnis; sie erfordern
also besondere Kunstgriffe. Zahlenbeispiele legen nahe, dass +3 und —3 Reste aller
Primzahlen dieser Form sind. Man muss nur beweisen, dass —3 ein Rest solcher
Zahlen ist, denn dann muss auch +3 ein Rest sein (Artikel 111). Wir zeigen aber
allgemeiner, dass —3 ein Rest jeder Primzahl der Form 3n + 1 ist.

Sei p eine solche Primzahl und a eine Zahl, die fiir den Modul p zum Exponenten
3 gehort (solche Zahlen gibt es nach Artikel 54, da 3 ein Teiler von p — 1 ist). Dann
gilt a® = 1 (mod. p), das heift, a®> — 1 oder (a® + a + 1)(a — 1) ist durch p teilbar.
Aber a kann nicht = 1 (mod. p) sein, da 1 zum Exponenten 1 gehort. Also ist a — 1
nicht durch p teilbar, wohl aber a® + a + 1 und daher auch 4aa + 4a + 4; das heifst,
es gilt (2a + 1)2 = —3 (mod. p), oder —3 ist ein Rest von p. Q. E. D.

Dieser Beweis, der von den vorigen unabhéngig ist, umfasst auch die Primzahlen
der Form 12n 4+ 7, die wir schon im vorigen Artikel behandelt haben.

Man kann noch bemerken, dass sich dieser Gedankengang auch nach dem Vorbild
der Methode in den Artikeln 109 und 115 darstellen ldsst. Der Kiirze wegen gehen
wir darauf nicht weiter ein.

120.

Aus dem Vorigen ergeben sich leicht die folgenden Satze (siehe Artikel 102, 103
und 105).

1. —3 ist ein Rest aller Zahlen, die weder durch 8 noch durch 9 noch durch eine
Primzahl der Form 6n + 5 teilbar sind, und ein Nichtrest aller tibrigen Zahlen.

II. +3 ist ein Rest aller Zahlen, die weder durch 4 noch durch 9 noch durch eine
Primzahl der Form 12n+5 oder 12n+ 7 teilbar sind, und ein Nichtrest aller ibrigen
Zahlen.

Besonders sollte man sich diesen Spezialfall merken:

—3 ist ein Rest aller Primzahlen der Form 3n + 1, oder gleichbedeutend aller
Primzahlen, die Reste von 3 sind; dagegen ein Nichtrest aller Primzahlen der Form
6n + 5 oder, wenn man 2 ausschliefit, aller Primzahlen der Form 3n + 2, das heifit
aller, die Nichtreste von 3 sind. Alle iibrigen Fille folgen daraus offensichtlich von
selbst.
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Die Aussagen iiber die Reste +3 und —3 waren schon Fermat bekannt, Opera
Wallisii, Bd. 11, S. 857. Doch der bedeutende Euler gab als Erster Beweise, Comm.
nov. Petr., Bd. VIII, S. 105 ff. Umso iiberraschender ist es, dass ihm die Beweise der
Aussagen tiber die Reste +2 und —2, die auf ganz dhnlichen Kunstgriffen beruhen,
trotz seines Scharfsinns stets entgingen. Siehe auch die Abhandlung des bedeutenden
Lagrange, Nouv. Mém. de I’Ac. de Berlin, 1775, S. 352.
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Die Reste +5 und —5.

121.

Zahlenbeispiele legen nahe, dass +5 ein Nichtrest jeder ungeraden Zahl der Form
5n + 2 oder 5n + 3 ist, das heifit jeder ungeraden Zahl, die ein Nichtrest von 5 ist.
Dass diese Regel keine Ausnahme zulésst, beweisen wir so. Die kleinste Ausnahme,
falls es eine gibt, sei = t. Sie ist also ein Nichtrest von 5, wahrend 5 ein Rest von ¢
ist. Sei aa = 5 + tu, wobei a gerade und kleiner als t ist. Dann ist v ungerade und
kleiner als ¢, und +5 ist ein Rest von u. Ist nun a nicht durch 5 teilbar, so ist es auch
u nicht. Aber tu ist offensichtlich ein Rest von 5, und da ¢ ein Nichtrest von 5 ist,
ist auch u ein Nichtrest. Das heifst, es gibt einen ungeraden Nichtrest von 5, fiir den
+5 ein Rest ist, unterhalb von ¢, entgegen der Voraussetzung. Ist dagegen a durch

5 teilbar, so setze man a = 5b und u = 5v. Daraus folgt tv = —1 = 4 (mod. 5), das
heif$t, tv ist ein Rest von 5. Der iibrige Beweis verlauft wie im ersten Fall.
122.

Fiir alle Primzahlen, die Nichtreste von 5 sind und zugleich die Form 4n+ 1 haben,
das heifit fiir alle Primzahlen der Form 20n+ 13 oder 20n+ 17, sind also sowohl +5 als
auch —5 Nichtreste. Fiir alle Primzahlen der Form 20n + 3 oder 20n + 7 ist dagegen
+5 ein Nichtrest, —5 ein Rest.

Ganz dhnlich lésst sich zeigen, dass —5 ein Nichtrest aller Primzahlen der Formen
20n + 11, 20n + 13, 20n + 17, 20n + 19 ist. Daraus folgt, dass +5 ein Rest aller
Primzahlen der Form 20n + 11 oder 20n 4 19 und ein Nichtrest aller Primzahlen der
Form 20n + 13 oder 20n + 17 ist. Da jede Primzahl auer 2 und 5 (fir die £5 ein
Rest ist) eine der Formen 20n + 1,3,7,9,11,13,17,19 hat, konnen wir nun alle Félle
entscheiden, aufler denen der Form 20n + 1 oder 20n + 9.

123.

Zahlenbeispiele legen nahe, dass +5 und —5 Reste aller Primzahlen der Form
20n+ 1 oder 20n+9 sind. Gilt dies allgemein, so haben wir das elegante Gesetz, dass
+5 ein Rest aller Primzahlen ist, die Reste von 5 sind (denn diese haben eine der
Formen 5n + 1 oder 5n + 4, also eine der Formen 20n + 1,9, 11, 19; fiir die dritte und
vierte dieser Formen ist die Aussage schon bewiesen), dagegen ein Nichtrest aller
ungeraden Zahlen, die Nichtreste von § sind, wie wir bereits oben gezeigt haben.
Dieser Satz geniigt offensichtlich, um zu entscheiden, ob +5 (und damit auch —5,
als Produkt von +5 und —1 betrachtet) ein Rest oder Nichtrest einer beliebigen
gegebenen Zahl ist. Schlielich beachte man die Analogie zu dem Satz iiber den Rest
—3 in Artikel 120.
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Diese Beobachtung zu beweisen ist jedoch nicht so leicht. Fiir eine Primzahl der
Form 20n + 1 oder allgemeiner der Form 5n + 1 lasst sich d&hnlich wie in den Artikeln
114 und 119 vorgehen. Fir den Modul 5n 4 1 sei a eine beliebige zum Exponenten
5 gehorige Zahl; solche Zahlen gibt es nach dem vorigen Abschnitt. Dann gilt a® =
oder (a — 1)(a* +a® +a*+a+ 1) = 0 (mod.5n + 1). Da aber @ = 1 und damit
auch a — 1 = 0 unmoglich ist, muss a* + a® + a® + a + 1 = 0 sein. Somit ist auch
4(a* + ad+a®+a+1) = (2aa + a + 2)? — 5a? = 0, das heift, 5a? ist ein Rest von
5n+ 1, also auch 5, denn a? ist ein nicht durch 5n + 1 teilbarer Rest (denn a ist nicht
durch 5n + 1 teilbar, da a® = 1). Q. E. D.

Der Fall einer Primzahl der Form 5n + 4 erfordert dagegen feinere Methoden.
Da wir die Sdtze, mit denen er sich entscheiden lédsst, spéter allgemeiner behandeln
werden, gehen wir hier nur kurz auf sie ein.

I. Ist p eine Primzahl und b ein gegebener quadratischer Nichtrest von p, so ist der
Wert des Ausdrucks

(2 + VO = (@ = )P+
Vb

(aus dessen Entwicklung die Irrationalitét offensichtlich verschwindet) stets durch
p teilbar, welche Zahl man auch fiir z einsetzt. Betrachtet man die Koeffizienten in der
Entwicklung von A, so sieht man, dass alle Glieder vom zweiten bis zum vorletzten
einschlieflich durch p teilbar sind. Also gilt A = 2(p + 1)(z? + xb%;l) (mod. p). Da
aber b ein Nichtrest von p ist, gilt b = 1 (mod. p) (Artikel 106), wahrend zP
stets = x ist (voriger Abschnitt). Daraus folgt A =0. Q. E. D.

II. In der Kongruenz A = 0 (mod. p) hat die Unbestimmte = den Grad p, und alle

Zahlen 0,1,2....p — 1 sind ihre Wurzeln. Sei nun e ein Teiler von p + 1. Dann ist der
Ausdruck

(A)...

(2 + /)" — (@ — /b)°
Vb

(den wir mit B bezeichnen) nach der Entwicklung frei von Irrationalitéat; die Un-
bestimmte x hat darin den Grad e — 1. Aus den Grundlagen der Analysis ist bekannt,
dass A durch B identisch teilbar ist. Ich behaupte nun, dass es e — 1 Werte von x
gibt, die, in B eingesetzt, B durch p teilbar machen. Setzen wir ndmlich A = BC, so
hat z in C' den Grad p — e + 1. Die Kongruenz C' = 0 (mod. p) hat daher hochstens
p—e~+1 Wurzeln. Somit sind alle iibrigen Zahlen unter 0,1,2, 3....p— 1, deren Anzahl
= e — 1 ist, Wurzeln der Kongruenz B = 0.

ITI. Nun habe p die Form 5n + 4, es sei e = 5, b ein Nichtrest von p, und die Zahl
a sei so bestimmt, dass

(a+vb)° — (a—vb)°
Vb

durch p teilbar ist. Dieser Ausdruck wird aber zu

= 10a* 4 20aab + 2bb = 2((b + 5aa)? — 20a*)
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Also ist auch (b + 5aa)? — 20a* durch p teilbar, das heifit, 20a* ist ein Rest von
p. Da aber 4a* ein nicht durch p teilbarer Rest ist (denn a kann offensichtlich nicht
durch p teilbar sein), ist auch 5 ein Rest von p. Q. E. D.

Damit gilt der am Anfang dieses Artikels angegebene Satz allgemein. —

Wir bemerken noch, dass die Beweise fiir beide Félle von dem bedeutenden La-
grange stammen, Mém. de I’Ac. de Berlin, 1775, S. 352 ff.

Uber +7.

124.

Durch eine dhnliche Methode beweist man, dass

—T7 ein Nichtrest jeder Zahl ist, die ein Nichtrest von 7 ist.

Zahlenbeispiele legen dagegen nahe, dass

—T7 ein Rest jeder Primzahl ist, die ein Rest von 7 ist.

Doch dies hat bisher niemand streng bewiesen. Fiir die Reste von 7, die die Form
4n — 1 haben, ist der Beweis leicht. Mit einer aus dem Vorigen schon vertrauten
Methode léasst sich zeigen, dass +7 stets ein Nichtrest solcher Primzahlen ist, also
—7 ein Rest. Damit ist aber wenig gewonnen, denn die iibrigen Fille lassen sich so
nicht behandeln. Einen weiteren Fall konnen wir dhnlich wie in den Artikeln 119, 123
erledigen. Ist namlich p eine Primzahl der Form 7n + 1 und a fiir den Modul p eine
zum Exponenten 7 gehorige Zahl, so ist

7
4(2_11) =(2a° +a*—a—2)%+7a*+a)?

offensichtlich durch p teilbar, also —7(a? 4+ a)? ein Rest von p. Aber (a? + a)?
ist als Quadrat ein Rest von p und zudem nicht durch p teilbar. Denn da a nach
Voraussetzung zum Exponenten 7 gehort, kann es weder = 0 noch = —1 (mod. p) sein.
Das heifit, weder a noch a + 1 ist durch p teilbar und somit auch nicht das Quadrat
(a+1)2%a®. Also ist auch 7 offensichtlich ein Rest von p. Q. E. D. — Die Primzahlen
der Form 7n+2 oder 7n-+4 entziehen sich jedoch allen bisher angegebenen Methoden.
Auch diesen Beweis hat der bedeutende Lagrange zuerst an der angegebenen Stelle
gefunden. — In Abschnitt VII werden wir allgemein zeigen, dass sich der Ausdruck
% immer auf die Form X2 F pY? bringen lisst (wobei das obere Zeichen gilt,
wenn p eine Primzahl der Form 4n + 1 ist, das untere bei der Form 4n + 3); dabei
bezeichnen X,Y rationale Funktionen von z, die keine Briiche enthalten. Uber den
Fall p = 7 hinaus hat Lagrange diese Zerlegung nicht ausgefiihrt; siche die angegebene
Stelle, S. 352.
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Vorbereitung auf die allgemeine Untersuchung.

125.

Da die vorigen Methoden nicht ausreichen, um allgemeine Beweise zu fiihren, ist
es Zeit, eine andere ohne diesen Mangel anzugeben. Wir beginnen mit einem Satz,
dessen Beweis unseren Bemiihungen ziemlich lange widerstanden hat, obwohl er auf
den ersten Blick so offensichtlich erscheint, dass einige nicht einmal die Notwendigkeit
eines Beweises erkannt haben. Er lautet: Jede Zahl aufler den positiv genommenen
Quadraten ist ein Nichtrest gewisser Primzahlen. Da wir diesen Satz nur als Hilfsmit-
tel fiir andere Beweise verwenden, behandeln wir hier nur die dafiir nétigen Félle. Fiir
die iibrigen Félle wird sich dasselbe spéter von selbst ergeben. Wir zeigen also, dass
jede Primzahl der Form 4n + 1, ob positiv oder negativ genommen’), ein Nichtrest
gewisser Primzahlen ist, und zwar, falls > 5, solcher Primzahlen, die kleiner als sie
selbst sind.

Erstens: Sei die Primzahl p der Form 4n + 1 (> 17; aber —13 N3, —17 N5) nega-
tiv zu nehmen. Sei 2a die gerade Zahl unmittelbar oberhalb von /p. Dann ist 4aa
offensichtlich stets < 2p, also 4aa — p < p. Aber 4aa — p hat die Form 4n + 3, und
+p ist ein quadratischer Rest von 4aa — p (denn p = 4aa (mod. 4aa — p)). Ist also
4aa — p eine Primzahl, so ist —p ein Nichtrest davon. Andernfalls muss 4aa — p einen
Faktor der Form 4n + 3 haben. Da +p auch von diesem ein Rest sein muss, ist —p
ein Nichtrest davon. Q. E. D.

Fiir positiv zu nehmende Primzahlen unterscheiden wir zwei Félle. Erstens: Sei p
eine Primzahl der Form 8n + 5. Sei a eine beliebige positive Zahl < \/%p Dann ist
8n 45— 2aa eine positive Zahl der Form 8n+ 5 oder 8n + 3, je nachdem, ob a gerade
oder ungerade ist. Sie ist daher durch eine Primzahl der Form 8n + 3 oder 8n + 5
teilbar; denn ein Produkt beliebig vieler Zahlen der Formen 8n + 1 und 8n + 7 kann
weder die Form 8n + 3 noch die Form 8n + 5 haben. Diese Primzahl sei ¢; dann gilt
8n 4 5 = 2a® (mod. q). Aber 2 ist ein Nichtrest von ¢ (Artikel 112), also auch 24>
und 8n+5. Q. E. D.

126.

Dass jede positiv genommene Primzahl der Form 8n 4 1 ein Nichtrest einer klei-
neren Primzahl ist, ldsst sich aber nicht durch so naheliegende Kunstgriffe beweisen.
Diese Wahrheit ist von grofiter Bedeutung; deshalb kénnen wir einen strengen Beweis
nicht {ibergehen, auch wenn er etwas langer ist. Wir stellen folgendes Lemma voran.

“Dass 41 ausgeschlossen werden muss, ist fiir sich klar.
") Artikel 98. Denn a? ist ein Rest von g, der nicht durch ¢ teilbar ist; sonst wére auch die Primzahl
p durch q teilbar. Q). E. A.
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LEMMA. Es seien zwei Zahlenfolgen

A B,C usw. .... (I), A, B C" usw. .... (I)

(ob sie dieselbe Anzahl von Gliedern haben, spielt keine Rolle) so beschaffen, dass
fiir jede Primzahl oder Primzahlpotenz p, die ein Glied oder mehrere Glieder der
zweiten Folge teilt, mindestens ebenso viele Glieder der ersten Folge durch p teilbar
sind wie Glieder der zweiten. Dann behaupte ich, dass das Produkt aller Zahlen (I)
durch das Produkt aller Zahlen (I1) teilbar ist.

Beispiel. (I) bestehe aus den Zahlen 12,18, 45, (II) aus 3,4, 5,6, 9. Dann sind durch
2,4,3,9,5 in (I) jeweils 2,1,3,2,1 Glieder, in (II) jeweils 2,1,3,1,1 Glieder teilbar.
Das Produkt aller Glieder von (I), = 9720, ist durch das Produkt aller Glieder von
(IT), 3240, teilbar.

Beweis. Das Produkt aller Glieder von (I) sei = @, das aller Glieder von (IT) = .
Jede Primzahl, die Q' teilt, teilt offensichtlich auch Q. Wir zeigen nun, dass jeder
Primfaktor von @’ in @) einen mindestens ebenso grofien Exponenten hat wie in @Q’.
Sei p ein solcher Teiler. In der Folge (I) seien a Glieder durch p, b Glieder durch p?, ¢
Glieder durch p? teilbar usw.; die Buchstaben a’, ¥, ¢ usw. bedeuten Entsprechendes
fiir (IT). Dann hat p in @ offensichtlich den Exponenten a+b+c+ usw., in Q" dagegen
a’ +b + '+ usw. Nach Voraussetzung ist aber a’ nicht grofier als a, b’ nicht grofier als
b usw. Daher ist @’ +b"+¢ usw. sicher nicht > a+b+c usw. — Da also keine Primzahl
in @' einen groferen Exponenten haben kann als in @, ist @ durch @' teilbar (Artikel
17). Q. E. D.

127.

LEMMA. In der Folge 1,2,3,4,....n kénnen nicht mehr Glieder durch eine beliebige
Zahl h teilbar sein als in der Folge a,a+1,a+2.....a+n—1, die ebenso viele Glieder
hat.

Ist n ein Vielfaches von h, so sind in beiden Folgen offensichtlich 7 Glieder durch
h teilbar. Andernfalls setze man n = eh+ f, wobei f < h ist. Dann sind in der ersten
Folge e Glieder durch A teilbar, in der zweiten entweder ebenso viele oder e + 1.

Als Folgerung ergibt sich der aus der Theorie der figurierten Zahlen bekannte,
aber, wenn wir uns nicht irren, bisher von niemandem direkt bewiesene Satz, dass

aa+la+2..a+n—1
1.2.3..n

stets eine ganze Zahl ist.

Schliefllich hétte man das Lemma allgemeiner so aussprechen kénnen:

In der Folge a,a + 1,a + 2,....a +n — 1 gibt es mindestens ebenso viele Glieder,
die nach dem Modul h einer beliebigen gegebenen Zahl r kongruent sind, wie in der
Folge 1,2, 3....n Glieder durch h teilbar sind.
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128.

SATZ. Sei a eine beliebige Zahl der Form 8n+ 1, p eine beliebige zu a teilerfremde
Zahl, von der +a ein Rest ist, und schliefSlich m beliebig. Dann behaupte ich, dass in
der Folge

a, 3(a—1), 2(a—4), +(a—9), 2(a — 16),
. 2(@a—=m?), oder i(a—m?)

je nachdem, ob m gerade oder ungerade ist, mindestens ebenso viele Glieder durch
p teilbar sind wie in der Folge

1,2 3 ..2m+1

Die erste Folge bezeichnen wir mit (I), die zweite mit (II).

Beweis. 1. Ist p = 2, so sind in (I) alle Glieder aufler dem ersten, das heifst m
Glieder, teilbar; ebenso viele sind es in (II).

II. Sei p eine ungerade Zahl oder das Doppelte oder Vierfache einer ungeraden Zahl,
und es gelte a = rr (mod. p). Dann gibt es in der Folge —m, —(m—1), —(m—2), .....4+m
(die ebenso viele Glieder wie (II) hat und mit (III) bezeichnet wird) mindestens
ebenso viele Glieder, die nach dem Modul p der Zahl r kongruent sind, wie in (II)
Glieder durch p teilbar sind (voriger Artikel). Unter diesen konnen aber keine zwei
vorkommen, die sich nur im Vorzeichen, nicht im Betrag unterscheiden”. Jedem
davon entspricht schlielich ein durch p teilbares Glied von (I). Ist ndmlich +b ein
Glied von (III), das r nach p kongruent ist, so ist a — bb durch p teilbar. Ist also b
gerade, so ist das Glied 2(a — bb) von (I) durch p teilbar. Ist dagegen b ungerade, so
ist das Glied %(a — bb) durch p teilbar. Denn ‘“Tf’b ist offensichtlich eine gerade ganze
Zahl, da a — bb durch 8 teilbar ist, p aber durch keine hohere Zweierpotenz als 4
teilbar ist (denn a hat nach Voraussetzung die Form 8n 4 1, und bb als Quadrat einer
ungeraden Zahl dieselbe Form; die Differenz hat also die Form 8n). Somit gibt es in
(I) ebenso viele durch p teilbare Glieder wie in (IIT) Glieder, die r nach p kongruent
sind, das heiffit mindestens ebenso viele, wie in (IT) durch p teilbar sind. Q. E. D.

III. Sei p von der Form 8n, und es gelte a = rr (mod. 2p). Denn a ist, da es nach
Voraussetzung ein Rest von p ist, offensichtlich auch ein Rest von 2p. Dann gibt es
in (IIT) mindestens ebenso viele Glieder, die r nach p kongruent sind, wie in (II)
durch p teilbar sind; jene haben alle verschiedene Betrége. Jedem davon entspricht
aber ein durch p teilbares Glied von (I). Denn wenn +b oder —b = r (mod. p), so gilt
bb = rr (mod. 2p)"), und damit ist das Glied 3(a — bb) durch p teilbar. Daher gibt es
in (I) mindestens ebenso viele durch p teilbare Glieder wie in (II). Q. E. D.

IWire namlich r = —f = +f (mod. p), so wire 2f durch p teilbar und damit auch 2a (wegen
ff = a(mod.p)). Das ist nur moglich, wenn p = 2, da a nach Voraussetzung zu p teilerfremd ist.
Diesen Fall haben wir aber schon gesondert behandelt.

DDenn bb — rr = (b — r)(b + ) ist ein Produkt aus zwei Faktoren, von denen einer durch p teilbar
ist (Voraussetzung), der andere durch 2 (da sowohl b als auch r ungerade sind). Also ist bb — rr durch
2p teilbar.
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129.

SATZ. Ist a eine Primzahl der Form 8n + 1, so gibt es unterhalb von 2\/a + 1
notwendig eine Primzahl, von der a ein Nichtrest ist.

Beweis. Nehmen wir, wenn méglich, an, dass a ein Rest aller Primzahlen unterhalb
von 2y/a+ 1 ist. Dann ist a auch ein Rest aller zusammengesetzten Zahlen unterhalb
von 2y/a + 1 (siehe die Regeln zur Entscheidung, ob eine Zahl ein Rest einer zusam-
mengesetzten Zahl ist, Artikel 105). Die ganze Zahl unmittelbar unterhalb von +/a
sei = m. Dann gibt es in der Folge

@)......a, 3(a—1),2(a — 4),4(a — 9)....2(a — mm)

oder 1(a—mm)

mindestens ebenso viele Glieder, die durch eine beliebige Zahl unterhalb von 24/a+
1 teilbar sind, wie in der Folge

(II).....1,2,3,4...2m + 1 (voriger Artikel)

Daraus folgt, dass das Produkt aller Glieder von (I) durch das Produkt al-
ler Glieder von (II) teilbar ist (Artikel 126). Das erste Produkt ist entweder
=a(a—1)(a —4)....a—mm) oder die Halfte davon, je nachdem, ob m gerade
oder ungerade ist. Somit ist das Produkt a(a — 1)(a — 4)....(a — mm) sicher durch
das Produkt aller Glieder von (II) teilbar. Da alle diese Glieder zu a teilerfremd sind,
gilt dies auch, wenn man den Faktor a weglisst. Das Produkt aller Glieder von (II)
lasst sich aber auch schreiben als

(m+1).((m+ 1)2 —1).((m + 1)2 —4)....((m+ 1)2 — m2)
Also ist

1 a—1 a—4 a—m?
m+1 (m+1)2-1(m+1)2—-4""(m+1)2—m?

eine ganze Zahl, obwohl es ein Produkt von Briichen kleiner als eins ist. Denn
V/a muss irrational sein. Daher gilt m + 1 > /a und damit (m + 1)? > a. Unsere
Annahme ist also unméglich. Q. E. D.

Da a sicher > 9 ist, gilt 2y/a + 1 < a. Somit gibt es eine Primzahl < a, von der a
ein Nichtrest ist.
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Ein allgemeiner (fundamentaler) Satz wird anhand von Zahlenbeispielen aufgestellt;
daraus werden Folgerungen gezogen.

130.

Nachdem wir streng bewiesen haben, dass jede Primzahl der Form 4n + 1, sowohl
positiv als auch negativ genommen, ein Nichtrest einer kleineren Primzahl ist, gehen
wir nun zu einem genaueren und allgemeineren Vergleich der Primzahlen {iiber, je
nachdem, ob eine Rest oder Nichtrest einer anderen ist.

Oben haben wir streng bewiesen, dass —3 und +5 Reste oder Nichtreste aller
Primzahlen sind, die jeweils Reste oder Nichtreste von 3,5 sind.

Die Untersuchung der folgenden Zahlen zeigt, dass —7, —11, +13, +17, —19, —23,
+29, —31, 437, +41, —43, —47, +53, —59 usw. Reste oder Nichtreste aller Primzahlen
sind, die, positiv genommen, jeweils Reste oder Nichtreste jener Primzahlen sind.
Diese Untersuchung léasst sich mit Tabelle II sehr leicht durchfiihren.

Bei etwas Aufmerksamkeit wird jeder bemerken, dass unter diesen Primzahlen
diejenigen der Form 4n + 1 ein positives Vorzeichen haben, diejenigen der Form
4n + 3 dagegen ein negatives.

131.

Wir werden bald beweisen, dass das, was wir hier anhand von Beispielen gefunden
haben, allgemein gilt. Bevor wir diese Aufgabe angehen, miissen wir jedoch alles
herleiten, was aus dem Satz folgt, wenn man ihn als wahr voraussetzt. Den Satz
selbst sprechen wir so aus.

Ist p eine Primzahl der Form 4n + 1, so ist +p, und hat p die Form 4n + 3, so
ist —p ein Rest oder Nichtrest jeder Primzahl, die, positiv genommen, ein Rest oder
Nichtrest von p ist.

Da fast alles, was sich iiber quadratische Reste sagen lasst, auf diesem Satz beruht,
ist die Bezeichnung Fundamentalsatz, die wir von nun an verwenden werden, durchaus
passend.

Um unsere Schliisse moglichst kurz darzustellen, bezeichnen wir mit a,a’, a” usw.
Primzahlen der Form 4n + 1, mit b,0’,b” usw. Primzahlen der Form 4n + 3; mit
A, A’, A" usw. beliebige Zahlen der Form 4n + 1, mit B, B’, B” usw. dagegen beliebi-
ge Zahlen der Form 4n + 3. Schliefllich soll der Buchstabe R zwischen zwei Gréflen
bedeuten, dass die erste ein Rest der zweiten ist; der Buchstabe N soll die entgegenge-
setzte Bedeutung haben. Zum Beispiel bedeutet +5R11, £2N5, dass +5 ein Rest von
11 und +2 oder —2 ein Nichtrest von 5 ist. Verbindet man nun den Fundamentalsatz
mit den Sétzen aus Artikel 111, so erhélt man leicht die folgenden Aussagen.
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Wenn dann
1 +aRd ... ... +a’'Ra
2 +aNd  ....... +a'Na
3 { it } ....... +bRa
4 { o } ....... +bNa
+aRb
5 +bRa  ....... { —aNb
+alNb
6. +bNa  ....... { I
7 +bRY +b'Nb
CWNY [ “YRb
8 +bNY +V'Rb
CBRY [ _YNb

132.

Diese enthalten alle Fille, die beim Vergleich zweier Primzahlen auftreten kénnen.
Die folgenden Aussagen beziehen sich auf beliebige Zahlen; ihre Beweise liegen jedoch
weniger auf der Hand.

Wenn dann

9. +aRA ....... +ARa
+ARb

10. +bRA ....... { _AND
11. 4+aRB ....... +BRa
12. —aRB ....... +BNa
—BRb

13. +bRB ....... { +BNb
+BRb

14. —bRB { _BNb

Da die Beweise all dieser Aussagen aus denselben Prinzipien folgen, miissen wir sie
nicht alle ausfithren. Der Beweis von Aussage 9, den wir angeben, kann als Beispiel
dienen. Zunachst ist zu beachten, dass jede Zahl der Form 4n + 1 entweder keinen
Faktor der Form 4n + 3 hat oder zwei oder vier usw.; das heifit, die Anzahl solcher
Faktoren (unter denen auch gleiche vorkommen kénnen) ist stets gerade. Jede Zahl
der Form 4n+ 3 enthélt dagegen eine ungerade Anzahl von Faktoren der Form 4n+ 3
(das heif$t entweder einen oder drei oder fiinf usw.). Die Anzahl der Faktoren der
Form 4n + 1 bleibt unbestimmt.

Aussage 9 wird so bewiesen. Sei A das Produkt der Primfaktoren a’,a”,a"” usw.,
b,b',b” usw. Dann ist die Anzahl der Faktoren b, b",b” usw. gerade (es konnen auch
keine vorkommen, was auf dasselbe hinauslauft). Ist nun a ein Rest von A, so auch
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von allen Faktoren a’,a”,a” usw., b,b’,b” usw. Nach den Aussagen 1,3 des vorigen
Artikels ist daher jeder dieser Faktoren ein Rest von a, also auch ihr Produkt A.
Dasselbe muss fiir —A gelten. — Ist dagegen —a ein Rest von A und damit auch
von allen Faktoren a’,a” usw., b, b’ usw., so sind die einzelnen a’, a” usw. Reste von
a, die einzelnen b, b’ usw. dagegen Nichtreste. Da die Anzahl der letzteren gerade ist,
ist das Produkt aller Faktoren, das heifit A, ein Rest von a und somit auch —A.

133.

Stellen wir die Untersuchung noch allgemeiner an. Betrachten wir zwei beliebige
teilerfremde ungerade Zahlen mit beliebigen Vorzeichen, P und ). Man denke sich
P ohne Riicksicht auf sein Vorzeichen in seine Primfaktoren zerlegt und bezeichne
mit p, wie viele davon @) als Nichtrest haben. Kommt eine Primzahl, von der ) ein
Nichtrest ist, mehrmals unter den Faktoren von P vor, so muss sie auch mehrmals
gezéahlt werden. Entsprechend sei ¢ die Anzahl der Primfaktoren von @, von denen
P ein Nichtrest ist. Dann stehen die Zahlen p,q in einer bestimmten Beziehung
zueinander, die von der Art der Zahlen P, () abhéingt. Ist namlich eine der Zahlen
p,q gerade oder ungerade, so zeigt die Form der Zahlen P,Q, ob die andere gerade
oder ungerade ist. Die folgende Tabelle stellt diese Beziehung dar.

p,q sind beide gerade oder beide ungerade, wenn die Zahlen P, die Formen
haben:

1. +A4, +4
2. +A4, -—A
3. +4, +B
4. +A, -B
5. —A, —A
6. +B, -B

Dagegen ist von den Zahlen p, ¢ eine gerade und die andere ungerade, wenn die
Zahlen P, () die Formen haben:

7. —A, +B
8. —A, -B
9. +B, +B

10. —B, —B"™

Beispiel. Die gegebenen Zahlen seien —55 und 41197, die zum vierten Fall gehoren.
Dabei ist 1197 ein Nichtrest eines Primfaktors von 55. Dieser Faktor ist die Zahl 5,
wahrend —55 ein Nichtrest dreier Primfaktoren von 1197 ist, ndmlich der Zahlen
3,3,19.

Bezeichnen P und @ Primzahlen, so gehen diese Aussagen in die aus Artikel 131
iiber. Hier kénnen p und ¢ nicht gréfler als 1 sein. Wird also p als gerade angenommen,
so muss es = ( sein, das heifst, () ist ein Rest von P; ist dagegen p ungerade, so ist
Q ein Nichtrest von P. Und umgekehrt. Schreibt man also a, b anstelle von A, B, so

»Sei I =1, wenn beide P, Q = 3 (mod. 4), sonst I = 0
m = 1, wenn beide P, Q) negativ sind, sonst m =0
Dann héngt die Beziehung von [ + m ab.
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folgt aus 8: Ist —a ein Rest oder Nichtrest von b, so ist —b ein Nichtrest oder Rest
von a. Das stimmt mit 3 und 4 aus Artikel 131 iiberein.

Allgemein kann ) aber nur dann ein Rest von P sein, wenn p = 0. Ist also p
ungerade, so ist @ sicher ein Nichtrest von P.

Hieraus lassen sich auch die Aussagen des vorigen Artikels ohne Schwierigkeit
herleiten.

Bald wird sich auflerdem zeigen, dass diese allgemeine Darstellung mehr als eine
unfruchtbare Spekulation ist, da sich ein vollstdndiger Beweis des Fundamentalsatzes
ohne sie kaum fiithren ldsst.

134.

Wir gehen nun zur Herleitung dieser Aussagen {iiber.

I. Man denke sich wie zuvor P ohne Beriicksichtigung der Vorzeichen in seine
Primfaktoren zerlegt. Auch @ werde auf beliebige Weise in Faktoren zerlegt, wobei
aber das Vorzeichen von () beriicksichtigt wird. Man bilde Paare aus jedem der ersten
Faktoren und jedem der zweiten. Bezeichnet s die Anzahl aller Paare, in denen der
Faktor von @ ein Nichtrest des Faktors von P ist, so sind p und s beide gerade oder
beide ungerade. Denn die Primfaktoren von P seien f, f’, f” usw., und unter den
Faktoren, in die ) zerlegt ist, seien m Nichtreste von f, m’ Nichtreste von f’, m”
Nichtreste von f” usw. Dann sieht man leicht, dass

"
s=m+m +m” + usw.

gilt, wihrend p angibt, wie viele der Zahlen m, m’, m” usw. ungerade sind. Daraus
folgt unmittelbar, dass s gerade ist, wenn p gerade ist, und ungerade, wenn p ungerade
ist.

II. Dies gilt allgemein, auf welche Weise Q auch in Faktoren zerlegt wurde. Gehen
wir zu besonderen Faéllen tiber. Betrachten wir zunéchst die Félle, in denen die eine
Zahl, P, positiv ist, die andere, (), dagegen entweder die Form +A oder die Form —B
hat. Man zerlege P, in ihre Primfaktoren, gebe jedem Faktor von P ein positives
Vorzeichen und jedem Faktor von @) ein positives oder negatives, je nachdem, ob er
die Form a oder b hat. Dann hat () offensichtlich entweder die Form +A oder —B,
wie verlangt. Man bilde Paare aus jedem Faktor von P und jedem Faktor von @,
und bezeichne wie zuvor mit s die Anzahl der Paare, in denen der Faktor von @) ein
Nichtrest des Faktors von P ist. Entsprechend sei ¢t die Anzahl der Paare, in denen der
Faktor von P ein Nichtrest des Faktors von @ ist. Aus dem Fundamentalsatz folgt,
dass diese beiden Mengen von Paaren iibereinstimmen, also s = t. Aus dem soeben
Bewiesenen folgt schlielich p = s (mod. 2), ¢ = ¢ (mod. 2) und damit p = ¢ (mod. 2).

Wir haben damit die Aussagen 1,3,4 und 6 aus Artikel 133.

Die iibrigen Aussagen lassen sich auf dhnliche Weise direkt gewinnen, erfordern
aber eine neue Uberlegung. Leichter lassen sie sich aus dem Vorhergehenden so her-
leiten.
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ITI. Wieder seien P, @ beliebige teilerfremde ungerade Zahlen, und p, g die An-
zahlen der Primfaktoren von P, (@, von denen ) bzw. P Nichtreste sind. Schlielich
sei p/ die Anzahl der Primfaktoren von P, von denen —@ ein Nichtrest ist (ist @
selbst negativ, so bezeichnet —@Q offensichtlich eine positive Zahl). Man teile nun alle
Primfaktoren von P in vier Klassen ein:

1) Faktoren der Form a, von denen @ ein Rest ist.

2) Faktoren der Form b, von denen @) ein Rest ist. Thre Anzahl sei x.

3) Faktoren der Form a, von denen @ ein Nichtrest ist. Thre Anzahl sei .

4) Faktoren der Form b, von denen () ein Nichtrest ist. Thre Anzahl = w.

Dann sieht man leicht, dass p = ¢ + w, p’ = x + ¢ gilt.

Hat nun P die Form +A, so ist x + w und damit auch x — w gerade. Also gilt
P =p+x—w = p(mod. 2). Hat dagegen P die Form +B, so zeigt ein dhnlicher
Schluss, dass die Zahlen p, p’ nach dem Modul 2 inkongruent sind.

IV. Wenden wir dies auf die einzelnen Félle an. Zunachst hatten sowohl P als
auch @ die Form +A. Dann gilt nach Aussage 1 p = ¢ (mod. 2); es gilt aber auch p’ =
p (mod. 2), also p’ = ¢ (mod. 2). Das stimmt mit Aussage 2 iiberein. — Entsprechend
habe P die Form —A. Hat @) die Form +A, so gilt p = ¢ (mod. 2) nach der soeben
bewiesenen Aussage 2. Da p’ = p, folgt daraus p’ = ¢. Damit ist auch Aussage 5
bewiesen.

Auf dieselbe Weise folgt Aussage 7 aus 3; Aussage 8 aus 4 oder 7; Aussage 9 aus
6 und aus derselben Aussage auch 10.
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Strenger Beweis des Fundamentalsatzes.

135.

Im vorigen Artikel wurden die Aussagen aus Artikel 133 zwar nicht bewiesen. Es
wurde aber gezeigt, dass ihre Richtigkeit von der des Fundamentalsatzes abhéngt,
die wir vorlaufig vorausgesetzt haben. Aus der Herleitung selbst geht jedoch hervor,
dass diese Aussagen fir die Zahlen P, () gelten, sobald der Fundamentalsatz beim
Vergleich aller Primfaktoren dieser Zahlen miteinander gilt, selbst wenn er nicht
allgemein richtig ist. Wir gehen nun zum Beweis des Fundamentalsatzes selbst iiber
und stellen ihm die folgende Erklarung voran.

Wir sagen, der Fundamentalsatz sei bis zu einer Zahl M richtig, wenn er fir zwei
beliebige Primzahlen gilt, von denen keine M iibersteigt.

Entsprechend ist es zu verstehen, wenn wir sagen, dass die Sitze aus den Artikeln
131,132,133 bis zu einer bestimmten Grenze richtig sind. Ist der Fundamentalsatz
bis zu einer Grenze als richtig bekannt, so gelten offensichtlich auch diese Aussagen
bis zu derselben Grenze.

136.

Fiir kleine Zahlen léasst sich der Fundamentalsatz leicht durch Nachpriifen besté-
tigen. So erhélt man eine Grenze, bis zu der er sicher gilt. Wir setzen voraus, dass
diese Priifung durchgefiihrt wurde; wie weit wir sie fortgesetzt haben, spielt aber kei-
ne Rolle. Es wiirde sogar geniigen, wenn wir ihn nur bis zur Zahl 5 bestéatigt hétten.
Dazu reicht die einzige Beobachtung, dass +5N3, +=3N5 gilt.

Ist nun der Fundamentalsatz nicht allgemein richtig, so gibt es eine Grenze T,
bis zu der er gilt, wihrend er bis zur néchstgroBleren Zahl T 4 1 nicht mehr gilt.
Das heif3t: Es gibt zwei Primzahlen, deren gréflere 1"+ 1 ist und deren Vergleich dem
Fundamentalsatz widerspricht; je zwei beliebige andere Primzahlen stimmen dagegen
mit ihm {iberein, sofern beide kleiner als 741 sind. Also gelten auch die Aussagen aus
den Artikeln 131,132,133 bis zu 7. Wir zeigen nun, dass diese Annahme unméglich
ist. Dabei miissen wir die folgenden Félle unterscheiden, je nachdem, welche Formen
T + 1 und die kleinere Primzahl haben, die kleiner als 7'+ 1 ist und deren Vergleich
mit 7'+ 1 nach Voraussetzung dem Satz widerspricht. Wir bezeichnen diese Primzahl
mit p.

Haben sowohl 7'+ 1 als auch p die Form 4n 4+ 1, so konnte der Fundamentalsatz
auf zwei Arten falsch sein, ndmlich wenn gleichzeitig entweder

+pR(T'+1) und +(T'+1)Np
oder zugleich +pN(T +1) und =+ (T +1)Rp

Haben sowohl T'+ 1 als auch p die Form 4n + 3, so ware der Fundamentalsatz
falsch, wenn gleichzeitig entweder

YpR(T+1) wnd — (T +1)Np
(gleichbedeutend —pN(T'+1) und + (T + 1)Rp)
oder +pN(T'+1) und —(T'+1)Rp
(oder —pR(T'+1) und + (T'+1)Np)
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Hat T'+1 die Form 4n+1, p dagegen die Form 4n+3, so wire der Fundamentalsatz
falsch, wenn entweder

+pR(T + 1) und + (T'+ 1)Np (oder — (T + 1)Rp)
oder £pN(T +1)und — (T'+ 1)Np (oder + (T'+ 1)Rp)

Hat T'+1 die Form 4n+3, p dagegen die Form 4n+1, so wére der Fundamentalsatz
falsch, wenn entweder

+pR(T +1) (oder —pN(T' +1)) und £ (T'+ 1)Np
oder +pN(T +1) (oder —pR(T +1)) und £ (T +1)Rp

Koénnen wir beweisen, dass keiner dieser acht Félle eintritt, so steht zugleich fest,
dass die Richtigkeit des Fundamentalsatzes durch keine Grenze beschrénkt ist. Diese
Aufgabe gehen wir nun an. Da aber einige dieser Fille von anderen abhéngen, konnen
wir die Reihenfolge, in der wir sie hier aufgezéhlt haben, nicht beibehalten.

137.

Erster Fall. Hat T + 1 die Form 4n + 1 (= a), und p dieselbe Form, und gilt
auflerdem £pRa, so kann nicht aNp gelten. Dies war oben der erste Fall.

Sei +p = e%(mod. a), wobei e gerade und < a ist (was sich immer erreichen lisst).
Nun sind zwei Félle zu unterscheiden.

I. Ist e nicht durch p teilbar, so setze man e?> = p + af. Dann ist f positiv,
von der Form 4n + 3 (oder der Form B), < a und nicht durch p teilbar. Ferner gilt
e? = p(mod. f), das heifit pRf, also nach Aussage 11 aus Artikel 132 auch +fRp
(denn wegen p, f < a gelten diese Aussagen fiir sie). Es gilt aber auch afRp, also
ebenfalls +aRp.

II. Ist e durch p teilbar, so setze man e = gp und e? = p+ aph oder pg?> = 1+ ah.
Dann hat h die Form 4n + 3 (B) und ist zu p und ¢ teilerfremd. Ferner gilt pg?Rh,
also auch pRh; nach Aussage 11 aus Artikel 132 folgt daraus +hRp. Es gilt aber auch
—ahRp, da —ah = 1(mod. p), also ebenfalls FaRp.

138.

Zweiter Fall. Hat T 4+ 1 die Form 4n + 1 (= a), p die Form 4n + 3, und gilt
+pR(T + 1), so kann nicht +(T 4+ 1)Np oder —(T + 1)Rp gelten. Dies war oben der
fiinfte Fall.

Wie oben sei €2 = p + fa, wobei e gerade und < a ist.

I. Ist e nicht durch p teilbar, so ist auch f nicht durch p teilbar. Auflerdem ist f
positiv, von der Form 4n + 1 (oder A) und < a. Es gilt +pRf, also nach Aussage 10
aus Artikel 132 auch +fRp. Es gilt aber auch +faRp, also +aRp oder —aNp.

I1. Ist e durch p teilbar, so sei e = pg und f = ph. Somit gilt ¢>p = 1+ha. Dann ist
h positiv, von der Form 4n +3 (B) und zu p und ¢ teilerfremd. Ferner gilt +¢?pRh,
also +pRh; daraus folgt nach Aussage 13 aus Artikel 132 —hRp. Es gilt aber —haRp,
woraus +aRp und —aNp folgt.
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139.

Dritter Fall. Hat T 4+ 1 die Form 4n + 1 (= a), p dieselbe Form, und gilt +pNa,
so kann nicht +aRp gelten. (Oben der zweite Fall.)

Man nehme eine Primzahl unterhalb von a, von der 4+a ein Nichtrest ist. Dass es
solche Primzahlen gibt, haben wir oben bewiesen (Artikel 125, 129). Hier sind aber
zwei Falle gesondert zu betrachten, je nachdem, ob diese Primzahl die Form 4n + 1
oder 4n + 3 hat. Denn es wurde nicht bewiesen, dass es solche Primzahlen beider
Formen gibt.

I. Diese Primzahl habe die Form 4n + 1 und sei = &/. Dann gilt +a’Na (Artikel
131), also +a/pRa. Sei daher e? = a’p (mod. a), wobei e gerade und < a ist. Nun
sind wieder vier Félle zu unterscheiden.

1) Ist e weder durch p noch durch a’ teilbar, so setze man e?> = a’p £ af und
wihle die Vorzeichen so, dass f positiv ist. Dann gilt f < a, und die Zahl ist zu o
und p teilerfremd; beim oberen Zeichen hat sie die Form 4n + 3, beim unteren die
Form 4n+ 1. Der Kiirze wegen bezeichnen wir mit [z, y] die Anzahl der Primfaktoren
der Zahl y, von denen x ein Nichtrest ist. Dann gilt a'pRf, also [a'p, f] = 0. Somit
ist [f,a’p] gerade (Aussagen 1, 3 aus Artikel 133), das heifit entweder = 0 oder = 2.
Daher ist f entweder ein Rest beider Zahlen o', p oder keiner von beiden. Ersteres ist
unmoglich, denn +af ist ein Rest von a’, und nach Voraussetzung gilt +aNa'; daraus
folgt £fNa’. Also muss f ein Nichtrest beider Zahlen a’, p sein. Wegen +af Rp gilt
dann +aNp. Q. E. D.

2) Ist e durch p, aber nicht durch a’ teilbar, so sei e = gp und ¢%p = o/ + ah, wobei
das Zeichen so gewahlt wird, dass h positiv ist. Dann gilt h < a, und die Zahl ist zu
a’, g und p teilerfremd; beim oberen Zeichen hat sie die Form 4n+ 3, beim unteren die
Form 4n+ 1. Aus der Gleichung ¢?p = a/ £ ah erhilt man durch Multiplikation mit p
und o’ ohne Schwierigkeit pa’Rh ... .. (a); £ahpRad’ ... .(B); ad’hRp. . ... (7). Aus («)
folgt [pa’, h] = 0, also ist (nach den Aussagen 1, 3 aus Artikel 133) [h, pa’] gerade,
das heifit, h ist entweder ein Nichtrest beider Zahlen p,a’ oder keiner von beiden. Im
ersten Fall folgt aus (8) apNd'. Da nach Voraussetzung +aNa' gilt, folgt +pRa’.
Nach dem Fundamentalsatz, der fiir die Zahlen p,a’ unterhalb von T'+ 1 gilt, ergibt
sich daraus +a’Rp. Hieraus und aus hNp folgt nach (y) £aNp. Q. E. D. Im zweiten
Fall folgt aus (8) +apRa’, daraus +pNa', +a’ Np und schlieBlich zusammen mit hRp
nach (v) £aNp. Q. E. D.

3) Ist e durch «’, aber nicht durch p teilbar, so verlauft der Beweis fast genauso
wie im vorigen Fall. Er wird niemanden aufhalten, der jenen griindlich verstanden
hat.

4) Ist e sowohl durch a’ als auch durch p und damit auch durch ihr Produkt
a’p teilbar (wir nehmen die Zahlen o’,p namlich als verschieden an, da sonst das
zu Beweisende, ndmlich aNp, schon in der Voraussetzung aNa' enthalten wiére), so
sei e = ga’p und g%a’p = 1 4 ah. Dann gilt h < a, und die Zahl ist zu @’ und p
teilerfremd; beim oberen Zeichen hat sie die Form 4n + 3, beim unteren die Form
4n 4+ 1. Aus dieser Gleichung lassen sich offensichtlich die folgenden Beziehungen
herleiten: a'pRh ... .(«a); £ahRad' ....(B); £ahRp....(y). Aus («), das mit («) in (2)
iibereinstimmt, folgt wie dort, dass entweder gleichzeitig hRp, hRa' oder hNp, hNa'
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gilt. Im ersten Fall wiirde aber nach () aRa’ gelten, entgegen der Voraussetzung.
Also gilt hNp, nach () somit auch aNp.

II. Hat diese Primzahl die Form 4n + 3, so ist der Beweis dem vorigen so ahnlich,
dass wir es fiir iiberfliissig hielten, ihn anzugeben. Fiir diejenigen, die ihn selbst
ausarbeiten mochten (was wir sehr empfehlen), bemerken wir nur: Ist man zu einer
Gleichung wie e = bp & af gelangt (wobei b jene Primzahl bezeichnet), so wird der
Beweis iibersichtlicher, wenn man beide Vorzeichen gesondert betrachtet.

140.

Vierter Fall. Hat T + 1 die Form 4n+1 (= a), p die Form 4n+ 3, und gilt £pNa,
so kann nicht +aRp oder —aNp gelten. (Oben der sechste Fall.)

Auch den Beweis dieses Falles lassen wir der Kiirze wegen weg, da er genauso
verlauft wie der Beweis des dritten Falles.

141.

Fiinfter Fall. Hat T + 1 die Form 4n+ 3 (= b), p dieselbe Form, und gilt +pRb
oder —pNb, so kann nicht +bRp oder —bNp gelten. (Oben der dritte Fall.)

Sei p = €2 (mod. b), wobei e gerade und < b ist.

I. Ist e nicht durch p teilbar, so setze man e? = p+bf. Dann ist f positiv, von der
Form 4n + 3, < b und zu p teilerfremd. Ferner gilt pRf, also nach Aussage 13 aus
Artikel 132 — f Rp. Hieraus und aus +bf Rp folgt —bRp, also +bNp. Q. E. D.

II. Ist e durch p teilbar, so sei e = pg und ggp = 1 + bh. Dann hat A die Form
4n + 1 und ist zu p teilerfremd; es gilt p = ¢?p? (mod. h), also pRh. Daraus folgt
+hRp (Aussage 10 aus Artikel 132), und hieraus zusammen mit —bhRp ergibt sich
—bRp oder +bNp. Q. E. D.

142.

Sechster Fall. Hat T + 1 die Form 4n+ 3 (=), p die Form 4n + 1, und gilt pRb,
so kann nicht £bNp gelten. (Oben der siebente Fall.)
Den Beweis, der genauso wie der vorige verlauft, lassen wir weg.

143.

Siebenter Fall. Hat T + 1 die Form 4n+ 3 (= b), p dieselbe Form, und gilt +pNb
oder —pRb, so kann nicht +bNp oder —bRp gelten. (Oben der vierte Fall.)

Sei —p = €2 (mod. b), wobei e gerade und < b ist.

I. Ist e nicht durch p teilbar, so sei —p = e? —bf. Dann ist f positiv, von der Form
4n + 1, zu p teilerfremd und kleiner als b (denn e ist sicher nicht grofer als b— 1, und
p<b—1,alsogilt bf = e?+p < b —b, das heift f < b—1). Ferner gilt —pRf, nach
Aussage 10 aus Artikel 132 somit + f Rp; hieraus und aus +bfRp folgt +bRp oder
—bNp.

II. Ist e durch p teilbar, so sei e = pg und g?p = —1 + bh. Dann ist h positiv, von
der Form 4n + 3, zu p teilerfremd und < b. Ferner gilt —pRh, nach Aussage 14 aus
Artikel 132 also +hRp. Hieraus und aus bhRp folgt +bRp oder —bNp. Q. E. D.
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144.

Achter Fall. Hat T + 1 die Form 4n+3 (=b), p die Form 4n+ 1, und gilt +pNb
oder —pRb, so kann nicht £bRp gelten. (Oben der letzte Fall.)
Der Beweis verlauft wie im vorigen Fall.
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Ein éhnliches Verfahren zum Beweis des Satzes aus Artikel 114.

145.

In den vorigen Beweisen haben wir fiir e stets einen geraden Wert genommen (Arti-
kel 137..144). Man hétte auch einen ungeraden Wert verwenden konnen, hétte dann
aber weitere Unterscheidungen einfithren miissen. Wer an diesen Untersuchungen
Freude hat, wird seine Krafte mit Nutzen daran erproben, diese Félle auszuarbeiten.
Auflerdem hétten dann die Sétze {iber die Reste +2 und —2 vorausgesetzt werden
miissen. Da unser Beweis aber ohne diese Sitze auskommt, gewinnen wir ein neues
Verfahren, um sie zu beweisen. Das ist durchaus beachtenswert, denn die oben ver-
wendeten Methoden zum Beweis, dass £2 ein Rest jeder Primzahl der Form 8n + 1
ist, mogen weniger direkt erscheinen. Wir setzen voraus, dass die tibrigen Fille (zu
den Primzahlen der Formen 8n+3, 8n+5, 8n+7) mit den oben angegebenen Metho-
den bewiesen sind und jener Satz nur anhand von Beispielen gefunden wurde. Diese
Beobachtung werden wir durch die folgenden Uberlegungen zur Gewissheit erheben.

Waére £2 nicht ein Rest aller Primzahlen der Form 8n + 1, so sei die kleinste Prim-
zahl dieser Form, von der +2 ein Nichtrest ist, = a. Fiir alle Primzahlen unterhalb
von a gilt dann der Satz. Man nehme eine Primzahl < %a, von der a ein Nichtrest
ist (dass es eine solche gibt, folgt leicht aus Artikel 129). Diese sei = p. Nach dem
Fundamentalsatz gilt dann pNa, also +2pRa. — Sei daher ¢? = 2p (mod. a), wobei
e ungerade und < a ist. Nun sind zwei Félle zu unterscheiden.

I. Ist e nicht durch p teilbar, so sei e = 2p + aq. Dann ist ¢ positiv, von der Form
8n + 7 oder 8n + 3 (je nachdem, ob p die Form 4n + 1 oder 4n + 3 hat), < a und
nicht durch p teilbar. Man teile alle Primfaktoren von ¢ in vier Klassen ein: Es seien
e von der Form 8n + 1, f von der Form 8n + 3, g von der Form 8n 4+ 5 und h von
der Form 8n + 7. Das Produkt der Faktoren der ersten Klasse sei F, die Produkte
der Faktoren der zweiten, dritten und vierten Klasse entsprechend F, G.H").

Betrachten wir nun erstens den Fall, dass p die Form 4n+1 oder ¢q die Form 8n—+7
hat. Dann gilt offensichtlich 2RE, 2RH, also pRE, pRH und schlielich ERp, H Rp.
Ferner ist 2 ein Nichtrest jedes Faktors der Form 8n + 3 oder 8n + 5; dasselbe gilt fiir
p. Daher ist jeder solche Faktor ein Nichtrest von p. Es folgt leicht, dass F'G ein Rest
von p ist, wenn f+ g gerade ist, und ein Nichtrest, wenn f-+ ¢ ungerade ist. Aber f+g
kann nicht ungerade sein: Durch Aufzéhlen aller Fille sieht man leicht, dass FFGH
oder ¢ dann die Form 8n + 3 oder 8n + 5 hitte, wenn f 4 g ungerade wére, welche
Werte die einzelnen e, f, g, h auch héitten. Das widerspricht der Voraussetzung. Also
gilt FGRp, EFGH Rp oder gRp und schliellich wegen agRp auch aRp, entgegen der
Voraussetzung. Hat zweitens p die Form 4n + 3, so kann man &hnlich zeigen, dass
pRE, also ERp, und —pRF', also FRp, gilt; schliellich ist g + h gerade, also gilt
GH Rp, woraus zuletzt qRp, aRp folgt, entgegen der Voraussetzung.

II. Ist e durch p teilbar, so ldsst sich der Beweis auf dhnliche Weise fithren und
von geiibten Lesern (fiir die allein dieser Artikel geschrieben ist) ohne Schwierigkeit
ausarbeiten. Der Kiirze wegen lassen wir ihn weg.

“Enthilt eine Klasse keine Faktoren, so muss man fiir deren Produkt 1 schreiben.
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Losung des allgemeinen Problems.

146.

Mit dem Fundamentalsatz und den Aussagen iiber die Reste —1 und 42 lésst
sich immer bestimmen, ob eine beliebige gegebene Zahl ein Rest oder Nichtrest einer
gegebenen Primzahl ist. Es wird aber niitzlich sein, auch die anderen oben angege-
benen Ergebnisse hier noch einmal zusammenzustellen, damit alles zur Losung des
folgenden Problems Notige beisammensteht.

AUFGABE: Sind zwei beliebige Zahlen P, Q gegeben, so bestimme man, ob die
zweite, QQ, ein Rest oder Nichtrest der ersten, P, ist.

Lésung. 1. Sei P = a®bP¢ usw., wobei a, b, ¢ usw. verschiedene positive Primzahlen
bezeichnen (denn P ist offensichtlich im Betrag zu nehmen). Der Kiirze wegen nennen
wir in diesem Artikel einfach die Beziehung zweier Zahlen x, y diejenige, nach der die
erste, x, ein Rest oder Nichtrest der zweiten, y, ist. Die Beziehung von @, P héngt
also von den Beziehungen von @, a®; Q, b usw. ab (Artikel 105).

II. Um die Beziehung von Q,a® zu bestimmen (fiir die iibrigen Q,b" usw. gilt
dasselbe), sind zwei Félle zu unterscheiden.

1. Ist @ durch a teilbar, so setze man Q = Q'a®, wobei @’ nicht durch a teilbar
ist. Ist dann e = « oder e > a, so gilt QRa®; ist dagegen e < o und der Exponent
ungerade, so gilt QNa®; ist schliellich e < o und der Exponent gerade, so hat @ zu
a® dieselbe Beziehung wie Q' zu a® €. Dieser Fall ist damit zuriickgefiihrt auf

2. den Fall, dass @ nicht durch a teilbar ist. Hier unterscheiden wir wiederum zwei
Félle.

(A) Wenn a = 2. Dann gilt stets QRa®, sobald o = 1 ist. Ist dagegen o = 2, so
muss ¢ die Form 4n + 1 haben; ist schliellich o = 3 oder > 3, so muss () die Form
8n + 1 haben. Ist diese Bedingung erfiillt, so gilt Q Ra®.

(B) Wenn a eine andere Primzahl ist. Dann hat @ zu a® dieselbe Beziehung wie
zu a (siehe Artikel 101).

III. Die Beziehung einer beliebigen Zahl () zu einer ungeraden Primzahl a wird so
ermittelt. Ist @@ > a, so ersetze man ) durch seinen kleinsten positiven Rest nach
dem Modul a”). Dieser hat zu a dieselbe Beziehung wie Q.

Ferner zerlege man @ oder die dafiir genommene Zahl in ihre Primfaktoren p, p’, p”
usw.; der Faktor —1 ist hinzuzufiigen, wenn ) negativ ist. Bekanntlich hdngt dann
die Beziehung von @ zu a von den Beziehungen der einzelnen p,p’, p” usw. zu a ab.
Sind ndmlich unter jenen Faktoren 2m Nichtreste von a, so gilt QRa; sind es 2m + 1,
so gilt QNa. Kommen unter den Faktoren p, p’, p” usw. zwei oder vier oder sechs oder
allgemein 2k gleiche vor, so kann man sie offensichtlich ohne Bedenken weglassen.

IV. Finden sich unter den Faktoren p.p’,p” die Zahlen —1 und 2, so ldsst sich
ihre Beziehung zu a aus den Artikeln 108, 112, 113, 114 bestimmen. Die Beziehung
der iibrigen zu a hiangt von der Beziehung von a zu ihnen ab (Fundamentalsatz und
Aussagen aus Artikel 131). Sei p einer dieser Faktoren. Behandelt man die Zahlen
a,p genauso wie zuvor () und a, die entsprechend grofler sind, so findet man, dass
sich die Beziehung von a zu p entweder nach den Artikeln 108—114 bestimmen

) Rest im Sinne von Artikel 4. — Meist ist es besser, den im Betrag kleinsten Rest zu nehmen.
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lasst (wenn nadmlich der kleinste Rest von a (mod. p) keine ungeraden Primfaktoren
hat) oder weiter von der Beziehung von p zu gewissen Primzahlen unterhalb von
p abhiangt. Dasselbe gilt fir die iibrigen Faktoren p’,p” usw. Nun sieht man leicht,
dass die Fortsetzung dieses Verfahrens schliellich zu Zahlen fiihrt, deren Beziehungen
nach den Aussagen aus den Artikeln 108—114 bestimmt werden kdnnen. Ein Beispiel
macht dies deutlicher.

Beispiel. Gesucht ist die Beziehung von +453 zu 1236. Es gilt 1236 = 4.3.103;
+453R4 nach II. 2 (A); +453R3 nach II. 1. Es bleibt also die Beziehung von +453
zu 103 zu untersuchen. Sie ist dieselbe wie die von +41 (= 453, mod. 103) zu 103,
dieselbe wie die von +103 zu 41 (nach dem Fundamentalsatz) oder die von —20 zu 41.
Es gilt aber —20R41, denn —20 = —1.2.2.5; —1R41 (Artikel 108) und +5R41, weil
41 = 1 und die Zahl somit ein Rest von 5 ist (nach dem Fundamentalsatz). Daraus
folgt +453 R103 und schlieBlich +453 R1236. Tatsiichlich gilt 453 = 2972 (mod. 1236).

Lineare Formen, die alle Primzahlen enthalten, von denen eine beliebige gegebene
Zahl ein Rest oder Nichtrest ist.

147.

Ist eine beliebige Zahl A gegeben, so lassen sich bestimmte Formeln angeben, die
alle zu A teilerfremden Zahlen enthalten, von denen A ein Rest ist, oder alle Zahlen,
die Teiler von Zahlen der Form zx — A sein kénnen (wobei zx ein unbestimmtes Qua-
drat bezeichnet)*). Der Kiirze wegen betrachten wir aber nur die Teiler, die ungerade
und zu A teilerfremd sind, da sich die iibrigen Fille leicht darauf zuriickfithren lassen.

Zunéchst sei A entweder eine positive Primzahl der Form 4n+ 1 oder eine negative
der Form 4n — 1. Nach dem Fundamentalsatz sind dann alle Primzahlen, die, positiv
genommen, Reste von A sind, Teiler von zx — A; alle Primzahlen dagegen (aufler
der Zahl 2, die immer ein Teiler ist), die Nichtreste von A sind, sind Nichtteiler
von zz — A. Alle Reste von A unterhalb von A (ohne die Null) seien r, ', r" usw.,
alle Nichtreste dagegen n,n’,n” usw. Dann ist jede Primzahl in einer der Formen
Ak +r, Ak + 7', Ak + r" usw. ein Teiler von xzz — A, jede Primzahl in einer der
Formen Ak + n, Ak + n’ usw. dagegen ein Nichtteiler, wobei k eine unbestimmte
ganze Zahl bezeichnet. Die ersten Formen nennen wir Teilerformen von xx — A, die
anderen Nichtteilerformen. Von beiden Arten gibt es jeweils %(A —1). Ist ferner B
eine zusammengesetzte ungerade Zahl und gilt ARB, so liegen alle Primfaktoren von
B in einer der ersten Formen und damit auch B. Also ist jede ungerade Zahl in einer
Nichtteilerform ein Nichtteiler der Form xx — A. Dieser Satz lasst sich aber nicht
umkehren: Ist B ein zusammengesetzter ungerader Nichtteiler der Form zx — A, so
sind einige Primfaktoren von B Nichtteiler. Ist ihre Anzahl gerade, so findet sich B
trotzdem in einer Teilerform. Siehe Artikel 99.

Beispiel. So erhélt man fiir A = —11 die folgenden Teilerformen von xzz + 11:
11k + 1, 3,4,5,9; die Nichtteilerformen sind dagegen 11k + 2,6,7,8,10. Also ist —11
ein Nichtrest aller ungeraden Zahlen in einer der letzteren Formen, ein Rest dagegen
aller Primzahlen, die zu einer der ersteren gehoren.

JSolche Zahlen nennen wir einfach Teiler von xa — A; daraus ist klar, was Nichtteiler sind.
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Ahnliche Formen gibt es fiir die Teiler und Nichtteiler von zz — A, welche Zahl A
auch bezeichnet. Offensichtlich brauchen wir aber nur die Werte von A zu betrachten,
die durch kein Quadrat teilbar sind. Ist ndmlich A = a2A’, so sind alle Teiler”) von
xx — A auch Teiler von zz — A’; dasselbe gilt fiir die Nichtteiler. — Wir unterscheiden
drei Félle: 1) wenn A die Form +(4n + 1) oder —(4n — 1) hat; 2) wenn A die Form
—(4n+ 1) oder +(4n — 1) hat; 3) wenn A gerade ist, also die Form +(4n + 2) hat.

148.

Erster Fall: wenn A die Form +(4n+1) oder —(4n—1) hat. Man zerlege A in seine
Primfaktoren und gebe denjenigen der Form 4n + 1 ein positives, denen der Form
4n — 1 ein negatives Vorzeichen (sodass ihr Produkt = A wird). Diese Faktoren seien
a,b,c,d usw. Man teile alle Zahlen unterhalb von A, die zu A teilerfremd sind, in
zwei Klassen ein. In die erste kommen alle Zahlen, die von keiner der Zahlen a, b, ¢, d
usw. ein Nichtrest sind oder von zweien oder vieren oder allgemein von einer geraden
Anzahl; in die zweite diejenigen, die von einer der Zahlen a, b, c usw. ein Nichtrest
sind oder von dreien usw. oder allgemein von einer ungeraden Anzahl. Die ersten
bezeichne man mit 7,7/, 7" usw., die zweiten mit n,n’,n” usw. Dann sind Ak + r,
Ak + ', Ak + r” usw. Teilerformen von zx — A, dagegen Ak + n, Ak + n/ usw.
Nichtteilerformen von xx — A (das heifst: Jede Primzahl aufler 2 ist ein Teiler oder
Nichtteiler von xx — A, je nachdem, ob sie in einer der ersten oder zweiten Formen
liegt). Ist ndmlich p eine positive Primzahl und ein Rest oder Nichtrest einer der
Zahlen a, b, c usw., so ist diese Zahl selbst ein Rest oder Nichtrest von p (nach dem
Fundamentalsatz). Gibt es also unter a, b, ¢ usw. m Zahlen, von denen p ein Nichtrest
ist, so sind ebenso viele Nichtreste von p. Liegt demnach p in einer der ersten Formen,
so ist m gerade und es gilt ARp; liegt sie in einer der zweiten, so ist m ungerade und
es gilt ANp.

Beispiel. Sei A = +105 = —3 x +5 x —7. Dann sind 7,7/, 7" usw. die folgenden
Zahlen: 1,4,16,46,64,79 (die von keiner der Zahlen 3,5, 7 Nichtreste sind); 2, 8,23,
32,53,92 (Nichtreste von 3,5); 26,41, 59, 89,101, 104 (Nichtreste von 3,7); 13,52, 73,
82,97,103 (Nichtreste von 5,7). — Die Zahlen n,n/,n” usw. sind dagegen 11,29,
44,71,74,86; 22,37,43,58,67,88; 19,31, 34,61, 76,94; 17,38.47,62, 68, 83. Die ersten
sechs sind Nichtreste von 3, die nichsten sechs Nichtreste von 5, dann folgen die
Nichtreste von 7 und schliellich die Nichtreste aller drei zugleich.

Aus der Kombinationslehre und den Artikeln 32, 96 folgt leicht, dass die Anzahl
der Zahlen r, 7/, r"” usw.

_t1+lj—1+li—1l—2j—3+
- 1.2 1.2.3.4 7

und die Anzahl der Zahlen n,n’,n” usw.

_tl+ll—1j—2+LZ—L“J—4+
a 1.2.3 1.2....5 o

ist, wobei [ die Anzahl der Zahlen a, b, ¢ usw. bezeichnet;

t=2"a—1)(b—1)(c—1) usw.

)Gemeint sind die zu A teilerfremden.
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und jede der beiden Reihen ist fortzusetzen, bis sie abbricht. (Es gibt ndmlich ¢
Zahlen, die Reste aller a, b, c usw. sind, t'll'.lz_ L " die Nichtreste von zweien sind, usw.;
der Kiirze wegen konnen wir diesen Beweis aber nicht ausfiihrlicher entwickeln.) Die

Summe jeder Reihe”) ist = 2/=1. Die erste entsteht aus

l-1.1-2

1+(—-1
* )+ 1.2

durch Zusammennehmen des zweiten und dritten, des vierten und fiinften Gliedes
usw.; die zweite aus derselben Reihe durch Zusammennehmen des ersten und zweiten,
des dritten und vierten Gliedes usw. Also gibt es ebenso viele Teilerformen von xz— A
wie Nichtteilerformen, némlich (a — 1)(b— 1)(c — 1) usw.

149.

Den zweiten und dritten Fall konnen wir hier gemeinsam betrachten. Man kann
hier stets A = (—1)Q oder = (+2)Q oder = (—2)Q setzen, wobei @) eine Zahl der
Form +(4n+1) oder —(4n — 1) bezeichnet, wie wir sie im vorigen Artikel betrachtet
haben. Allgemein sei A = a(), wobei « entweder = —1 oder = +2 ist. Dann ist A
ein Rest aller Zahlen, von denen entweder beide o und ) Reste sind oder keine von
beiden, dagegen ein Nichtrest aller Zahlen, von denen genau eine der Zahlen «, () ein
Nichtrest ist. Hieraus ergeben sich die Teiler- und Nichtteilerformen von xzx — A leicht.
Ist « = —1, so teile man alle Zahlen unterhalb von 4A, die dazu teilerfremd sind, in
zwei Klassen. In die erste kommen diejenigen, die in einer Teilerform von xx — @ und
zugleich in der Form 4n + 1 liegen, und diejenigen, die in einer Nichtteilerform von
xx — @ und zugleich in der Form 4n + 3 liegen; in die zweite die iibrigen. Die ersten
seien r, 7', r" usw., die zweiten n,n’,n” usw. Dann ist A ein Rest aller Primzahlen
in einer der Formen 4Ak + r, 4Ak + r', 4Ak + r" usw., ein Nichtrest dagegen aller
Primzahlen in einer der Formen 4Ak + n, 4Ak + n’ usw. — Ist a = £2, so teile
man alle Zahlen unterhalb von 8Q), die dazu teilerfremd sind, in zwei Klassen. In die
erste kommen diejenigen, die in einer Teilerform von xx — ) und zugleich in einer
der Formen 8n + 1, 8n + 7 beim oberen Zeichen oder 8n 4+ 1, 81 + 3 beim unteren
liegen; auflerdem diejenigen, die in einer Nichtteilerform von zz — @ und zugleich
in einer der Formen 8n 4 3, 8n + 5 beim oberen Zeichen oder 8n + 5, 8n + 7 beim
unteren liegen. In die zweite kommen die iibrigen. Bezeichnet man die Zahlen der
ersten Klasse mit 7,7/, 7" usw. und die der zweiten mit n,n’, n” usw., so ist £2Q ein
Rest aller Primzahlen in einer der Formen 8Qk + r, 8Qk + 7/, 8Qk + r” usw., ein
Nichtrest dagegen aller Primzahlen in einer der Formen 8Qk +n, 8Qk +n’, 8Qk +n”
usw. Auch hier ldsst sich leicht beweisen, dass es ebenso viele Teilerformen von zx— A
wie Nichtteilerformen gibt.

Beispiel. So ergibt sich +10 als Rest aller Primzahlen in einer der Formen 40k+1, 3,
9,13,27,31, 37, 39, als Nichtrest dagegen aller Primzahlen in einer der Formen 40k+7,
11,17,19, 21,23, 29, 33.

“)Ohne den Faktor ¢.
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150.

Diese Formen haben mehrere recht bemerkenswerte Eigenschaften; wir fithren aber
nur eine an. Ist B eine zusammengesetzte, zu A teilerfremde Zahl, unter deren Prim-
faktoren 2m in einer Nichtteilerform von xx — A liegen, so liegt B in einer Teilerform
von xx — A. Ist dagegen die Anzahl der Primfaktoren von B, die in einer Nichtteil-
erform von xx — A liegen, ungerade, so liegt auch B in einer Nichtteilerform. Den
Beweis, der nicht schwierig ist, lassen wir weg. Daraus folgt, dass nicht nur jede Prim-
zahl, sondern auch jede zusammengesetzte ungerade, zu A teilerfremde Zahl in einer
Nichtteilerform ein Nichtteiler ist: Ein Primfaktor einer solchen Zahl muss notwendig
ein Nichtteiler sein.

Uber die Arbeiten anderer zu diesen Untersuchungen.

151.

Der Fundamentalsatz, der gewiss zu den elegantesten Ergebnissen auf diesem Ge-
biet gehort, wurde bisher von niemandem in der einfachen Form ausgesprochen, in
der wir ihn oben angegeben haben. Das ist umso erstaunlicher, als dem berithmten
Euler bereits gewisse andere darauf beruhende Aussagen bekannt waren, von denen
man leicht zu ihm hétte zuriickkommen kénnen. Er wusste, dass es bestimmte For-
men gibt, die alle Primteiler der Zahlen der Form xx — A enthalten, und andere, die
alle primen Nichtteiler von Zahlen derselben Form umfassen und die ersten Formen
ausschlieflen; auch hatte er ein Verfahren gefunden, diese Formen zu bestimmen. Al-
le seine Versuche, zu einem Beweis zu gelangen, blieben aber erfolglos und machten
diese durch Beispiele gefundene Wahrheit nur wahrscheinlicher. In einer Abhandlung,
Novae demonstrationes circa divisores numerorum formae xx + nyy, die am 20. No-
vember 1775 in der Petersburger Akademie vorgetragen wurde und nach dem Tod
dieses groflen Mannes in Bd. I der Nov. Act. dieser Akademie, S. 47 ff., erhalten ist,
scheint er allerdings geglaubt zu haben, sein Ziel erreicht zu haben. Doch hier schlich
sich ein Fehler ein: Auf S. 65 nahm er stillschweigend an, dass solche Teiler- und
Nichtteilerformen existieren”. Daraus war leicht herzuleiten, welche Formen es sein
miissen; das Verfahren, mit dem er diese Annahme begriindete, scheint jedoch nicht
geeignet. In einer anderen Schrift, De criteriis aequationis fxx+ gyy = hzz utrumque
resolutionem admittat necne, Opusc. Anal., Bd. I (wobei f, g, h gegeben und z,y, z
unbestimmt sind), fand er anhand von Beispielen: Ist die Gleichung fiir einen Wert
h = s losbar, so ist sie auch fiir jeden anderen Wert losbar, der s nach dem Modul 4 fg
kongruent ist, sofern er eine Primzahl ist. Aus diesem Satz lésst sich die erwihnte An-
nahme ohne Schwierigkeit beweisen. Aber auch der Beweis dieses Satzes entzog sich

“Dass es namlich Zahlen r, ', 7" usw.; n,n’,n” usw. gibt, alle verschieden und < 4A, sodass alle
Primteiler von zx — A in einer der Formen 4Ak + r, 4Ak + r’ usw. und alle primen Nichtteiler in einer
der Formen 4Ak + n, 4Ak + n' usw. liegen (wobei k eine unbestimmte Zahl bezeichnet).
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allen seinen Bemiihungen”). Das ist nicht erstaunlich, da man unserer Ansicht nach
vom Fundamentalsatz ausgehen musste. Im Ubrigen wird sich die Richtigkeit dieses
Satzes unmittelbar aus dem ergeben, was wir im nichsten Abschnitt behandeln.

Nach Euler beschéftigte sich der bekannte Le Gendre mit demselben Gegenstand
in seiner ausgezeichneten Abhandlung Recherches d’analyse indéterminée, Hist. de
I’Ac. des Sc., 1785, S. 465 ff. Dort gelangte er zu einem Satz, der inhaltlich mit dem
Fundamentalsatz {ibereinstimmt: Bezeichnen p, g zwei positive Primzahlen, so sind
die im Betrag kleinsten Reste der Potenzen p%l, q% nach den Moduln ¢, p entweder
beide +1 oder beide —1, wenn p oder ¢ die Form 4n 4 1 hat. Haben dagegen sowohl
p als auch ¢ die Form 4n + 3, so ist der eine kleinste Rest +1, der andere —1 (S. 516).
Daraus folgt nach Artikel 106, dass die Beziehung (im Sinne von Artikel 146) von p
zu ¢ und von g zu p dieselbe ist, wenn p oder ¢ die Form 4n + 1 hat, dagegen entge-
gengesetzt, wenn sowohl p als auch ¢ die Form 4n + 3 haben. Dieser Satz ist unter den
Aussagen aus Artikel 131 enthalten; er folgt auch aus 1, 3, 9 des Artikels 133. Um-
gekehrt lésst sich der Fundamentalsatz aus ihm herleiten. Le Gendre versuchte auch
einen Beweis, iiber den wir, da er duflerst einfallsreich ist, im néchsten Abschnitt
ausfiihrlicher sprechen werden. Da er aber darin einiges ohne Beweis voraussetzte
(wie er selbst auf S. 520 zugibt: Wir haben nur angenommen usw.), was teils bisher
von niemandem bewiesen wurde, teils jedenfalls unserer Ansicht nach ohne den Fun-
damentalsatz selbst nicht bewiesen werden kann, scheint sein eingeschlagener Weg
nicht zum Ziel fithren zu kénnen; unser Beweis muss daher als der erste gelten. —
Weiter unten werden wir noch zwei andere Beweise dieses &uflerst wichtigen Satzes
geben, die vom vorigen und voneinander vollig verschieden sind.

“'Wie er selbst an der angegebenen Stelle, S. 216, zugibt: ,Ein Beweis dieses hochst eleganten Satzes
fehlt noch, nachdem viele ihn schon lange vergeblich gesucht haben. .. Wer einen Beweis dieses Satzes
findet, wird also sehr viel geleistet haben. Wie sehr dieser unsterbliche Mann einen Beweis dieses
Satzes und anderer wiinschte, die nur besondere Fille des Fundamentalsatzes sind, zeigen viele andere
Stellen der Opusc. Anall. Vergleiche Additamentum ad diss. VIII, Bd. I, und diss. XIII, Bd. II, sowie
mehrere bereits an verschiedenen Stellen angefithrte Abhandlungen in den Comment. Petrop.
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Quadratische Kongruenzen mit linearem Glied.

152.

Bisher haben wir die reine Kongruenz xx = A (mod.m) behandelt und gezeigt,
wie sich ihre Losbarkeit entscheiden lasst. Die Ermittlung der Wurzeln selbst wurde
in Artikel 105 auf den Fall zuriickgefiihrt, dass m eine Primzahl oder Primzahlpo-
tenz ist; der zweite Fall in Artikel 101 auf den, dass m eine Primzahl ist. Fiir diesen
Fall umfasst das in Artikel 61 ff. Angegebene zusammen mit dem, was wir in den
Abschnitten V und VIII behandeln werden, fast alles, was sich durch direkte Metho-
den gewinnen lasst. Diese sind aber dort, wo sie anwendbar sind, meist unendlich
viel umstandlicher als die indirekten Methoden, die wir in Abschnitt VI behandeln
werden, und daher eher wegen ihrer Schonheit als wegen ihres praktischen Nutzens
bemerkenswert. — Quadratische Kongruenzen mit linearem Glied lassen sich leicht
auf reine zuriickfithren. Soll die gegebene Kongruenz

axr +br+c=0
nach dem Modul m gelést werden, so ist dazu die folgende Kongruenz dquivalent:
daaxx 4+ 4abr + 4ac = 0 (mod. 4am)

Das heif$t, jede Zahl, die einer von beiden geniigt, geniigt auch der anderen. Diese
l&sst sich so schreiben:

(2ax + b)? = bb — 4ac (mod. 4am)

Daraus lassen sich alle Werte von 2ax + b unterhalb von 4am finden, sofern es welche
gibt. Bezeichnet man sie mit 7, 7/, 7" usw., so erhélt man alle Losungen der gegebenen
Kongruenz aus den Losungen der Kongruenzen

2ax =71 —b, 2ax =1 —busw. (mod.4am)

die wir in Abschnitt IT finden lehrten. Aulerdem lésst sich die Losung meist durch
verschiedene Kunstgriffe verkiirzen. Zum Beispiel kann man anstelle der gegebenen
eine dquivalente Kongruenz

drx+20x+J =0

finden, in der a’ die Zahl m teilt. Der Kiirze wegen konnen wir dies hier nicht erkléren;
dazu kann man den letzten Abschnitt heranziehen.
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FUNFTER ABSCHNITT
QUADRATISCHE FORMEN UND
UNBESTIMMTE GLEICHUNGEN ZWEITEN GRADES

Ziel der Untersuchung; Definition und Bezeichnung der Formen.

153.

In diesem Abschnitt werden wir vor allem Funktionen zweier Unbestimmter z,y
von der Gestalt
axzr + 2bxy + cyy

behandeln, wobei a, b, c gegebene ganze Zahlen sind. Wir nennen sie Formen zwei-
ten Grades oder einfach Formen. Auf dieser Untersuchung wird die Losung des be-
rihmten Problems aufbauen, alle Losungen einer beliebigen unbestimmten Gleichung
zweiten Grades mit zwei Unbekannten zu finden, ob diese nun ganzzahlige oder nur
rationale Werte annehmen sollen. Der ausgezeichnete Lagrange hat dieses Problem
bereits in seiner ganzen Allgemeinheit geldst. Viele weitere Ergebnisse iiber die Natur
der Formen haben teils dieser grofle Geometer selbst, teils der ausgezeichnete Euler
erstmals gefunden; andere, die schon Fermat entdeckt hatte, haben sie mit Beweisen
versehen. Als wir die Formen eingehend untersuchten, boten sich uns jedoch so viele
neue Ergebnisse, dass wir es der Mithe wert fanden, den ganzen Gegenstand von An-
fang an neu aufzugreifen. Dazu hatten wir umso mehr Grund, als wir feststellten, dass
die an vielen Stellen verstreuten Entdeckungen jener Méanner nur wenigen bekannt
waren; ferner, weil die Methode, nach der wir vorgehen werden, gréfitenteils unsere
eigene ist; und schlieBlich, weil unsere Ergebnisse ohne eine erneute Darstellung der
ihren nicht einmal verstidndlich wéren. Wir zweifeln nicht daran, dass auf diesem
Gebiet noch viele ausgezeichnete Ergebnisse verborgen liegen, an denen andere ihre
Kréfte erproben kénnen. Die Geschichte bedeutender Ergebnisse werden wir stets an
der jeweiligen Stelle darstellen.

Die Form axx + 2bxy + cyy werden wir, wenn es auf die Unbestimmten x, y nicht
ankommt, mit (a, b, c) bezeichnen. Dieser Ausdruck bezeichnet also, ohne die Unbe-
stimmten festzulegen, die Summe dreier Teile: des Produkts der gegebenen Zahl a
mit dem Quadrat einer beliebigen Unbestimmten; des Produkts der doppelten Zahl
b mit dieser und einer anderen Unbestimmten; und des Produkts der Zahl ¢ mit dem
Quadrat der zweiten Unbestimmten. Zum Beispiel bezeichnet (1,0,2) die Summe
eines Quadrats und eines doppelten Quadrats. Die Formen (a,b,c) und (¢, b,a) be-
zeichnen zwar dasselbe, wenn wir nur auf die Teile selbst achten; sie unterscheiden
sich aber, wenn wir auch die Reihenfolge der Teile beriicksichtigen. Wir werden sie
deshalb von nun an sorgfiltig unterscheiden. Was wir dadurch gewinnen, wird im
Folgenden deutlich genug werden.
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Darstellung von Zahlen; Determinante.

154.

Wir sagen, dass eine gegebene Zahl durch eine gegebene Form dargestellt wird,
wenn den Unbestimmten der Form solche ganzzahligen Werte zugewiesen werden,
dass der Wert der Form gleich der gegebenen Zahl wird. Hier gilt folgender

SATZ. Kann die Zahl M durch die Form (a,b,c) so dargestellt werden, dass die
dabei verwendeten Werte der Unbestimmten teilerfremd sind, so ist bb — ac ein qua-
dratischer Rest der Zahl M.

Beweis. Die Werte der Unbestimmten seien m, n, also

amm + 2bmn +cnn = M

und die Zahlen p,v seien so gewéhlt, dass um + vn = 1 gilt (Artikel 40). Durch
Ausmultiplizieren zeigt man leicht, dass

amm + 2bmn + cnn)(avv — 2buv + cup

= (u(mb + nc) — v(ma + nb))* — (bb — ac)(mu + nv)?

oder
M (avv — 2bpv + cpp) = (u(mb + ne) — v(ma + nb))* — (bb — ac)
Also gilt
bb — ac = (u(mb + ne) — v(ma + nb))? (mod. M)

das heifit, bb — ac ist ein quadratischer Rest von M.

Die Zahl bb — ac nennen wir die Determinante der Form (a, b, c). Wie wir spéter
zeigen werden, héngen die Eigenschaften einer Form vor allem von der Beschaffenheit
dieser Zahl ab.

Werte des Ausdrucks v/(bb — ac)(mod. M), zu denen eine Darstellung der Zahl M
durch die Form (a,b,c) gehort.

155.

Damit ist
pu(mb + ne) — v(ma + nb)

ein Wert des Ausdrucks
V/(bb — ac) (mod. M)

Die Zahlen pu,v lassen sich aber auf unendlich viele Arten so bestimmen, dass um +
vn = 1 gilt. Daraus ergeben sich immer neue Werte jenes Ausdrucks; untersuchen wir
ihren Zusammenhang. Es gelte nicht nur ym + vn = 1, sondern auch g'm +v'n =1,
und wir setzen

pw(mb + nc) — v(ma +nb) = v, ' (mb+ ne) —v'(ma+ nb) =o'

Multiplizieren wir die Gleichung um + vn = 1 mit u/, die andere Gleichung p'm +
v'n =1 mit g und subtrahieren, so ergibt sich ' — u = n(p'v — pv'). Multiplizieren
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wir ebenso die erste mit ¢/ und die zweite mit v, so ergibt die Subtraktion v/ — v =
m(uv — p'v). Daraus folgt sofort

v —v = (p'v— ) (amm + 2bmn + cnn) = (p'v — w/YM

oder v = v (mod. M). Wie auch immer p,v bestimmt werden, kann die Formel
w(mb + nc) — v(ma + nb) also keine verschiedenen, das heifft inkongruenten, Werte
des Ausdrucks 1/(bb— ac) (mod. M) liefern. Ist daher v irgendein Wert dieser Formel,
so sagen wir, dass die Darstellung der Zahl M durch die Form azx+2bxy+cyy, bei der
x =m,y =nist, zum Wert v des Ausdrucks \/(bb — ac)(mod. M) gehort. AuBerdem
lasst sich leicht zeigen: Ist ein Wert jener Formel v und gilt ' = v (mod. M), so kann
man anstelle der Zahlen pu, v, die v liefern, andere Zahlen y/, " wihlen, die v’ liefern.
Setzen wir ndmlich

i) I m(v' —v)
so gilt
wm+v'n=pm+vn=1
und der aus p/, v’ hervorgehende Wert der Formel iibertrifft den aus u, v hervorge-
henden um die Grofe (p'v — pv')M. Diese wird = (um + vn)(v' —v) = v — v; fir
den erhaltenen Wert gilt also = v'.
156.

Haben wir zwei Darstellungen derselben Zahl M durch dieselbe Form (a, b, ¢), bei
denen die Werte der Unbestimmten jeweils teilerfremd sind, so kénnen sie entweder
zu demselben Wert des Ausdrucks v/(bb—ac) (mod. M) oder zu verschiedenen Werten
gehoren. Es sei

M = amm + 2bmn + cnn = am’m’ + 2bm/n’ + en'n’

und
um+vn =1, pgm +vn =1

Gilt
wu(mb + nc) — v(ma + nb) = p/ (m'b +n'c) — v/(m’'a + n'b) (mod. M)

so bleibt die Kongruenz offenbar bestehen, welche anderen geeigneten Werte auch fiir
w,v und ', gewahlt werden. In diesem Fall sagen wir, dass beide Darstellungen
zu demselben Wert des Ausdrucks /(bb — ac) (mod. M) gehoren. Gilt die Kongruenz
dagegen bei irgendeiner Wahl von pu, v und p/, v nicht, so gilt sie bei keiner, und die
Darstellungen gehoren zu verschiedenen Werten. Ist hingegen

w(mb + ne) — v(ima +nb) = —(p' (m'b+n'c) — v/ (m'a + n'd))

so sagen wir, dass die Darstellungen zu entgegengesetzten Werten des Ausdrucks
V/(bb—ac) gehoren. Alle diese Bezeichnungen verwenden wir auch dann, wenn mehrere
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Darstellungen derselben Zahl durch verschiedene Formen mit derselben Determinante
betrachtet werden.

Beispiel. Gegeben sei die Form (3,7, —8) mit der Determinante = 73. Sie liefert
folgende Darstellungen der Zahl 57:

3.1324+14.13.25—-8.25%; 3.52+4+14.5.9—-8.92

Fiir die erste konnen wir p = 2, v = —1 setzen. Damit ergibt sich der Wert des
Ausdrucks /73 (mod. 57), zu dem die Darstellung gehort:

=2(13.7-25.8) +(13.3+25.7) = —4

Ebenso findet man durch die Wahl u = 2, v = —1, dass die zweite Darstellung zum
Wert +4 gehort. Beide Darstellungen gehoren also zu entgegengesetzten Werten.
Bevor wir weitergehen, bemerken wir, dass Formen mit der Determinante = 0 aus
den folgenden Untersuchungen vollstdndig ausgeschlossen sind. Sie wiirden nur die
Geschlossenheit der Satze storen und verlangen deshalb eine eigene Behandlung.

Eine Form, die eine andere enthdlt oder in einer anderen enthalten ist; eigentliche
und uneigentliche Transformation.

157.

Léasst sich eine Form F mit den Unbestimmten z,y in eine andere Form F’ mit
den Unbestimmten 2’,3" durch Substitutionen

=z + By, y=vz"+0y

iiberfithren, bei denen «, 3,7,§ ganze Zahlen sind, so sagen wir, dass die erste die
zweite enthalt oder dass die zweite in der ersten enthalten ist. Die Form F sei

axx + 2bxy + cyy

und die Form F” sei
a/l',x, + 2b/x/y/ + C/y/y/
Dann gelten die folgenden drei Gleichungen:
a' = aaa + 2bary + cyy
V' = aaf + b(ad + By) + cyd
cd =apBB+ 2666 + cdd

Multipliziert man die zweite Gleichung mit sich selbst und die erste mit der dritten
und subtrahiert dann unter Weglassen der sich aufthebenden Glieder, so ergibt sich

WY —d'd = (bb— ac)(ad — B)2

Daraus folgt, dass die Determinante der Form F’ durch die Determinante der Form
F teilbar und der Quotient eine Quadratzahl ist. Diese Determinanten haben also
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offenbar dasselbe Vorzeichen. Lésst sich auerdem die Form F’ durch eine dhnliche
Substitution in die Form F iiberfiihren, ist also sowohl F’ in F' als auch F in F’ ent-
halten, so sind die Determinanten der Formen gleich®) und es gilt (@b —py)?=1.In
diesem Fall nennen wir die Formen dquivalent. Die Gleichheit der Determinanten ist
also eine notwendige Bedingung fiir die Aquivalenz von Formen, obwohl diese daraus
allein keineswegs folgt. — Die Substitution x = az’ + 8y, y = v2’ + dy' nennen wir
eine eigentliche Transformation, wenn ad — (B positiv ist, und eine uneigentliche,
wenn ad — 37 negativ ist. Wir sagen, dass die Form F” eigentlich oder uneigentlich in
der Form F enthalten ist, wenn F' durch eine eigentliche oder uneigentliche Transfor-
mation in die Form F” iberfiihrt werden kann. Sind also die Formen F, F’ 4quivalent,
so gilt (ad — 47)? = 1 und daher bei einer eigentlichen Transformation ad — By = +1,
bei einer uneigentlichen = —1. — Sind mehrere Transformationen sdmtlich eigentlich
oder samtlich uneigentlich, so nennen wir sie gleichartig; eine eigentliche und eine
uneigentliche dagegen ungleichartig.

Figentliche und uneigentliche Aquivalenz.

158.

Haben die Formen F,F’ gleiche Determinanten und ist F' in F enthalten, so ist
auch F in F' enthalten, und zwar eigentlich oder uneigentlich, je nachdem, ob F’
eigentlich oder uneigentlich in F enthalten ist. Die Form F gehe in F” iiber, indem
wir setzen:

v=ox' + By, y=~z"+dy

Dann geht F’ in F tiber, wenn man
' =0r - By, ¥ =-vr+ay

setzt. Denn diese Substitution liefert aus F” offenbar dasselbe, was aus F' durch die
Substitution

= a0z — By) + B(—yz + ay), y =0z - By) +(—yr + ay)

oder
r=(ad - By)z, y=(ad—py)y

entsteht. Dadurch wird F offenbar in (ad — 8v)F, das heifit wieder in F' {iberfiihrt
(voriger Artikel). Die zweite Transformation ist offenbar eigentlich oder uneigentlich,
je nachdem, ob die erste eigentlich oder uneigentlich ist.

Sind sowohl F’ in F als auch F in F’ eigentlich enthalten, so nennen wir die
Formen eigentlich dquivalent; sind sie jeweils uneigentlich ineinander enthalten, so
nennen wir sie uneigentlich dquivalent. — Der Nutzen dieser Unterscheidungen wird
sich bald zeigen.

Y Aus der vorangehenden Rechnung geht klar hervor, dass diese Aussage auch fiir Formen mit der
Determinante = 0 gilt. Die Gleichung (d — 8v)? = 1 darf aber nicht auf diesen Fall ausgedehnt werden.
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Beispiel. Die Form 2zx — 8zy + 3yy geht durch die Substitutionen z = 22" + 3/,
y = 32’ +2¢ in die Form —13x'2’ — 122'y’ — 23’y {iber, diese wiederum in jene durch
die Substitutionen 2’ = 2x — y, y' = —3x + 2y. Die Formen (2,4, 3), (—13,—6,—2)
sind also eigentlich dquivalent.

Die Probleme, denen wir uns nun zuwenden, sind folgende. 1. Fiir zwei beliebige
gegebene Formen mit derselben Determinante ist zu untersuchen, ob sie dquivalent
sind oder nicht, und ob eigentlich, uneigentlich oder auf beide Arten, denn auch dies
ist moglich. Haben sie verschiedene Determinanten, so ist zu untersuchen, ob wenigs-
tens eine die andere enthélt, eigentlich, uneigentlich oder auf beide Arten. Schlielich
sind alle Transformationen der einen in die andere zu finden, sowohl die eigentlichen
als auch die uneigentlichen. II. Fiir eine beliebige gegebene Form ist zu ermitteln, ob
eine gegebene Zahl durch sie dargestellt werden kann, und es sind alle Darstellungen
anzugeben. Da Formen mit negativer Determinante hier aber eine andere Methode
verlangen als Formen mit positiver Determinante, werden wir zuerst das behandeln,
was beiden gemeinsam ist, und danach die Formen jeder Art gesondert betrachten.
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Entgegengesetzte Formen.

159.

Enthilt die Form F die Form F' und diese wiederum die Form F", so enthdlt die
Form F auch die Form F".

Die Unbestimmten der Formen F, F’, F" seien der Reihe nach z,y, 2/, ¢/, 2”,y",
und F' gehe in F’ {iber, wenn man

r=or +py. y=~yr'+6
setzt, und F’ in F”, wenn man
o =d2" + By, Y =42+ 5y
setzt. Dann lasst sich F' offenbar in F” iiberfithren durch
z=a(o'z" + BY") + B(Y2" +0%y"), y=r(a'a" +BY") + (2" +6"Y")
oder
z = (ad + By)2" + (af' + B8)y",  y= (va +8v)a" + (v8' + 58")y"

Also enthilt F' die Form F”.
Wegen

(ad + By )(vB" + 60") — (af’ + B ) (va' + 67') = (b — By) (/" — B'Y')

ist dieser Ausdruck positiv, wenn ad — S und o'’ — 3+ beide positiv oder beide
negativ sind; er ist dagegen negativ, wenn eine dieser Zahlen positiv und die andere
negativ ist. Die Form F enthalt also die Form F” eigentlich, wenn F die Form F’
auf dieselbe Weise enthalt wie F’ die Form F”, und uneigentlich, wenn dies auf
verschiedene Weise geschieht.

Daraus folgt: Haben wir beliebig viele Formen F, F', F”, F"" usw., von denen jede
die folgende enthélt, so enthéalt die erste die letzte, und zwar eigentlich, wenn die An-
zahl der Formen, die ihre folgende uneigentlich enthalten, gerade ist, und uneigentlich,
wenn diese Anzahl ungerade ist.

Ist die Form F der Form F' und die Form F' der Form F" dquivalent, so ist die
Form F der Form F" dquivalent, und zwar eigentlich, wenn die Form F der Form
F' auf dieselbe Weise dquivalent ist wie die Form F' der Form F", und uneigentlich,
wenn dies auf verschiedene Weise geschieht.

Da niamlich die Formen F, F’ der Reihe nach den Formen F’, F" dquivalent sind,
enthalten sowohl jene jeweils diese, sodass F' die Form F” enthéilt, als auch diese
jene. Also sind F, F” aquivalent. Aus dem Vorigen folgt aber, dass F' die Form F”
eigentlich oder uneigentlich enthalt, je nachdem, ob F' der Form F’ auf dieselbe oder
auf eine andere Weise dquivalent ist wie F’ der Form F”. Dasselbe gilt dafiir, wie F"
die Form F' enthélt. Im ersten Fall sind F, F” also eigentlich, im zweiten uneigentlich
dquivalent.

97



Untersuchungen tuber héhere Arithmetik

Die Formen (a,—b,c), (¢,b,a), (¢,—b,a) sind der Form (a,b,c) dquivalent, und
zwar die ersten beiden uneigentlich, die letzte eigentlich.

Denn axz + 2bxy + cyy geht in ax’z’ — 2bx’y’ + cy'y’ iiber, wenn man x = 2’ + 0.1/,
y = 0.2/ — 3/ setzt. Diese Transformation ist wegen 1 x —1 — 0.0 = —1 uneigentlich.
In die Form cz'z’ + 2bx’y’ + ay'y’ geht sie durch die uneigentliche Transformation
x =02 +y,y =2+ 0.4 tber und in die Form cx’z’ — 2bz'y’ + ay'y’ durch die
eigentliche z = 0.2/ — ¢/, y = 2/ + 0.9/.

Daraus ist klar, dass jede der Form (a,b,c) dquivalente Form entweder ihr selbst
oder der Form (a, —b, ¢) eigentlich 4quivalent ist. Enthélt eine Form die Form (a, b, ¢)
oder ist sie in ihr enthalten, so enthélt sie ebenso entweder die Form (a, b, ¢) oder die
Form (a,—b,c) eigentlich, oder sie ist in einer von beiden eigentlich enthalten. Die
Formen (a,b,c), (a,—b,c) nennen wir entgegengesetzt.

Benachbarte Formen.

160.
Haben die Formen (a,b,c), (a’,V',c’) dieselbe Determinante und gilt auerdem
¢=a und b = —b (mod.c), oder b+ b’ = 0 (mod. ¢), so nennen wir diese Formen

benachbart. Ist eine genauere Bezeichnung noétig, so nennen wir die erste der zweiten
nach links, die zweite der ersten nach rechts benachbart.

So ist zum Beispiel die Form (7,3,2) der Form (3,4,7) nach rechts benachbart,
die Form (3.1.3) ihrer entgegengesetzten (3, —1,3) nach beiden Seiten.

Benachbarte Formen sind stets eigentlich dquivalent. Denn die Form axx + 2bxy +
cyy geht in die benachbarte Form cz/x’ + 202"y’ + ¢/y'y’ durch die Substitution

r=—y,y=2a+ bicbly’ iiber, die wegen 0 x bicbl — 1 x —1 = 1 eigentlich ist. Das
lasst sich durch Ausmultiplizieren mit Hilfe der Gleichung bb — ac = 't/ — ¢’ leicht
beweisen; bicbl ist nach Voraussetzung eine ganze Zahl. — Diese Definitionen und

Folgerungen gelten nicht, wenn ¢ = a’ = 0 ist. Dieser Fall kann aber nur bei Formen
eintreten, deren Determinante eine Quadratzahl ist.

Die Formen (a,b,c), (a/,V/,c') sind eigentlich dquivalent, wenn a = a'. b =
b (mod.a) gilt. Denn die Form (a,b,¢) ist der Form (¢, —b,a) eigentlich dquivalent
(voriger Artikel), und diese ist der Form (a, ¥, ¢’) nach links benachbart.

Gemeinsame Teiler der Koeffizienten von Formen.

161.

Enthdlt die Form (a,b,c) die Form (a',b',c), so teilt jeder gemeinsame Teiler der
Zahlen a, b, c auch die Zahlen a’, V', , und jeder gemeinsame Teiler der Zahlen a, 2b, c
auch die Zahlen a',2b,c .

Geht namlich die Form azz + 2bxy + cyy durch die Substitutionen z = axz’ + 8/,
y =z’ + 6y’ in die Form a'z'2’ + 202y’ + iy iiber, so gelten die Gleichungen

aca + 2bay + cyy = d
a3+ b(ad + By) +eyd =0’
aBB + 2bB + c66 = ¢
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aus denen die Aussage sofort folgt. Fiir ihren zweiten Teil verwendet man anstelle
der zweiten Gleichung die Gleichung 2aa + 2b(ad + 57) + 2¢y6 = 2V,

Daraus folgt, dass der groite gemeinsame Teiler der Zahlen a, b(2b), ¢ zugleich den
groften gemeinsamen Teiler der Zahlen o, b/ (2b), ¢ teilt. Enthélt also auBerdem die
Form (a/,V', ) die Form (a,b,c), sind die Formen also dquivalent, so ist der grofite
gemeinsame Teiler der Zahlen a,b(2b), ¢ gleich dem grofiten gemeinsamen Teiler der
Zahlen o',V (2b),/, weil dann sowohl jener diesen als auch dieser jenen teilen muss.
Haben in diesem Fall die Zahlen a,b(2b), ¢ keinen gemeinsamen Teiler, ist also ihr
grofiter gemeinsamer Teiler = 1, so haben auch o/, (2b'), ¢ keinen gemeinsamen
Teiler.

Zusammenhang aller gleichartigen Transformationen einer gegebemen Form in eine
gegebene Form.

162.
AUFGABE. Enthdlt die Form
AXX +2BXY +CYY ... F
die Form
axx + 2bxy +cyy ..... f

und ist irgendeine Transformation der ersten in die zweite gegeben, so sind daraus
alle tibrigen ihr gleichartigen Transformationen abzuleiten.

Léosung. Die gegebene Transformation sei X = ax + Sy, Y = vx + dy. Nehmen
wir zunéchst an, dass eine andere, ihr gleichartige Transformation X = o'z + 'y,
Y = 'z + 'y gegeben ist, um zu untersuchen, was daraus folgt. Bezeichnen wir
die Formen und ihre Determinanten durch F, f, = D,d und setzen ad — 5y = e,
o/d — By =€, so gilt (Artikel 157) d = Dee = De’e’. Da nach Voraussetzung e, e’
dasselbe Vorzeichen haben, ist e = ¢’. Es gelten die folgenden sechs Gleichungen:

Aaa+2Bay+Cyy=a  ....... [1]

Ad'd' +2Bdy +Cvy =a ... 2]
Aaf+ B(ad+ pBvy)+Cyvé=b  ...... 3]
AdB + B(§ +8v)+Cyd=b ..., [4]
ABB+2BBS+Céd =c  ....... 5]

AB'B +2BB'S +C8'6' =c ..., [6]

Bezeichnen wir der Kiirze halber die Zahlen

Aad’ + B(ay +~ya') + Cvy/
A(af' + pa’) + B(ad + By + 8"+ da') + C (0" + 67')
ABB + B(BS + 68') + C¢’
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mit o/, 2, ¢/, so leiten wir aus den vorigen Gleichungen die folgenden neuen ab’):

dd — Dy =~y =aa ... [7]
2d'b — D(ary' — ') (ad' + By — B — da’) = 2ab .. [8]
40 — D((ad’ + By — B — 6a/)? + 2ee’) = 2bb + 2ac

Addiert man 2Dee’ = 2d = 2bb — 2ac, so ergibt sich

400 — D(ad’ + By — B — /) =4bb ... [9]
a'd — D(ad —vB")(By — 6a’) = bb

und durch Subtraktion von D(ad — f7)(a/d" — ') = bb — ac folgt

a'd — D(ow - va’)(ﬁél 88Yy=ac ... [10]
20'c — D(ad" + By — 5a’)(B8 — 88" = 2bc .o (1]
dd — DB -8 ) =cc  ........ [12]

Der grofite gemeinsame Teiler der Zahlen a, 2b, ¢ sei nun m, und die Zahlen 2,95, €
seien so bestimmt, dass

Aa + 260+ Cc=m

gilt (Artikel 40). Man multipliziere die Gleichungen 7,8,9,10,11,12 der Reihe nach
mit AU, 2B, BB, 22¢, 2B, €€ und addiere die Produkte. Setzen wir nun der Kiirze
halber

Aa +28Y +e¢d =7 [13]
Aoy —va') + B(ad' + By — 48 — da)
a8y — 88 =U 4]

wobei T, U offenbar ganze Zahlen sind, so ergibt sich
TT — DUU = mm

Wir gelangen also zu dem eleganten Schluss, dass aus je zwei beliebigen gleichartigen
Transformationen der Form F in f eine ganzzahlige Losung der unbestimmten Glei-
chung tt — Duu = mm folgt, nimlich t = T, v = U. Da wir in unseren Uberlegungen
nicht vorausgesetzt haben, dass die Transformationen verschieden sind, muss sogar
eine Transformation, zweimal betrachtet, eine Losung liefern. Dann gilt aber wegen
o =a, B/ = usw. auch a’ =a, ¥ =b, ¢ = cund daher T'=m, U = 0, eine
Losung, die sich von selbst versteht.

“'Diese Gleichungen entstehen folgendermaBen: 7 aus 1.2, das heiBt durch Multiplikation der Glei-
chung (1) mit der Gleichung (2), oder genauer, indem die linke Seite jener mit der linken Seite dieser
und ihre rechte Seite mit der rechten Seite dieser multipliziert und die Produkte gleichgesetzt werden;
8 aus 1.4+ 2.3; die folgende nicht nummerierte aus 1.6 +2.5+ 3.4+ 3.4; die folgende nicht nummerierte
aus 3.4; 11 aus 3.6 + 4.5; 12 aus 5.6. Eine dhnliche Bezeichnung werden wir auch im Folgenden stets
verwenden. Das Ausmultiplizieren miissen wir den Lesern iiberlassen.
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Betrachten wir nun die erste Transformation und die Losung der unbestimmten
Gleichung als bekannt und untersuchen, wie daraus die zweite Transformation abge-
leitet werden kann oder wie o/, 3’,v/,8’ von «a, 3,7,6, T,U abhiangen. Dazu multipli-
zieren wir zunéchst die Gleichung [1] mit 6’ — 37/, [2] mit ad’ —~/3’, [3] mit ay’ —~a/,
[4] mit yo/ — oy’ und addieren die Produkte. Das ergibt

(e+e)d =(ad =By —v8 +6a)a ...... [15]

Ebenso ergibt sich aus
(068" — B3")([1] = [2]) + (ad" — By — 7B+ 6a")([3] + [4]) + (" —~a')([5] — [6])

die Gleichung

20e+ e =2(ad’ — By =48 +6a)b ... [16]
SchlieBlich folgt aus (58" — 88)([3] — [4]) + (ad’ — vB")[5] + (5c/ — B')][6]:

(e+e)d = (ad — By =B +6a)e ...... [17]
Setzt man diese Werte (15,16, 17) in 13 ein, so ergibt sich

(e+ T = (ad — By —vB" + §a)(RAa + 2Bb + €c)
oder

2¢T = (a8’ — By — B +6a')m ... [18]

woraus sich T viel leichter ableiten l4sst als aus [13]. — Verbindet man diese Gleichung
mit 15,16,17, so erhdlt man ma’ = Ta, 2mb = 2Tb, mc = Tec. Setzt man diese
Werte von a’,2b, ¢ in die Gleichungen 7—12 ein und schreibt fiir 77" den Ausdruck
mm + DUU, so gehen sie nach den nétigen Anderungen iiber in

() — v )?mm = aaUU
(0 e/} + 5/ 38 — by = 2abUU

(' + By — B — da/)2mm = 4bbUU
(ay —~a') (B8 — 68" Ymm = acUU
(a8’ + By — B — ') (B — 88" Ymm = 2bcUU
(B8 — 68")*mm = ccUU
Mit Hilfe der Gleichung [14] und der Gleichung 2a+2Bb+ €c = m leitet man daraus
leicht Folgendes ab: Man multipliziert die erste, zweite und vierte; die zweite, dritte

und funfte; die vierte, fiinfte und sechste Gleichung jeweils mit 2(, B, € und addiert

die Produkte.
(oY — v\ Umm = maUU

(ad" + By — B — 6\ Umm = 2mbUU
(B8 — 68" Y Umm = mcUU
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Dividiert man dann durch mU”), so ergibt sich

al = (ay —ya'ym [19]
20U = (ad' + By — B = 6a')ym ... [20]
= (B8 =68 Ym [21]

Aus jeder dieser Gleichungen lasst sich U viel leichter als aus [14] ableiten. — Zugleich
folgt daraus, dass bei jeder Wahl von 2,93, &€, die auf unendlich viele verschiedene
Arten moglich ist, sowohl T" als auch U jeweils denselben Wert behalten.

Multipliziert man nun die Gleichung 18 mit «, 19 mit 25 und 20 mit —q, so ergibt
sich durch Addition

20T + 2(Ba — ab)U = 2(ad — By)a’'m = 2ea’m
Ebenso folgt aus B[18] + £[20] — 2«[21]

28eT + 2(Bb — ac)U = 2(ad — By)B'm = 2e'm
Ferner folgt aus [18] + 26[19] — ~[20]

2veT + 2(6a — vb)U = 2(ad — By)y'm = 2ey'm
SchlieBlich ergibt sich aus §[18] 4 6[20] — 2[21]

26T + 2(6b — yc)U = 2(ad — By)8'm = 2ed'm

Setzt man in diesen Formeln fiir a, b, ¢ die Werte aus 1, 3,5 ein, so folgt

o'm = aT — (aB +~C\U
B'm = BT — (BB + 6C\U
v'm =~T + (aA +yB)U
§'m = 6T + (BA+6B)U")

Aus der vorangehenden Untersuchung folgt, dass es keine Transformation der Form
Fin f gibt, die der gegebenen gleichartig und nicht in der Formel

X = L(at — (aB+~C)u)z + L(Bt — (BB + 6C)u)y
Y =Lyt + (@A +vB)u)z + (6t + (BA+dB)u)y ... (I)

enthalten wére. Dabei durchlaufen t,u alle ganzen Zahlen, die der Gleichung tt —
Duu = mm geniigen. Daraus kdnnen wir aber noch nicht schlieflen, dass alle Werte

“'Das wire nicht erlaubt, wenn U = 0 wire. Dann aber wiirde die Richtigkeit der Gleichungen
19, 20, 21 sofort aus der ersten, dritten und sechsten der vorangehenden Gleichungen folgen.

“Daraus ergibt sich leicht
AeU = (8" — 6" Ym

2BelU = (ad’ — §a’ + 8" — By )m
CeU = (Ba’ —af)m
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von t,u, die jene Gleichung erfiillen, in die Formel (I) eingesetzt geeignete Transfor-
mationen liefern. Es gilt jedoch:

1. Dass die Form F' durch eine Substitution aus beliebigen solchen Werten von
t,u stets in die Form f tbergeht, lasst sich durch Ausmultiplizieren mit Hilfe der
Gleichungen 1,3,5 und der Gleichung ¢t — Duu = mm leicht bestétigen. Die eher
lange als schwierige Rechnung lassen wir der Kiirze halber weg.

2. Jede aus der Formel abgeleitete Transformation ist der gegebenen gleichartig.
Denn .

—(at — (aB +~C)u) x %(& + (BA+ dB)u)
— L(Bt— (BB +6C)u) x L(yt+ (¢A+ vB)u)
=L (ad — Bv)(tt — Duu) = ad — By

3. Haben die Formen F, f verschiedene Determinanten, so kann die Formel (I) fiir
manche Werte von ¢, u Substitutionen liefern, die Briiche enthalten und deshalb ver-
worfen werden miissen. Alle {ibrigen sind jedoch geeignete Transformationen, und
weitere gibt es nicht.

4. Haben dagegen die Formen F| f dieselbe Determinante und sind sie daher dqui-
valent, so liefert die Formel (I) keine Transformationen, die Briiche enthalten, und
stellt somit in diesem Fall die vollstdndige Losung der Aufgabe dar. Das beweisen
wir folgendermaflen.

Aus dem Satz des vorigen Artikels folgt in diesem Fall, dass m zugleich ein ge-
meinsamer Teiler der Zahlen A, 2B, C ist. Wegen tt — Duu = mm gilt tt — BBuu =
mm — ACuu, also ist tt — BBuu durch mm teilbar. Damit ist erst recht 4tt — 4B Buu
dadurch teilbar, und folglich, weil 2B durch m teilbar ist, auch 4t¢ durch mm und
daher 2¢ durch m. Somit sind 2 (¢ + Bu), Z(t — Bu) ganze Zahlen, und zwar, weil
ihre Differenz %Bu gerade ist, entweder beide gerade oder beide ungerade. Wéren
beide ungerade, so wére auch ihr Produkt ungerade. Dieses ist aber als Vierfaches
der Zahl m—lm(tt — BBuu), die wir gerade als ganzzahlig erkannt haben, notwendig
gerade. Dieser Fall ist also unmdglich; daher sind 2 (t+ Bu), 2 (t— Bu) stets gerade
und somit (¢ + Bu), 1(t — Bu) ganze Zahlen. Daraus folgt ohne Miihe, dass alle
vier Koeffizienten in (I) stets ganzzahlig sind. W.z.b.w.

Aus dem Vorigen folgt: Kennt man alle Lésungen der Gleichung tt— Duu = mm, so
lassen sich daraus alle der gegebenen Transformation gleichartigen Transformationen
der Form (A, B,C) in (a,b,c) ableiten. Wie man jene Losungen findet, werden wir
im Folgenden zeigen. Hier bemerken wir nur, dass ihre Anzahl stets endlich ist, wenn
D negativ oder positiv und zugleich eine Quadratzahl ist, dagegen unendlich, wenn
D positiv und keine Quadratzahl ist. Gilt dieser letzte Fall und gilt zugleich die
Gleichheit D= d nicht (oben Punkt 3°), so miisste auBlerdem untersucht werden, wie
sich im Voraus diejenigen Werte von ¢, u, die von Briichen freie Substitutionen liefern,
von denen unterscheiden lassen, die gebrochene ergeben. Fiir diesen Fall werden wir
aber unten eine andere Methode angeben, die diesen Nachteil nicht hat (Artikel 214).
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Beispiel. Die Form zx + 2yy geht durch die eigentliche Substitution z = 22’ + 73/,
y = 2’ +5y' in die Form (6, 24, 99) {iber. Gesucht sind alle eigentlichen Transformatio-
nen jener Form in diese. Hier ist D = —2, m = 3, also lautet die zu 16sende Gleichung
tt + 2uu = 9. Thr wird auf sechs verschiedene Arten geniigt, ndmlich durch die Wahl
t=3,-3,1,—-1,1,—1; u=0,0,2,2, —2, —2 der Reihe nach. Die dritte und die sechste
Loésung ergeben Substitutionen mit Briichen und miissen deshalb verworfen werden.
Aus den {ibrigen folgen vier Substitutionen:

22 + 7y 2’ 4 5y

—22' — 7y — 2’ =5y
v — 22" — 9y v= 2+ 3y

272" + 9y — 2’ =3y

deren erste die gegebene ist.
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Ambige Formen.

163.

Wir haben oben bereits nebenbei erwihnt, dass eine Form F eine andere F sowohl
eigentlich als auch uneigentlich enthalten kann. Das tritt offenbar ein, wenn sich
zwischen die Formen F, I’ eine andere Form G so einschieben ldsst, dass F' die Form
G und G die Form F’ enthalt und die Form G sich selbst uneigentlich dquivalent ist.
Nehmen wir ndmlich an, F' enthalte G eigentlich oder uneigentlich. Da G die Form
G uneigentlich enthélt, enthélt F' die Form G auch uneigentlich beziehungsweise
eigentlich, also in beiden Féllen sowohl eigentlich als auch uneigentlich (Artikel 159).
Ebenso folgt daraus: Auf welche Weise auch G die Form F’ enthalten mag, F' muss die
Form F” stets sowohl eigentlich als auch uneigentlich enthalten. — Dass es Formen
gibt, die sich selbst uneigentlich dquivalent sind, zeigt der naheliegendste Fall, in
dem das mittlere Glied der Form = 0 ist. Eine solche Form ist némlich sich selbst
entgegengesetzt (Artikel 159) und daher uneigentlich dquivalent. Allgemeiner besitzt
jede Form (a,b,c), in der 2b durch a teilbar ist, diese Eigenschaft. Denn ihr ist die
Form (¢, b,a) nach links benachbart (Artikel 160) und daher eigentlich dquivalent.
Nach Artikel 159 ist aber (c¢,b,a) der Form (a,b,c) uneigentlich dquivalent, also ist
(a, b, c) sich selbst uneigentlich &dquivalent. Solche Formen (a, b, ¢), bei denen 2b durch
a teilbar ist, nennen wir ambig. Es gilt also folgender Satz:

Eine Form F enthdlt eine andere Form F' sowohl eigentlich als auch uneigentlich,
wenn sich eine ambige Form finden ldsst, die in F enthalten ist und F' enthdlt. Diese
Aussage lasst sich aber auch umkehren, ndmlich:

Satz iber den Fall, dass eine Form zugleich eigentlich und uneigentlich in einer
anderen enthalten ist.

164.
SATZ. Enthdlt die Form
Axx +2Bzy+Cyy ..... (F)
die Form
Alz's! + 2B 2y + Oy ... (F)

sowohl etgentlich als auch uneigentlich, so ldsst sich eine ambige Form finden, die in
F enthalten ist und die Form F' enthdlt.
Wir nehmen an, dass die Form F' in die Form F’ sowohl durch die Substitution

v=ar' + By, y=n~2'+y
als auch durch die folgende, ihr ungleichartige Substitution iibergeht:
.CL‘:O/I‘,—FB/JI,, y:’yla,:/_i_(s/y/

Bezeichnen wir die Zahlen ad — By, /8’ — f'+ mit e, e/, so gilt B'B' — A'C' =
ee(BB — AC) = ¢'¢/(BB — AC) und daher ee = ¢’¢’. Da nach Voraussetzung e, ¢’
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entgegengesetzte Vorzeichen haben, gilt e = —¢’ oder e+ ¢’ = 0. Setzt man nun in F’

fiir ' den Ausdruck ¢’z” — 'y” und entsprechend 3/, —'z” + o/y” ein, so entsteht

offenbar dieselbe Form, als wenn man in F' schreibt:

entweder 1) fir (8’2" — B'y") + B(—+'2" + o'y")
d.h. (ad —By)2" + (Ba" — ap)y”
und fir y (82" — B'Y") + 6(—2" + y")
d.h. (y0' —8v)x" + (6a' —~B')y"
oder 2) fir x o/ (0’2" — By") + B'(—y'2" +'y") d.h. 2"
und fur y 7/(5/x//_/8/y//) +5/(_7/x//+a/y//) d h e/y//
Bezeichnen wir also die Zahlen ad’ — 37/, fo/ —af’, v6' — 6+, o’/ —~vB mit a,b, ¢, d,
so wird die Form F durch die beiden Substitutionen

T = ax/,+by//, y — Cx//+dy,/; T = ell'//, y — e/yl/

in dieselbe Form tiberfiithrt. Daraus erhalten wir die folgenden drei Gleichungen:

Aaa +2Bac+ Ccc = Ae'e’ ... [1]
Aab + B(ad + bc) + Ced = Be'e! ... 2]
Abb +2Bbd + Cdd = Ce'e’  ....... 3]

Aus den Werten von a, b, ¢, d findet man aber
ad —bc=ee' = —ee = —€e'e’ ...... (4]
Damit ergibt sich aus d[1] — ¢[2]
(Aa + Be)(ad — be) = (Ad — Be)e'e’

und daher
Ala+d)=0

Ferner ergibt sich aus (a + d)[2] — b[1] — ¢[3]

(Ab+ B(a+d) + Cc)(ad — be) = (—Ab+ B(a + d) — Ce)e'e’
und daher

B(a+d)=0
Schlielich folgt aus a[3] — b[2]

(Bb+ Cd)(ad — be) = (—Bb+ Ca)e'e’
und daher

Cla+d)=0
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Da nicht alle A, B, C gleich = 0 sein kénnen, gilt notwendig a+d = 0 oder a = —d.
Aus a[2] — b[1] folgt
(Ba + Cc)(ad — be) = (Ba — Ab)e'e

und somit

Ab—2Ba—Cc=0 ........ [5]
Aus den Gleichungen e + ¢’ =0, a + d = 0 oder

ad — By +add —pB+ =0, af —py -8+’ =0
folgt (a+ /) (6 + ") = (B+ B") (v +4') oder

(@t+a):(v+)=(B+5):(0+7)
Dieses Verhéltnis”) werde in kleinsten Zahlen als m : n geschrieben, sodass m,n
teilerfremd sind. Man wahle u,v so, dass um + vn = 1 gilt. Ferner sei r der grofite
gemeinsame Teiler der Zahlen a, b, c. Sein Quadrat teilt daher aa + be oder bec — ad

oder ee, also teilt » auch e. Nehmen wir bei diesen Festlegungen an, dass die Form
F durch die Substitution

ve ue
T =mt+ —u, Yy=nt— —u
T T

in die Form Mttt + 2Ntu + Puu, (G) iibergeht, so ist diese ambig und enthélt die
Form F”.

Beweis. I. Um zu zeigen, dass die Form G ambig ist, beweisen wir
M (bup — 2apy — cvv) = 2Nr

Da r die Zahlen a,b, ¢ teilt, ist %(b,u,u — 2apuv — cvv) eine ganze Zahl und daher
2N ein Vielfaches von M. Es gilt aber

M = Amm + 2Bmn + Cnn,
Nr = (Amv — B(mu —nv) — Cnu)e .. 6]
Ferner bestatigt man durch Ausmultiplizieren leicht, dass
2¢e+2a=e—¢€ +a—d
=(a=ad)(6+0") = (B-B)v+7)
2b=(a+a)(B~p)~(a-d)(B+p)
gilt. Wegen m(y++') = n(a + '), m(6 + 6") = n(B + B’) ergibt sich daraus

IWiren alle a+a, v+, B+8, +8' gleich = 0, so wiire das Verhéltnis unbestimmt und die Methode
nicht anwendbar. Schon eine kurze Uberlegung zeigt aber, dass dies mit unseren Voraussetzungen
unvereinbar ist. Denn dann wire ad — 8y = o/’ — 5’9/, das heifit e = €, und daher wegen e = —¢’
auch e = ¢/ = 0. Damit wiirde auch B'B’ — A’C’, also die Determinante der Form F’, gleich = 0.
Solche Formen haben wir vollstdndig ausgeschlossen.
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m(2e 4+ 2a) = —2nb oder

me+ma+nb=0 ......... [7]
Ebenso gilt
2¢e—2a=e—¢€ —a+d
=(a+a)(6—0")—(B+B)v—7)
2c=(vy=7)(0+8) = (v +)(6 -9

und daher n(2e — 2a) = —2mc oder

ne—na+mc=0 ......... 8]
Addiert man nun zu mm(bup — 2auv — cvv) den Ausdruck
(1 —mp —nv)(mv(e —a) + (mup+ 1)b)
+(me + ma + nb)(muv + v) + (ne — na + me)mvv

der offenbar = 0 ist, weil

l—puym—-—vu=0, me+ma+nb=0, ne—na+mc=0
gilt, so ergibt sich nach Ausmultiplizieren der Produkte und Weglassen der sich
aufhebenden Glieder 2muve + b. Also gilt
mm(bup — 2auy — cvv) =2mre+b ... .. 9]
Addiert man ebenso zu mn(bup — 2auv — cvv) die Ausdriicke
(1 —mp —nv)((nv —mp)e — (1 +mp +nv)a)
—(me + ma + nb)mpp + (ne — na + me)nvv

so erhalt man
mn(bup — 2apy — cvv) = (nv —mp)e —a . . .. [10]
Addiert man schlieflich zu nn(bup — 2apv — cvv) die Ausdriicke

(mp +nv —1)(nu(e + a) + (nv + 1)c)
—(me + ma + nb)nup — (ne — na + me)(nuv + p)

so ergibt sich

nn(bup — 2apy — cvv) = —2npe —c . ... [11]
Aus 9, 10, 11 leitet man nun ab:
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(Amm + 2Bmn + Cnn)(bup — 2apy — cvv)
= 2e(Amv + B(nv — mpu) — Cnu) + Ab — 2Ba — Cc

oder wegen [6],

M (bup — 2apy — cvv) = 2Nr. W.z.b.w.

II. Um zu beweisen, dass die Form G die Form F’ enthélt, zeigen wir erstens, dass
G in F’ iibergeht, wenn man

t= (pa+vy)a’ + (pB + o)y,
u= g(na —my)z' + g(nﬁ -md)y ... (S)

setzt, und zweitens, dass Z(na —my), Z(nB —md) ganze Zahlen sind.
1. Da F in G tibergeht, wenn man

ve e
rT=mt+—u, y=nt——u
r r

setzt, wird die Form G durch die Substitution (5) in dieselbe Form tiberfiihrt, in
die F' iibergeht, wenn man

z = m((po+vy)z’ + (uB + vd)y')
+ v((na — my)z' + (n8 — md)y")

das heift = a(mp + nv)x’ + B(mp + nv)y' oder = ax’ + By,
und

y = n((pa +vy)z' + (ub + vd)y)
— p((na —my)z' + (nf —md)y')

das heifst = y(nv + mp)x’ + §(nv + mp)y’ oder = v’ 4 oy’ setzt.

Durch diese Substitution geht aber F in F” {iber. Also geht durch die Substitution
(S) auch G in F” iiber.

2. Aus den Werten von e, b, d findet man o’e +~b — ad = 0 oder wegen d = —a die
Gleichung na’e + naa 4+ nyb = 0. Daraus folgt nach [7] die Gleichung na/e + naa =
mrye + m~ya oder

(na —my)a = (my—nale ....... [12]
Ferner gilt anb = —am(e + a), ymb = —m(d’e + aa), und daher
(na —my)b=(a/ —a)me ....... [13]

Schliellich gilt 7v'e — ya + ac = 0. Multipliziert man mit n und setzt fiir na seinen
Wert aus [8] ein, so folgt

(na —my)e=(y—9)ne ....... [14]
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Ebenso ergibt sich e + 0b — 8d = 0 oder nf3’e + ndb + nfa = 0 und damit nach
[7], die Gleichung nf’'e + nfa = mde + mda oder
(nB—md)a=(mdé—npe ....... [15]
Ferner gilt fnb = —fm(e+ a), dmb = —m(p’e + Ba), und daher

(nB—md)b= (B —B)yme ....... [16]
Schliefllich gilt de — da + Sc = 0. Multipliziert man mit n und setzt fiir na seinen
Wert aus [8] ein, so erhédlt man
(nB—md)e=(—0)ne ....... [17]
Da nun der grofite gemeinsame Teiler der Zahlen a, b, c gleich r ist, lassen sich
ganze Zahlen 2,5, € so wahlen, dass
Aa +Bb+Cc=r
gilt. Damit folgt aus 12, 13, 14 und 15, 16, 17

A(my —na’) +B(a/ — a)ym + E(y —+)n
= ~(na—m)
A(md —nB") +B(B — B)ym+ €5 —8)n
r
= g(nﬁ —md)
also sind Z(na —nvy), Z(nf —md) ganze Zahlen. W.z. b. w.

165.
Beispiel. Die Form 3zx + 14zy — 4yy wird in die Form —12x'2" — 182"y’ + 39y'y/

iiberfiihrt, sowohl eigentlich durch die Substitution
r =42 + 11y, y=—-2' -2y

als auch uneigentlich durch die Substitution

r=—T4z" +89y', y=152" — 18y

Hier sind also a+a/, B+, v+,  +6' der Reihe nach —70, 100, 14, —20, und es
gilt —70:14 =100: —20 = 5: —1. Wir setzen daher m =5, n= -1, u =0, v = —1.
Die Zahlen a, b, ¢ ergeben sich als —237, —1170, 48, mit dem groften gemeinsamen
Teiler = 3 = r. SchlieBlich gilt e = 3. Damit lautet die Transformation (S): z = 5t —u,
y = —t. Durch sie geht die Form (3,7, —4) in die ambige Form ¢t — 16tu + 3uu iiber.
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Sind die Formen F, F’ aquivalent, so ist die Form G, die in F enthalten ist, auch
in F’ enthalten. Da sie aber dieselbe Form auch enthélt, ist sie ihr und damit auch
der Form F &quivalent. In diesem Fall l4sst sich der Satz also so aussprechen:

Sind F,F' sowohl eigentlich als auch uneigentlich dquivalent, so ldisst sich eine
beiden dquivalente ambige Form finden. — In diesem Fall ist e = £1, und daher ist
auch r., das e teilt, gleich = 1.

Dies moge iiber die Transformation der Formen im Allgemeinen geniigen. Wir
gehen nun zur Betrachtung der Darstellungen tiber.
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Allgemeines tiber Darstellungen von Zahlen durch Formen und ihren
Zusammenhang mit Transformationen.

166.

Enthdlt die Form F die Form F', so ldsst sich jede durch F' darstellbare Zahl auch
durch F darstellen.

Die Unbestimmten der Formen F, F’ seien der Reihe nach z,y; 2, 7’. Nehmen wir
an, die Zahl M werde durch F’ dargestellt, wenn man 2’ = m, ¢y = n setzt, und die
Form F gehe in F’ durch die Substitution

v=ox' + By, y=~z"+ 0y

tber. Dann nimmt offenbar bei der Wahl

r=am+ fBn, y=ym+n

die Form F' den Wert M an.

Lasst sich M auf mehrere Arten durch die Form F’ darstellen, zum Beispiel auch
durch die Wahl 2’ = m/, y = n/, so folgen daraus mehrere Darstellungen von M
durch F. Gélte namlich zugleich

am+ Bn=am' +Bn’ und ym +dn =ym’' + in’

so wéire entweder ad— v = 0, also gegen die Voraussetzung auch die Determinante
der Form F = 0, oder es ware m = m/, n = n’. Daraus folgt, dass M sich durch F
auf mindestens ebenso viele verschiedene Arten darstellen ldsst wie durch F”.

Enthilt also sowohl F' die Form F” als auch F’ die Form F, sind also mit anderen
Worten F, F' dquivalent, und lasst sich die Zahl M durch eine von beiden darstellen,
so lasst sie sich auch durch die andere darstellen, und zwar durch die eine auf ebenso
viele verschiedene Arten wie durch die andere.

Schliefflich bemerken wir, dass in diesem Fall der grofite gemeinsame Teiler der
Zahlen m,n gleich dem gréfiten gemeinsamen Teiler von am + Sn, ym + dn ist. Der
erste sei = A, und die Zahlen pu, v seien so gewahlt, dass um + vn = A gilt. Dann ist

(6 —yv)(am + Bn) — (Bu — aw)(ym + 6n)
= (ad — By)(um +vn) = £A
Also teilt der grofite gemeinsame Teiler von am + n, ym + on die Zahl A. Umge-
kehrt teilt A auch diesen Teiler, weil es offenbar am + Bn, ym + dn teilt. Der grofite

gemeinsame Teiler ist daher notwendig = A. — Sind also m, n teilerfremd, so sind
auch am + Bn. ~ym + dn teilerfremd.
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167.
SATZ. Die Formen
arr + 2bxy +cyy ... ... (F)
da's! 202y + Yy (F)

seten dquivalent, ihre Determinante = D, und die zweite gehe in die erste iiber,
wenn man

¥ =ax+ By, y =vyz+dy

setzt. Ferner werde die Zahl M durch F' dargestellt, wenn man x = m, y = n setzt,
und daher durch F', wenn man

¥=am+pn=m', y=ym+in=n

setzt, und zwar so, dass m zu n und damit auch m’' zu n' teilerfremd ist. Dann
gehéren beide Darstellungen entweder zu demselben Wert oder zu entgegengesetzten
Werten des Ausdrucks «/D(mod. M), je nachdem, ob die Transformation der Form
F' in F eigentlich oder uneigentlich ist.

Beweis. Man bestimme die Zahlen p, v so, dass um + vn = 1 gilt, und setze

5#—71/:// —BMHWZV/
ad—=pfy " ad—py
Diese Zahlen sind wegen ad — 3 = £1 ganzzahlig. Dann gilt

w'm' +v/n" =1. (Siehe das Ende des vorigen Artikels.)

Ferner sei

p(bm 4+ cen) —v(am 4+ bn) =V,
/J,/(b/m, + C,n/) _ V’(a/m, + b/n/) — V/
Dann sind V, V' die Werte des Ausdrucks /D(mod. M), zu denen die erste und
die zweite Darstellung gehoren. Setzt man in V' fir p/, v/, m’, n’ ihre Werte und in V'

fir a, daa+20ay+ vy
fir b, daf+V(ad+ py)+ v
fir ¢, aBB+2066+ 66

ein, so erhdlt man nach Ausmultiplizieren V = V'(ad — 7).

Also gilt entweder V = V' oder V.= —V’| je nachdem, ob ad — v = +1 oder
= —1 ist. Das heifit, die Darstellungen gehoren zu demselben Wert oder zu entgegen-
gesetzten Werten des Ausdrucks /D(mod. M), je nachdem, ob die Transformation
der Form F’ in F eigentlich oder uneigentlich ist. W.z.b. w.

Hat man also mehrere Darstellungen der Zahl M durch die Form (a, b, ¢) mit teiler-
fremden Werten der Unbestimmten x, y, die zu verschiedenen Werten des Ausdrucks
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Vv D(mod. M) gehoren, so gehoren die entsprechenden Darstellungen durch die Form
(@', V', ) jeweils zu denselben Werten. Gibt es keine Darstellung der Zahl M durch
eine Form, die zu einem bestimmten Wert gehort, so gibt es auch keine Darstellung
zu diesem Wert durch eine dazu dquivalente Form.

168.

SATZ. Wird die Zahl M durch die Form axxz+2bzy—+cyy dargestellt, indem man x,y
die teilerfremden Werte m,n zuweist, und ist der Wert des Ausdrucks v/D(mod. M),
zu dem diese Darstellung gehort, gleich N, so sind die Formen (a,b,c), (M, N, N]X;D)
etgentlich dquivalent.

Beweis. Aus Artikel 155 folgt, dass sich ganze Zahlen u, v finden lassen, sodass

mp+nv =1, plbm+cn) —v(iam+bn) =N

gilt. Damit geht die Form (a,b,c) durch die Substitution x = ma’ — vy, y =
nx’ + py', die offenbar eigentlich ist, in eine Form mit der Determinante = D(mpu +

nv)2, das heifft = D, also in eine dquivalente Form iiber. Schreiben wir diese Form
=(M',N', N/]X/[,,_D), so gilt

M’ = amm + 2bmn + cnn = M,
N’ = —mva + (mp — nv)b+ nuc = N
Die Form, in die (a,b,c¢) durch jene Transformation iibergeht, ist also
(M, N, M=) Wz, b.w.
Aus den Gleichungen

mp+nv =1, pu(mb+ nc) —v(ma+nb) =N
folgt auBlerdem

~ nN+ma+nb  nN+ma+nb
H= amm + 2bmn + cnn M ’
_ mb+nc—mN
v M

Diese Zahlen sind daher ganzzahlig.
Ferner ist zu beachten, dass die Aussage nicht gilt, wenn M = 0 ist. Dann wird

niamlich der Term & ]X[ D ynbestimmt”).

169.

Gibt es mehrere Darstellungen der Zahl M durch (a, b, ¢), die zu demselben Wert
des Ausdrucks y/D(mod. M), N gehoren, wobei wir die Werte von x, y stets als teiler-
fremd voraussetzen, so lassen sich daraus auch mehrere eigentliche Transformationen
der Form (a,b,c)..(F) in (M. N,Y5=2) (G) ableiten. Entsteht nimlich auch aus
den Werten = = m’, y = n’ eine solche Darstellung, so geht (F) auch durch die
Substitution

“'Wollen wir unsere Ausdrucksweise auch auf diesen Fall ausdehnen, so bedeutet die Aussage, N sei
ein Wert des Ausdrucks /D(mod. M) oder es gelte NN = D(mod. M), dass NN — D ein Vielfaches
von M und daher = 0 ist.
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m'N —m'b—n'c

xr = m’x'—i—

M Yy,
,, n'N+ma+n'b
y=nz + i Y

in (G) iber. Umgekehrt ergibt jede eigentliche Transformation der Form (F) in
(G) eine Darstellung der Zahl M durch die Form (F), die zum Wert N gehort. Geht
nadmlich (F) in (G) iber, indem man z = ma’ — vy/, y = na’ + py’ setzt, so wird M
durch (F) dargestellt, wenn man x = m, y = n setzt. Da hier mpu+nv = 1 gilt, ist der
Wert des Ausdrucks y/D(mod. M), zu dem die Darstellung gehort, gleich p(bm+cn)—
v(am+bn), das heifft N. Aus mehreren verschiedenen eigentlichen Transformationen
folgen ebenso viele verschiedene Darstellungen, die zu N gehéren”). — Kennt man alle
eigentlichen Transformationen der Form (F) in (G), so ergeben sich daraus also leicht
alle Darstellungen von M durch (F), die zum Wert N gehoren. Damit ist die Aufgabe,
die Darstellungen einer gegebenen Zahl durch eine gegebene Form zu finden, bei
denen die Unbestimmten teilerfremde Werte erhalten, auf die Aufgabe zuriickgefiihrt,
alle eigentlichen Transformationen jener Form in eine gegebene dquivalente Form zu
finden.

Wenden wir nun das in Artikel 162 Gezeigte darauf an, so folgt leicht: Ist eine
Darstellung der Zahl M durch die Form (F'), die zum Wert N gehort, durch z = «,
y = 7y gegeben, so lautet die allgemeine Formel, die alle Darstellungen derselben Zahl
durch die Form (F'), die zum Wert N gehéren, umfasst:

at — (ab+ ye)u 7yt (a +yb)u
m Y= m

Dabei ist m der grofite gemeinsame Teiler der Zahlen a, 2b, ¢, und ¢, u durchlaufen
alle Zahlen, die der Gleichung tt — Duu = mm geniigen.

INimmt man an, dass zwei verschiedene eigentliche Transformationen dieselbe Darstellung liefern,
so miissen sie folgende Gestalt haben:

1) z=ma' —vy, y=mna'+uy’;

2) z=mz' -y, y=na'+u2.
Aus den beiden Gleichungen

my +nv = m,u' + m/,

u(mb + ne) — v(ma + nb) = ¢’ (mb + nc) — v’ (ma + nb),

folgt aber leicht, dass entweder M = 0 oder u = u', v = v/ gilt. Den Fall M = 0 haben wir bereits
ausgeschlossen.
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170.

Ist die Form (a,b,c) einer ambigen Form dquivalent und damit der Form
(M, N, ¥¥=D) sowohl eigentlich als auch uneigentlich oder sowohl der Form
(M,N, X ]%_ D) als auch der Form (M,—N, % ]\](4_ D) eigentlich dquivalent, so gibt
es Darstellungen der Zahl M durch die Form (F'), die sowohl zum Wert N als
auch zum Wert —N gehoren. Gibt es umgekehrt mehrere Darstellungen der Zahl
M durch dieselbe Form (F'), die zu entgegengesetzten Werten des Ausdrucks
V/D(mod. M), N, —N gehoren, so ist die Form (F') der Form (G) sowohl eigentlich
als auch uneigentlich dquivalent, und es lasst sich eine ambige Form angeben, der
(F) dquivalent ist.

Dies mége hier an allgemeinen Ergebnissen iiber Darstellungen geniigen. Uber
Darstellungen, bei denen die Unbestimmten keine teilerfremden Werte haben, werden
wir weiter unten sprechen. Hinsichtlich der anderen Eigenschaften miissen Formen
mit negativer Determinante ganz anders behandelt werden als Formen mit positiver
Determinante. Wir werden deshalb nun beide Arten getrennt betrachten und mit den
ersten als den leichteren beginnen.
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Formen mit negativer Determinante.

171.

AUFGABE. Zu einer beliebigen Form (a,b,a’) mit negativer Determinante = —D,
wobei D eine positive Zahl bezeichnet, eine eigentlich dquivalente Form (A, B,C)
finden, in der A weder grofier als \/%D, C noch kleiner als 2B ist.

Lésung. Wir nehmen an, dass die gegebene Form nicht alle drei Bedingungen
zugleich erfiillt; sonst miisste man keine andere Form suchen. Sei 0/ der absolut
kleinste Rest der Zahl —b modulo a'*), und sei a” = b/b;i,*D. Dies ist eine ganze Zahl,
weil 0’0 = bb, 'Y + D = bb+ D = aa’ = 0(mod. a’). Ist nun a” < d/, so sei wieder b”
der absolut kleinste Rest von —b’ modulo ¢” und o’ = b"b(;,,,JrD . Ist auch hier a’”’ < a”,
so sei erneut b der absolut kleinste Rest von —b” modulo ¢’ und o = bml;/#.
Man setzt dies fort, bis man in der Folge a’,a”, a””’, a"" usw. einen Term a™*! erreicht,
der nicht kleiner als sein Vorgénger a™ ist. Das muss schliellich eintreten, da man
sonst eine unendliche Folge ganzer Zahlen hétte, die immer weiter abnehmen. Dann
erfiillt die Form (a™, ™, a™*!) alle Bedingungen.

Beweis. 1. 1In der Folge der Formen (a,b,d’), (a’,b',a”), (a”,b",a") usw. ist
jede ihrer Vorgéngerin benachbart; die letzte ist also der ersten eigentlich dquivalent
(Artikel 159, 160). II. Da b™ der absolut kleinste Rest von —b™~! modulo a™ ist, ist
er nicht gréBer als 3a™ (Artikel 4).

III. Da a™a™*! = D4+ und a™*! nicht < a™ ist, ist a™a™ nicht > D +b™b™.
Da 6™ nicht > %am ist, ist a™a™ nicht > D + iamam und %amam nicht > D;
schlieBlich ist a™ nicht > \/3D.

Beispiel. Die gegebene Form sei (304,217,155), ihre Determinante = —31. Hier
ergibt sich die Folge der Formen:

(304,217,155), (155,—62,25), (25,12,7), (7,2,5), (5,—2,7).

Die letzte ist die gesuchte. — Ebenso findet man zur Form (121,49, 20) mit Deter-
minante = —19 die dquivalenten Formen (20,-9,5), (5,—1,4), (4,1,5); somit ist
(4,1,5) die gesuchte Form.

Solche Formen (A, B, C) mit negativer Determinante, bei denen A weder grofier
als / %D,C’ noch kleiner als 2B ist, nennen wir reduzierte Formen. Zu jeder Form
mit negativer Determinante lasst sich also eine eigentlich aquivalente reduzierte Form
finden.

“'Man beachte: Ist bei einer Form (a,b,a’) der erste oder letzte Term a oder @' = 0, so ist ihre
Determinante ein positives Quadrat. Das kann also im vorliegenden Fall nicht eintreten. — Aus ei-
nem #dhnlichen Grund kénnen die #ufleren Terme a,a’ einer Form mit negativer Determinante keine
entgegengesetzten Vorzeichen haben.
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172.

AUFGABE. Die Bedingungen finden, unter denen zweti nicht identische reduzierte
Formen mit derselben Determinante —D, (a,b,c), (a’,b',c), eigentlich dquivalent
sein konnen.

Lésung. Wir diirfen annehmen, dass a’ nicht > a ist und die Form azz + 2bxy+ cyy
in a2’z + 202"y + y'y’ iibergeht, und zwar durch die eigentliche Substitution
= ax' + By, y =~x’ + dy'. Dann gelten die Gleichungen

acer +2bay +eyy=d ... 1]
aaf +b(ad+ By) +eyd =4 L. 2]
ad—py=1 3]

Aus [1] folgt aa’ = (aa + by)? + Dryv; somit ist aa’ positiv. Da ac = D + bb, d'¢’ =
D+b'V, sind auch ac, a’'d positiv; also haben a, d’, ¢, ¢ alle dasselbe Vorzeichen. Aber
sowohl a als auch @’ sind nicht > /4D, also ist aa’ nicht > /3D. Umso weniger
kann daher Dyy (= ad’ — (aa + by)?) groBer als %D sein. Somit ist v entweder = 0
oder = +1.

I. Ist v = 0, so folgt aus [3] entweder & = 1.6 = 1 oder @ = —1, § = —1. In beiden
Fillen ergibt sich aus [1] @’ = a und aus [2] ' —b = +S3a. Aber b ist nicht > 1a, und
b’ ist nicht > %a’ , also auch nicht > %a. Daher kann die Gleichung b’ — b = +a nur
bestehen, wenn

entweder b = V' gilt; daraus wiirde ¢’ = = ¢ folgen, und die Formen
(a,b,c), (a',b,c) wiren entgegen der Voraussetzung identisch;

oder b = —b' = +1a gilt. Auch in diesem Fall ist ¢ = ¢, und die Form (a’,¥’,¢)
ist (a,—b,c), das heifit die zur Form (a, b, c) entgegengesetzte. Zugleich ist klar, dass
diese Formen wegen 2b = +a ambig sind.

IT. Ist v = +1, so ergibt sich aus [1] aaca + ¢ — @’ = +2ba.. Aber ¢ ist nicht kleiner
als a, also auch nicht kleiner als a’. Daher ist accar+c—a’ oder 2ba sicher nicht kleiner
als acce. Da 2b nicht grofler als a ist, ist a nicht kleiner als aq; somit gilt notwendig
entweder o = 0 oder = £1.

1) Ist a = 0, so folgt aus [1] @’ = c. Da a weder grofer als ¢ noch kleiner als o
ist, gilt notwendig o’ = a = ¢. Weiter ergibt sich aus [3] Sy = —1 und damit aus [2]
b+ b = +dc = +da. Hieraus folgt wie in (I), dass

entweder b = b’ gilt; dann wéren die Formen (a,b,¢), (a’,V', ') entgegen der Vor-
aussetzung identisch;

oder b = =V’ gilt; dann sind die Formen (a, b, ¢), (a’,V/, ¢') entgegengesetzt.

2) Ist & = +£1, so folgt aus [1] £2b = a + ¢ — ¢’. Da nun « nicht kleiner ist und
auch ¢ < a’ nicht gilt, ist 2b nicht < a und nicht < ¢. Aber 2b ist auch nicht > a
und nicht > ¢. Daher gilt notwendig +2b = a = ¢ und somit nach der Gleichung
+2b = a+ ¢ — a’ auch = a’. Aus [2] ergibt sich also

b'b'+D __ bb+D
a’ T a

b =alaB +v3) + b(ad + B)
oder wegen ad — By =1
V' —b=a(af+76) + 268y = a(af + 6 £ Bv)
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also notwendig, wie zuvor,

entweder b =1, sodass die Formen (a, b, c), (a’,V/, ") entgegen der Voraussetzung
identisch wéren;

oder b = —b/, sodass jene Formen entgegengesetzt sind. Zugleich sind die Formen
in diesem Fall wegen a = +2b ambig.

Aus allem zusammen folgt, dass die Formen (a, b, c), (a’,V/, ¢’) nur dann eigentlich
dquivalent sein konnen, wenn sie entgegengesetzt und zugleich entweder ambig sind
" = ¢ gilt. Dass die Formen (a,b,c), (a/,b/,¢') in diesen Féllen
eigentlich dquivalent sind, hatte man auch leicht im Voraus sehen kénnen. Denn

entgegengesetzte Formen miissen uneigentlich und, wenn sie auflerdem ambig sind,
D+(a—b)?
a

oder a = ¢ = a

auch eigentlich dquivalent sein. Ist dagegen a = ¢, so ist die Form ( ,a—Db,a)
der Form (a,b, c) benachbart und damit dquivalent. Wegen D + bb = ac = aa gilt
aber W = 2a — 2b, und die Form (2a — 2b,a — b, a) ist ambig. Also ist (a, b, c)
auch ihrer entgegengesetzten Form eigentlich dquivalent.

Ebenso leicht ldsst sich nun entscheiden, wann zwei reduzierte Formen (a,b,c),
(@', b',c), die nicht entgegengesetzt sind, uneigentlich dquivalent sein kénnen. Sie
sind ndmlich uneigentlich dquivalent, wenn (a,b,c), (a/,—V',¢), die nicht identisch
sind, eigentlich dquivalent sind, und umgekehrt. Damit ist die Bedingung, unter der
jene uneigentlich dquivalent sind, dass sie identisch und auflerdem entweder ambig
sind oder a = c gilt. — Reduzierte Formen, die weder identisch noch entgegengesetzt
sind, kénnen weder eigentlich noch uneigentlich dquivalent sein.

173.

AUFGABE. Fliir zwei gegebene Formen F und F' mit derselben negativen Determi-
nante feststellen, ob sie dquivalent sind.

Lésung. Man sucht zwei reduzierte Formen f, f’, die den Formen F, F’ jeweils
eigentlich dquivalent sind. Sind die Formen f, f’ eigentlich, uneigentlich oder auf
beide Arten dquivalent, so gilt das auch fir F', F’. Sind dagegen f, f’ auf keine Art
aquivalent, so auch F', F’ nicht.

Nach dem vorigen Artikel gibt es vier mogliche Félle:

1) Sind f, f’ weder identisch noch entgegengesetzt, so sind F', F’ auf keine Art
dquivalent.

2) Sind f, f' erstens entweder identisch oder entgegengesetzt und zweitens entwe-
der ambig oder haben gleiche duflere Terme, so sind F, F’ sowohl eigentlich als auch
uneigentlich dquivalent.

3) Sind f, f’ identisch, aber weder ambig noch mit gleichen dufieren Termen, so
sind F, F’ nur eigentlich dquivalent.

4) Sind f, f’ entgegengesetzt, aber weder ambig noch mit gleichen dufieren Termen,
so sind F, F’ nur uneigentlich dquivalent.

Beispiel. Zu den Formen (41, 35, 30), (7, 18,47) mit Determinante = —5 findet man
die dquivalenten reduzierten Formen (1,0,5), (2,1,3); also sind jene auf keine Art
aquivalent. — Zu den Formen (23, 38,63), (15, 20, 27) ist dagegen dieselbe reduzierte
Form (2,1, 3) dquivalent. Da diese zugleich ambig ist, sind die Formen (23, 38, 63),
(15,20,27) sowohl eigentlich als auch uneigentlich dquivalent. — Zu den Formen
(37,53,78), (53,73,102) sind die reduzierten Formen (9,2,9), (9,—2,9) dquivalent.
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Da diese entgegengesetzt sind und ihre dufleren Terme gleich sind, sind die gegebenen
Formen sowohl eigentlich als auch uneigentlich &dquivalent.

174.

Die Anzahl aller reduzierten Formen mit einer gegebenen Determinante —D ist
immer endlich und im Verhaltnis zur Zahl D recht klein. Die Formen selbst lassen
sich auf zwei Arten finden. Wir bezeichnen die reduzierten Formen der Determinante
—D allgemein mit (a, b, ¢); es sind also alle Werte von a, b, ¢ zu bestimmen.

Erste Methode. Fiir a nimmt man alle positiven und negativen Zahlen, die nicht
grofler als / %D sind und fiir die —D ein quadratischer Rest ist. Fiir jedes a setzt
man b der Reihe nach gleich allen Werten des Ausdrucks /—D (mod. a), die nicht
grofier als %a sind, jeweils positiv und negativ genommen. Fiir ¢ setzt man bei jedem
bestimmten Wertepaar von a, b den Wert = %. Entstehen dabei Formen, in denen
¢ < a gilt, so verwirft man sie; die iibrigen sind offenbar reduziert.

Zweite Methode. Fiir b nimmt man alle positiven und negativen Zahlen, die nicht
grofer als 5+/3D oder /3D sind. Fiir jedes b zerlegt man bb+ D auf alle moglichen
Arten in zwei Faktoren (auch unter Berticksichtigung verschiedener Vorzeichen), die
beide nicht kleiner als 2b sind. Den einen Faktor, und zwar bei ungleichen Faktoren
den kleineren, setzt man = a, den anderen = c¢. Da a nicht > / %D ist, sind alle so
entstehenden Formen offenbar reduziert. — Schliellich ist klar, dass jede reduzierte
Form mit jeder der beiden Methoden gefunden wird.

Beispiel. Sei D = 85. Die Grenze fiir die Werte von a ist hier / %, die zwischen
10 und 11 liegt. Die Zahlen zwischen 1 und 10 (einschlielich), fiir die —85 ein Rest
ist, sind 1, 2,5, 10. Daraus ergeben sich zwo6lf Formen:

(1,0,85), (2,1,43), (2,-1,43), (5,0,17),
(10,5,11), (10. —5,11); (—1,0,—85), (—2,1,—43),
(=2,-1,-43). (=5,0,—17), (-10,5,—11, (—10,—5, —11).

Bei der anderen Methode ergibt sich als Grenze der Werte von b die Zahl / %5, die
zwischen 5 und 6 liegt. Fiir b = 0 entstehen die Formen

(17 07 85)7 (_17 07 _85)7 (57 07 17)7 (_5a 07 _17)7
und fiir b = +1 diese: (2,+1,43), (—2,+1,—43).
Fiir b = £2 gibt es keine, da sich 89 nicht in zwei Faktoren zerlegen lésst, die beide

nicht < 4 sind. Dasselbe gilt fiir 3, +4. Schliefflich ergeben sich fiir b = +5

(10,45,11), (=10, £5. — 11).
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175.

Verwirft man aus allen reduzierten Formen einer gegebenen Determinante von
je zwei Formen, die zwar nicht identisch, aber eigentlich dquivalent sind, eine der
beiden, so haben die verbleibenden Formen folgende bemerkenswerte Eigenschaft:
Jede Form mit derselben Determinante ist einer von ihnen eigentlich dquivalent, und
zwar nur einer einzigen (sonst wéren einige von ihnen eigentlich dquivalent). Also
lassen sich alle Formen mit derselben Determinante in ebenso viele Klassen einteilen,
wie Formen 1ibrig bleiben, indem man die Formen, die derselben reduzierten Form
eigentlich dquivalent sind, derselben Klasse zuordnet. So bleiben fiir D = 85 die
Formen

(1,0,85), (2,1,43), (5,0,17), (10,5,11),
(—=1,0. — 84), (—2,1,-43). (—5,0,—17), (—10,5,—11)

iibrig. Alle Formen mit Determinante —85 lassen sich also in acht Klassen eintei-
len, je nachdem, ob sie der ersten, der zweiten usw. Form eigentlich &dquivalent sind.
Offenbar sind Formen derselben Klasse eigentlich dquivalent, wiahrend Formen aus
verschiedenen Klassen nicht eigentlich dquivalent sein konnen. Die Klassifikation der
Formen werden wir weiter unten viel ausfiihrlicher behandeln. Hier fligen wir nur
eine Beobachtung hinzu. Wir haben oben schon gezeigt: Ist die Determinante der
Form (a,b,c) negativ = —D, so haben a und ¢ dasselbe Vorzeichen (denn es gilt
ac = bb+ D, und dieser Wert ist positiv). Ebenso erkennt man leicht, dass bei dqui-
valenten Formen (a,b,c), (a/,b',c) alle a,c,a’,c dasselbe Vorzeichen haben. Geht
namlich die erste durch die Substitution z = ax’ + 8y, y = v2' + 0y in die zweite
iiber, so gilt aaa + 2bay + ¢yy = a’ und daher aa’ = (aa + b3)? + Dy, was sicher
nicht negativ ist. Da aber a nicht null sein kann und @’ = 0 ausgeschlossen ist, ist
aa’ positiv, und damit haben a,a’ dasselbe Vorzeichen.

Damit ist klar, dass die Formen mit positiven d&ufleren Termen von denen mit ne-
gativen duBeren Termen vollstdndig getrennt sind. Es reicht aus, von den reduzierten
Formen nur die mit positiven dufleren Termen zu betrachten, denn die tibrigen sind
gleich zahlreich und entstehen aus ihnen, indem man den dufleren Termen die entge-
gengesetzten Vorzeichen gibt. Dasselbe gilt fiir die Formen, die aus den reduzierten
Formen zu verwerfen oder beizubehalten sind.
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176.

Hier steht nun fiir einige negative Determinanten eine Tabelle von Formen, nach
denen sich alle iibrigen Formen mit derselben Determinante in Klassen einteilen las-
sen. Nach der Bemerkung im vorigen Artikel geben wir nur die Hélfte an, ndmlich
die Formen mit positiven dufleren Termen.

D
1](1,0,1).

2| (1,0,2).

31(1,0,3), (2,1,2).

41 (1,0,4), (2,0,2).

51(1,0,5), (2,1,3).

6| (1,0,6), (2,0,3).

71(1,0,7), (2,1,4).

81 (1,0,8), (2,0,4), (3,1,3)

91(1,0,9), (2,1,5), (3.0,3)

10 | (1,0,10), (2,0,5).

11| (1,0,11), (2,1,6), (3,1,4), (3,—1,4).
12 | (1,0,12), (2,0,6), (3,0,4), (4,2,4).

Es wire unnétig, diese Tabelle hier weiter fortzusetzen, da wir weiter unten zeigen
werden, wie sie sich viel zweckméfiger anordnen lésst.

Also ist jede Form mit Determinante —1 der Form xx + yy eigentlich dquivalent,
wenn ihre auleren Terme positiv sind, oder der Form —xx —yy, wenn sie negativ sind;
jede Form mit Determinante —2 und positiven dufleren Termen der Form xz + 2yy
usw.; jede Form mit Determinante —11 und positiven dufleren Termen einer der
Formen zx + 11lyy, 2zx + 2zy + 6yy, 3zx + 2zy + dyy, 3xz — 22y + 4yy usw.
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177.

AUFGABE. Gegeben ist eine Folge von Formen, in der jede ihrer Vorgdngerin nach
rechts benachbart ist. Gesucht ist eine eigentliche Transformation der ersten Form
in eine beliebige Form der Folge.

Losung. Die Formen seien (a,b,a’) = F; (d/,V,d") = F'; (a",b",a") = F”;
(@, ", a"") = F" usw. Wir bezeichnen bz,bl, blj,f’”, b";,',l,’m usw. jeweils mit h’, h”, h""’
usw. Die Unbestimmten der Formen F, F', F" usw. seien z,y; =',y/; 2, y” usw. Wir
nehmen an, dass F' iibergeht

in I/ bei x=dx + [y, y=~2"+y

F// T = O// 7 + 6// //, y = ,Y//x// + (5” "

F" x = o 4 By, y = A" 4 5y
usw.

Da nun F in F’ ibergeht bei oz = —y', y=a'+h'y
F/ in F// bel x/ — 7y//’ y/ — x// + h//y//
F" in F" bei o = —y", y" = 2" + 1"y usw. (Artikel 160)

so ergibt sich leicht folgender Algorithmus (Artikel 159):

1 & =n

=0  p= v =
a// — ﬁ/ /8// h///B/ ,y 5/ 5// _ h//é/
O/// — /8// /8/// h///B// / ,Y — 6 5/// h///(s// /
a//// — B/// /8//// — h////ﬁ/// _ ,y//// 6/// 5//// — h////&/// _
usw.
oder
o =0 g =— 'y:l 8y =hn
a// — 5/ /3” — h//B/ ,)/ 6/ 6// — h//é‘/ _ 1
a/// — /6// /8/// — h///B// _ 5/ ,}/ 6 5/// — h///é// _ 5/
a//// — /8/// /3//// — h////B/// _ 6// ,Y//// 5/// 5//// — h////é‘/// _ 6//

Usw.

Dass alle diese Transformationen eigentlich sind, folgt ohne Miihe sowohl aus ihrer
Konstruktion als auch aus Artikel 159.

Dieser sehr einfache und fiir die Rechnung praktische Algorithmus ist dem in Arti-
kel 27 beschriebenen Algorithmus analog und lisst sich auch auf ihn zuriickfithren™.
Diese Losung ist nicht auf Formen mit negativer Determinante beschrankt, sondern
gilt in allen Féllen, sofern keine der Zahlen o', a”, a” usw. = 0 ist.

n der Bezeichnung von Artikel 27 gilt nimlich 8" = =R R, =" ...+ "], wobei fiir die
jeweils zur Wahl stehenden Vorzeichen — —; — +; + —; 4+ 4 zu nehmen sind, je nachdem, ob n die Form
4k + 0; 1; 2; 3 hat, und

" =Z£[,-n" h". L. +h"]
wobei die zur Wahl stehenden Vorzeichen + —; + +4; — —; — 4 sein miissen, je nachdem, ob n die Form

4k + 0; 1; 2; 3 hat. Um uns kurz zu halten, kénnen wir dies hier nicht ausfiihrlicher entwickeln; jeder
kann es aber leicht selbst nachpriifen.
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178.

AUFGABE. Zu zwei gegebenen, eigentlich dquivalenten Formen F, f mit derselben
negativen Determinante eine eigentliche Transformation der einen in die andere
finden.

Losung. Wir nehmen an, dass die Form F gleich (A4, B, A’) ist und man mit der
Methode von Artikel 171 die Folge der Formen (A’, B', A”), (A", B", A”") usw. bis
zu (A™, B™, A™+1) gefunden hat, wobei die letzte Form reduziert ist. Ebenso sei f
gleich (a, b, a’), und mit derselben Methode sei die Folge (a’, V', a”), (a”,b”,a") bis zu
(a™,b",a" 1) gefunden worden, wobei die letzte Form reduziert ist. Dann sind zwei
Falle moglich.

I. Die Formen (A™, B™, A™*t1) (a" b" a"*!) sind entweder identisch oder
entgegengesetzt und zugleich ambig. Dann sind die Formen (A™~! B™~1 A™),
(™, —b""1,a" 1) benachbart (dabei bezeichnet A™~! den vorletzten Term der
Folge A, A", A" ... A™, und B™~!, "', b»~! haben entsprechende Bedeutungen).
Denn A™ = ¢, B™" ! = —B™ (mod. A™), b"~! = —b" (mod. a” oder A™), also
Bl —pn=l = p» — B™ und damit = 0, wenn die Formen (A™, B™, A™+1)
(a™,b",a™ 1) identisch sind, und = 2b", also = 0, wenn sie entgegengesetzt und
ambig sind. Somit ist in der Folge der Formen

(A, B, A), (A, B A").... (A", B"1 A™),
(a™, =01, a™ ), (a1, —b""%,a"?) ... (d, b, a), (a,b,a’)
jede Form ihrer Vorgédngerin benachbart. Nach dem vorigen Artikel ldsst sich also
eine eigentliche Transformation der ersten Form F' in die letzte f finden.
II. Die Formen (A™, B™, A™+1), (a",b", a"*!) sind nicht identisch, sondern ent-

gegengesetzt, und zugleich gilt A™ = A"+l = ¢ = ¢"*!. Dann besitzt die Folge der
Formen

(A,B, A, (A',B',A")....(A™ B™ A",

(a",—bn_l,a”_l), (a"_l,—b”_g,a"_z)....(a',—b, a), (a,b,a)

dieselbe Eigenschaft. Denn A™+! = ¢" und B™ — b"~! = —(b" + b"1) ist durch
a” teilbar. Nach dem vorigen Artikel findet man also eine eigentliche Transformation
der ersten Form F' in die letzte f.

Beispiel. So ergibt sich fiir die Formen (23. 38, 63), (15, 20,27) die Folge

(23,38,63). (63,25,10), (10,5,3), (3,1.2),
(2. —7,27), (27,-20,15), (15,20,27)

und damit
h/ — 1’ h// — 3, h/// — 27 h//// — _3, h///// — _1, h////// — 0

Daraus folgt diese Transformation der Form 23zx + 76xy + 63yy in 15tt +40tu+27uu:
r=—13t — 18u, y = 8t + 11u.
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Aus dieser Losung folgt ohne Miihe die Losung der Aufgabe: Sind die Formen F, f
uneigentlich dquivalent, so soll eine uneigentliche Transformation der Form F in f
gefunden werden. Sei ndmlich f = att + 2btu + a’uu. Dann ist die entgegengesetzte
Form app — 2bpq + a’qq der Form F eigentlich dquivalent. Man sucht eine eigentliche
Transformation der Form F' in jene, x = ap + Bq, y = vp + §¢q. Offenbar geht dann
Fin f iiber, wenn man x = at — Su, y = yt — du setzt, und diese Transformation ist
uneigentlich.

Sind die Formen F| f also sowohl eigentlich als auch uneigentlich dquivalent, so
lésst sich sowohl eine eigentliche als auch eine uneigentliche Transformation finden.

179.

AUFGABE. Sind die Formen F, f dquivalent, so sollen alle Transformationen der
Form F in f gefunden werden.

Lésung. Sind die Formen F, f nur auf eine Art dquivalent, das heiffit nur eigentlich
oder nur uneigentlich, so sucht man nach dem vorigen Artikel eine Transformation
der Form F in f. Offenbar kann es nur weitere Transformationen geben, die dieser
gleichartig sind. Sind dagegen die Formen F', f sowohl eigentlich als auch uneigentlich
dquivalent, so sucht man zwei Transformationen, eine eigentliche und eine uneigent-
liche. Sei nun die Form F = (A, B,C), ferner BB — AC = —D und der grofite
gemeinsame Teiler der Zahlen A,2B,C = m. Aus Artikel 162 folgt: Im ersten Fall
lassen sich alle Transformationen der Form F'in f aus einer Transformation herleiten;
im zweiten Fall alle eigentlichen aus der eigentlichen und alle uneigentlichen aus der
uneigentlichen, sofern man alle Losungen der Gleichung tt + Duu = mm kennt. Sind
diese gefunden, ist die Aufgabe also geldst.

Es gilt aber D = AC — BB, 4D = 4AC — 4BB, also ist 22 = 44C _ (282 ¢jpe
ganze Zahl. Ist nun

1) é—% > 4, so gilt D > mm. Daher muss in ¢t + Duu = mm notwendig u = 0
sein, und ¢ kann nur die Werte +m und —m haben. Somit gilt: Sind F', f nur auf
eine Art aquivalent, und ist eine Transformation

v=oax' + By, y=~z"+0y

gegeben, so gibt es aufler dieser, die aus ¢ = m entsteht (Artikel 162), und der

folgenden
/

v=—az' =By, y=-—va'—dy

keine weiteren. Sind dagegen F', f sowohl eigentlich als auch uneigentlich dquivalent,
und hat man eine eigentliche Transformation

r=oar' + By, y=~yr'+ 5
und eine uneigentliche
r=d2' + 8y, y=+2"+5§y
so gibt es aufler der ersten (aus t = m) und dieser
r=—azx' — By, y=—v2' -5y (aus t = —m)
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keine weitere eigentliche; ebenso gibt es keine weitere uneigentliche aufler
l‘:a,$/+6/y/, y:’}/l‘,-i-(sl /;
undmz—o/x'—ﬁ’y', y'z—v'm'—&'y'

2) Ist é—Dm = 4 oder D = mm, so hat die Gleichung tt + Duu = mm vier Losungen
t,u;=m,0; —m,0; 0,1; 0,—1. Sind also F', f nur auf eine Art dquivalent, und ist
eine Transformation

v=oax' + By, y=~z"+0y
gegeben, so gibt es insgesamt vier Transformationen,
r=x+ax' + B8y, y=+y2' £/
aB +~yC BB+ 6C
= o’ F '
m m

I

B jZOzA—F’yBaC, n BA+5By,
m m

Sind dagegen F', f auf zwei Arten dquivalent, oder gibt es neben der gegebenen
Transformation eine weitere, ihr ungleichartige, so liefert auch diese vier Transforma-
tionen, die den ersten vier ungleichartig sind. Damit gibt es acht Transformationen.
— Ubrigens lisst sich leicht beweisen, dass in diesem Fall F, f tatsichlich immer
auf beide Arten éiquivalent sind. Denn wegen D = mm = AC — BB teilt m auch
B. Die Form (R7 %, R) hat die Determinante = —1 und ist daher der Form (1,0, 1)
oder dieser (—1,0, —1) dquivalent. Man sieht leicht, dass dieselbe Transformation, die
(4,8 Cyin (il()iﬂ)ﬂbmﬁﬂwu(hernn(AﬁB,Cﬁin(inuo,inwiﬁmﬂﬁhm,dm
ambig ist. Da die Form (A, B, C) einer ambigen Form dquivalent ist, ist sie also jeder
Form, der sie dquivalent ist, sowohl eigentlich als auch uneigentlich &dquivalent.

3) Ist % = 3 oder 4D = 3mm, so ist m gerade, und alle Losungen der Gleichung

tt + Duu = mm sind die folgenden sechs:
t,u;=m,0; —m,0; 2m,l, 2m —1; %m,—l; —%m,l
Hat man also zwei ungleichartige Transformationen der Form F'in f,
r=ar + By, y=n~2'+
r=dd' + 8y, y=+2"+8Yy
so erhélt man zwolf Transformationen, ndmlich sechs, die der ersten gleichartig sind,

r=da2x' £ 8y, y= i’yx'iéy/

A B A 6B
yzi@7+a+”%ﬂi( + A0y
:U:j:(%a—i—aBJ”C)x’j:( B+BB+5C')y

A+~B A+6B
y =45y - LB + (56 - FEEE)y

und sechs, die der zweiten gleichartig sind. Diese entstehen aus den vorstehenden,
indem man fiir o, 3, 7, d die Werte o, ', +/, &' setzt.
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Dass in diesem Fall F, f immer auf beide Arten dquivalent sind, beweisen wir so:
Die Form (%, %, %) hat die Determinante = —é—?n = —3 und ist deshalb (Artikel
176) entweder der Form (£1,0,£3) oder dieser (£2,+1,+2) dquivalent. Daraus er-
kennt man leicht, dass die Form (A, B,C) entweder der Form (£3m,0,£3m) oder
dieser (+m, %m, :I:m)*) aquivalent ist. Beide sind ambig, also ist sie jeder dquivalenten
Form auf beide Arten dquivalent.

4) Nimmt man 2 = 2 an, so ergibt sich (22)? = 4%—2 und damit = 2 (mod. 4).
Da aber kein Quadrat = 2 (mod. 4) sein kann, ist dieser Fall unméglich.

5) Nimmt man 22 = 1 an, so ergibt sich (22)2 = 4£¢ — 1 = —1 (mod. 4). Da
dies unmoglich ist, kann auch dieser Fall nicht eintreten.

Da auflerdem D weder = 0 noch negativ ist, gibt es keine anderen als die aufge-

zahlten Falle.
180.

AUFGABE. Alle Darstellungen einer gegebenen Zahl M durch die Form axx —+
2bxy + cyy . .. F' mit negativer Determinante —D finden, in denen x,y teilerfremde
Werte annehmen.

Lésung. Aus Artikel 154 folgt, dass M nur dann auf die verlangte Art dargestellt
werden kann, wenn —D ein quadratischer Rest von M ist. Man bestimmt also zuerst
alle verschiedenen (das heifst inkongruenten) Werte des Ausdrucks / — D (mod. M).
Diese seien N, —N,N’, —N’ N” —N" usw. Um die Rechnung einfacher zu machen,
kann man alle N, N’ usw. so wahlen, dass sie nicht > %M sind. Da jede Darstellung
zu einem dieser Werte gehoren muss, betrachten wir die Werte einzeln.

Sind die Formen F, (M, N, 2 “E\f[VN ) nicht eigentlich dquivalent, so gibt es keine
Darstellung von M, die zum Wert N gehort (Artikel 168). Sind sie es dagegen, so
sucht man eine eigentliche Transformation der Form F' in

D+NN ,,
—y'y

M// 2N//
rx + Ty + Vi

und zwar sei diese
v=oax' + By, y=~z"+05y

Dann ist * = «,y = ~ eine Darstellung der Zahl M durch F, die zu N gehort. Sei
der grofite gemeinsame Teiler der Zahlen A, 2B, C', = m; wir unterscheiden drei Fille
(voriger Artikel):
1) Ist % > 4, so gibt es keine anderen Darstellungen, die zu N gehoren, als diese
beiden: © = o,y = v; © = —a,y = —y (Artikel 169, 179).
2) Ist % =4, so gibt es vier Darstellungen
aB +~C _ 4 aA+~B

r=%a, y=%v r=F———,
m m

“'Man kann beweisen, dass die Form (A, B, C) notwendig der zweiten dquivalent ist; das ist hier aber
nicht nétig.
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3) Ist % = 3, so gibt es sechs Darstellungen

r = *aq, y==+7;
5= +(ba— ABNO) g gLy odtb)

x:i(2a+aB+’YC)’ y::l:(ny aA+’yB)

Ebenso sind die Darstellungen zu bestimmen, die zu den Werten —N.N’, — N’ usw.
gehoren.

181.

Die Suche nach den Darstellungen der Zahl M durch die Form F', bei denen z,y
keine teilerfremden Werte haben, ldsst sich leicht auf den schon betrachteten Fall
zuriickfithren. Eine solche Darstellung entstehe durch © = pe,y = uf, wobei u der
grofite gemeinsame Teiler von ue, puf ist, das heifit e, f teilerfremd sind. Dann gilt
M = pu(Aee + 2Bef + Cff), also ist die Zahl durch upu teilbar. Die Substitution
x = e,y = f stellt dagegen die Zahl u% durch die Form F' dar, wobei z, y teilerfremde
Werte haben. Ist also M durch kein Quadrat aufler 1 teilbar, zum Beispiel, wenn es
eine Primzahl ist, so gibt es keine solchen Darstellungen von M. Hat dagegen M
quadratische Teiler, so seien diese pu, vv, 7w usw. Man sucht zuerst alle Darstellun-
gen der Zahl % durch die Form (A, B, (), bei denen z,y teilerfremde Werte haben.
Multipliziert man diese Werte mit pu, so erhélt man alle Darstellungen von M, bei
denen der grofite gemeinsame Teiler der Zahlen z,y gleich u ist. Ebenso liefern alle
Darstellungen von -7, bei denen die Werte von z,y teilerfremd sind, alle Darstellun-
gen von M, bei denen der grofite gemeinsame Teiler der Werte von x, y gleich v ist,
usw.

Damit ist klar, dass sich mit den vorigen Regeln alle Darstellungen einer gegebenen
Zahl durch eine gegebene Form mit negativer Determinante finden lassen.
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Besondere Anwendungen auf die Zerlequng von Zahlen in zwei Quadrate, in ein
Quadrat und das Doppelte eines Quadrats, in ein Quadrat und das Dreifache eines
Quadrats.

182.

Wir wenden uns einigen besonderen Fillen zu, sowohl wegen ihrer bemerkenswer-
ten Eleganz als auch wegen der anhaltenden Arbeit, die der beriihmte Euler ihnen
gewidmet hat. Dadurch haben sie gewissermaflen klassischen Rang erlangt.

I. Durch die Form xx + yy lasst sich eine Zahl nur dann so darstellen, dass x zu y
teilerfremd ist (oder in zwei teilerfremde Quadrate zerlegen), wenn —1 ein quadrati-
scher Rest dieser Zahl ist. Umgekehrt ist dies bei allen solchen Zahlen moglich, wenn
man sie positiv nimmt. Sei M eine solche Zahl, und seien alle Werte des Ausdrucks
v/ —1 (mod. M) die folgenden: N, —N, N, =N’/ N” —N" usw. Dann ist nach Artikel
176 die Form (M, N, ¥ ]X/IH) der Form (1,0, 1) eigentlich dquivalent. Eine eigentliche
Transformation der zweiten in die erste sei x = ax’ + By, y = v’ + dy’. Dann sind
die Darstellungen der Zahl M durch die Form zz +yy, die zu N gehoren, diese vier'):
r==xo,y =%y, =Fvy,y = fa.

Da die Form (1,0,1) ambig ist, ist offenbar auch die Form (M, —N, %) ihr
eigentlich dquivalent, und die erste geht eigentlich in die zweite iiber, wenn man
x = ar’'— By, y = —ya'+0y’ setzt. Daraus ergeben sich vier Darstellungen von M, die
zu —N gehoren: x = +a,y = Fv; * = +7,y = +a. Es gibt also acht Darstellungen
von M, von denen die eine Hélfte zu N, die andere zu —N gehort. Sie alle ergeben
aber nur eine Zerlegung der Zahl M in zwei Quadrate, M = aa + 77y, wenn wir
nur die Quadrate selbst betrachten, ohne ihre Reihenfolge oder die Vorzeichen ihrer
Wurzeln zu berticksichtigen.

Gibt es also keine anderen Werte des Ausdrucks / — 1 (mod. M) als N und —N,
was zum Beispiel eintritt, wenn M eine Primzahl ist, so ldsst sich M nur auf eine
Art in zwei teilerfremde Quadrate zerlegen. Da nun —1 ein quadratischer Rest jeder
Primzahl der Form 4n + 1 ist (Artikel 108) und sich eine Primzahl offenbar nicht in
zwel Quadrate zerlegen ldsst, die nicht teilerfremd sind, haben wir den Satz:

Jede Primzahl der Form 4n+1 ldsst sich in zwei Quadrate zerlegen, und zwar nur
auf eine Art.

1=0+4+1, 5=1+44, 13=4+9, 17=1+416,
29=4+25, 37=1+36, 41=16+25, 53 =4-+49,
61=25+36, 73=9+64, 89=254+64, 97=164+81 usw.

Diesen sehr eleganten Satz kannte schon Fermat, doch bewies ihn zuerst der berithmte
Euler, Comm. nov. Petr. Bd. V, fir die Jahre 1754, 1755, S. 3 ff. In Bd. IV steht
eine Abhandlung zum selben Thema, S. 3 ff.; damals hatte er die Sache aber noch
nicht vollstédndig abgeschlossen. Siehe besonders Artikel 27.

Lésst sich also eine Zahl der Form 4n + 1 entweder auf mehrere Arten oder gar
nicht in zwei Quadrate zerlegen, so ist sie sicher keine Primzahl.

“Dieser Fall ist nimlich offenbar unter (2) von Artikel 180 enthalten.
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Hat umgekehrt der Ausdruck / — 1 (mod. M) aufler N und —N noch andere
Werte, so gibt es weitere Darstellungen von M, die zu diesen gehoren. In diesem
Fall lasst sich also M auf mehrere Arten in zwei Quadrate zerlegen, zum Beispiel
65 =1+64=16+49, 221 =25+ 196 = 100 + 121.

Die iibrigen Darstellungen, bei denen x, y keine teilerfremden Werte haben, lassen
sich mit unserer allgemeinen Methode leicht finden. Wir bemerken nur: Enthélt eine
Zahl Faktoren der Form 4n + 3, die sich durch keine Division durch ein Quadrat ent-
fernen lassen (was eintritt, wenn einer oder mehrere dieser Faktoren mit ungeradem
Ezponenten vorkommen), so lisst sie sich auf keine Art in zwei Quadrate zerlegen”.

II. Durch die Form xz + 2yy lédsst sich keine Zahl, fiir die —2 ein Nichtrest ist, so
darstellen, dass = zu y teilerfremd ist; bei allen {ibrigen ist dies méglich. Sei —2 ein
Rest der Zahl M und N ein Wert des Ausdrucks \/ — 2 (mod. M). Dann sind nach
Artikel 176 die Formen (1,0,2), (M, N, ¥ ]]\(4”) eigentlich dquivalent. Die erste gehe
durch x = ax’+ By, y = y2' + 6y’ eigentlich in die zweite iber. Dann ist z = o,y = v
eine Darstellung der Zahl M, die zu N gehort. Aufler dieser und z = —a,y = —v
gehoren keine weiteren zu N (Artikel 180).

Wie oben erkennt man, dass die Darstellungen © = +a,y = Fv zum Wert —N
gehoren. Alle vier Darstellungen ergeben nur eine Zerlegung von M in ein Quadrat
und das Doppelte eines Quadrats. Gibt es aufler N und —N keine weiteren Werte des
Ausdrucks /—2 (mod. M), so gibt es keine weiteren Zerlegungen. Mit den Aussagen
von Artikel 116 folgt daraus leicht der Satz:

Jede Primzahl der Form 8n + 1 oder 8n + 3 ldsst sich in ein Quadrat und das
Doppelte eines Quadrats zerlegen, und zwar nur auf eine Art.

1=1+0, 3=1+2, 11=9+2, 17=9+38,
19=1+18, 41=9+432. 43=25+4+18, 59=9+ 50,
67=49+18, 73=1472, 83=281+42,
89 =81+8, 97=25472 usw.

Auch diesen Satz kannte Fermat, wie mehrere dhnliche; den ersten Beweis gab aber
der berithmte La Grange, Suite des recherches d’Arithmétique, Nouv. Mém. de I’Ac.
de Berlin 1775, S. 323 ff. Vieles zum selben Thema hatte bereits der bertthmte Euler
geklart, Specimen de usu observationum in mathesi pura, Comm. nov. Petr. Bd.
VI, S. 185 ff. Ein vollstdndiger Beweis des Satzes entzog sich aber immer seinen
Bemiithungen, S. 220. Vergleiche auch die Abhandlung in Bd. VIII (fiir die Jahre
1760, 1761), Supplementum quorundam theorematum arithmeticorum, gegen Ende.

st die Zahl M = 2#Sa®b’c7 .. ., wobei a, b, c usw. verschiedene Primzahlen der Form 4n + 1 sind
und S das Produkt aller Primfaktoren von M der Form 4n + 3 ist (jede positive Zahl 14sst sich in diese
Form bringen, indem man p = 0 setzt, wenn M ungerade ist, und S = 1, wenn M keine Faktoren der
Form 4n+ 3 enthélt), so lasst sich M auf keine Art in zwei Quadrate zerlegen, wenn S kein Quadrat ist.
Ist dagegen S ein Quadrat, so gibt es £ (a+1)(8+41)(y+1) usw. Zerlegungen von M, wenn mindestens
eine der Zahlen a, 3,~ usw. ungerade ist, oder %(a +1D)(B+1)(y+1) usw. + %, wenn alle «, 3, usw.
gerade sind (wobei nur die Quadrate selbst betrachtet werden). Wer mit kombinatorischen Rechnungen
etwas vertraut ist, kann den Beweis dieses Satzes ohne grofie Miihe aus unserer allgemeinen Theorie
herleiten. Wir koénnen uns hier bei ihm ebenso wenig wie bei anderen besonderen Fallen aufhalten.
Vergleiche Artikel 105.
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III. Mit einer ahnlichen Methode beweist man, dass sich jede Zahl, fiir die —3 ein
quadratischer Rest ist, entweder durch die Form xx+3yy oder durch diese 2zx+2zy+
2yy darstellen lasst, und zwar so, dass der Wert von x zum Wert von y teilerfremd
ist. Da nun —3 ein Rest aller Primzahlen der Form 3n + 1 ist (Artikel 119) und die
Form 2zz + 2xy + 2yy offenbar nur gerade Zahlen darstellen kann, ergibt sich wie
oben der Satz:

Jede Primzahl der Form 3n + 1 ldsst sich in ein Quadrat und das Dreifache eines
Quadrats zerlegen, und zwar nur auf eine Art.

1=140, 7=4+3, 13=1+12, 19=16+3,
31=4+27, 37=25+12, 43=16+27, 61=49+ 12,
67=64-+3, T73=25+48 usw.

Den Beweis dieses Satzes gab zuerst der beriihmte Euler in der eben angefiihrten
Abhandlung, Comm. nov. Petr. Bd. VIII, S. 105 ff.

Ebenso kénnten wir weitergehen und zum Beispiel zeigen, dass sich jede Prim-
zahl der Form 20n + 1, 20n + 3, 20n + 7 oder 20n + 9 (fiir die ndmlich —5 ein Rest
ist) durch eine der Formen zz + 5yy, 2zx + 2xy + 3yy darstellen lisst: die Primzah-
len der Formen 20n 4+ 1 und 20n + 9 durch die erste, die Primzahlen der Formen
20n + 3,20n + 7 durch die zweite. Ebenso ldsst sich das Doppelte der Primzahlen
der Formen 20n + 1,20n + 9 durch die Form 2zx + 2xy + 3yy und das Doppelte der
Primzahlen der Formen 20n + 3,20n + 7 durch die Form xx + 5yy darstellen. Doch
kann jeder diese Aussage und unendlich viele weitere besondere Aussagen selbst aus
den vorigen Ergebnissen und dem herleiten, was wir weiter unten behandeln werden.
— Wir gehen also zu den Formen mit positiver Determinante iiber. Da ihre Art ganz
verschieden ist, je nachdem, ob die Determinante ein Quadrat ist oder nicht, schlie-
Ben wir die Formen mit quadratischer Determinante zunéchst aus und werden sie
spater gesondert betrachten.
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Formen mit positiver nichtquadratischer Determinante.

183.

AUFGABE. Zu einer beliebigen Form (a,b,a’) mit positiver nichtquadratischer De-
terminante = D eine eigentlich dquivalente Form (A, B,C) finden, in der B positiv
und < /D ist, wihrend A, falls positiv, oder —A, falls A negativ ist, zwischen \/D+ B
und /D — B liegt.

Losung. Wir nehmen an, dass die gegebene Form noch nicht beide Bedingungen
erfiillt; sonst miisste man keine andere Form suchen. Auflerdem bemerken wir, dass
bei einer Form mit nichtquadratischer Determinante der erste oder letzte Term nicht
= 0 sein kann (Artikel 171, Anmerkung). Sei ¥’ = —b (mod. @), und zwar zwischen
den Grenzen /D und /D F o’ gelegen (mit dem oberen Vorzeichen, wenn a’ positiv
ist, und dem unteren, wenn es negativ ist). Dass dies moglich ist, beweist man leicht
wie in Artikel 3. Man setzt b/b;TD = d”, was eine ganze Zahl ist, weil b'b — D =

bb— D = ad’ =0 (mod. da’). Ist nun a” < @, so sei wieder " = —b' (mod. a”), und

zwar zwischen /D und /D Fa” gelegen (je nachdem, ob a” positiv oder negativ ist),
VAN . . :

und ® ba,TD = a". Ist erneut o’ < a”, so sei wiederum b = =" (mod. a"), zwischen

VD und /D F a"” gelegen, und bml;/x,_D = a”"". Man setzt dies fort, bis die Folge
a',a” a",a™ usw. einen Term a™*?! erreicht, der nicht kleiner als sein Vorgéinger a™
ist. Das muss schliellich eintreten, da man sonst eine unendliche Folge ganzer Zahlen
hitte, die immer weiter abnehmen. Setzt man dann ™ = A, b™ = B, ™! = C, so
erfiillt die Form (A, B, C) alle Bedingungen.

Beweis. 1. In der Folge der Formen (a, b, da’), (a’,t',ad"), (a”,b",a") usw. ist jede ih-
rer Vorgéangerin benachbart. Die letzte (A, B, C) ist also der ersten (a, b, a’) eigentlich
dquivalent.

II. Da B zwischen /D und /D F A liegt (stets mit dem oberen Vorzeichen,
wenn A positiv ist, und dem unteren, wenn A negativ ist), sind bei der Setzung
VD—B =p, B—(/DFA) = q die Zahlen p, q offenbar positiv. Man bestéatigt leicht
qq + 2pq + 2p/D = D + AA — BB; also ist D + AA — BB eine positive Zahl, die
wir = r setzen. Wegen D = BB — AC ergibt sich r = AA — AC, also ist AA — AC
positiv. Da aber nach Voraussetzung A nicht gréfler als C' ist, kann dies offenbar nur
eintreten, wenn AC negativ ist, also die Vorzeichen von A,C entgegengesetzt sind.
Daraus folgt BB = D + AC < D und somit B < /D.

III. Da ferner —AC = D — BB gilt, folgt AC' < D und daher (weil A nicht > C
ist) A < y/D. Also ist /D F A positiv und damit auch B, das zwischen den Grenzen
VD und /D F A liegt.

IV. Umso mehr ist dann /D + B F A positiv. Da /D — B F+ A = —q negativ ist,
liegt +A zwischen /D + B und /D — B. W.z. b. w.

Beispiel. Die gegebene Form sei (67,97, 140), ihre Determinante = 29. Hier findet
man die Folge der Formen (67,97,140), (140,—97,67), (67,—37,20), (20,—3,—1),
(—1,5,4). Die letzte ist die gesuchte.
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Solche Formen (A, B,C') mit positiver nichtquadratischer Determinante D, bei
denen A, positiv genommen, zwischen /D + B und /D — B liegt, wiahrend B positiv
und < /D ist, nennen wir reduzierte Formen. Die reduzierten Formen mit positiver
nichtquadratischer Determinante unterscheiden sich also etwas von den reduzierten
Formen mit negativer Determinante. Wegen der groflen Analogie zwischen beiden
wollten wir aber keine verschiedenen Namen einfiithren.

184.

Koénnte man die Aquivalenz zweier reduzierter Formen mit positiver Determinante
ebenso leicht erkennen wie bei Formen mit negativer Determinante (Artikel 172), so
liele sich ohne Miihe entscheiden, ob zwei beliebige Formen mit derselben positiven
Determinante dquivalent sind. Hier ist die Lage aber ganz anders: Sehr viele redu-
zierte Formen kénnen zueinander dquivalent sein. Bevor wir diese Aufgabe angehen,
miissen wir die Natur der reduzierten Formen genauer untersuchen (mit positiver
nichtquadratischer Determinante, was hier immer mitgemeint ist).

1) Ist (a, b, c) eine reduzierte Form, so haben a und ¢ entgegengesetzte Vorzeichen.
Setzt man ndmlich die Determinante der Form = D, so gilt ac = bb — D, was wegen
b < /D negativ ist.

2) Die Zahl c liegt ebenso wie a, positiv genommen, zwischen /D +b und /D —b.

Denn —c = %; also liegt ¢, wenn man vom Vorzeichen absieht, zwischen \?Bf’b

und 553%, das heifit zwischen /D — b und /D + b.

3) Damit ist klar, dass auch (c, b, a) eine reduzierte Form ist.

4) Sowohl a als auch ¢ sind < 24/D. Beide sind ndmlich < /D + b und damit
umso mehr < 24/D.

5) Die Zahl b liegt zwischen /D und /D Fa (mit dem oberen Vorzeichen, wenn a
positiv ist, und dem unteren, wenn es negativ ist). Da ndmlich +a zwischen /D + b
und /D — b liegt, ist £a — (/D —b) oder b — (/D F a) positiv; b — /D dagegen ist
negativ. Also liegt b zwischen /D und /D F a. — Genau auf dieselbe Art beweist
man, dass b zwischen /D und /D F ¢ liegt (je nachdem, ob ¢ positiv oder negativ
ist).

6) Jede reduzierte Form (a,b,c) hat auf jeder Seite genau eine reduzierte Nach-
barform.

Man setzt o’ = ¢, b’ = —b (mod. a), zwischen /D und \/DFa’ gelegen”), und ¢/ =
b/b;TD . Dann ist die Form (da/, ¥, ¢') der Form (a, b, ¢) nach rechts benachbart. Zugleich
ist klar, dass eine reduzierte Form, die der Form (a, b, ¢) nach rechts benachbart ist,
keine andere als (a/,V/, ¢’) sein kann. Dass sie tatsichlich reduziert ist, beweisen wir
so:

A) Setzt man

VD+bFd =p, +d—-(/D-b)=q, JD—-b=r

so sind diese p,q,r nach (2) oben und nach der Definition einer reduzierten Form
positiv. Weiter setzt man

V—(/D¥Fa)=q¢, /D-b =1

“'Wo Vorzeichen zur Wahl stehen, gilt stets das obere, wenn @’ positiv ist, und das untere, wenn a’
negativ ist.
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Dann sind ¢/, positiv, weil b’ zwischen /D und /D F a’ liegt. Schlielich sei
b+ b = tma; dann ist m eine ganze Zahl. Offenbar gilt p+¢ = b+ ¥, also ist b+
oder £ma’ positiv und damit auch m. Daraus folgt, dass m — 1 sicher nicht negativ
ist. Weiter ergibt sich

r+q¢ £tmad =2V +d, oder 20 =r+q¢ £ (m—1)d

also sind 2" und ¥’ notwendig positiv. Da b’ + ' = /D, gilt t/ < /D.
B) Weiter ergibt sich

r+ma =/D+b, oder r+(m—1)d =/D+V Fd

also ist /D + V' F ' positiv. Daraus und aus +a’ — (/D — V') = ¢/, was also positiv
ist, folgt, dass +a’ zwischen /D + b und /D — V' liegt. — Somit ist (a’,V',¢’) eine
reduzierte Form.

Ebenso beweist man: Setzt man 'c = a, 'b = —b (mod. ’c), zwischen /D und
VD £ 'c gelegen, und ‘a = /b/l,’gD, so ist die Form (‘a,’b,’c) reduziert. Offenbar ist
diese Form der Form (a, b, ¢) nach links benachbart, und keine andere reduzierte Form
als ("a,’b,’c) kann diese Eigenschaft haben.

Beispiel. Die reduzierte Form (5,11, —14) mit Determinante = 191 hat nach rechts
die reduzierte Nachbarform (—14, 3,13) und nach links diese (—22,9,5).

7) Ist der reduzierten Form (a, b, ¢) die reduzierte Form (a’,b’,¢’) nach rechts be-
nachbart, so ist der reduzierten Form (c,b,a) die Form (¢, a’) nach links benach-
bart. Ist der reduzierten Form (a, b, ¢) die Form (‘a,’d,’c) nach links benachbart, so ist
der reduzierten Form (c, b, a) die reduzierte Form ('c,’d,’a) nach rechts benachbart.
Auflerdem sind die Formen (—'a,’b, —'c), (—a,b, —c), (—d’,t’, —’) reduziert, und die
zweite ist der ersten, die dritte der zweiten nach rechts benachbart; oder die erste ist
der zweiten und die zweite der dritten nach links benachbart. Ebenso verhilt es sich
mit den drei Formen (-, V', —d’), (—¢,b,—a), (—'¢,’b, —'a). Dies ist so klar, dass es
keiner weiteren Erlduterung bedarf.
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185.

Die Anzahl aller reduzierten Formen mit gegebener Determinante D ist stets end-
lich; die Formen selbst lassen sich auf zwei Arten finden. Bezeichnen wir alle redu-
zierten Formen mit Determinante D allgemein durch (a, b, ¢), sodass simtliche Werte
von a, b, ¢ zu bestimmen sind.

Erste Methode. Fiir a nehme man alle Zahlen (sowohl positiv als auch negativ),
die kleiner als 24/D sind und fiir die D ein quadratischer Rest ist. Fiir jedes a setze
man b gleich allen positiven Werten des Ausdrucks /D (mod. a), die zwischen /D
und /D F a liegen; c¢ setze man dagegen fiir jedes bestimmte Wertepaar von a,b
= bb%D. Ergeben sich dabei Formen, in denen +a auflerhalb des Intervalls zwischen
/D + b und /D — b liegt, so sind sie zu verwerfen.

Zweite Methode. Fur b nehme man alle positiven Zahlen kleiner als /D. Fur
jedes b zerlege man bb — D auf alle moglichen Arten in zwei Faktoren, die ohne
Berticksichtigung ihres Vorzeichens zwischen /D + b und /D — b liegen, und setze
den einen = a, den anderen = c. Jede Zerlegung liefert offenbar zwei Formen, da
jeder Faktor sowohl = a als auch = ¢ gesetzt werden muss.

Beispiel. Sei D = 79; dann sind die zweiundzwanzig Werte von a: F1, 2, 3, 5, 6,
7,9, 10, 13, 14, 15. Daraus ergeben sich neunzehn Formen:

(1,8,—15), (2,7,—-15), (3,8,=5), (3,7,—10),
(5,8,-3), (5,7,—6), (6,7,—5), (6,5,—9),
(7,4,-9), (7,3,-10), (9,5,—6), (9,4,-7),

(10,7,-3), (10,3,—-7), (13,1,—6), (14,3,-5),

(15,8,—1), (15,7,-2), (15,2,—5)

und ebenso viele weitere, die durch Umkehrung der Vorzeichen der dufleren Glie-
der entstehen, namlich (—1,8,15), (=2,7,15) usw., insgesamt also achtunddreifig.
Davon sind aber sechs zu verwerfen: (£13,1,F6), (£14, 3, F5), (£15,2, F5); die iib-
rigen zweiunddreiflig umfassen alle reduzierten Formen. Die zweite Methode liefert
dieselben Formen in folgender Reihenfolge”):

(£7,3,F10), (£10,3,F7), +7,4,F9), (+9,4,F7),
(+£6,5,F9), (£9,5,F6), (£2,7,F15), (£3,7,F10),
(+£5,7,F6), (£6,7,F5), (£10,7,F3), (£15,7,F2),
(£1,8,F15), (£3,8,F5), (+5,8,F3), (15,8, F1).

Fiir b = 1 lisst sich —78 nicht in zwei Faktoren zerlegen, die ohne Beriicksichtigung ihres Vorzei-
chens zwischen /79 4+ 1 und /79 — 1 liegen. Daher ist dieser Wert zu iiberspringen, aus demselben
Grund auch die Werte 2 und 6.

135



Untersuchungen tuber héhere Arithmetik

186.

Sei F eine reduzierte Form mit Determinante D und F” ihre nach rechts benachbar-
te reduzierte Form; dieser sei wiederum die reduzierte Form F” nach rechts benach-
bart, die reduzierte Form F" der Form F” usw. Dann sind alle Formen F’, F" F"
usw. vollstdndig bestimmt und sowohl untereinander als auch zu F' eigentlich dqui-
valent. Da aber die Anzahl aller reduzierten Formen mit gegebener Determinante
endlich ist, konnen nicht alle Formen der unendlichen Folge F, F’, F” usw. verschie-
den sein. Nehmen wir an, F™ und F™*" seien identisch. Dann sind F™m~1, pmtn-1
reduzierte Formen, die derselben reduzierten Form nach links benachbart sind, und
daher identisch; ebenso sind F™~2 und F™+"~2 usw. und schlieBlich F und F" iden-
tisch. Wird also die Folge F, F', F" usw. weit genug fortgesetzt, so muss schlielich die
erste Form F' wiederkehren. Nehmen wir an, F'" sei die erste mit F' identische Form,
seien also alle F/, F” .... F" ! von F verschieden, so sieht man leicht, dass sdmtliche
Formen F, F',F".... ™! verschieden sind. Diese Gesamtheit von Formen nennen
wir die Periode der Form F. Setzt man die Folge iiber die letzte Form der Periode
hinaus fort, so erscheinen dieselben Formen F, F’, F”" usw. erneut, und die ganze un-
endliche Folge F, F’, F” usw. besteht aus dieser unendlich oft wiederholten Periode
von F'.

Die Folge F, F', F" usw. lasst sich auch riickwérts fortsetzen, indem man der Form
F die ihr nach links benachbarte reduzierte Form 'F’, dieser wiederum die ihr nach
links benachbarte reduzierte Form ”F usw. voranstellt. So entsteht eine nach beiden
Seiten unendliche Folge von Formen:

///F //F /F F F/ F// F///

Man sieht leicht, dass 'F mit F*~! ”F mit F" 2 usw. identisch ist; damit besteht
die Folge auch nach links aus der unendlich oft wiederholten Periode von F'.

Ordnet man den Formen F, F’, F" usw.,'F, " F usw. die Indizes 0, 1, 2 usw., —1,
—2 usw. zu, allgemein der Form F™ den Index m und der Form ™F' den Index —m,
so sind offenbar je zwei Formen der Folge identisch oder verschieden, je nachdem
thre Indizes modulo n kongruent oder inkongruent sind.

Beispiel. Als Periode der Form (3,8, —5), deren Determinante = 79 ist, findet
man 3,8, —5), (—5,7,6), (6,5, —9), (—=9,4,7), (7,3,—10), (=10, 7, 3). Nach der letzten
erscheint erneut (3,8, —5). Hier ist also n = 6.

187.

Hier folgen einige allgemeine Bemerkungen tiber diese Perioden.
1) Schreibt man die Formen F, F', F” usw.; 'F," F,""F usw. als

a,b,—a’), (=d,b,d"), (a",b" —d") usw,;

(—’a, /b, a)’ (//a7 //b, _/a)7 (_///a’ ///b7 //a)

so haben alle a,d’,a”,a"” usw., 'a,”a,” a usw. dasselbe Vorzeichen (Artikel 184, 1),
wahrend alle b, V', 0" usw., 'b,”b usw. positiv sind.
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2) Daraus folgt, dass die Zahl n (die Anzahl der Formen, aus denen die Periode
von F' besteht) stets gerade ist. Denn das erste Glied jeder Form F™ dieser Periode
hat offenbar dasselbe Vorzeichen wie das erste Glied a von F, wenn m gerade ist,
und das entgegengesetzte, wenn m ungerade ist. Da F™ und F' identisch sind, muss
n gerade sein.

3) Nach Artikel 184, 6 lautet der Algorithmus zur Bestimmung der Zahlen ¥, b” b
usw., a”’,a"” usw.:

D —-vYy
b = —b (mod. d’) zwischen /D und /D Fd'; o' = —Q
D _ b//b//
b = -t (mod. a”) ......... VD Fad’; a” = —
D — p"p"
b = —=b" (mod. @) ......... VD Fad"; a" = i
USW.

In der zweiten Spalte sind die oberen oder unteren Vorzeichen zu nehmen, je nachdem
a,a’,a” usw. positiv oder negativ sind. Anstelle der Formeln in der dritten Spalte
kann man auch die folgenden verwenden, die bequemer sind, wenn D grof3 ist:

a’" = bl_/bl(b —V)+a

a” = v ;_//b// (b =b")+d

a" = v ;;”bm (" ="y +ad"
usw.

4) Jede Form F™ in der Periode von F hat im Wesentlichen dieselbe Periode wie
F. Diese lautet namlich F™, Fm+l . Fr=l F F' .. F™ 1. sie enthilt dieselben
Formen in derselben Reihenfolge wie die Periode von F' und unterscheidet sich von
ihr nur durch Anfang und Ende.
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5) Daher lassen sich alle reduzierten Formen mit derselben Determinante D in
Perioden aufteilen. Man nehme eine beliebige dieser Formen, F, und bestimme ihre
Periode F,F’, F"....F""! die wir mit P bezeichnen. Umfasst sie noch nicht alle
reduzierten Formen mit Determinante D, so sei G eine darin nicht enthaltene Form
und @ ihre Periode. Dann kénnen P und @ offenbar keine Form gemeinsam haben;
andernfalls miisste auch G in P enthalten sein, und die Perioden wiirden vollstédndig
zusammenfallen. Sind mit P und @ noch nicht alle reduzierten Formen erfasst, so
liefert eine der fehlenden Formen, H, eine dritte Periode R, die weder mit P noch mit
@ eine Form gemeinsam hat. So kénnen wir fortfahren, bis alle reduzierten Formen
erfasst sind. Zum Beispiel teilen sich alle reduzierten Formen mit Determinante 79
in sechs Perioden auf:

I (1,8,—15), (—15,7,2), (2,7,—-15), (—15,8,1).
I (-1,8,15), (15,7,-2), (-2,7,15), (15,8,—1).
I (3,8,—5), (=5,7,6), (6,5,—9),

(=9,4,7), (7,3,-10), (—10,7,3).
IV. (-3,8,5), (5,7,—6), (—6,5,9),

(9,4,-7), (=7,3,10), (10,7,-3).
V. (5,8,-3), (-3,7,10), (10,3,-7),

(=7,4,9), (9,5,—6), (=6,7,5).
VL. (-5,8,3), (3,7,—10), (—10,3,7),

(7,4,-9), (=9,5,6), (6,7,-5).

6) Formen, die aus denselben Gliedern in umgekehrter Reihenfolge bestehen, etwa
(a,b,—a’), (—a’,b,a), nennen wir assoziierte Formen. Aus Artikel 184, 7 sieht man
leicht: Hat die reduzierte Form F die Periode F,F’,F"....F"! ist der Form F
die Form f assoziiert und sind den Formen F"~!, F"=2 . F" F’ jeweils die Formen
" fr2, fr L assoziiert, so ist die Periode von f gleich f, f/, f”.... f*72, fo L.
Sie besteht also aus ebenso vielen Formen wie die Periode von F. Die Perioden
assoziierter Formen nennen wir assoziierte Perioden. In unserem Beispiel sind die
Perioden IIT und VI sowie IV und V assoziiert.
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7) Es kann aber auch die Form f selbst in der Periode der ihr assoziierten Form
F' vorkommen, wie in unserem Beispiel bei den Perioden I und II. Dann stimmt die
Periode von F' mit der von f iiberein, oder die Periode von F' ist sich selbst assoziiert.
In diesem Fall findet man in dieser Periode zwei ambige Formen. Nehmen wir ndmlich
an, die Periode von F bestehe aus 2n Formen, seien also F' und F?" identisch; ferner
sei 2m+1 der Index von f in der Periode von F), seien also 211 und F assoziiert.
Dann sind auch F' und F?™, ferner F” und F?™~! usw. und damit auch F™ und
FH assoziiert. Sei F™ = (a™, ™, —a™ 1), FmFL = (—gm*L pmFl gm+2) Dann gilt
b™ + 5™+ =0 (mod. a™*1); nach der Definition assoziierter Formen gilt aber b™ =
b+ und somit 26™*! = 0 (mod a™*!), die Form F™*! ist also ambig. — Ebenso
sind F?™*! ynd F?" assoziiert; daher auch F?™+2 und F?"~!, F?m+3 und F?"~2 usw.
und schlieBlich £+ und F™+"*1 Die letztere ist ambig, wie ein dhnlicher Schluss
leicht zeigt. Da aber m + 1 und m + n + 1 modulo 2n inkongruent sind, sind die
Formen F™*! und F™*"*! nicht identisch (Artikel 186, wo n dasselbe bezeichnet
wie hier 2n). So sind in I die Formen (1,8,—15), (2,7,—15) und in II die Formen
(—1,8,15), (—2,7,15) ambig.

8) Umgekehrt ist jede Periode, in der eine ambige Form vorkommt, sich selbst
assozitert. Denn ist F'™ eine reduzierte ambige Form, so sieht man leicht, dass die
ihr assoziierte Form (die ebenfalls reduziert ist) zugleich ihre nach links benachbarte
Form ist, das heifit, F™~! und F™ sind assoziiert. Dann ist aber die ganze Periode
sich selbst assoziiert. — Daraus folgt, dass eine Periode nicht genau eine ambige
Form enthalten kann.

9) Sie kann aber auch nicht mehr als zwei enthalten. Nehmen wir an, die Periode
von F, die aus 2n Formen besteht, enthalte drei ambige Formen F*, F*, F¥ mit den
jeweiligen Indizes A, u, v, sodass A, u, v verschiedene Zahlen zwischen 0 und 2n — 1
einschlieBlich der Grenzen sind. Dann sind die Formen FA~! und F*, ebenso F*~2
und FA! usw. und schlieflich F und F?*~! assoziiert. Aus demselben Grund sind F
und F2~1 sowie F und F2~! assoziiert. Daher sind F2*~1, F2r—1 F2v—1 jdentisch
und die Indizes 2\ — 1, 2u — 1, 2v — 1 modulo 2n kongruent, folglich auch A =
w = v (mod. n). Das ist widersinnig, da zwischen 0 und 2n — 1 offenbar keine drei
verschiedenen Zahlen liegen kénnen, die modulo n kongruent sind.

“'Dieser Index muss ungerade sein, da die ersten Glieder der Formen F, f offenbar entgegengesetzte
Vorzeichen haben (siehe oben, 2).
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188.

Da alle Formen derselben Periode eigentlich dquivalent sind, stellt sich die Fra-
ge, ob auch Formen aus verschiedenen Perioden eigentlich dquivalent sein kénnen.
Bevor wir aber zeigen, dass dies unmdglich ist, miissen wir einige Punkte iiber die
Transformation reduzierter Formen behandeln.

Da wir im Folgenden sehr oft mit Transformationen von Formen zu tun haben,
verwenden wir von jetzt an stets die folgende abgekiirzte Schreibweise, um die Schreib-
weise moglichst kurz zu halten. Wird eine Form LX X +2M XY + NYY durch die
Substitution X = ax + By, ¥ = ~x + dy in die Form lzz 4 2mzy + nyy trans-
formiert, so sagen wir einfach, (L, M, N) werde in (I,m,n) durch die Substitution
a, 3,7, 0 transformiert. So brauchen wir die Unbestimmten der einzelnen betrachte-
ten Formen nicht mit eigenen Zeichen zu bezeichnen. — Dabei muss aber die erste
Unbestimmte in jeder Form sorgfiltig von der zweiten unterschieden werden.

Gegeben sei die reduzierte Form (a,b, —a’) ... f mit Determinante D. Wie in Ar-
tikel 186 bilde man die nach beiden Seiten unendliche Folge reduzierter Formen

R L 7., und zwar sei

f/ ( / a//) f// (a// b// ///) USW.
"f=( 'b a), "f=("a,"b,~"a) usw.

Man setze . Y Y+ b
Ly Y N
—a w, a’ W —a" W s
'b+b "b+'b "b+"b
" = h, I = ,h’ g ="h usw.

Dann wird offenbar, wenn die Zahlen o/, o, /" usw., 8, 8", 8" usw. und so weiter
(wie in Artikel 177) nach dem folgenden Algorithmus gebildet werden,

=1 &=N

=5 &= -1
6 6/// . h///(sll _ 6/
5/// 5//// h////é/// _ 5//

o =0 g=-

a// — ﬁ/ /8// — h//ﬁ/

a/// — /8// /8/// — h///ﬁ// _ /6/
a//// — /8/// /8//// — h/////B/// _ /8// ,_Y////

usw.

QQQ

f transformiert

in f’ durch die Substitution o/, 8, o/, ¢

1 1 ! ! 1
o o, gl A8
" n " " "
A o g A" S

usw.
und alle diese Transformationen sind eigentlich.
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Da 'f in f durch die eigentliche Substitution 0, —1,1,h tibergeht (Artikel 158),
geht f in’f durch die eigentliche Substitution h, 1, —1,0 tiber. Aus &hnlichem Grund
geht ' f in ” f durch die eigentliche Substitution 'k, 1, —1,0 tber, ” f in ' f durch die
eigentliche Substitution ”h, 1, —1,0 usw. Daraus folgt nach Artikel 159 auf dieselbe
Weise wie in Artikel 177: Werden die Zahlen 'a,” o, e usw., '3,” 3,” 8 usw. und so
weiter nach dem folgenden Algorithmus gebildet,

'a=h 'B=1 ly=-1 0=0
//Oé:/h/olf]. /,/8:/0[ N’-Y:/h/’y //6:/,)/
///a:”h”()éfl()é /,/6://()6 ///Py://hllfyflly ///5://,)/
////a — ///h///a _ //a /////3 — ///a ////,y — ///h///q/ _ //,y ////6 — ///,y

Uusw.
so wird f transformiert

in 'f durch die Substitution ‘'« '3, v, ’6

" " " " "
o a, "B, Ty, "o

n n " n n
T a, "B, "y, S

Usw.
und alle diese Transformationen sind eigentlich.

Setzt man @« = 1, 5 = 0, v = 0, 6 = 1, so stehen diese Zahlen zur Form f in
derselben Beziehung wie o/, 8',v',d8" zu f', ", 58",+4",8" zu f" usw., 'a,’B,’y,’d zu
'f usw. Durch die Substitution «, 3,7, geht namlich die Form f in f iiber. Die un-
endlichen Folgen o/, o, o usw., 'a,” a,”’ o usw. lassen sich dann durch Einschieben
des Gliedes a so verbinden, dass man sie als eine einzige zusammenhéngende, nach
beiden Seiten unendliche Folge auffassen kann, die iiberall demselben Gesetz folgt:

Moo ool o o L L Dieses Gesetz lautet

n / "y n " 1./ / /
a+'a="h"a, "a+a="h'a, 'a+a = ha,

1 ! ! / n n_n
a+a =hla, o+a" =h"a usw.

oder allgemein (wenn ein rechts geschriebener negativer Index dasselbe bedeuten soll
wie ein links geschriebener positiver)

am—l _|_am+1 — oM™
Ebenso ist die Folge ...”3,’3, 8,8, 8" ... zusammenhéingend; ihr Gesetz lautet
/Bmfl + Bm«H — hm+16m

und sie ist im Wesentlichen mit der vorigen identisch, wobei alle Glieder um eine Stelle
verschoben sind: "3 =", '8 = «a, 8 = o' usw. Das Gesetz der zusammenhéngenden
Folge ...."v,"v, v, , 7" ..... lautet

,ymfl + ,merl — hm,ym
und das Gesetz von ..."”d,d,0,46",8"” ... lautet

5m—1 + 5m+1 — hm+16m
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auBerdem gilt allgemein 6™ = 4™+,

Beispiel. Die gegebene Form f sei (3,8, —5). Sie wird transformiert

in die Form durch die Substitution
m e (-10,7,3) —805, —152, +143, +27
e (3,8,—5) —152, +45, +27, —8
" (=5,7,6) 445, +17, —8, —3
e (6,5,-9) 417, —11, =3, +2
///f (_9a47 7) _117 _67 +27 +1
"f (7,3,—10) —6, +5, +1, —1
'f (-10,7,3) +5, +1, —1, 0
f (3,8,-5) +1, 0, 0, +1
f/ (_5a7a6) 07 _17 +]-a -3
i (6,5,—9) -1, =2, =3, =7
i (=9,4,7) =2, +3, =7, +10
o (7,3,-10) +3, +5, +10, +17
" (-10,7,3) +5, —8, +17, —27
o (3,8,—5)  —8, —45, —27, —152
" (=5,7,6)  —45, +143, —152, 4483
usw.
189.

Zu diesem Algorithmus ist Folgendes anzumerken.

1) Alle a,d’,a” usw., 'a,”a usw. haben dasselbe Vorzeichen; alle b,b', b” usw., ’b,”b
usw. sind positiv. In der Folge ..."”h,’h,h,h',h" .. .. wechseln die Vorzeichen ab: Sind
alle a,a’ usw. positiv, so ist A" oder "h fiir gerades m positiv und fiir ungerades m
negativ; sind dagegen a,a’ usw. negativ, so ist h" oder ™h fiir gerades m negativ
und fir ungerades positiv.

2) Ist a positiv und damit A’ negativ, h” positiv usw., so ist o = —1 negativ,
o = 1" negativ und > o’ (oder = o/, wenn A" = 1); o/ = W — o positiv
und > o (weil Ao positiv und o negativ ist); o = """ — o positiv und
> o/ (weil K" positiv ist) usw. Daraus folgt leicht, dass die Folge o/, o, o/ usw.
ins Unendliche wéchst und stets zwei positive Vorzeichen auf zwei negative folgen,
sodass o™ das Vorzeichen +,+,—, — hat, je nachdem m = 0,1,2,3 (mod. 4). Ist
a negativ, so erhalt man durch einen &hnlichen Schluss o’ negativ, o/ positiv und
entweder > oder = o’; o/ positiv und > o”; o’ negativ und > o/ usw., sodass die
Folge o, o’ , o' usw. fortwihrend wéachst und das Glied o™ das Vorzeichen +, —, —, +
hat, je nachdem m = 0,1,2,3 (mod. 4).
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3) Auf diese Weise findet man, dass alle vier unendlichen Folgen o/, &, o/ usw.,
v, 7,7 usw.; o o, usw.; v,’y,”~ usw. fortwihrend wachsen, also auch die
folgenden, mit ihnen identischen Folgen: 3, 5’, 8" usw.;’8,48,8", 8" usw.; 3,’8,” 8 usw.;
’§,”6 usw. Je nachdem m =0, 1,2,3 (mod. 4), lauten die Vorzeichen

von o™, + £ — F; von ™, £ — F+
vony", 4+ + F—; vond™, + F — &+
von "o, + + — F; von™B, F 4+ £ —
von ™y, F — +4; von™d, + F — &£

wobei die oberen Vorzeichen fir positives a, die unteren fiir negatives a gelten. Beson-
ders ist folgende Eigenschaft zu beachten: Bezeichnet m einen beliebigen positiven
Index, so haben o™ und ™ dasselbe Vorzeichen, wenn a positiv ist. Entgegenge-
setzte, wenn a negativ ist, und ebenso 5™ und §"™; dagegen haben ™« und "7y oder
™3 und ™§ dasselbe Vorzeichen, wenn a negativ ist, und entgegengesetzte, wenn a
positiv ist.

4) In der Bezeichnung von Artikel 27 lésst sich die GroBe von o™ usw. bequem so
ausdriicken. Man setze

q:h/ — k/, :l:h” — k://’ :Fh”/ — k/// USw.
th=k Fh="k, £'h="kusw.

sodass alle k', k" usw., k,’k usw. positive Zahlen sind:

am — :l:[k// k/// kl/// L k.m—l]. Bm — :l:[k,// k/// kl/// . k,m]
A= [k KK [P LA O L
mo = [k, 'k, "k...... m=lple mB — 4k 'k, k. ... ™2k
My = [k, "KL mlgl, m§ = 4’k ... M2

Die Vorzeichen miissen aber nach den gerade angegebenen Regeln bestimmt werden.
Mit diesen Formeln, deren Beweis wir wegen seiner Einfachheit weglassen, lasst sich
die Rechnung stets sehr schnell durchfiihren.

190.

HILFSSATZ. Bezeichnen m,u,m’,n,v,n’ beliebige ganze Zahlen, von denen aber
keine der letzten drei = 0 ist, so behaupte ich: Liegt & streng zwischen ™ und ZL—,/ und
gilt mn’ —nm/ = F1, so ist der Nenner v gréfler als n und n'.

Beweis. Offenbar liegt unn’ zwischen vmn’ und vnm’ und unterscheidet sich daher
von jeder Grenze um weniger als die Grenzen voneinander; das heifst, es gilt vmn’ —
vnm! > pnn’ — vmn' und > pnn’ — vnm/; oder v > n'(un — vm) und > n(un’ —
vm'). Da pn — vm sicher nicht = 0 ist (sonst wére £ = ™ im Widerspruch zur
Voraussetzung), auch nicht pun’ — vm’ = 0 (aus dhnlichem Grund), sondern beide
mindestens = 1 sind, folgt v > n’ und > n. W. 2. b. w.

Also kann v offenbar nicht = 1 sein; das heifit, gilt mn’ — nm’ = 41, so kann
zwischen den Briichen 7%, %/ keine ganze Zahl liegen. Daher kann auch die Null
nicht zwischen ihnen liegen, das heifit, diese Briiche kénnen keine entgegengesetzten
Vorzeichen haben.
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191.

SATZ. Geht eine reduzierte Form (a,b,—a’) mit Determinante D durch die Sub-
stitution «, B,7,8 in die reduzierte Form (A, B,—A’) mit derselben Determinante
tiber, so liegt erstens # zwischen % und % (sofern weder v noch 6 = 0 ist, also
beide Grenzen endlich sind), wobei das obere Vorzeichen zu nehmen ist, wenn keine
der beiden Grenzen das zu a entgegengesetzte Vorzeichen hat (oder deutlicher: wenn
entweder beide das Vorzeichen dieses Koeffizienten haben oder eine dieses Vorzeichen
hat und die andere = 0 ist), das untere, wenn keine dasselbe Vorzeichen hat wie a;
i\/5+b zwischen T und % (sofern weder o noch B = 0 ist), wobei das obere
Vorzeichen zu nehmen ist, wenn keine Grenze das zu a' (oder a) entgegengesetzte
Vorzeichen hat, das untere, wenn keine dasselbe Vorzeichen hat wie a'™).

Beweis. Wir haben die Gleichungen

zweitens

aca + 2bay —adyy = A L 1]
aBB+2B5 — d'65 = —A 2]

Daraus folgt
aA
£V/(D+45) —b

S A L [3]
¥ a
g _ V(D ‘aafé J=b 4]
SR 5
a’ A’
il 2Ll 0

Die Gleichung 3, 4. 5, 6 ist jeweils wegzulassen, wenn =, d, o, 8 entsprechend = 0 ist.
— Es bleibt aber offen, welche Vorzeichen den Wurzelgrofien zu geben sind. Dies
entscheiden wir so.

In [3] und [4] miissen offenbar die oberen Vorzeichen genommen werden, wenn
weder % noch % das zu a entgegengesetzte Vorzeichen hat; denn beim unteren Vor-

zeichen wiirden % und % negative Grofien. Da aber A und A’ dasselbe Vorzeichen

haben, liegt /D zwischen \/(D+ %) und /(D — ‘%’) und daher in diesem Fall Y2~

a

zwischen ¢ und % Damit ist der erste Teil des Satzes fiir den ersten Fall bewiesen.

Ebenso sieht man, dass in [5] und [6] die unteren Vorzeichen genommen werden

miissen, wenn weder 2 noch % dasselbe Vorzeichen hat wie a’ oder a, denn beim

oberen Vorzeichen wiirden %7, % notwendig positive Groflen. Daraus folgt sofort,

dass 7\/£+b in diesem Fall zwischen 1 und % liegt. Damit ist auch der zweite Teil
des Satzes fiir den zweiten Fall bewiesen. Liefle sich ebenso leicht zeigen, dass in

[3] und [4] die unteren Vorzeichen zu nehmen sind, wenn keine der Groéflen %, g

) Andere Fille kénnen offenbar nicht auftreten, da nach dem vorigen Artikel wegen ad — By = +1
die beiden Grenzen weder entgegengesetzte Vorzeichen haben noch beide zugleich = 0 sein kénnen.
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dasselbe Vorzeichen hat wie a, und in [5] und [6] die oberen, wenn weder 1 noch %
das entgegengesetzte Vorzeichen hat, so wiirde ebenso folgen, dass im ersteren Fall
@ zwischen € und g liegt, im letzteren \/5,—“)
erste Teil auch fiir den zweiten Fall und der zweite Teil fiir den ersten Fall bewiesen.
Obwohl das nicht schwierig ist, geht es aber nicht ohne einige Umwege. Wir ziehen
die folgende Methode vor.

Ist keine der Zahlen «, 5.7,6 = 0, so haben £ und % dieselben Vorzeichen wie I,

;
. . R . . —/D+b
%. Hat also keine dieser Groflen dasselbe Vorzeichen wie a’ oder a, sodass a,+

zwischen % und % Dann waren der

zwischen I und % liegt, so hat keine der Groflen %, % dasselbe Vorzeichen wie a, und
a’ —v/D

—V/D+b T~ T a
weder a noch 5 = 0 ist, der erste Teil des Satzes auch fiir den zweiten Fall bewiesen
(denn die Bedingung, dass weder v noch 6 = 0 ist, steht bereits im Satz selbst).

Ebenso hat, wenn keine der Zahlen «, 5,7,d = 0 ist und weder % noch % das zu a

D—b

a/

=" liegt (wegen aa’ = D — bb) zwischen < und g. Damit ist, sofern

zwischen % und g liegt, auch

keine der Groflen % und % das zu a’ entgegengesetzte Vorzeichen, und \/gib = %

oder a/ entgegengesetzte Vorzeichen hat, sodass

liegt zwischen I und 9 Damit ist fiir den Fall, dass weder v noch § = 0 ist, der
zweite Teil des Satzes auch fiir den zweiten Fall bewiesen.

Es bliebe also nur zu beweisen, dass der erste Teil des Satzes auch fiir den zweiten
Fall gilt, wenn eine der Zahlen «, 8 = 0 ist, und der zweite Teil fiir den ersten Fall,
wenn entweder y oder § = 0 ist. Aber alle diese Fille sind unmdglich. Fiir den ersten
Teil des Satzes nehmen wir an, weder v noch § = 0 sei, %, % hétten nicht dasselbe
Vorzeichen wie a, und es sei 1) @ = 0. Dann folgt aus der Gleichung ad — 8y = +1,
dass B = £1, v = +1 ist. Aus [1] folgt A = —d’, also haben A und &’ und damit

auch a und A’ entgegengesetzte Vorzeichen; daher gilt /(D — %) > /D >b. In

[4] ist somit das untere Vorzeichen zu nehmen, denn beim oberen hétte % offenbar

dasselbe Vorzeichen wie a. Also gilt g > # > 1 (weil nach der Definition einer
reduzierten Form a < /D +b ist), was widersinnig ist, da = £1 und ¢ nicht = 0 ist.
— 2) Sei = 0. Dann folgt aus der Gleichung ad — 5y = +1, dass o = +1, 6 = £1 ist.
Aus [2] folgt —A’ = —d/, sodass a’ und a und A dasselbe Vorzeichen haben; daher gilt
V (D + %) > /D > b. In [3] ist somit das untere Vorzeichen zu nehmen, denn beim

oberen hétte £ dasselbe Vorzeichen wie a. Also gilt % > # > 1, was widersinnig
ist, aus demselben Grund wie zuvor. — Fiir den zweiten Teil nehmen wir an, weder
a noch f = 0 sei, I, % hatten nicht das zu a’ entgegengesetzte Vorzeichen, und es sei
1) v = 0. Aus der Gleichung ad — 5y = £1 folgt « = £1, 6 = £1. Aus [1] folgt A = q,

sodass a’ und A’ dasselbe Vorzeichen haben; daher gilt /(D + “é‘gl) > /D > b.

In [6] ist also das obere Vorzeichen zu nehmen, denn beim unteren hétte % das zu

o' entgegengesetzte Vorzeichen. Somit gilt & > \/Z,+b > 1, was widersinnig ist, da

0 = 41 und B nicht = 0 ist. Ist schliellich 2) § = 0, so folgt aus ad — Sy = £1, dass
B = +1, v = +1 ist, und damit aus [2], dass —A’ = a. Daraus folgt \/(D — ‘g—f) >

v/D > b, weshalb in [5] das obere Vorzeichen zu nehmen ist. Also gilt 2 > % > 1,
was widersinnig ist. — Damit ist der Satz in seinem ganzen Umfang bewiesen.
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+/D—b
a

Da die Differenz zwischen £ 5 und 2 5 = =5 ist, ist die Differenz zwischen und

+/D—b
a

2 oder 2 5< %, und zwischen und 2 oder zwischen jener Grofle und g kann
kein Bruch liegen, dessen Nenner nicht grofier als v oder ¢ ist (voriger Hilfssatz). —
Ebenso ist die Differenz der Grofe # zum Bruch I oder % kleiner als a—lﬂ, und
zwischen jener Grofle und einem dieser Briiche kann kein Bruch liegen, dessen Nenner
nicht grofler als o und S ist.

192.
Wendet man den vorigen Satz auf den Algorithmus von Artikel 188 an, so folgt,

. R D—b . . . . . / / . "
dass die Grofle v die wir mit L bezeichnen, zwischen % und B—, zwischen %
a ) b /Y 6 b ry

"

und ?—,,:, zwischen f{“//, und % usw. liegt (denn aus dem Ende von Artikel 189, 3 folgt
leicht, dass keine dieser Grenzen das zu a entgegengesetzte Vorzeichen hat weshalb
der Wurzelgréﬁe /D das positive Vorzeichen zu geben ist), also zwischen % 7 ~ und a/,,

al// alll//

/) ,ylll; ’Y
& usw. auf der anderen Da aber o' < +” gllt

zwischen & 7,, und 0‘,,, usw. Daher liegen alle Briiche £ - usw. auf derselben

Ol”” Oé””//

//7 ,ylllly ~
liegt 7’, aufSerhalb des Intervalls zwischen % und L, und aus dhnlichem Grund N

Seite von L und alle

! " /////
auflerhalb von L und %, % auflerhalb von L und & S USW. Daher liegen dlese

Groflen offenbar in folgender Reihenfolge:

[0

/ " n n n "
(0% « « «

Q

L -
"’ /N /1 "’ "
Y Y Y Y Y

9

2| R

. . . !/ . . . . . !/
Dle Differenz zvvlschen % und L ist aber kleiner als die Differenz zwischen % und

1
,,, das heifit, < , 2 und ebenso ist die Differenz zwischen 3‘,, und L < % Uusw.

"

g :,,/, f:/,, usw. der Grenze L immer mehr und da

v,y 4" fortwihrend ins Unendhche wachsen, kann die Differenz der Briiche zur

Grenze kleiner als jede gegebene Grofle werden.
Nach Artikel 189 hat keine der GroBen I, 77, ::Zé usw. dasselbe Vorzeichen wie

a. Durch einen ganz dhnlichen Schluss wie zuvor folgt daraus, dass jene Groflen und
—/D+b
a/

Daher nahern smh d1e Briiche &

, die wir mit L’ bezeichnen, in folgender Reihenfolge liegen:

v Y I/ Y v
E’ " Mmrg, " T e, e 7
Die Differenz zwischen und L' ist kleiner als 5o die Differenz zvvlschen und L
!
'y

kleiner als ﬁ USW. Daher nihern sich die Bruche 2, 75 Usw. immer mehr L', und

die Differenz kann kleiner als jede gegebene Grofle werden.

Im Beispiel von Artikel 188 gilt L = @ = 0,2960648, und die Naherungsbriiche
sind 9 1 3, ?, 130, 157, 287, 14552, % usw. Dabei ist igg = 0,2960662. — Dort gilt auch

L' = _‘/29+8 = —0,1776388, und die Naherungsbriiche sind %, —%, iz _3

6> 11> 17>
8 27 143 143 __
—45) 1520 T 805 usw. Es ist aber 305 O 1776397
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193.

SATZ. Sind die reduzierten Formen f, F eigentlich dquivalent, so ist die eine in
der Periode der anderen enthalten.

Sei f = (a,b,—d'), F = (A, B,—A’), die Determinante dieser Formen sei D, und
die erste gehe durch die eigentliche Substitution 21, B, €, © in die zweite iiber. Dann
behaupte ich: Wenn wir die Periode der Form f suchen und wie in Artikel 188 die nach
beiden Seiten unendliche Folge der reduzierten Formen und der Transformationen von
f in diese bestimmen, so ist entweder +2A einem Glied der Folge ..."a, o, a, o/, " . ..
gleich, und wenn wir dieses = ™ setzen, ist +B = ™, +C = 4™ +0 = §"*; oder —2
ist einem Glied o™ gleich, und —B, —€, —® sind der Reihe nach = g™, 4™, §™ (wobei
m auch einen negativen Index bezeichnen kann). In beiden Féllen ist I offenbar mit
f™ identisch.

Beweis. 1. Wir haben die vier Gleichungen

AN+ 2WAC — d'CC = A ... 1]

aAB + b(AD + BE) — dCD =B ...... 2]
aBB + 208D —dDD=-A" ... (3]

AD — BE=1 .ooevn.... 14]

Wir betrachten zuerst den Fall, dass eine der Zahlen 2 B, €, ® = 0 ist.

1° Ist 24 = 0, so folgt aus [4] BE = —1, also B = £1, € = F1. Dann ergibt
[1] —a’ = Aund [2] =b+ d'D = B oder B = —b (mod. o’ oder A). Daraus folgt,
dass die Form (A, B,—A’) der Form (a,b, —a’) nach rechts benachbart ist. Da die
erste reduziert ist, muss sie mit f’ identisch sein. Also ist B = ¥/, und aus [2] folgt
b+b = —d €D = +d'D; wegen b_*;il = I/ erhalten wir ©® = Fh'. Wir schlielen, dass
F2A, FB, F¢, FO der Reihe nach = 0, —1,+1, 1’ oder = o/, 5,+/, ¢’ sind.

2° Ist B = 0, so ergibt [4] A = £1, D = £1; [3] ergibt o’ = A’; und [2] ergibt
bF d'€ = B oder b = B (mod. a'). Da sowohl f als auch F reduzierte Formen sind,
liegen sowohl b als auch B zwischen /D und /D Fa’ (je nachdem, ob o’ positiv oder
negativ ist, Artikel 185, 5). Daher muss b = B und € = 0 sein. Somit sind die Formen
f, F identisch, und es gilt der Reihe nach +£2(, +8,4+¢, +9 =1,0,0,1 = «, 3,7 6.

3° Ist € = 0, so ergibt [4] A = £1, ® = +£1; [1] ergibt a = A; und [2] ergibt
+aB + b = B oder b = B (mod. a). Da aber sowohl b als auch B zwischen /D und
v/D F a liegen, muss B = b und B = 0 sein. Dieser Fall unterscheidet sich also nicht
vom vorhergehenden.

4° Ist © = 0, so ergibt [4] B = £1, € = F1; [3] ergibt a = —A’; und [2] ergibt
+a2l — b = B oder B = —b (mod. a). Daher ist F' der Form f nach links benachbart
und somit mit der Form ’ f identisch. Wegen l%b = hund B ='b erhalten wir +2( = h.
Wir schliefien, dass +2A, +98, £€, £ der Reihe nach = h,1,-1,0, ='a,’3,’~,’d sind.

Es bleibt der Fall, dass keine der Zahlen 2,8, € ® = 0 ist. Nach dem Hilfssatz
in Artikel 190 haben dann die Groéflen %, %, %, % dasselbe Vorzeichen. Daraus
ergeben sich zwei Fille, denn dieses Vorzeichen kann entweder mit dem von a, a’
ibereinstimmen oder ihm entgegengesetzt sein.

VD=b
% —— (die wir mit
L bezeichnen werden) zwischen diesen Briichen (Artikel 191). Wir werden nun be-

I1. Haben 2 % dasselbe Vorzeichen wie a, so liegt die Grofie
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" "

. . .. " . . .
weisen, dass % einem der Briiche %, %, g‘,,,, usw. gleich ist und % dem unmit-
. m : m+1 .
telbar folgenden; ist also % = ‘;—m, So ist % = % Im vorhergehenden Artikel
. . . .. / " " . . .
haben wir gezeigt, dass die GroBen %7, &7, S usw. (die wir kurz mit (1), (2), (3)

usw. bezeichnen werden) zusammen mit L die folgende Reihenfolge (I) einhalten:
(1),(3),(5)...L...(6),(4),(2). Die erste dieser Grofien ist = 0 (wegen o/ = 0); alle
anderen haben dasselbe Vorzeichen wie L oder a. Nach Voraussetzung haben aber
%, % (fur die wir 9, M schreiben werden) dasselbe Vorzeichen. Offenbar liegen diese
GroBen also rechts von (1) (oder, wenn man lieber will, auf derselben Seite wie L);
da L zwischen ihnen liegt, liegt die eine rechts von L, die andere links davon. Wir
konnen leicht zeigen, dass 9t nicht rechts von (2) liegen kann. Sonst ldge nédmlich 91
zwischen (1) und L. Daraus wiirde erstens folgen, dass (2) zwischen 9 und I liegt
und daher der Nenner des Bruchs (2) grofler ist als der von 91 (Artikel 190); zweitens,
dass Dt zwischen (1) und (2) liegt und daher der Nenner von 9 grofler ist als der von
(2). Das ist ein Widerspruch.

Nehmen wir an, 9t sei keinem der Briiche (2), (3), (4) usw. gleich, und sehen
wir, was daraus folgt. Liegt der Bruch 9 links von L, so muss er offenbar entweder
zwischen (1) und (3), zwischen (3) und (5), zwischen (5) und (7) usw. liegen (denn L
ist irrational, also sicher von 9 verschieden, und die Briiche (1), (3), (5) usw. kénnen
L ndher kommen als jede gegebene Grofe, die von L verschieden ist). Liegt dagegen
9 rechts von L, so liegt es notwendig entweder zwischen (2) und (4), zwischen (4)
und (6), zwischen (6) und (8) usw. Nehmen wir also an, 9t liege zwischen (m) und
(m+2). Offenbar liegen dann die Gréfien 9, (m), (m+1), (m+2), L in der folgenden
Reihenfolge:

(11)"): (m), (M), (m+2), L, (m+1)

Dann muss 9N = (m + 1) sein. Denn N liegt rechts von L. Léage es aber auch rechts
von (m+1), so lige (m+1) zwischen 9 und N, woraus v > € folgt; dagegen lige
I zwischen (m) und (m+ 1), woraus € > y™*! folgt (Artikel 190), ein Widerspruch.
Lége dagegen 91 links von (m + 1), also zwischen (m +2) und (m + 1), so wire © >
7™ +2: und weil (m 4 2) zwischen 9 und N liegt, wire v 2 > D, ein Widerspruch.
Also gilt 91 = (m + 1) oder % = ;“:ﬁ = %.

Da A0 — BEC = 1, ist B zu O teilerfremd, und aus demselben Grund ist 5™
zu 0" teilerfremd. Daher kann die Gleichung % = ’g—: offenbar nur gelten, wenn
entweder B = ™, D = §" oder B = —F", D = —0™ ist. Da nun die Form
f durch die eigentliche Substitution o™, 5™,7™,0™ in die Form f™ iibergeht, die
gleich (£a™,b™, Fa™*1) ist, haben wir die Gleichungen

aa™a™ + 26"y — a' YY" = £a™ L. [5]
aamﬂm_i_b(am(sm_’_/@m,}/m)_a/,ymém:bm [6]
af™B™ + 208™M6™ — a/ 6™ = Fa™ T L [7]

QMM =M =1 8]

JEs spielt hier keine Rolle, ob die Reihenfolge in (II) dieselbe wie in (I) oder die entgegengesetzte
ist, d.h., ob (m) auch in (I) links von L oder rechts davon liegt.
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Daraus folgt (aus den Gleichungen 7 und 3) Fa™*! = — A’. Multiplizieren wir ferner

Gleichung [2] mit 0™ — ™™ und Gleichung [6] mit AD — BE und subtrahieren,
S0 bestédtigt man durch Ausmultiplizieren leicht, dass

B—b" = (€a™ —Ay™) (aBL™
+ b(DB™ + B™) — a'D™)
+ (B —DF™) (aAa™
+b(€a™ + Ay™) — d'ey™)

oder, da entweder 8™ =B, §" =D oder M = —B, i = -2,

B —b" = £(€a™ — Ay")(aBB + 2bBD — a/DD)
= F(Ca™ —Ay™M) A’

Also gilt B = 0™ (mod. A’). Da aber sowohl B als auch b zwischen /D und \/DF A’
liegen, muss B = b™ und daher €a™ — A~™ = 0 oder % = a7 d.h., M= (m) sein.

So haben wir aus der Annahme, 91 sei keiner der Groen (2), (3), (4) usw. gleich,
hergeleitet, dass es tatséchlich einer von ihnen gleich ist. Nehmen wir dagegen von
Anfang an 9 = (m) an, so gilt offenbar entweder 2 = o™, € = 4™ oder —A = o™,
—C€ = 4™, In beiden Fillen folgt aus [1] und [5] A = +a™ und aus [9] B — b =
+(B6™ —DP™)A oder B = ™ (mod. A). Wie oben schlieBen wir daraus B = ™
und damit B6™ = DF™. Weil B zu ® und ™ zu 0™ teilerfremd ist, gilt entweder
B =M D=6 oder —B = ", —D = §™; also folgt aus [7] —A’ = Fa™*+!. Daher
sind die Formen F, f™ identisch. Mithilfe der Gleichung 4D — B&€ = ™6™ — M
ldsst sich aber leicht beweisen, dass wir +98 = 7, +® = §™ setzen miissen, wenn
+A = o™, +€ = 4™ ist; dagegen —B = M, —D = —§"", wenn —A = ", —C =~
ist. Damit ist die Behauptung bewiesen.

III. Ist das Vorzeichen der Groéfien % usw. dem von a entgegengesetzt, so ist der
Beweis dem vorhergehenden so dhnlich, dass es geniigt, seine Hauptpunkte anzugeben.

Es liegt 77‘/5% zwischen % und % Der Bruch % ist einem der Briiche
/5 //5 /1/5 )
5 g g usw. gleich ....... (1)
setzen wir diesen = mg’ A ist dann = — ... (1I1)
«

Wir beweisen (I) wie folgt. Nehmen wir an, % sei keinem jener Briiche gleich, so

muss es zwischen zwei solchen Briichen Z—g und %ﬁg liegen. Daraus folgt wie oben
notwendig
¢ m+15 m,.y

2 mHlg T mg
und entweder 2 = "a, € = ™y oder —A = "a, —€ = "y. Da aber f durch die
eigentliche Substitution ™, ™3, ™, ™§ in die Form

mf — (j:ma,mb, :Fm—la)
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iibergeht, ergeben sich drei Gleichungen. Aus diesen folgt zusammen mit den Glei-
chungen 1, 2, 3, 4 und mit "a™§ — ™5™~ = 1 wie oben, dass das erste Glied A der
Form F' gleich dem ersten Glied von " f ist und das mittlere Glied der ersten Form
dem der zweiten modulo A kongruent ist. Da beide Formen reduziert sind und somit
das mittlere Glied beider zwischen /D und /D A liegt, sind diese mittleren Glieder
gleich. Daraus folgt :—g = % Wir haben also hier die Richtigkeit der Behauptung (I)
aus der Annahme hergeleitet, dass sie falsch sei.

Nehmen wir aber m—g = % an, so beweisen wir auf genau dieselbe Weise und

mit denselben Gleichungen, dass auch % = % gilt, was (II) besagte. Mithilfe der

Gleichungen A0 — B¢ =1, ™a™d — "™~ = 1 folgt daraus, dass entweder
A="a, B=""8, €=, D="4

oder
—A=""a, - B=""06, -€="1y, —D="9

ist und dass die Formen F', ™ f identisch sind. Damit ist die Behauptung bewiesen.
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194.

Da die Formen, die wir oben assoziiert genannt haben (Artikel 187, 6), stets un-
eigentlich dquivalent sind (Artikel 159), ist klar: Sind die reduzierten Formen F, f
uneigentlich dquivalent und ist die zu F' assoziierte Form G, so sind f, G eigentlich
dquivalent, und daher ist G in der Periode von f enthalten. Sind also die Formen F',
f sowohl eigentlich als auch uneigentlich dquivalent, so miissen sowohl F' als auch G
in der Periode von f vorkommen. Diese Periode ist deshalb zu sich selbst assoziiert
und enthélt zwei ambige Formen (Artikel 187, 7). Das bestéatigt auf schone Weise
den Satz in Artikel 165, aufgrund dessen wir bereits sicher sein konnten, dass es eine
ambige Form gibt, die zu F, f dquivalent ist.

195.

AUFGABE. Fir zwei beliebige gegebene Formen ®, ¢ mit derselben Determinante
entscheiden, ob sie dquivalent sind oder nicht.

Losung. Wir suchen zwei reduzierte Formen F', f, die zu den gegebenen Formen
®, ¢ der Reihe nach eigentlich &dquivalent sind (Artikel 183). Je nachdem, ob diese
nur eigentlich, nur uneigentlich, auf beide Arten oder auf keine Art dquivalent sind,
sind auch die gegebenen Formen nur eigentlich, nur uneigentlich, auf beide Arten
oder gar nicht dquivalent. Wir bestimmen die Periode einer der beiden reduzierten
Formen, z.B. die von f. Kommt die Form F in dieser Periode vor, aber nicht zugleich
die zu F assoziierte Form, so liegt offenbar der erste Fall vor; kommt dagegen diese
assoziierte Form vor, aber nicht F' selbst, der zweite; kommen beide vor, der dritte;
kommt keine vor, der vierte.

Beispiel. Gegeben seien die Formen (129,92, 65), (42,59, 81) mit der Determinante
79. Als dazu eigentlich dquivalente reduzierte Formen finden wir (10,7, —3), (5,8, —3).
Die Periode der ersten ist (10,7,-3), (—3,8,5), (5,7,—6), (—6,5,9), (9,4. — 7),
(—7,3,10). Da darin die Form (5,8, —3) selbst nicht vorkommt, wohl aber ihre as-
soziierte Form (—3,8,5), schlieflen wir, dass die gegebenen Formen nur uneigentlich
dquivalent sind.

Teilen wir alle reduzierten Formen mit einer gegebenen Determinante wie oben
(Artikel 187, 5) in Perioden P, @), R usw. ein und wéhlen wir aus jeder Periode eine
beliebige Form, aus P die Form F', aus @) die Form G, aus R die Form H usw., so
koénnen unter diesen Formen F, G, H usw. keine zwei eigentlich dquivalent sein. Jede
andere Form mit derselben Determinante ist aber zu einer von ihnen eigentlich dqui-
valent, und zwar zu genau einer. Offenbar lassen sich also alle Formen mit dieser
Determinante in ebenso viele Klassen einteilen, wie es Perioden g¢ibt, indem wir die
zu F eigentlich dquivalenten Formen in die erste Klasse, die zu G eigentlich dquivalen-
ten in die zweite usw. aufnehmen. So sind alle Formen in derselben Klasse eigentlich
dquivalent; Formen aus verschiedenen Klassen kénnen dagegen nicht eigentlich dqui-
valent sein. Wir halten uns aber hier nicht bei diesem Thema auf, das wir unten
ausfiihrlicher behandeln werden.
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196.

AUFGABE. Fliir zwei gegebene eigentlich dquivalente Formen ®, ¢ eine eigentliche
Transformation der einen in die andere finden.
Lésung. Nach der Methode in Artikel 183 kénnen wir zwei Folgen von Formen

¢, 0, ®". .. ®" und ¢,¢, 0" .. . "

finden, in denen jede Form zu ihrer Vorgéngerin eigentlich dquivalent ist und deren
letzte Formen ®", ¢” reduziert sind. Da ®, ¢ nach Voraussetzung eigentlich &dquiva-
lent sind, muss ®" in der Periode von " enthalten sein. Sei ¢” = f, und ihre Periode
bis zur Form ®" sei

f, f/7 f//”.fmfl? P"

sodass ®" in dieser Periode den Index m hat. Wir bezeichnen die Formen, die den
assoziierten Formen von

o, d', ... d" entgegengesetzt sind, mit ¥, W, U’ ... " der Reihe nach”).
Dann ist in der Folge
(p7 (pl7 (p/,"'f7 f/7 f,/"'fm_17 @n_:L’ mn_2"'w7 @

jede Form ihrer Vorgéngerin nach rechts benachbart. Daher kénnen wir nach Artikel
177 eine eigentliche Transformation der ersten Form ¢ in die letzte ® finden. Bei den
iibrigen Formen der Folge ist das leicht zu sehen; fiir f™~1, U"~! beweisen wir es wie
folgt. Sei
fh = (g hi); ™ oder @™ = (¢ 1, 1);
(I)n—l — (g//’ h//,i”)

Die Form (¢’, 1,4’ ist sowohl der Form (g, h,4) als auch der Form (g¢”, h”,i") nach
rechts benachbart. Daher gilt i = ¢’ = 4" und —h = b’ = —1h” (mod. i oder ¢’ oder 7).
Somit ist die Form (i, —h", ¢"), d.h. die Form ¥"~!, der Form (g, h, ), d.h. der Form
f™1, nach rechts benachbart.

Sind die Formen ®, ¢ uneigentlich dquivalent, so ist ¢ zu der Form eigentlich
dquivalent, die ® entgegengesetzt ist. Wir kdnnen also eine eigentliche Transformation
von ¢ in die zu ® entgegengesetzte Form finden. Erfolgt diese durch die Substitution
a, 3,7, 9, so sehen wir leicht, dass ¢ uneigentlich in ® selbst transformiert wird, und
zwar durch die Substitution a, — 8,7y, —4.

Damit ist auch klar, dass wir fiir die Formen ®, ¢, wenn sie sowohl eigentlich
als auch uneigentlich dquivalent sind, zwei Transformationen finden kénnen, eine
eigentliche und eine uneigentliche.

“'Es entsteht also ¥ aus @, indem wir das erste und letzte Glied vertauschen und dem mittleren das
entgegengesetzte Vorzeichen geben; ebenso bei den anderen.
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Beispiel. Gesucht ist eine uneigentliche Transformation der Form (129,92,65) in
(42,59, 81), die wir im vorhergehenden Artikel als dazu uneigentlich dquivalent er-
kannt haben. Wir miissen also zuerst eine eigentliche Transformation von (129, 92, 65)
in (42, —59,81) suchen. Dazu bestimmen wir die folgende Formenfolge: (129,92, 65),
(65, —27,10), (10,7,-3), (—3,8,5), (5,22,81), (81,59,42), (42, —59,81). Daraus lei-
ten wir die eigentliche Transformation —47, 56,73, —87 her, durch die (129,92, 65) in
(42, —59,81) tbergeht; durch die uneigentliche Transformation —47, —56, 73, 87 geht
sie also in (42,59, 81) iiber.
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197.

Haben wir eine Transformation einer Form (a,b,c) ...y in eine dquivalente Form
®, so kdnnen wir daraus alle gleichartigen Transformationen von ¢ in ® ableiten, so-
fern wir alle Losungen der unbestimmten Gleichung ¢t — Duu = mm angeben kénnen.
Dabei bezeichnet D die Determinante der Formen ®,¢ und m den grofiten gemein-
samen Teiler von a,2b,c (Artikel 162). Dieses Problem haben wir oben bereits fiir
einen negativen Wert von D gelost; nun gehen wir es fiir einen positiven Wert an.
Offenbar erfillt jeder Wert von ¢, der der Gleichung geniigt, sie auch nach Umkeh-
rung seines Vorzeichens; dasselbe gilt fiir jeden Wert von u. Daher geniigt es, alle
positiven Werte von t,u anzugeben, und jede Losung mit positiven Werten vertritt
vier Losungen. Wir werden dazu zuerst zeigen, wie man die kleinsten Werte von ¢, u
(auBer den unmittelbar ersichtlichen t = m, u = 0) findet, und dann, wie man daraus
alle librigen ableitet.

198.

AUFGABE. Die kleinsten Zahlen t,u finden, die der unbestimmten Gleichung tt —
Duu = mm geniigen, wenn eine Form (M, N, P) mit der Determinante D gegeben
ist und die Zahlen M,2N, P den gréfiten gemeinsamen Teiler n haben.

Lésung. Wir wihlen eine beliebige reduzierte Form (a,b, —a’) ... f mit der Deter-
minante D, bei der die Zahlen a,2b,a’ den grofiten gemeinsamen Teiler m haben.
Dass es eine solche gibt, ist schon daraus klar, dass wir eine zu (M, N, P) dquivalente
reduzierte Form finden konnen, die nach Artikel 161 diese Eigenschaft besitzt. Fiir
unseren jetzigen Zweck konnen wir aber jede reduzierte Form verwenden, die diese
Bedingung erfiillt. Wir bestimmen die Periode von f, die aus n Formen bestehen
moge. Mit allen Bezeichnungen aus Artikel 188 ist f™ gleich (+a™,b", —a"*1), weil
n gerade ist; in diese Form geht f durch die eigentliche Substitution o™, 8", ~™, "
iiber. Da aber f und f" identisch sind, geht f auch in f™ {iber, und zwar durch die
eigentliche Substitution 1,0,0,1. Aus diesen beiden gleichartigen Transformationen
von f in f™ kénnen wir nach Artikel 162 eine Losung der Gleichung tt — Duu = mm
in ganzen Zahlen ableiten, nimlich ¢t = 3(a™ + 6")m (Gleichung 18, Artikel 162),
U = me (Gleichung 19)*). Wir bezeichnen diese Werte, positiv genommen, falls sie
es noch nicht sind, mit 7,U. Dann sind T,U die kleinsten Werte von t,u, aufler
t =m, u =0 (von diesen miissen sie verschieden sein, da 7" offenbar nicht = 0 sein
kann).

Nehmen wir ndmlich an, es gebe noch kleinere Werte von ¢, u, etwa t, u, die positiv
sind, wobei u nicht = 0 ist. Dann wird nach Artikel 162 die Form f durch die
eigentliche Substitution L (t —bu), La'u, Lau, L(t+ bu) in eine mit ihr identische
Form transformiert. Nach Artikel 193, II muss entweder - (t — bu) oder —L(t — bu)
einer der Zahlen o, o™ o usw. gleich sein, etwa = o* (denn wegen tt = Duu +
mm = bbuu + aa’uu + mm ist tt > bbuu und daher t — bu positiv; somit hat der

Bruch t;ﬁ”, der dem Bruch % in Artikel 193 entspricht, dasselbe Vorzeichen wie a

»In Artikel 162 hatten wir «, 8,7,6; o, 8,7, 0";
hier haben wir 1,0,0,1; o™, 8",7",d";
A B,C; a,b,c e,
a,b,—a’; a,b,—a’; 1.
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oder a’). Im ersten Fall sind 2a'u, Lau, L (t+bu), im zweiten dieselben GréBen mit
umgekehrten Vorzeichen der Reihe nach = g¥,~#* §*. Da aber u < U, d.h., u < 'Yn?m
und > 0 ist, gilt v* < ~™ und > 0. Weil die Folge ~,~,~” usw. standig wachst, muss
u strikt zwischen 0 und n liegen. Die entsprechende Form f* ist aber mit f identisch,
ein Widerspruch, da alle Formen f, f, f” usw. bis f"~! als verschieden vorausgesetzt
sind. Also sind die kleinsten Werte von ¢, u (auier m,0) gleich T, U.

Beispiel. Fir D = 79, m = 1 kénnen wir die Form (3,8, —5) verwenden, fiir
die n = 6 und " = =8, y" = =27, §" = —152 gilt (Artikel 188). Daraus folgt
T = 80, U =9, die kleinsten Werte von t,u, die der Gleichung tt — 79uu = 1
gentigen.

199.
Fiir die praktische Rechnung lassen sich noch bequemere Formeln finden. Es gilt
namlich 2by" = —a(a™ — ™), was sich leicht aus Artikel 162 ergibt, indem wir

Gleichung [19] mit 2b und [20] mit @ multiplizieren und die dortigen Bezeichnungen
durch die jetzigen ersetzen. Daraus folgt o’ + 6" = 26" — %b*y” und damit

isz(&"—b7">, +uy =17
a a
Auf dhnliche Weise erhalten wir
b n
:I:T:m<a"—|—a/ﬁ">, :I:Uzﬁailm

Beide Formelpaare sind sehr bequem, weil v = 6”71, o™ = "1 ist. Verwenden wir

das zweite, so brauchen wir nur die Folge 3', 3”7, 3" ... 3™ zu berechnen; bevorzugen
wir das erste, nur die Folge ¢’, 6", 8" usw. AuBerdem folgt leicht aus Artikel 189, 3,
dass, weil n notwendig gerade ist, a™ und %ﬂ” dasselbe Vorzeichen haben, ebenso
0™ und %y". Daher miissen wir in der ersten Formel fir T' die absolute Differenz und
in der zweiten die absolute Summe nehmen und brauchen die Vorzeichen iiberhaupt
nicht zu beachten. Mit den Bezeichnungen aus Artikel 189, 4 ergibt die erste Formel

T =mlk K" K" .. .k”]—-ﬁﬁﬁkckﬂ,k”ﬁ.. kT,
a

Lf::%%[kxkﬂ,k”k.. kY

und die zweite

T — m[k”,k”’. o k,nfl] + mib[k,//’k///. o kn]?

a/

U:%W%W”.M

wobei wir fiir den Wert von T" auch m [k” KLk %} schreiben konnen.
Beispiel. Fir D = 61, m = 2 kénnen wir die Form (2,7, —6) verwenden, fiir die
wir n = 6 und K, k", K" K" K" k""" der Reihe nach = 2,2,7,2,2,7 finden. Daraus
folgt
T=2[2,2,7,227 —7[22,72,2]
= 2888 — 1365 = 1523
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nach der ersten Formel; die zweite ergibt dasselbe:
T =2[2,7,2,2] + £[2,7,2,2.7]

U wird =(2,2,7,2,2] = £[2,7,2,2,7] = 195.

Es gibt noch weitere Moglichkeiten, die Rechnung zu verkiirzen; um uns kurz zu
halten, kénnen wir sie hier aber nicht ausfiithrlicher behandeln.

200.

Um aus den kleinsten Werten von ¢, u alle zu erhalten, schreiben wir die Gleichung
TT — DUU = mm in der Form

(5 200) (- 50)

woraus auch folgt

m m

<T+U\/D> <TU\/D> =1 ... [1]

wobei e eine beliebige Zahl bezeichnet. Wir bezeichnen nun der Kiirze wegen die

Werte der Groflen
T U T U ¢
— — | — - —+/D
3 (rve) 3 (- ve)

25 (o wv?) ~2m (- v?)

allgemein mit t¢,u¢ der Reihe nach, d.h. ihre Werte fiir e = 0 mit t°,u" (die gleich
m, 0 sind); fir e = 1 mit ¢, (die gleich T, U sind); fir e = 2 mit ", u”; fiir t = 3
mit ¢, u”" usw. — Wir werden beweisen, dass diese Ausdriicke, wenn wir fiir e alle
nichtnegativen ganzen Zahlen nehmen, d.h. 0 und alle positiven Zahlen von 1 bis
oo, sdmtliche positiven Werte von t,u darstellen: ndmlich I) dass alle Werte dieser
Ausdriicke tatséchlich Werte von ¢, u sind; II) dass alle diese Werte ganze Zahlen sind;
III) dass es keine positiven Werte von ¢, u gibt, die nicht in diesen Formeln enthalten
sind.

I. Setzen wir fiir ¢¢, u® ihre Werte ein, so bestatigen wir mithilfe von Gleichung [1]
leicht, dass

(t° +u/D)(t° —u/D) =mm, d.h. tt°— Duu®=mm
IT. Auf dieselbe Weise bestétigen wir leicht, dass allgemein

t€+1 + 7fe—l — Ete ue+1 + ue—l Eue
m m

Nur in diesen vier Ausdriicken und in Gleichung [1] bezeichnet e den Ezponenten einer Potenz;
sonst bezeichnen hochgestellte Buchstaben stets einen Indez.
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Die beiden Folgen t°, ¢/, t" ¢ usw., u?,u’, u”, v usw. erfiillen also Rekursionen, beide

mit den Koeffizienten %, —1, ndmlich
2T 2T 2T
t ="t - to, "= """ —t' usw., v =" usw.
m m m

Nach Voraussetzung gibt es nun eine Form (M, N, P) mit der Determinante D, in
der M,2N, P durch m teilbar sind. Daher gilt

TT = (NN — MP)UU + mm

und somit ist 47T offenbar durch mm teilbar. Also ist % eine ganze und zwar positive
Zahl. Es gilt aber t° =m, ¢ =T, v’ =0, v = U; diese Werte sind also ganzzahlig.
Damit sind auch alle ¢, " usw., u”, u"” usw. ganzzahlig. Ferner sind wegen TT' > mm
offenbar alle t9, ', ¢, ¢ usw. positiv und wachsen stindig unbegrenzt an, ebenso alle
w0, u” u" usw.

ITI. Nehmen wir an, es gebe noch andere positive Werte von ¢, u, die nicht in den
Folgen t°, ¢/, " usw., u°,u/, u" usw. enthalten sind, etwa T, {l. Da die Folge u°, v usw.
von 0 aus unbegrenzt wéchst, muss 4 offenbar zwischen zwei benachbarten Gliedern
u™ und "t liegen, sodass § > u” und Y < u"t! ist. Um zu zeigen, dass diese
Annahme zu einem Widerspruch fiihrt, bemerken wir Folgendes.

1° Die Gleichung tt — Duu = mm wird auch erfiillt, wenn wir setzen

1 1
t=—(%t" — DUu"), w=—(Ut" —Fu").
m m

Das lésst sich leicht durch Einsetzen bestatigen. Dass diese Werte, die wir kurz mit =
T, v bezeichnen, stets ganze Zahlen sind, zeigen wir wie folgt. Ist (M, N, P) eine Form
mit der Determinante D und m ein gemeinsamer Teiler von M, 2N, P, so sind sowohl
T+ Nl als auch t" + Nu™ durch m teilbar und daher auch #(¢" + Nu") —u" (T4 NL)
oder Ut"™ — Tu™. Somit ist v ganzzahlig und daher auch 7, weil 77 = Dvv + mm.

2° Offenbar kann v nicht = 0 sein, denn daraus wiirde folgen

LU = TTu u"
oder
W Du"u" + mm) = u"u" (DUU + mm)

oder Ul = u"u"™, im Widerspruch zur Voraussetzung { > u”. Da also aufler dem
Wert 0 der kleinste Wert von u gleich U ist, ist v sicher nicht kleiner als U.
3° Aus den Werten von ¢, "1 4" 4"+ lisst sich leicht bestitigen, dass
mlU = un—i—ltn _ tn—i—lun‘

Daher ist Ut"™ — Tu™ sicher nicht kleiner als ™1™ — ¢ntlym,
4° Nun ergibt die Gleichung TF — D8l = mm

o)
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und entsprechend

tn+1 mm
unt1 = \/ (D + un+1un+1>
tn+l

woraus leicht % > ot folgt. Daraus und aus dem Schluss in 3° folgt

T
tni n t'I’L n
(U Tu )( +u )

1
> (un+1tn _ tn—i—lun) 1"y t
un+1

oder, wenn wir ausmultiplizieren und fiir T, ¢"t", t"*1¢"+! ihre Werte DU +
mm, Du™u™ + mm, Du" 1 u™T + mm einsetzen,

%(ﬂﬂ —u"u") >

e (un+1un+1 _ unun)
U

Da beide Gréflen offenbar positiv sind, ergibt sich durch Umstellen $ + % >
utl u*;liu"’ etn Widerspruch, weil der erste Teil der ersten Grofle kleiner ist als
der erste Teil der zweiten und ebenso ihr zweiter Teil kleiner als der zweite Teil
der anderen. Daher kann die Annahme nicht gelten, und die Folgen t°, ¢ t" usw.,
u?, /', u” usw. stellen siamtliche positiven Werte von ¢, u dar.

Beispiel. Fir D = 61, m = 2 fanden wir als kleinste positive Werte von ¢, u die
Werte 1523, 195. Daher stellen die folgenden Formeln alle positiven Werte dar:

1523 195 ‘ 1523 195 ¢

1 1523 195 © /1523 195 ¢
= ( (= +=22y61) - (222 - 2261
= (55 ve) - (575 v))

t* =2, ' =1523,

t" = 1523t — t° = 2319527,

" = 1523t" — t' = 3532618098 usw.
W =0, o =195,

u” = 1523u’ — u® = 296985,

u" = 1523u" — o/ = 452307960 usw.

Wir finden
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201.

Zum Problem, das wir in den vorhergehenden Artikeln behandelt haben, fiigen
wir noch folgende Bemerkungen hinzu.

1) Wir haben gezeigt, wie man die Gleichung tt — Duu = mm in allen Féllen 16st,
in denen m der grofite gemeinsame Teiler dreier Zahlen M, 2N, P mit NN—-MP =D
ist. Es lohnt sich, alle Zahlen zu bestimmen, die solche Teiler sein kénnen, also alle
Werte von m fiir einen gegebenen Wert von D. Wir setzen D = nnD’, sodass D’
vollig frei von quadratischen Faktoren ist. Das erreichen wir, indem wir fiir nn das
grofite Quadrat nehmen, das D teilt; hat D selbst schon keinen quadratischen Faktor,
so miissen wir n = 1 setzen. Dann behaupte ich Folgendes.

Erstens: Hat D’ die Form 4k + 1, so ist jeder Teiler von 2n ein Wert von m

nn(l;D’))

offenbar den grofiten

und umgekehrt. Teilt ndmlich g die Zahl 2n, so haben wir die Form (g, n,

mit der Determinante D, bei der die Zahlen g,2n, n(D'-1)

gemeinsamen Teiler g haben (denn %ﬁ;_l) = % LD /4_1 ist offenbar ganzzahlig).

Nehmen wir umgekehrt an, g sei ein Wert von m, ndmlich der grofite gemeinsame
Teiler von M,2N, P, und es gelte NN — M P = D. Dann ist offenbar 4D oder 4nnD’
durch gg teilbar. Daraus folgt, dass 2n durch g teilbar sein muss. Wiirde ndmlich ¢
die Zahl 2n nicht teilen, so héitten g und 2n einen gréfften gemeinsamen Teiler kleiner
als g. Setzen wir diesen = § und 2n = én’/, g = d¢’, so wire n'n’D’ durch ¢'¢’ teilbar,
n' zu ¢’ und daher auch n'n’ zu ¢’¢’ teilerfremd; somit wire auch D’ durch ¢'¢’ teilbar,
im Widerspruch zur Voraussetzung, dass D’ von jedem quadratischen Faktor frei ist.

Zweitens: Hat D" die Form 4k + 2 oder 4k + 3, so ist jeder Teiler von n ein Wert
von m, und umgekehrt teilt jeder Wert von m die Zahl n. Teilt ndmlich g die Zahl n,

so haben wir die Form (g, 0, —%D/) mit der Determinante = D, bei der die Zahlen

g,0, ”’;D " offenbar den groften gemeinsamen Teiler g haben. — Nehmen wir dagegen

an, g sei ein Wert von m, ndmlich der gréfite gemeinsame Teiler von M, 2N, P, und
es gelte NN — MP = D, so teilt wie oben ¢ die Zahl 2n, oder 2?” ist ganzzahlig.

Wire dieser Quotient ungerade, so wire das Quadrat A‘;—g" = 1 (mod. 4) und daher

dnnD’ _ _ . dnnD' _ 4D _ ANN _ 4MP _
L en r = 2 oder = 3 (mod. 4). Nun gil p LR — 2L 2AN 2D —
g entwede ode 4N]\i[’>( od. 4). Nun gilt abe o 0 9 7

%(mod. 4), also wire *>2% entweder = 2 oder = 3 (mod. 4), ein Widerspruch, da
jedes Quadrat modulo 4 entweder zu null oder zu eins kongruent sein muss. Daher
ist der Quotient 2?" notwendig gerade und somit % ganzzahlig, also g ein Teiler von

n.

Also ist 1 stets ein Wert von m, oder die Gleichung ¢t — Duu = 1 lésst sich nach
dem Vorhergehenden fiir jeden positiven nichtquadratischen Wert von D l6sen; ferner
ist 2 genau dann ein Wert von m, wenn D entweder die Form 4k oder 4k + 1 hat.

2) Ist m groBer als 2, aber eine zuldssige Zahl, so kénnen wir die Losung von
tt — Duu = mm auf die einer dhnlichen Gleichung zuriickfiihren, in der m entweder 1
oder 2 ist. Setzen wir wie zuvor D = nnD’, so teilt, wenn m die Zahl n teilt, auch mm
die Zahl D. Sind die kleinsten Werte von p, ¢ in pp — %qq =1lgleichp=P q=0Q,
so sind die kleinsten Werte von ¢, u in tt — Duu = mm gleich t = mP, u = Q. — Teilt
aber m die Zahl n nicht, so teilt es wenigstens 2n und ist sicher gerade; :fl—D ist dann

m
ganzzahlig. Finden wir in diesem Fall als kleinste Werte von p, ¢ in pp — %qq =4
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die Werte p = P, ¢ = @, so sind die kleinsten Werte von t,u in t¢ — Duu = mm
gleich t = 3 P, uw = Q. — In beiden Féllen lassen sich nach dieser Methode offenbar
nicht nur aus den kleinsten Werten von p, ¢ die kleinsten Werte von ¢, u, sondern aus
allen Werten der ersten alle Werte der zweiten ableiten.

3) Bezeichnen 9, u®; ' u’; ¢ u” usw. simtliche positiven Werte von t,u in tt —
Duu = mm (wie im vorhergehenden Artikel), und sind gewisse Werte dieser Folge
ihren ersten Werten modulo einer beliebigen gegebenen Zahl r kongruent, etwa t” = ¢
(oder = m), u” = u® oder = 0 (mod. ), und zugleich die unmittelbar folgenden Werte
den zweiten, etwa

tPH =t w =4 (mod. r)

so gilt auch

tp+2 = t”, up+2 = u//; tp+3 = t///7 up+3 =u" usw.

Das folgt leicht daraus, dass beide Folgen t9,t',¢" usw., u°,«’, u"” usw. Rekursionen
erfillen: Denn wegen

" = Et’ — 0, 2 = Etf’“ — P
m ’ m
gilt
" = ¢Pt2
und ebenso bei den iibrigen. — Daraus folgt allgemein

th*e = ¢h M = P (mod. r)
wobei h eine beliebige Zahl bezeichnet, und noch allgemeiner, wenn
uw=v (mod. p), sogiltt!=1t", u'=u"(mod.r).

4) Die Bedingungen der vorhergehenden Bemerkung lassen sich aber immer erfiil-
len: Wir konnen stets einen Index p finden (fiir jeden gegebenen Modul r), fiir den
gilt

P =10, =t w=d W=
Um das zu beweisen, bemerken wir Folgendes.

Erstens lasst sich die dritte Bedingung immer erfiillen. Nach den Kriterien in (1)
ist offenbar auch die Gleichung pp —rrDqq = mm l6sbar. Sind die kleinsten positiven
Werte von p,q (aufler m,0) gleich P, Q, so gehoren zu den Werten von ¢, u offenbar
auch t = P, u = rQ. Daher kommen P,7Q in den Folgen t°, ¢ usw., u°, v’ usw. vor;
und wenn P = t*, rQ = v?, so gilt v* = 0 = u°(mod. r). AuBerdem sicht man leicht,
dass zwischen u® und u* kein Glied zu u® modulo 7 kongruent ist.

Zweitens ist klar: Sind auflerdem die drei iibrigen Bedingungen erfiillt, gilt also
auch v’ = o/, t* = 0, "1 = ¢/, so brauchen wir nur p = X\ zu setzen. Wenn
dagegen die eine oder andere dieser Bedingungen nicht gilt, so kénnen wir, behaupte
ich, sicher p = 2\ setzen. Aus Gleichung [1] und den allgemeinen Formeln fiir ¢, u®
im vorhergehenden Artikel folgt ndmlich

1 1
22 = = (M + DuMut) = —(mm + 2Du?)
m m
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und daher

22 40 _ 2Du
T - mr
Diese Grofle ist ganzzahlig, weil nach Voraussetzung r die Zahl u teilt, ebenso mm
die Zahl 4D und somit erst recht m die Zahl 2D. — Ferner gilt u** = %tAuA, und

wegen
MM = 4Du M + dmm

und damit der Teilbarkeit durch mm ist 2¢* durch m teilbar und somit «?* durch r,
also

u? = u® (mod. )
Drittens finden wir N
und da 2?n f aus demselben Grund ganzzahlig ist, gilt
t2+ =4 (mod. r)
SchlieBlich finden wir
2y

u2)\+1 —— +
m
und weil 2¢* ! durch m und v* durch r teilbar ist, gilt

w1 =/ (mod. ). Damit ist die Behauptung bewiesen.

Wozu die letzten beiden Bemerkungen dienen, wird sich im Folgenden zeigen.
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202.

Der besondere Fall des Problems, ndmlich die Gleichung tt — Duu = 1 zu l6sen,
wurde schon von den Mathematikern des vorhergehenden Jahrhunderts behandelt.
Der sehr scharfsinnige Fermat legte dieses Problem den englischen Analysten vor.
Wallis nennt Brounker als Urheber der Loésung, die er in Alg. Cap. 98, Opp. T. 11
p. 418 ff. angibt; Ozanam nennt Fermat; und schlieffilich der bedeutende Euler, der
das Problem in Comm. Petr. VI p. 175, Comm. nov. XI p. 287, Algebra P. II p. 226,
Opusc. An. I p. 310 behandelt, nennt Pell. Daher haben einige Autoren das Problem
als Pellsches Problem bezeichnet. Alle diese Losungen stimmen im Wesentlichen mit
der iiberein, die wir erhalten, wenn wir in Artikel 198 die reduzierte Form mit ¢ = 1
wahlen. Dass aber das von ihnen vorgeschriebene Verfahren notwendig einmal endet,
also das Problem immer tatsdchlich ldsbar ist, hat vor dem bedeutenden La Grange
niemand streng”) bewiesen: Mélanges de la Soc. de Turin T. IV p. 19 und eleganter
in Hist. de I’Ac. de Berlin, 1767, p. 237. Diese Untersuchung steht auch in den schon
mehrfach angefiihrten Erginzungen zu Eulers Algebra. Unsere Methode dagegen (die
von vollig anderen Grundsétzen ausgeht und nicht auf m = 1 beschriankt ist) bietet
meist mehrere Wege zur Losung, da wir in Artikel 198 von jeder anderen reduzierten
Form (a,b, —a’) ausgehen konnen.

“n dieser Abhandlung wird der Algorithmus, den wir in Artikel 27 dargestellt haben, durch &hnliche
Zeichen ausgedriickt; wir haben versdumt, das dort zu erwéhnen.

'Was Wallis dazu an der genannten Stelle auf S. 427, 428 vorbringt, hat kein Gewicht. Sein Fehl-
schluss besteht darin, dass er auf S. 428, Zeile 4 voraussetzt, man kénne zu einer gegebenen Gréfe p
ganze Zahlen a, z finden, sodass Z kleiner als p und der Fehlbetrag kleiner als der vorgegebene ist. Das
ist durchaus richtig, wenn der vorgegebene Fehlbetrag eine gegebene Grgfie ist; nicht aber, wenn er von
a und z abhdngt und somit verdnderlich ist, wie im vorliegenden Fall.
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203.

AUFGABE. Sind die Formen ®,¢ dquivalent, so sind alle Transformationen der
etnen in die andere anzugeben.

Losung. Sind diese Formen nur auf eine Art dquivalent (d.h., entweder nur eigent-
lich oder nur uneigentlich), so suchen wir nach Artikel 196 eine Transformation von
@ in ®, etwa «, 3,7,d. Offenbar kann es keine anderen als dazu gleichartige Trans-
formationen geben. Sind aber ¢, ® sowohl eigentlich als auch uneigentlich dquivalent,
so suchen wir zwei ungleichartige Transformationen, d.h. eine eigentliche und eine
uneigentliche, etwa a, 3,~,0 und o/, 8',7/,0’. Jede andere Transformation ist mit der
einen oder der anderen gleichartig. Sei also die Form ¢ gleich (a, b, ¢), ihre Determi-
nante = D und der grofite gemeinsame Teiler von a, 2b, ¢ wie stets zuvor m; ferner
sollen ¢, u alle Zahlen durchlaufen, die tt — Duu = mm erfillen. Dann sind im ers-
ten Fall alle Transformationen von ¢ in @ in der ersten der folgenden Formeln, I,
enthalten, im zweiten Fall entweder in der ersten, I, oder in der zweiten, II.

I....... Liat — (ab+yc)u), (Bt —(Bb+ dc)u)
Lyt + (ea+yb)u), (6t + (Ba+ db)u)

m....... Lt — (/b++c)u), L(Bt—(Bb+8c)u)
Lyt+ (a++'bu), E(8't+ (Ba+db)u)

Beispiel. - Gesucht sind alle Transformationen von (129,92, 65) in (42,59,81). In
Artikel 195 haben wir gefunden, dass diese nur uneigentlich dquivalent sind, und im
néachsten Artikel die uneigentliche Transformation —47, —56, 73,87 der ersten in die
zweite ermittelt. Daher werden alle Transformationen von (129,92, 65) in (42,59, 81)
durch die Formel

— (47t + 421u), —(56t + 503u). T3t +653u, 87t + 780u

dargestellt, wobei ¢, u alle Zahlen durchlaufen, die ¢t — 79uu = 1 erfiillen. Diese
werden dargestellt durch

£t = 1((80 + 9V79)° + (80 — 9v/79)°)

575 (80 +9v79)° — (80 — 9v/79)°)

wobei fiir e alle nichtnegativen ganzen Zahlen zu nehmen sind.
204.

Offenbar wird die allgemeine Formel, die alle Transformationen darstellt, umso
einfacher, je einfacher die Ausgangstransformation ist, aus der wir sie ableiten. Da
wir frei wihlen kénnen, von welcher Transformation wir ausgehen, lasst sich die all-
gemeine Formel oft einfacher machen: Wir leiten aus der zuerst gefundenen Formel
eine einfachere Transformation ab, indem wir ¢, u bestimmte Werte geben, und bilden
daraus eine andere Formel. Setzen wir z.B. in der Formel aus dem Beispiel des vor-
hergehenden Artikels ¢ = 80, u = —9, so erhalten wir eine einfachere Transformation
als die, von der wir ausgegangen waren, néamlich 29,47, —37, —60. Daraus folgt die
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allgemeine Formel 29t — 263u, 47t — 424w, —37t 4+ 337Tu, —60t + 543u. Haben wir also
nach den vorhergehenden Regeln eine allgemeine Formel gefunden, kénnen wir ver-
suchen, ob sich, wenn wir ¢, u die bestimmten Werte +t/, +u/; +t”, £u” usw. geben,
eine einfachere Transformation ergibt als die, aus der die Formel abgeleitet wurde. In
diesem Fall ldsst sich aus jener Transformation eine einfachere Formel herleiten. —
Bei der Beurteilung der Einfachheit bleibt allerdings ein gewisser Spielraum. Wenn
es die Miihe lohnte, kénnten wir dafiir eine feste Regel aufstellen und in der Folge
t',u'; t",u” usw. auch Grenzen angeben, jenseits derer die Transformationen stan-
dig weniger einfach werden. Dann brauchten wir nicht weiterzugehen, sondern nur
innerhalb dieser Grenzen zu suchen. Da aber nach unseren Methoden die einfachste
Transformation meist entweder sofort oder indem wir ¢, u die Werte +t, +u’ geben,
auftritt, lassen wir diese Untersuchung der Kiirze wegen weg.

205.

AUFGABE. Alle Darstellungen einer gegebenen Zahl M durch eine gegebene Formel
axx + 2bxy + cyy mit positiver nichtquadratischer Determinante = D finden.

Lésung. Zundchst bemerken wir, dass sich die Suche nach Darstellungen durch
nicht teilerfremde Werte von x, y genauso wie oben fiir Formen mit negativer Deter-
minante (Artikel 181) auf den Fall zuriickfithren l&sst, in dem teilerfremde Werte der
Unbestimmten gesucht werden. Es wére daher iiberfliissig, dies hier zu wiederholen.
Damit Darstellungen durch teilerfremde Werte von x,y moglich sind, muss D ein
quadratischer Rest von M sein. Sind alle Werte des Ausdrucks v/D (mod. M) gleich
N,—N,N',—N' N" —N" usw. (die wir so wihlen diirfen, dass keiner > %M ist),
so gehort jede Darstellung von M durch die gegebene Form zu einem dieser Wer-
te. Wir miissen also zuerst diese Werte ermitteln und dann die zu jedem einzelnen
gehorigen Darstellungen untersuchen. Darstellungen zum Wert N gibt es nur, wenn
die Formen (a, b, ¢) und (M, N, ¥ ]\1(4_ D) eigentlich dquivalent sind. Ist das der Fall, so
suchen wir eine beliebige eigentliche Transformation der ersten in die zweite, etwa
a, 3,7,6. Dann haben wir eine Darstellung der Zahl M durch (a,b, ¢), die zum Wert
N gehort, ndmlich ¢ = «, y = 7, und alle zu diesem Wert gehorigen Darstellungen
werden durch die Formel

T = %(at — (ab+ ’yc)u), Y= % (Vt + (aa +~b)u)

dargestellt. Dabei bezeichnet m den grofiten gemeinsamen Teiler von a, 2b, ¢, und
t, u durchlaufen alle Zahlen, die tt — Duu = mm erfiillen. — Offenbar wird diese
allgemeine Formel umso einfacher, je einfacher die Transformation «, 3,7, ¢ ist, aus
der sie abgeleitet wurde. Deshalb ist es sinnvoll, vorher nach dem letzten Artikel die
einfachste Transformation von (a, b, ¢) in (M, N, & ]X/; DY zu ermitteln und daraus die
Formel abzuleiten. — Auf genau dieselbe Weise lassen sich die zu den iibrigen Werten
—N,N’',—N’' usw. gehorigen Darstellungen, falls es welche gibt, durch allgemeine
Formeln angeben.

Beispiel. Gesucht sind alle Darstellungen von 585 durch die Formel 42zx + 62xy +
21yy. Bei Darstellungen durch nicht teilerfremde Werte von x, y ist sofort klar, dass
nur solche moglich sind, bei denen z, y den grofiten gemeinsamen Teiler 3 haben,

denn 585 ist nur durch das eine Quadrat 9 teilbar. Haben wir also alle Darstellungen
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von 222 d.h. 65, durch die Form 422/2 4+ 622’y 4+ 21y'y’ gefunden, in denen 2’ und ¢/
teilerfremd sind, so erhalten wir daraus alle Darstellungen von 585 durch 42xz+62xy+
21yy, in denen x und y nicht teilerfremd sind, indem wir z = 32/, y = 3y’ setzen.
Die Werte von /79 (mod. 65) sind 12, £27. Als Darstellung von 65 zum Wert —12
finden wir 2’ = 2, 4/ = —1. Daher werden alle Darstellungen von 65 zu diesem Wert
durch 2’ = 2t — 41u, yy = —t + 53w und alle daraus entstehenden Darstellungen von
585 durch z = 6t — 123u, y = —3t 4+ 159u gegeben. Ebenso finden wir die allgemeine
Formel fiir alle Darstellungen von 65 zum Wert +12, ndmlich 2’ = 22t — 199u, ¢/ =
—23t 4+ 211u, und die Formel fiir alle daraus entstehenden Darstellungen von 585,
namlich z = 66t — 597u, vy = —69t + 633u. Zu den Werten +27 und —27 gehort
aber keine Darstellung von 65. — Um die Darstellungen von 585 durch teilerfremde
Werte von z, y zu finden, miissen wir zuerst die Werte von /79 (mod. 585) ermitteln;
sie sind 77,4103, 157, £248. Zu den Werten +77,4103, 4248 finden wir keine
Darstellung. Zum Wert —157 gehort aber die Darstellung x = 3, y = 1, aus der
wir die allgemeine Formel fiir alle zu diesem Wert gehorigen Darstellungen ableiten:
x = 3t — 114u, y = t + 157u. Ebenso finden wir als Darstellung zum Wert 4157 die
Werte x = 83, y = —87 und als Formel, die alle gleichartigen enthélt, x = 83t — 746w,
y = —87t 4+ 789u. Wir haben also vier allgemeine Formeln, unter denen sdmtliche
Darstellungen von 585 durch 42zx + 62zy + 21yy enthalten sind:

T =6t —123u y=—3t+ 159%
x = 66t — 597u y = —69¢ 4+ 633u
=3t — 114u y=t+157Tu

x = 83t — 746u y = —87t + 789u

wobei t,u alle ganzen Zahlen durchlaufen, die t¢ — 79uu = 1 erfiillen.

Bei besonderen Anwendungen der vorhergehenden Untersuchungen {iber Formen
mit positiver nichtquadratischer Determinante halten wir uns der Kiirze wegen nicht
auf. Jeder kann sie ohne Schwierigkeit selbst durchfiihren, dhnlich wie in den Arti-
keln 176, 182. Wir wenden uns gleich den Formen mit positiver quadratischer Deter-
minante zu, die allein noch {ibrig sind.
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Formen mit quadratischer Determinante.

206.

AUFGABE. Fir eine gegebene Form (a,b,c) mit quadratischer Determinante hh,
wobei h deren positive Wurzel bezeichnet, eine eigentlich dquivalente Form (A, B,C)
finden, in der A zwischen 0 und 2h — 1 einschlieflich liegt und B = h sowie C =0
gilt.

Losung. 1. Wegen hh = bb — ac ist (h—0b) : a = ¢: —(h +b). Diesem Verhéltnis sei
B : 6 gleich, wobei 8 und 9 teilerfremd sind. Wir bestimmen «, 7 so, dass ad — 5y =
1 gilt, was moglich ist. Durch die Substitution «,3,7,d gehe die Form (a,b,c) in
(', ¥, ) tiber, die somit zu ihr eigentlich dquivalent ist. Wir erhalten

V = aaf + b(ad + B7) + ¢y
= (h —b)ad + b(ad + Bvy) — (h+ b) By
=h(ad — By)=h

d = aBB + 2086 + c6d
= (h—b)B5 +2bB6 — (h+b)B5 =0

Liegt also aulerdem a’ bereits zwischen 0 und 2h — 1, so erfiillt die Form (a/, ¥, )
alle Bedingungen.

II. Liegt dagegen a’ auBlerhalb der Grenzen 0 und 2h — 1, so sei A der kleinste
positive Rest von a’ modulo 2h, der offenbar zwischen diesen Grenzen liegt; wir setzen
A —d' = 2hk. Dann geht die Form (da/,¥',c'), d.h. (a’, h,0), durch die Substitution
1,0,k,1 in (A, h,0) tiber, die zu (a’,, ), (a,b, c) eigentlich dquivalent ist und alle
Bedingungen erfiillt. — Offenbar geht die Form (a, b, ¢) in (A, h,0) tiber, und zwar
durch die Substitution a + 8k, 8,~v + 0k, d.

Beispiel. Gegeben sei die Form (27, 15, 8) mit der Determinante = 9. Hier ist h = 3;
den Verhéltnissen —12 : 27 = 8 : —18 ist in kleinsten Zahlen das Verhéltnis 4 : —9
gleich. Setzen wir also 8 =4, § = -9, a = —1, v = 2, so wird die Form (a’,¥’, ') zu
(—1,3,0), die in (5, 3,0) tibergeht, und zwar durch die Substitution 1,0, 1, 1. Das ist
somit die gesuchte Form, und die gegebene geht durch die eigentliche Substitution
3,4,—7,—9 in sie iiber.

Solche Formen (A, B, C), bei denen C' = 0, B = h ist und A zwischen 0 und 2h —1
liegt, nennen wir reduzierte Formen. Sie miissen also von den reduzierten Formen mit
negativer oder positiver nichtquadratischer Determinante sorgféltig unterschieden
werden.
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207.

SATZ. Zwei reduzierte Formen (a, h,0), (a’, h,0), die nicht identisch sind, kinnen
nicht eigentlich dquivalent sein.

Beweis. Nehmen wir an, sie seien eigentlich dquivalent, und die erste gehe durch
die eigentliche Substitution «, 3,7, in die zweite iiber. Dann haben wir vier Glei-
chungen:

aca +2hay=d .. 1]
aaf+h(ad+py)=h .. 2]
aff+2n36=0 .. 3]
ad—py=1 [4]

Multiplizieren wir die zweite Gleichung mit 3, die dritte mit o und subtrahieren, so
folgt —h(ad — By)B = Bh oder wegen [4] —Bh = Sh, also notwendig 5 = 0. Daher
ergibt [4] ad =1 und o = +1. Aus [1] folgt dann a +2vh = @’. Diese Gleichung kann
nur gelten, wenn v = 0 ist (da sowohl a als auch a’ nach Voraussetzung zwischen 0
und 2h — 1 liegen), d.h., wenn a = o’ ist oder die Formen (a, h,0), (a’, h,0) identisch
sind, entgegen der Voraussetzung.

Damit lassen sich die folgenden Aufgaben, die bei nichtquadratischen Determinan-
ten viel groBere Schwierigkeiten bereiteten, leicht 16sen.

I. Fiir zwei gegebene Formen F, F' mit derselben quadratischen Determinante
untersuchen, ob sie eigentlich dquivalent sind. Wir suchen zwei reduzierte Formen,
die zu F, F’ der Reihe nach eigentlich dquivalent sind. Sind diese identisch, so sind
die gegebenen Formen eigentlich dquivalent; andernfalls nicht.

II. Unter denselben Voraussetzungen untersuchen, ob sie uneigentlich dquivalent
sind. Die einer der gegebenen Formen, z.B. F', entgegengesetzte Form sei G. Ist diese
zu F” eigentlich Aquivalent, so sind F und F’ uneigentlich Aquivalent, und umgekehrt.
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208.

AUFGABE. Fliir zwei gegebene eigentlich dquivalente Formen F, F' mit der Deter-
minante hh eine eigentliche Transformation der einen in die andere finden.

Losung. Zur Form F sei die reduzierte Form ® eigentlich dquivalent, die somit nach
Voraussetzung auch zu F’ eigentlich dquivalent ist. Wir suchen nach Artikel 206 eine
eigentliche Transformation von F in ®, etwa «, 3,7,d, und ebenso eine eigentliche
Transformation von F in ®, etwa o, 3,7/, ¢’. Dann geht ® in F’ {iber, und zwar durch
die eigentliche Substitution ¢, —f3’, —', @/, und somit F' in F’ durch die eigentliche
Substitution

ad' — By, Bo' —ap, A8 -6y, da’ —~p

Es lohnt sich, fiir diese Transformation von F' in F” eine andere Formel herzuleiten,
fur die wir nicht einmal die reduzierte Form ® selbst kennen miissen. Wir nehmen
an:

F sei (a,b,¢), F'=(d,V,d), ®=(Ah,0)
Da den Verhéltnissen h — b : a oder ¢ : —(h + b) in kleinsten Zahlen das Verhéltnis

B : 0 gleich ist, sehen wir leicht, dass % = § eine ganze Zahl ist; sie sei f. Ebenso
ist % = 7}3717 eine ganze Zahl; wir setzen sie = g. Wir haben

A = aaa + 2bay + ¢yy  also
BA = aaafS + 2bafy + cByy

oder, wenn wir fiir a8 den Wert 6(h — b) und fiir ¢ den Wert g einsetzen,
BA = aadh + b2~y — ad)a + BByvg
oder wegen b = —h — dg
BA =2a(ad — By)h + (ad — $7)?g = 2ah + g

Ebenso gilt
0A = aaad + 2bayd + cyyd

= aadd f + b(2a0 — By)y — Byvh
= (a0 = ) f + 2v(ad — By)h = 27h + f
Also

_ BA—g _ SA-f
Q=5 Y= "on

Setzen wir auf genau dieselbe Weise

h—b d , d  —-h-=V
B/ = 5 = f y @ = 5/ = g
so ergibt sich
1 BA—g 1 A
of = =50t T = "o

Setzen wir diese Werte von a, -y, a’,+" in die eben angegebene Formel fiir die Trans-
formation von F in F” ein, so geht sie iiber in

Bf'=d'g  Blg=Bg’  f'=8f  Bf-dg’
2h 2h 2h 2h

)

168



Untersuchungen tuber héhere Arithmetik

woraus A ganz verschwunden ist.

Sind zwei uneigentlich dquivalente Formen F, F’ gegeben und suchen wir eine un-
eigentliche Transformation der einen in die andere, so sei G die zu F’ entgegengesetzte
Form und eine eigentliche Transformation von G in F’ die folgende: a, 3,7. . Dann
ist offenbar «, 3, —, —d eine uneigentliche Transformation von F in F”.

Sind schliellich die gegebenen Formen sowohl eigentlich als auch uneigentlich dqui-
valent, so kénnen wir auf diese Weise offenbar zwei Transformationen finden, eine
eigentliche und eine uneigentliche.

209.

Es bleibt also nur noch zu zeigen, wie sich aus einer Transformation alle ibrigen
gleichartigen ableiten lassen. Das hingt von der Losung der unbestimmten Gleichung
tt — hhuu = mm ab, wobei m den grofiten gemeinsamen Teiler von a, 2b, ¢ bezeichnet,
wenn (a, b, ¢) eine der beiden dquivalenten Formen ist. Diese Gleichung lésst sich aber
stets nur auf zwei Arten 16sen: Wir setzen entweder t = m, u = 0 oder t = —m, u = 0.
Nehmen wir ndmlich an, es gebe noch eine andere Losung ¢t = T, u = U, wobei U
nicht = 0 ist. Da mm sicher 4hh teilt, ist % = 4%‘% + 4, und sowohl % als
auch % sind ganze Quadratzahlen. Nun sehen wir leicht, dass 4 nur dann die
Differenz zweier ganzer Quadratzahlen sein kann, wenn das kleinere Quadrat 0 ist,
d.h. U = 0, entgegen der Voraussetzung. — Geht also die Form F' in F” iiber, und zwar
durch die Substitution «, 3,7, 6, so gibt es aufler —a, — 5, —y, —d keine weitere dazu
gleichartige Transformation. Sind daher zwei Formen entweder nur eigentlich oder
nur uneigentlich dquivalent, so gibt es nur zwei Transformationen; sind sie sowohl
eigentlich als auch uneigentlich dquivalent, so gibt es vier, ndmlich zwei eigentliche
und zwei uneigentliche.

210.

SATZ. Sind zwei reduzierte Formen (a,h,0), (a’,h,0) uneigentlich dquivalent, so
gilt aa’ = mm (mod.2mh), wobei m den grofsten gemeinsamen Teiler von a,2h
oder a’,2h bezeichnet. Haben umgekehrt a,2h; a',2h denselben grofiten gemeinsamen
Teiler m und gilt aa’ = mm (mod.2mh), so sind die Formen (a,h,0), (a’,h,0)
uneigentlich dquivalent.

Beweis. 1. Die Form (a, h,0) gehe in (@', h,0) iiber, und zwar durch die uneigent-
liche Substitution «, 3,7, d, sodass wir vier Gleichungen haben:

acee +2hay =d [1]
acf+h(ad+py)=h .. 2]
aBB+2hB6=0 (3]
ad—pPy=-1 [4]

Multiplizieren wir [4] mit h und ziehen es von [2] ab, was wir durch [2] — h[4] ausdrii-
cken, so ergibt sich

(e +2hy)B =20 L [5]

Ebenso folgt aus vd[2] — vy[3] — (a + afy + hvy0)[4], nachdem die sich authebenden
Glieder wegfallen,

—aad = a+ 2hvyd, oder — (aa+2hy)d=a .. [6]
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SchlieBlich erhalten wir a[l]...aa(ac + 2hy) = ad’, oder
(a4 2h7)? — ad’ = 2hy(ac + 2h7)

oder
(aa + 2hY)? = ad’ (mod. 2h(ac + 2hv)) ... .. [7]

Aus [5] und [6] folgt nun, dass aa + 2hy sowohl 2k als auch a und somit auch m
teilt, den gréfiten gemeinsamen Teiler von a, 2h. Offenbar teilt aber m auch aa+ 2h~y.
Also muss aa + 2hy entweder = +m oder = —m sein. Daraus folgt nach [7] sofort
mm = aa’ (mod. 2mh). Damit ist die Behauptung bewiesen.

II. Haben a, 2h; a’,2h denselben groften gemeinsamen Teiler m und ist auferdem
aa’ = mm (mod. 2mh), so sind 2, 2—77};, %, a“;;@"gm ganze Zahlen. Wir konnen leicht
nachpriifen, dass die Form (a, h,0) in (a’, h,0) tibergeht, und zwar durch die Substi-
tution —%, —%, ““;;?m, -, und dass diese Transformation uneigentlich ist. Daher
sind jene Formen uneigentlich dquivalent. Damit ist die Behauptung bewiesen.

Damit lasst sich auch sofort entscheiden, ob eine gegebene reduzierte Form (a, h, 0)
zu sich selbst uneigentlich dquivalent ist. Bezeichnen wir den gréfiten gemeinsamen

Teiler von a,2h mit m, so muss aa = mm (mod. 2mh) gelten.
211.

Alle reduzierten Formen mit gegebener Determinante hh erhalten wir, indem wir
in der unbestimmten Form (A, h,0) fiir A alle Zahlen von 0 bis 2h — 1 einschliefilich
einsetzen. Ihre Anzahl ist also 2h. Offenbar lassen sich alle Formen mit der Determi-
nante hh in ebenso viele Klassen einteilen. Diese haben dieselben Figenschaften, die
wir oben (Artikel 175, 195) fiir die Klassen der Formen mit negativer und mit positi-
ver nichtquadratischer Determinante besprochen haben. So zerfallen alle Formen mit
der Determinante 25 in zehn Klassen, die wir anhand der in jeder enthaltenen redu-
zierten Form unterscheiden kénnen. Diese reduzierten Formen sind (0, 5,0), (1,5,0),
(2,5,0), (5,5,0), (8,5,0), (9,5,0), die zugleich zu sich selbst uneigentlich dquivalent
sind; (3,5,0), zu der (7,5,0) uneigentlich &dquivalent ist; und (4, 5,0), zu der (6,5,0)
uneigentlich dquivalent ist.
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212.

AUFGABE. Alle Darstellungen einer gegebenen Zahl M durch eine gegebene Form
axx + 2bxy + cyy mit der Determinante hh finden.

Die Losung dieser Aufgabe lédsst sich aus den Grundsétzen von Artikel 168 genauso
ableiten, wie wir es oben (Artikel 180, 181, 205) fiir Formen mit negativer und mit
positiver nichtquadratischer Determinante gezeigt haben. Da dies keine Schwierigkeit
macht, wére es iiberfliissig, es hier zu wiederholen. Es ist aber sinnvoll, die Lésung
aus einem anderen Grundsatz abzuleiten, der dem vorliegenden Fall eigen ist.

Setzen wir wie in den Artikeln 206, 208

h—b:a=c:—(h+b)=p:6
h—b a c —h-b

5l 5T

so lasst sich leicht beweisen, dass die gegebene Form das Produkt der Faktoren dx— Sy
und fx — gy ist. Daher liefert jede Darstellung von M durch die gegebene Form eine
Zerlegung von M in zwei Faktoren. Sind also alle Teiler von M gleich d,d’,d” usw.
(einschlieBllich 1 und M, wobei jeder zweimal, sowohl positiv als auch negativ, zu neh-
men ist), so erhalten wir offenbar alle Darstellungen von M, indem wir nacheinander

9

M

bx—py=d,  fr—gy=-—

M
dr— By =d, fx—gy:? USW.

setzen, daraus die Werte von z, y ermitteln und diejenigen Darstellungen verwerfen,
bei denen x oder y gebrochene Werte annehmen. Aus den beiden ersten Gleichungen
folgt offenbar
T = % und y = %

Diese Werte sind immer bestimmt, denn S f —dg = 2h, und daher ist der Zahler sicher
nicht = 0. — Auch die iibrigen Aufgaben hétten sich aus demselben Grundsatz 16-
sen lassen, ndmlich dass jede Form mit quadratischer Determinante in zwei Faktoren
zerlegt werden kann. Wir haben es aber vorgezogen, auch hier eine Methode zu ver-
wenden, die der oben fiir Formen mit nichtquadratischer Determinante angegebenen
entspricht.

Beispiel. Gesucht sind alle Darstellungen von 12 durch 3zx+4xy—Tyy. Diese Form
zerfallt in die Faktoren x — y und 3z + 7y. Alle Teiler von 12 sind +1,2,3,4,6,12.
Setzen wir x —y = 1, 3z + Ty = 12, so ergibt sich x = %, y = 1%; diese Werte
miissen wir als gebrochene verwerfen. Ebenso ergeben die Teiler —1, +3, +£4, +6, +12
unbrauchbare Werte. Der Teiler 42 liefert dagegen x = 2,y = 0, und —2 liefert
x = —2, y = 0. Aufler diesen beiden gibt es also keine weiteren Darstellungen.

Diese Methode lasst sich nicht anwenden, wenn M = 0 ist. In diesem Fall miissen
offenbar alle Werte von z,y entweder die Gleichung éx — Sy = 0 oder fx — gy =0
erfillen. Alle Losungen der ersten Gleichung sind in der Formel x = Sz, y = 0z
enthalten, wobei z alle ganzen Zahlen durchlauft (denn 3, ¢ sind wie vorausgesetzt
teilerfremd). Setzen wir ebenso den grofiten gemeinsamen Teiler von f,g = m, so

171



Untersuchungen tuber héhere Arithmetik

werden alle Losungen der zweiten Gleichung durch = = %, Yy = % dargestellt. Diese

beiden allgemeinen Formeln umfassen daher alle Darstellungen von M in diesem Fall.

* *

Im Vorhergehenden haben wir alles behandelt, was zur Erkennung der Aquiva-
lenz, zur Bestimmung aller Transformationen von Formen und zur Ermittlung aller
Darstellungen gegebener Zahlen durch gegebene Formen gehort, sodass nichts mehr
zu wiinschen iibrig zu bleiben scheint. Es bleibt daher nur noch zu zeigen, wie wir
bei zwei gegebenen Formen, die wegen der Ungleichheit ihrer Determinanten nicht
dquivalent sein konnen, entscheiden, ob die eine unter der anderen enthalten ist, und
in diesem Fall alle Transformationen der ersten in die zweite finden.
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Formen, die unter anderen enthalten sind, ohne ithnen dquivalent zu sein.

213.

Oben in den Artikeln 157, 158 haben wir gezeigt: Enthélt eine Form f mit der
Determinante D eine Form F' mit der Determinante F und geht sie durch die Substi-
tution a, 3,7, in diese iiber, so ist £ = (ad — B7)2D. Ist ad — v = %1, so enthilt
die Form f nicht nur F, sondern ist ihr auch &dquivalent. Wenn also f die Form F
enthélt, ihr aber nicht dquivalent ist, so ist der Quotient % eine ganze Zahl grofler
als 1. Wir miissen daher jetzt entscheiden, ob eine gegebene Form f mit der Deter-
minante D eine gegebene Form F mit der Determinante Dee enthdlt, wobei e als
positive Zahl grofler als 1 vorausgesetzt wird. Dazu zeigen wir, wie sich endlich viele
unter f enthaltene Formen so angeben lassen, dass F', falls sie unter f enthalten ist,
notwendig einer von ihnen dquivalent sein muss.

I. Alle positiven Teiler von e (einschlieBlich 1 und e) seien m,m’,m” usw., und
es sei e = mn = m'n’ = m"n” usw. Der Kiirze wegen bezeichnen wir die Form, in
die f durch die eigentliche Substitution m.0, 0, n iibergeht, mit (m;0), die Form, in
die f durch die eigentliche Substitution m,1,0,n iibergeht, mit (m;1) usw. Allge-
mein bezeichnen wir die Form, in die f durch die eigentliche Substitution m, k,0,n
iibergeht, mit (m;k). Ebenso gehe f durch die eigentliche Substitution m’,0,0,n’
in (m';0), durch m’,;1,0,n" in (m/;1) usw., durch m”,0,0,n” in (m”;0) usw. tiber.
Alle diese Formen sind unter f eigentlich enthalten, und jede hat die Determinante
= Dee. Die Gesamtheit aller Formen (m;0), (m;1), (m;2)....(m;m — 1), (m/;0),
(m/;1)...(m';m/ —1); (m”;0) usw., deren Anzahl m +m' + m” + usw. ist und die
offenbar alle verschieden sind, bezeichnen wir mit 2.

Ist z.B. die Form f gleich (2,5,7) und gilt e = 5, so enthélt Q die folgenden sechs
Formen: (1;0), (5;0), (5;1), (5;2), (5;3), (5;4). Ausgeschrieben sind dies (2,25, 175),
(50,25,7), (50,35,19), (50,45,35), (50,55, 55), (50,65,79).

II. Ich behaupte nun: Ist eine Form F' mit der Determinante Dee unter f eigentlich
enthalten, so muss sie einer der Formen (2 eigentlich dquivalent sein. Nehmen wir an,
die Form f gehe in F iber, und zwar durch die eigentliche Substitution «, 3,7, d.
Dann ist ad — By = e. Der grofite gemeinsame Teiler der Zahlen ~, § (die nicht beide
0 sein kénnen), positiv genommen, sei = n, und es sei % = m, was offenbar eine ganze
Zahl ist. Wir wéhlen g, h so, dass vg + dh = n ist, und schliefflich sei k der kleinste
positive Rest von ag + Sh modulo m. Dann ist (m; k), die offenbar zu den Formen Q
gehort, der Form F eigentlich dquivalent und geht durch die eigentliche Substitution

v ag+ Bh—k 0 ag+pBh—k vy 0
f.i_kh? - g, -, -
n m n m nn
in sie iiber. Denn erstens sind diese vier Zahlen offenbar ganze Zahlen; zweitens ldsst
sich leicht nachpriifen, dass die Substitution eigentlich ist; drittens ist die Form, in
die (m;k) durch diese Substitution iibergeht, offenbar dieselbe wie die, in die i
durch die Substitution
(1B Y B (S kB,

n m n m

JSie geht ndmlich durch die Substitution m, k,0,n in (m;k) tiber. Siche Artikel 159.
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iibergeht, oder wegen mn = e = ad — By und daher 8y 4+ mn = af, ad — mn = Py
durch

(Bvg + Boh), v, 0

oder schliellich wegen vg + 6h = n durch «, 3,7,0, d.h. nach Voraussetzung in F.
Also sind (m; k) und F eigentlich dquivalent. Damit ist die Behauptung bewiesen.
So lésst sich immer entscheiden, ob eine gegebene Form f mit der Determinante
D eine Form F' mit der Determinante Dee eigentlich enthélt. Wollen wir entscheiden,
ob f die Form F' uneigentlich enthélt, brauchen wir nur zu untersuchen, ob die zu F
entgegengesetzte Form unter f eigentlich enthalten ist (Artikel 159).

214.

AUFGABE. Fiir zwei gegebene Formen, f mit der Determinante D und F mit der
Determinante Dee, von denen die erste die zweite eigentlich enthdlt, alle eigentlichen
Transformationen von f in F angeben.

Lésung. Mit €2 bezeichnen wir dieselbe Gesamtheit von Formen wie im vorherge-
henden Artikel. Daraus wahlen wir alle Formen aus, denen F eigentlich dquivalent ist;
sie seien @, ®’, ®” usw. Jede dieser Formen liefert auf die folgende Weise eigentliche
Transformationen von f in F', wobei verschiedene Formen verschiedene Transforma-
tionen liefern (d.h. jede Form liefert andere), alle zusammen aber sdmtliche (d.h. es
gibt keine eigentliche Transformation von f in F', die nicht von einer der Formen
O, @' usw. geliefert wird). Da die Methode fiir alle Formen ®,®’ usw. dieselbe ist,
sprechen wir nur von einer.

Es sei ® gleich (M; K) und e = M N, sodass f in ® iibergeht, und zwar durch die
eigentliche Substitution M, K,0, N. Ferner bezeichnen wir alle eigentlichen Transfor-
mationen von ® in F' mit a, b, ¢, 0. Dann geht offenbar f in ® {iber, und zwar durch
die eigentliche Substitution Ma+ K¢, Mb+ K9, Nc, No. Auf diese Weise liefert jede
eigentliche Transformation von ® in F' eine eigentliche Transformation von f in F.
— Die {ibrigen Formen @', ®” usw. behandeln wir genauso: Jede ihrer eigentlichen
Transformationen in F' liefert eine eigentliche Transformation von f in F.

Um zu sehen, dass diese Losung in jeder Hinsicht vollstédndig ist, miissen wir zeigen:

I. Auf diese Weise erhalten wir alle maglichen eigentlichen Transformationen von
f in F. Eine beliebige eigentliche Transformation von f in F' sei «, 3,,6, und wie
in II des vorhergehenden Artikels sei n der grofite gemeinsame Teiler von +,d. Die
Zahlen m, g, h, k bestimmen wir wie dort. Dann ist (m;k) unter den Formen &, ®’

1 1
—(ayg + adh), —
n n

usw. enthalten, und

h—k
v oegtph—k

n m

h7 ) ) -

m n n

0 ag+ph—k )
n

ist eine ihrer eigentlichen Transformationen in F'. Daraus erhalten wir nach der eben
angegebenen Regel die Transformation «, 3,7, d. Dies alles wurde im vorhergehenden
Artikel bewiesen.
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IT. Alle auf diese Weise entstehenden Transformationen sind verschieden; keine
wird zweimal erhalten. Wir sehen leicht, dass verschiedene Transformationen dersel-
ben Form ® oder ®' usw. in F nicht dieselbe Transformation von f in F erzeugen
konnen. Dass aber auch verschiedene Formen, z.B. ® und @', nicht dieselbe Transfor-
mation liefern kénnen, beweisen wir so. Nehmen wir an, die eigentliche Transforma-
tion «, 8,7,6 von f in F werde sowohl aus der eigentlichen Transformation a,b, ¢, 0
von ® in F als auch aus der eigentlichen Transformation a’,b’,¢’,?’ von & in F er-
halten. Es sei ® = (M; K), ® = (M';K’), e = MN = M’'N’. Dann haben wir die
Gleichungen

a=Ma+Ke=Md+K<I L 1]
B=Mb+Ko=Mbo+Kd ... 2]
v=Nc¢c=N'¢ 3]
§=No=N" [4]
aw—bc=dd-0=1 . [5]

Aus a[4] — b[3] folgt mithilfe von Gleichung [5] N = N'(ad’ — bc’), also teilt N’ die
Zahl N. Ebenso ergibt a’[4] — b/[3] die Gleichung N (a’d — b’c) = N’, also teilt N die
Zahl N’. Da sowohl N als auch N’ als positiv vorausgesetzt werden, muss N = N’
und M = M’ sein. Aus [3] und [4] folgt dann ¢ = ¢/, 9 = ?’. Ferner folgt aus a[2] — b[1]

K = M'(ab' — bd") + K'(ad’ — bc’) = M (ab’ — ba’) + K’

also K = K’ (mod. M). Das ist nur moglich, wenn K = K’ ist, denn sowohl K als
auch K’ liegen zwischen 0 und M — 1. Daher sind die Formen ®, ® nicht verschieden,
entgegen der Voraussetzung.

Ist D negativ oder positiv quadratisch, so lassen sich mit dieser Methode offenbar
alle eigentlichen Transformationen von f in F' tatsédchlich finden. Ist dagegen D
positiv und nichtquadratisch, so konnen wir allgemeine Formeln angeben, die alle
eigentlichen Transformationen enthalten, deren Anzahl unendlich ist.

Ist schliefflich die Form F' unter der Form f uneigentlich enthalten, so lassen sich
nach der angegebenen Methode alle uneigentlichen Transformationen der ersten in die
zweite leicht darstellen. Sollen némlich «, 5,7, 0 alle eigentlichen Transformationen
von f in die zu I’ entgegengesetzte Form durchlaufen, so werden alle uneigentlichen
Transformationen von f in F' durch «, —f,~, —0 dargestellt.

Beispiel. Gesucht sind alle Transformationen von (2,5,7) in (275,0,—1), die so-
wohl eigentlich als auch uneigentlich unter der ersten enthalten ist. Die Gesamtheit €2
fir diesen Fall haben wir schon im vorhergehenden Artikel angegeben. Bei der Unter-
suchung finden wir, dass sowohl (5;1) als auch (5;4) der Form (275,0, —1) eigentlich
dquivalent sind. Nach unserer oben entwickelten Theorie sind alle eigentlichen Trans-
formationen von (5;1), d.h. (50,35,19), in (275,0,—1) in der allgemeinen Formel

16t — 275u, —t+ 16w, —15t+275u, t— 15u

enthalten, wobei ¢,u alle ganzen Zahlen durchlaufen, die tt — 275uu = 1 erfillen.
Daher sind alle daraus entstehenden eigentlichen Transformationen von (2,5,7) in
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(275,0,—1) in der allgemeinen Formel
65t — 1100w, —4t+ 65u, —15t+ 275u, t— 15u

enthalten. Ebenso sind alle eigentlichen Transformationen von (5,4), d.h. (50,65, 79),
in (275,0,—1) in der allgemeinen Formel

14t + 275u, t+ 14u, —15¢t—275u, —t— 15u

enthalten und somit alle daraus entstehenden eigentlichen Transformationen von
(2,5,7) in (275,0,—1) in

10t 4+ 275u, t+ 10w, —15¢t—275u, —t—1bu

enthalten. Diese beiden Formeln umfassen also alle gesuchten eigentlichen Transfor-
mationen”). — Auf dieselbe Weise finden wir, dass alle uneigentlichen Transformatio-
nen von (2,5,7) in (275,0, —1) in den folgenden beiden Formeln enthalten sind:

(I) ... 65t—1100u, 4t —65u, —15t+275u, —t+ 15u

und
(IT) ... 10t + 275u, —t—10u, —15t—275u, t+ 15u

Eleganter werden alle eigentlichen Transformationen durch die Formel
10t + 55u, t+2u, —15t—5bu, —t—3u

dargestellt, wobei t,u alle ganzen Zahlen durchlaufen, die ¢t¢ — 11uu = 1 erfiillen.
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Formen mit der Determinante 0.

215.

Bisher haben wir Formen mit der Determinante 0 aus allen Untersuchungen ausge-
schlossen. Damit unsere Theorie in jeder Hinsicht vollstédndig wird, miissen wir noch
einiges iiber sie hinzufiigen. Wir haben allgemein bewiesen: Enthélt eine Form mit
der Determinante D eine Form mit der Determinante D’, so ist D’ ein Vielfaches
von D. Daher kann eine Form mit der Determinante = 0 offenbar nur eine Form
enthalten, deren Determinante ebenfalls = 0 ist. Es bleiben also nur zwei Aufgaben:
1° Fiir zwei gegebene Formen f, F, von denen die zweite die Determinante 0 hat, ent-
scheiden, ob die erste die zweite enthdlt, und in diesem Fall alle Transformationen
der ersten in die zweite angeben. 2° Alle Darstellungen einer gegebenen Zahl durch
eine gegebene Form mit der Determinante 0 finden. Die erste Aufgabe erfordert eine
andere Methode, wenn die Determinante der ersten Form f ebenfalls 0 ist, als wenn
sie nicht 0 ist. Dies alles behandeln wir jetzt.

I. Zunachst bemerken wir, dass sich jede Form axx + 2bxy + cyy mit der Deter-
minante bb — ac = 0 als m(gx + hy)? schreiben lisst, wobei g, h teilerfremd sind und
m eine ganze Zahl ist. Sei ndmlich m der gréfite gemeinsame Teiler von a,c, mit
demselben Vorzeichen genommen wie diese Zahlen selbst (dass sie keine entgegen-
gesetzten Vorzeichen haben kénnen, sehen wir leicht). Dann sind 2, - teilerfremde
nichtnegative ganze Zahlen. Thr Produkt ist = %, d.h. eine Quadratzahl, und daher

sind sie selbst Quadratzahlen (Artikel 21). Sei & = gg, = = hh. Dann sind auch g, h
teilerfremd; auflerdem gilt gghh = % und gh = i%. Daraus folgt offenbar

m(gx £ hy)? = azz + 2bzy + cyy
Nun seien zwei Formen f, F' gegeben, beide mit der Determinante 0, und es sei
f=m(gz +hy)?, F=M(GX+HY)?

wobei g zu h und G zu H teilerfremd ist. Ich behaupte: Enthélt f die Form F, so ist
m entweder gleich M oder teilt zumindest M, und der Quotient ist eine Quadratzahl.
Ist umgekehrt % eine ganze Quadratzahl, so ist ' unter f enthalten. Nehmen wir
ndmlich an, f gehe durch die Substitution

r=aX+8Y, y=9X+0Y
in F' iber. Dann ist

M

S(GX + HY)? = ((ag +90)X + (B + )Y )?

woraus leicht folgt, dass % eine Quadratzahl ist. Wir setzen sie = ee und erhalten
e(GX + HY) = £((ag + vh) X + (Bg + 6h)Y), d.h.

+eG = ag+~vh, +eH =g+ dh
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Bestimmen wir also &, $) so, dass 6G + HH =1 ist, so gilt

te = &(ag +vh) + H(Bg + 6h), also ganzzahlig. Q.E.D.

Nehmen wir umgekehrt an, % sei eine ganze Quadratzahl = ee, so enthélt die Form

f die Form F. Wir kénnen ndmlich ganze Zahlen «, 5, v, so bestimmen, dass
ag +vh = +eG, Bg+6h==+eH

gilt. Dazu wéhlen wir ganze Zahlen g, b so, dass gg + hh = 1 ist. Jene Gleichungen
werden erfiillt, wenn wir

a = teGg + hz, v =+eGHh — gz
B =deHg+ h?, d =+eHb — g2/

setzen, welche ganzzahligen Werte wir auch z, 2’ geben. Daher ist F' unter f enthalten.
Damit ist die Behauptung bewiesen. Zugleich sehen wir leicht, dass diese Formeln alle
moglichen Werte von «, 3,7, d, d.h. alle Transformationen von f in F', angeben, wenn
z, 2 alle ganzen Zahlen durchlaufen.

IT. Fir zwei gegebene Formen f = axx + 2bxy + cyy mit einer Determinante
nicht = 0 und F = M(GX + HY)? mit der Determinante = 0 (wobei G, H wie
zuvor teilerfremd sind) behaupte ich erstens: Enthalt f die Form F, so lasst sich
die Zahl M durch f darstellen; zweitens: Lasst sich M durch f darstellen, so ist F
unter f enthalten; drittens: Werden in diesem Fall alle Darstellungen von M durch
f mit x = £,y = v angegeben, so werden alle Transformationen von f in F' durch
G¢, H(, Gu, Hu dargestellt. Dies alles beweisen wir folgendermaflen.

1° Nehmen wir an, f gehe in F iiber, und zwar durch die Substitution «, 3,%, 9,
und wihlen wir &, $) so, dass &G + HH = 1 ist. Setzen wir dann =z = a® + 355,
y =7 + 69, so wird der Wert von f offenbar gleich M, und somit ist M durch f
darstellbar.

2° Nehmen wir an, a&f + 2bfv + cvv = M sei erfiillt. Durch die Substitution
G¢, HE, Gu, Hu geht die Form f offenbar in F' iiber. Dass aber

3° in diesem Fall die Substitution G¢, H(, Gv, Hv alle Transformationen von f in
F angibt, wenn &, v alle Werte von x, y darstellen, fiir die f = M ist, sehen wir so. Sei
a, 3,7, ¢ eine beliebige Transformation von f in F', und wie zuvor gelte 8G+HH = 1.
Unter den Werten von z,y befinden sich dann auch

r=a8+39H, y=76+09
woraus sich die Substitution
G(a® +69), H(a®+49), GG +09), H(vS+09)

ergibt, oder
a+9H(BG — aH), B+ &(aH — SG)
v+ H(0G —vH), §+ B(vH — 6G)
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Da aber
a(aX + BY)? +2b(aX + BY)(v X + 8Y)
+c(yX +6Y)2 = M(GX + HY)?
gilt, ist
a(ad — fy)* = M(6G — vH)?
c(By —ad)? = M(BG — oH)?

und daher (weil die Determinante von f, mit (ad — B7)? multipliziert, gleich der
Determinante von F'; d.h. = 0, und somit auch ad — By = 0 ist)

0G—~vH =0, pG—aH =0

Jene Substitution geht damit in «, 8,,d liber. Daher liefert die angegebene Formel
alle Transformationen von f in F.

ITI. Es bleibt zu zeigen, wie sich alle Darstellungen einer gegebenen Zahl durch eine
gegebene Form mit der Determinante 0 angeben lassen. Sei die Form m(gz + hy)?.
Offenbar muss jene Zahl durch m teilbar und der Quotient eine Quadratzahl sein.
Setzen wir also die gegebene Zahl = mee, so ist fiir dieselben Werte von z,y, fir
die m(gx + hy)? = mee gilt, offenbar gz + hy entweder = +e oder = —e. Wir
erhalten daher alle Darstellungen, indem wir alle ganzzahligen Losungen der linearen
Gleichungen gxr + hy = e, gx + hy = —e bestimmen. Dass diese l6sbar sind, ist
bekannt, denn g, h sind wie vorausgesetzt teilerfremd. Bestimmen wir ndmlich g, b
so, dass gg + hh = 1 ist, so erfiilllen wir die erste Gleichung durch x = ge + hz,
y = be — gz, die zweite dagegen durch x = —ge + hz, y = —bhe — gz, wobei 2
eine beliebige ganze Zahl bezeichnet. Zugleich geben diese Formeln alle ganzzahligen
Werte von x,y an, wenn z alle ganzen Zahlen durchliuft.
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Allgemeine Losung aller unbestimmten Gleichungen zweiten Grades mit zwes
Unbekannten in ganzen Zahlen.

Zum Abschluss dieser Untersuchungen fligen wir hinzu:
216.

AUFGABE. Alle ganzzahligen Losungen der allgemeinen”) unbestimmten Gleichung
zweiten Grades mit zwei Unbekannten

axx + 2bxy + cyy + 2dx + 2ey+ f =0

finden (wobei a,b,c usw. beliebige gegebene ganze Zahlen sind).
Lésung. Anstelle der Unbekannten x, y fithren wir

p=(bb—ac)r+be—cd und q=(bb— ac)y+bd— ae

ein. Diese sind offenbar immer ganze Zahlen, wenn x,y ganze Zahlen sind. Damit
erhalten wir die Gleichung

app + 2bpq + cqq + f(bb — ac)? + (bb — ac)(aee — 2bde + cdd) = 0
oder, wenn wir der Kiirze wegen
f(0b — ac)® + (bb — ac)(aee — 2bde + cdd) = —M

setzen, die Gleichung
app + 2bpg + cqq = M

Wir haben im Vorhergehenden gezeigt, wie wir alle Losungen dieser Gleichung, d.h.
alle Darstellungen von M durch (a, b, ¢), finden kénnen. Bestimmen wir nun aus den
einzelnen Werten von p, g die entsprechenden Werte von x, y mithilfe der Gleichungen

_ pt+cd—be _ q+ae—bd
T Tb—ac ' 7T T bh—ac

so sehen wir leicht, dass alle diese Werte die gegebene Gleichung erfiillen und dass
es keine ganzzahligen Werte von z,y gibt, die wir auf diese Weise nicht erhalten.
Verwerfen wir also unter allen so entstehenden Werten von x,y die gebrochenen, so
bleiben alle gesuchten Losungen {ibrig.

Zu dieser Losung ist Folgendes zu bemerken.

1° Lésst sich entweder M nicht durch (a,b,c) darstellen, oder ergeben sich aus
keiner Darstellung ganzzahlige Werte von z,y, so hat die Gleichung keine ganzzahlige
Losung.

2° Ist die Determinante von (a,b,c), d.h. bb — ac, negativ, oder ist sie positiv
quadratisch und ist zugleich M nicht = 0, so ist die Anzahl der Darstellungen von
M durch (a,b,c) endlich. Daher ist auch die Anzahl aller Losungen der gegebenen
Gleichung, wenn es iiberhaupt welche gibt, endlich.

st eine Gleichung gegeben, deren zweiter, vierter oder finfter Koeffizient nicht gerade ist, so erhilt
sie durch Multiplikation mit 2 die hier vorausgesetzte Form.
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3° Ist bb—ac positiv und nichtquadratisch oder quadratisch und zugleich M = 0, so
lasst sich M, wenn iiberhaupt, auf unendlich viele verschiedene Arten durch (a,b,c)
darstellen. Da es aber unméglich ist, alle diese Darstellungen selbst zu finden und zu
priifen, ob sie ganzzahlige oder gebrochene Werte von x, y liefern, brauchen wir eine
Regel, mit der wir Gewissheit erlangen konnen, falls iberhaupt keine Darstellung
ganzzahlige Werte von z,y liefert (denn wie viele Darstellungen wir in diesem Fall
auch priifen, ohne eine solche Regel wiirden wir nie Gewissheit erreichen). Liefern da-
gegen einige Darstellungen ganzzahlige Werte von z, y, andere gebrochene, so miissen
wir zeigen, wie wir die letzteren von den ersteren im Voraus allgemein unterscheiden
konnen.

4° Ist bb—ac = 0, so lassen sich die Werte von z, y mit den vorhergehenden Formeln
iiberhaupt nicht bestimmen. Daher miissen wir fiir diesen Fall eine besondere Methode
finden.
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217.

Fiir den Fall, dass bb — ac eine positive Nichtquadratzahl ist, haben wir oben
gezeigt, dass sich alle Darstellungen der Zahl M durch die Form app + 2bpq + cqq
(falls es tiberhaupt welche gibt) durch eine oder mehrere Formeln der folgenden Art
angeben lassen:

p=2(At+Bu), ¢=1(Ct+Du)

Dabei bezeichnen 2,83, €, ® gegebene ganze Zahlen, m den gréfiten gemeinsamen
Teiler der Zahlen a,2b,c und schliellich ¢,u sdmtliche ganzen Zahlen, die der Glei-
chung tt — (bb — ac)uu = mm geniigen. Da alle Werte von ¢, u sowohl positiv als auch
negativ genommen werden kénnen, kénnen wir jede jener Formeln durch vier andere
ersetzen:

(At +Bu), q= (¢t +Du)
(At —Bu), q= (¢t —Du)

p =
p =
p= %(—Qlt +Bu), q¢= %(—Ct + Du)
p=—L(At+Bu), ¢=-1(¢t+Du)
Die Gesamtzahl der Formeln ist jetzt viermal so grof§ wie vorher; ¢t und u bezeichnen
aber nicht mehr alle Zahlen, die der Gleichung ¢t — (bb — ac)uu = mm geniigen,
sondern nur die positiven. Jede dieser Formen muss daher einzeln betrachtet und

darauf untersucht werden, welche Werte von ¢, u ganzzahlige Werte von x, y liefern.
Aus der Formel

1
m
1
m

p=21(At+Bu), ¢=1(¢t+Du) —
folgen diese Werte von z, y:

At + Bu + med — mbe €t + Du+ mae —mbd
N m(bb — ac) YT m(bb — ac)

Oben haben wir aber gezeigt, dass alle (positiven) Werte von ¢ eine rekurrente Folge
t0, ¢/, " usw. bilden und dass die zugehérigen Werte von u ebenfalls eine rekurrente
Folge u°,u/,u” usw. bilden. AuBerdem lisst sich eine Zahl p so angeben, dass fiir
jeden gegebenen Modul gilt:

P =t =4, P2 =" usw., w =", uwt = usw.

Als diesen Modul nehmen wir die Zahl m(bb — ac). Der Kiirze wegen bezeichnen wir
die Werte von z, y, die sich durch Setzen von t = t°, u = u® ergeben und denen
wir den Index 0 zuordnen, mit z°,1°; ebenso die durch Setzen von t = t/, u = o/
entstehenden Werte mit z’,%’, denen wir den Index 1 zuordnen, usw. Man sieht
dann ohne Miihe: Sind 2, 3" ganze Zahlen und ist p richtig bestimmt, so sind auch
x P yhtr ebenso x"2P 4y +2r und allgemein 2" *P, " TkP ganze Zahlen. Ist dagegen
z oder y" gebrochen, so ist auch 2" beziehungsweise y"**° gebrochen. Daraus
folgt leicht: Berechnet man die Werte von x, y mit den Indizes 0,1,2....p — 1, und
sind fiir keinen dieser Indizes sowohl x als auch y ganzzahlig, so gibt es iiberhaupt
keinen Index, fiir den sowohl z als auch y ganze Werte annehmen. In diesem Fall
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lassen sich aus Formel [1] keine ganzzahligen Werte von z, y ableiten. Gibt es aber
unter jenen Indizes einige, etwa u,p/, u” usw., denen ganzzahlige Werte von x, y
entsprechen, so sind sdmtliche ganzzahligen Werte von z, y, die sich aus Formel [1]
gewinnen lassen, diejenigen, deren Indizes in einer der Formeln u+kp, ¢/ +kp, p”+kp
usw. enthalten sind. Dabei durchlduft k alle positiven ganzen Zahlen, einschlielich
der Null.

Die iibrigen Formeln, in denen die Werte von p, ¢ enthalten sind, miissen genauso
behandelt werden. Sollte keine dieser Formeln ganzzahlige Werte von x, y liefern,
so wére die vorgelegte Gleichung {iberhaupt nicht in ganzen Zahlen lésbar. Ist sie
aber tatsdchlich l6sbar, so lassen sich alle ganzzahligen Losungen nach den oben
angegebenen Regeln darstellen.

218.

Ist bb — ac eine Quadratzahl und M = 0, so sind alle Werte von p, ¢ in zwei
Formeln der Art p = Az, ¢ = Bz; p = Az, ¢ = B’z enthalten. Dabei durchlauft
z alle ganzen Zahlen, wihrend 2, B, ', B’ gegebene ganze Zahlen sind, von denen
die erste und zweite sowie die dritte und vierte jeweils teilerfremd sind (Artikel 212).
Alle ganzzahligen Werte von z, y, die aus der ersten Formel entstehen, sind also in
Formel [1] enthalten:

Az +cd —be _ Bz +ae—bd
T T —ae YT bb — ac

Alle iibrigen, die aus der zweiten Formel entstehen, sind in dieser Formel [2] enthalten:

A'z 4+ cd — be _ B'z4ae—bd
bb—ac @ Y7 bb — ac

Da aber beide Formeln auch gebrochene Werte liefern kénnen (aufier wenn bb — ac =
1), missen wir in jeder Formel diejenigen Werte von z, die sowohl z als auch y
ganzzahlig machen, von den iibrigen trennen. Es geniigt jedoch, nur die erste Formel
zu betrachten, da auf die andere genau dasselbe Verfahren anzuwenden ist.

Da 2, B teilerfremd sind, kénnen wir zwei Zahlen a, b so bestimmen, dass a2l +
b6 =1 gilt. Dann ist

(az + by)(bb — ac) = z + a(cd — be) + b(ae — bd)

Hieraus ist sofort klar, dass alle Werte von z, die ganzzahlige Werte von z, y erzeugen
konnen, notwendig zur Zahl a(be — cd) + b(bd — ae) modulo bb — ac kongruent sein
miissen, also in der Formel (bb — ac)z’ + a(be — cd) + b(bd — ae) enthalten sind, wobei
2" samtliche ganzen Zahlen durchlauft. Damit erhalten wir leicht anstelle der Formel
[1] die folgende:

A(bd — ae) — B(be — cd)

. /

r=Az +bx T —

=B ax A(bd — ae) — B(be — cd)
bb — ac

Sie liefert offenbar entweder fiir alle Werte von 2" oder fiir keinen ganzzahlige Werte
von x,y. Der erste Fall tritt immer dann ein, wenn 2((bd — ae) und B (be — c¢d) modulo
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bb—ac kongruent sind, der zweite, wenn sie inkongruent sind. — Formel [2] ist genauso
zu behandeln; ihre ganzzahligen Losungen (falls sie welche liefern kann) sind von den
ibrigen zu trennen.

219.

Ist bb — ac = 0, so lisst sich die Form azz + 2bxy + cyy als m(ax + By)? schreiben,
wobei m, «, 8 ganze Zahlen sind (Artikel 215). Setzen wir ax + Sy = z, so geht die
vorgelegte Gleichung in diese iiber:

mzz 4 2dx +2ey+ f =0

Daraus und aus z = ax + By folgt

Bmzz + 2ez + Bf amzz + 2dz + af
xr =

20 — 2Bd v= 26d — 2ce

Nun ist klar: Sofern nicht ce = 8d gilt (diesen Fall betrachten wir gleich gesondert),
geniigen die Werte von z, y, die aus diesen Formeln durch Einsetzen eines beliebigen
Werts fiir z entstehen, der vorgelegten Gleichung. Es bleibt daher nur zu zeigen, wie
sich die Werte von z bestimmen lassen, die ganzzahlige Werte von z, y liefern.

Wegen az + Sy = z kommen fiir z notwendig nur ganze Zahlen infrage. Macht
auflerdem ein Wert von z sowohl x als auch y ganzzahlig, so liefern offenbar auch alle
Werte von z, die zu ihm modulo 2ae — 23d kongruent sind, ganzzahlige Werte. Setzt
man also fiir z alle ganzen Zahlen von 0 bis einschlielich 2ae —23d —1 (wenn ae — 3d
positiv ist) oder bis einschlielich 25d — 2ae — 1 (wenn ae — fd negativ ist) ein, und
werden fiir keinen dieser Werte sowohl x als auch y ganzzahlig, so liefert {iberhaupt
kein Wert von z ganzzahlige Werte von x,y, und die vorgelegte Gleichung ist nicht
in ganzen Zahlen l6sbar. Liefern dagegen einige jener Werte von z ganzzahlige Werte
von z,y, etwa (,(’, (" usw. (die sich auch durch Losen quadratischer Kongruenzen
nach den Grundsétzen von Abschnitt IV finden lassen), so erhélt man alle Losungen,
indem man z = (2ae — 2Bd)v + (, 2 = (2ae — 2Bd)v + (' usw. setzt, wobei v alle
ganzen Zahlen durchlduft.

220.

Fiir den ausgeschlossenen Fall, dass ae = Bd gilt, miissen wir ein eigenes Verfahren
finden. Nehmen wir an, dass «, § teilerfremd sind; nach Artikel 215, I ist das zuléssig.
Dann ist g = % eine ganze Zahl (Artikel 19), die wir = h setzen. Die vorgelegte

Gleichung nimmt dann diese Form an:
(max +mpBy +h)* —hh +mf =0

Sie ist also offenbar nur dann rational 16sbar, wenn hh —m f eine Quadratzahl ist. Sei
hh —mf = kk; dann sind die folgenden beiden Gleichungen offenbar der vorgelegten
Gleichung aquivalent:

max+mpPy+h+k=0, und maxr+mBy+h—k=0

d.h., jede Losung der vorgelegten Gleichung geniigt auch einer dieser beiden Glei-
chungen und umgekehrt. Die erste Gleichung ist offenbar nur dann in ganzen Zahlen

184



Untersuchungen tuber héhere Arithmetik

l6sbar, wenn h+ k durch m teilbar ist; ebenso lésst die zweite nur dann eine ganzzah-

lige Losung zu, wenn h — k durch m teilbar ist. Diese Bedingungen reichen aber auch

fiir die Losbarkeit der jeweiligen Gleichung aus (da «, § als teilerfremd vorausgesetzt

sind), und sdmtliche Losungen lassen sich nach den bekannten Regeln angeben.
221.

Den in Artikel 217 betrachteten Fall (da er von allen der schwierigste ist) erlautern
wir an einem Beispiel. Gegeben sei die Gleichung zx + 8zy + yy + 22 — 4y + 1 = 0.
Daraus leiten wir zunéchst durch Einfiihrung der anderen Unbekannten p = 15z — 9.
q = 15y + 6 die Gleichung pp + 8pq + qq¢ = —540 ab. Man findet, dass sdmtliche
ganzzahligen Losungen dieser Gleichung in den folgenden vier Formeln enthalten

sind:
p = 6t, q = —24t — 90u

p = 6t, q = —24t + 90u
p=—6t, q=24t—90u
p=—6t, q=24t+ 90u

Dabei durchlaufen ¢, u alle positiven ganzen Zahlen, die der Gleichung tt — 15uu = 1
gentigen. Sie sind in der Formel

—%((4+\ﬁ) + (4 V15)")

u= 2\ﬁ((4+\ﬁ) — (4 —V15)")

enthalten, wenn n alle positiven ganzen Zahlen (einschlieBlich der Null) durchlduft.
Daher sind sdmtliche Werte von z,y in den folgenden Formeln enthalten:

r=12t+3), y=—18t+30u+2)
z=1(2t+3), y=-1(8t—30u+2)
z=3(-2t+3), y=1(8—30u—2)
z=1(-2t+3), y=1(8+30u—2)

Wendet man unsere Regeln richtig an, so findet man: Damit sich ganzzahlige Werte
ergeben, muss man in der ersten und zweiten Formel diejenigen Werte von ¢, u neh-
men, die aus einem geraden Index n entstehen; in der dritten und vierten dagegen
diejenigen, die man aus einem ungeraden n erhélt. — Die einfachsten Losungen sind
r=1,-1,—-1;y = —2,0,12, jeweils einander entsprechend.

Ubrigens lisst sich die Losung des in den vorhergehenden Artikeln erlduterten
Problems meist durch verschiedene Kunstgriffe abkiirzen, besonders beim Ausschlie-
Ben unbrauchbarer Losungen, d.h. solcher, die Briiche enthalten. Doch um nicht zu
ausfithrlich zu werden, haben wir dies hier iibergehen miissen.
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Historische Bemerkungen.

222.

Da mehrere der bisher behandelten Gegenstédnde auch von anderen Mathemati-
kern untersucht wurden, kénnen wir deren Verdienste nicht mit Schweigen iibergehen.
Der angesehene La Grange hat allgemeine Untersuchungen iiber die Aquivalenz der
Formen angestellt, Nouv. Mém. de I’Ac. de Berlin, 1773 p. 263 und 1775 p. 323 ff.
Insbesondere zeigte er, dass es fiir jede gegebene Determinante eine endliche Anzahl
von Formen gibt, sodass jede Form mit dieser Determinante einer davon aquiva-
lent ist und sich somit alle Formen mit gegebener Determinante in Klassen einteilen
lassen. Spéter entdeckte der beriihmte Le Gendre mehrere elegante Eigenschaften
dieser Klassifikation, grofitenteils durch Induktion aus beobachteten Féllen; wir wer-
den sie unten angeben und mit Beweisen begriinden. Die Unterscheidung zwischen
eigentlicher und uneigentlicher Aquivalenz, deren Nutzen besonders bei den feineren
Untersuchungen sichtbar wird, hatte bisher jedoch niemand getroffen.

Das beriihmte, in Artikel 216 ff. erlduterte Problem hat der angesehene La Grange
zuerst vollstdndig gelost, Hist. de I’Ac. de Berlin, 1767 p. 165 und 1768 p. 181 ff.
Eine Losung (allerdings eine weniger vollstdndige) steht auch in den schon ofter
angefithrten Suppl. ad Euleri Algebram. Schon vorher hatte der angesehene Euler
denselben Gegenstand in Angriff genommen, Comm. Petr. T. VI p. 175; Comm. Now.
T. IX p. 3; Ibid. T. XVIII p. 185 ff. Er beschriankte seine Untersuchung aber stets
darauf, aus einer als bekannt vorausgesetzten Losung andere abzuleiten. Auflerdem
konnen seine Methoden nur in wenigen Féllen alle Losungen liefern (siehe La Grange,
Hist. de l’Ac. de Berlin 1767, p. 237). Da die letzte dieser drei Abhandlungen jiingeren
Datums ist als La Granges Losung, die das Problem in seiner ganzen Allgemeinheit
erfasst und in dieser Hinsicht nichts zu wiinschen {ibrig ldsst, scheint Euler diese
Losung damals noch nicht gekannt zu haben (Band XVIII der Kommentare gehort
zum Jahr 1773 und wurde 1774 veroffentlicht). Unsere Losung beruht dagegen (wie
alles andere, was wir bisher in diesem Abschnitt angegeben haben) auf ganz anderen
Grundsétzen.

Was andere, etwa Diophant, Fermat usw., zu diesem Gegenstand beigetragen ha-
ben, betrifft sehr spezielle Félle. Da wir das besonders erwdhnenswert Erscheinende
schon oben genannt haben, verzichten wir darauf, alles einzeln aufzuzihlen.

* *
*

Was wir bisher iiber Formen zweiten Grades dargestellt haben, ist nur als erster
Anfang dieser Theorie anzusehen. Als wir diese Untersuchung eingehender verfolgten,
ertffnete sich uns ein sehr weites Feld, aus dem wir im Folgenden das besonders beach-
tenswert Erscheinende auswéihlen werden. Denn dieser Gegenstand ist so fruchtbar,
dass wir der Kiirze wegen vieles andere iibergehen miissen, das uns bereits zu finden
gelungen ist; weit mehr liegt ohne Zweifel noch verborgen und wartet auf neue An-
strengungen. Gleich zu Beginn dieser Untersuchungen ist zu bemerken, dass Formen
mit der Determinante 0 ausgeschlossen sind, sofern wir nichts anderes angeben.
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WEITERE UNTERSUCHUNGEN UBER FORMEN.

Einteilung der Formen mit gegebener Determinante in Klassen.

223.

Schon oben (Artikel 175, 195, 211) haben wir gezeigt: Fiir jede gegebene ganze
Zahl D (positiv oder negativ) ldsst sich eine endliche Anzahl von Formen F, F’ | F"
usw. mit der Determinante D angeben, sodass jede Form mit der Determinante D
einer und nur einer davon eigentlich d4quivalent ist. Alle Formen mit der Determinante
D (deren Anzahl unendlich ist) lassen sich daher nach diesen Formen klassifizieren:
Die Gesamtheit aller Formen, die F' eigentlich d&quivalent sind, bildet die erste Klasse;
die Formen, die F” eigentlich dquivalent sind, bilden die zweite usw.

Aus jeder Klasse von Formen mit gegebener Determinante D kénnen wir eine
Form wahlen und als reprdsentierende Form der ganzen Klasse betrachten. An sich
ist vollig beliebig, welche Form wir aus jeder Klasse nehmen. Dennoch sollten wir
immer diejenige vorziehen, die die anderen an FEinfachheit zu iibertreffen scheint.
Die Einfachheit einer Form (a, b, ¢) ist offenbar nach der Gréfie der Zahlen a,b, ¢ zu
beurteilen. Mit Recht nennen wir eine Form (a’,b’,¢’) weniger einfach als (a,b,c),
wenn @' > a, b’ > b, ¢ > c gelten. Damit ist die Sache aber noch nicht vollstindig
bestimmt: Es bleibt zum Beispiel uns tiberlassen, welche der Formen (17,0, —45),
(5,0, —153) wir fiir einfacher halten wollen. Meist wird es jedoch zweckméfBig sein,
diese Regel einzuhalten:

I. Ist die Determinante D negativ, so nehme man die in den einzelnen Klassen
enthaltenen reduzierten Formen als repriasentierende Formen. Finden sich in dersel-
ben Klasse zwei reduzierte Formen (die dann entgegengesetzt sind, Artikel 172), so
nehme man diejenige, deren mittleres Glied positiv ist.

II. Ist die Determinante D positiv und keine Quadratzahl, so entwickle man die
Periode einer reduzierten Form der vorgelegten Klasse. Darin werden entweder zwei
ambige Formen vorkommen oder keine (Artikel 187).

1) Im ersten Fall seien die ambigen Formen (A, B,C), (A’, B, C"); die kleinsten
Reste der Zahlen B, B’ nach den Moduln A, A" seien jeweils M, M’ (sie konnen
positiv genommen werden, sofern sie nicht = 0 sind); schlielich sei % = N,
%,IM/ = N’. Dann nehme man von den Formen (A, M,—N), (A", M',—N’) die-
jenige als représentierende Form, die am einfachsten erscheint. Dabei ist eine Form
vorzuziehen, deren mittleres Glied = 0 ist. Ist das mittlere Glied in beiden oder in
keiner 0, so ziehe man die Form mit dem kleineren ersten Glied vor. Sind die ersten
Glieder der Grofle nach gleich, aber im Vorzeichen verschieden, so ist das positive
Vorzeichen dem negativen vorzuziehen.

2) Gibt es in der ganzen Periode keine ambige Form, so wéhle man aus allen
Formen der Periode diejenige mit dem kleinsten ersten Glied, ohne Riicksicht auf das
Vorzeichen. Kommen in derselben Periode zwei Formen vor, in denen dasselbe erste
Glied einmal positiv und einmal negativ ist, so ist die erste der zweiten vorzuziehen.
Diese Form sei (A4, B,C). Daraus leite man wie im vorigen Fall eine andere Form
(A,M,—N) ab (indem man fir M den absolut kleinsten Rest von B modulo A

nimmt und N = % setzt). Diese nehme man schliefllich als Représentanten.
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Sollte dasselbe kleinste erste Glied A mehreren Formen der Periode gemeinsam
sein, so behandle man alle diese Formen auf die vorgeschriebene Weise und nehme
von den entstehenden Formen diejenige als reprasentierende Form, deren mittleres
Glied moglichst klein wird.

So haben wir zum Beispiel fir D = 305 unter anderem diese Periode: (17,4, —17),
(—17,13,8), (8,11,-23), (—23,12,7), (7,16,-7), (—7,12,23), (23,11,-8),
(—8,13,17). Daraus wéahlen wir zunéchst die Form (7,16, —7) und leiten dar-
aus dann die reprasentierende Form (7,2, —43) ab.

III. Ist die Determinante eine positive Quadratzahl = kk, so ermittle man die in
der vorgelegten Klasse enthaltene reduzierte Form (A, k,0). Ist A < k oder = k, so
nehme man diese selbst als repréasentierende Form. Ist dagegen A > k, so nehme man
an ihrer Stelle die Form (A — 2k, k,0), deren erstes Glied negativ, aber kleiner als k
ist.

Beispiel. So werden alle Formen mit der Determinante —235 in sechzehn Klas-
sen eingeteilt. Thre Reprasentanten sind (1,0,235), (2,1,118), (4,1,59), (4,—1,59),
(5,0,47), (10,5,26), (13,5,20), (13,—5,20) und acht weitere, die sich von den vo-
rigen nur durch die Vorzeichen der dufleren Glieder unterscheiden: (—1,0,—235),
(—2,1,—118) usw.

Alle Formen mit der Determinante 79 zerfallen in sechs Klassen, deren Repréasen-
tanten (1,0,-79), (3.1, -26), (3,—1,—-26), (—1,0.79), (—3,1,26), —3. — 1,26) sind.

224.

Durch diese Klassifikation werden also die eigentlich dquivalenten Formen vollstan-
dig von den tibrigen getrennt. Zwei Formen derselben Determinante D sind eigentlich
dquivalent, wenn sie zur selben Klasse gehoren. Jede durch die eine darstellbare Zahl
lasst sich auch durch die andere darstellen. Léasst sich eine Zahl M durch die ers-
te Form mit teilerfremden Werten der Unbestimmten darstellen, so ist dieselbe Zahl
durch die andere Form ebenso darstellbar, und zwar so, dass beide Darstellungen zum
selben Wert des Ausdrucks v/D (mod. M) gehéren. Gehoren zwei Formen dagegen zu
verschiedenen Klassen, so sind sie nicht eigentlich dquivalent. Von der Darstellbarkeit
einer gegebenen Zahl durch die eine kann man nicht auf ihre Darstellbarkeit durch
die andere schlielen. Lésst sich vielmehr die Zahl M durch die eine mit teilerfremden
Werten der Unbestimmten darstellen, so sind wir sofort sicher, dass es keine dhnliche
Darstellung derselben Zahl durch die andere Form gibt, die zum selben Wert des
Ausdrucks v/ D(mod. M) gehért (siehe Artikel 167, 168).

Andererseits konnen zwei Formen F, F’ aus verschiedenen Klassen K, K’ durchaus
uneigentlich dquivalent sein. Dann ist jede Form der einen Klasse jeder Form der an-
deren uneigentlich dquivalent. Jede Form aus K hat ihre entgegengesetzte Form in
K’, und die Klassen K, K’ selbst heiflen entgegengesetzt. So ist im ersten Beispiel des
vorigen Artikels die dritte Klasse der Formen mit der Determinante —235 der vierten
entgegengesetzt und die siebte der achten; im zweiten Beispiel die zweite Klasse der
dritten und die fiinfte der sechsten. Fiir beliebige zwei Formen aus entgegengesetzten
Klassen gilt also: Jede Zahl M, die durch die eine darstellbar ist, l4sst sich auch durch
die andere darstellen. Geschieht dies bei der einen mit teilerfremden Werten der Un-
bestimmten, so ist es bei der anderen ebenso méglich, allerdings so, dass diese beiden
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Darstellungen zu entgegengesetzten Werten des Ausdrucks v D (mod. M) gehoren.
— Die oben angegebenen Regeln zur Wahl der représentierenden Formen sind so
eingerichtet, dass entgegengesetzte Klassen stets entgegengesetzte reprasentierende
Formen erhalten.

Schliefllich gibt es auch Klassen, die sich selbst entgegengesetzt sind. Gehéren ndm-
lich eine Form und ihre entgegengesetzte zur selben Klasse, so sieht man leicht, dass
alle Formen dieser Klasse einander sowohl eigentlich als auch uneigentlich &quiva-
lent sind und ihre entgegengesetzten Formen in derselben Klasse haben. Jede Klasse,
die eine ambige Form enthélt, hat diese Eigenschaft. Umgekehrt enthélt jede sich
selbst entgegengesetzte Klasse notwendig eine ambige Form (Artikel 163, 165); des-
halb heifit sie eine ambige Klasse. So gibt es unter den Klassen der Formen mit
der Determinante —235 acht ambige, deren Représentanten (1,0,235), (2,1, 118),
(5,0,47), (10,5,26), (—1,0,—235), (—2,1,—118), (—5,0, —47), (10,5, —26) sind; un-
ter den Klassen der Formen mit der Determinante 79 zwei, mit den Reprasentanten
(1,0,—79), (—1,0,79). — Sind die reprasentierenden Formen nach unseren Regeln
bestimmt, so lassen sich die ambigen Klassen leicht daran erkennen. Bei einer positi-
ven Nichtquadratzahl als Determinante erhélt eine ambige Klasse sicher eine ambige
reprasentierende Form (Artikel 194). Bei einer negativen Determinante ist die re-
prasentierende Form einer ambigen Klasse entweder selbst ambig oder hat gleiche
auflere Glieder (Artikel 172). Bei einer positiven Quadratzahl als Determinante lasst
sich schliefllich nach Artikel 210 leicht entscheiden, ob die représentierende Form sich
selbst uneigentlich dquivalent und somit die von ihr reprisentierte Klasse ambig ist.

225.

Schon oben (Artikel 175) haben wir gezeigt, dass in einer Form (a, b, ¢) mit nega-
tiver Determinante die dufleren Glieder dasselbe Vorzeichen haben, sowohl unterein-
ander als auch wie die dufleren Glieder jeder dquivalenten Form. Sind a, ¢ positiv, so
nennen wir die Form (a, b, ¢) positiv. Ebenso heifit die ganze Klasse, die (a,b, c) ent-
héalt und nur aus positiven Formen besteht, eine positive Klasse. Dagegen ist (a, b, c)
eine negative Form, die in einer negativen Klasse liegt, wenn a, ¢ negativ sind. Durch
eine positive Form lassen sich keine negativen, durch eine negative Form keine po-
sitiven Zahlen darstellen. Ist die Form (a,b, ) Repriasentant einer positiven Klasse,
so ist die Form (—a, b, —c) Représentant einer negativen Klasse. Daher gibt es gleich
viele positive und negative Klassen; sobald die ersten angegeben sind, sind auch die
zweiten bekannt. Bei Untersuchungen {iber Formen mit negativer Determinante ge-
niigt es deshalb meist, die positiven Klassen zu betrachten, deren Eigenschaften sich
leicht auf die negativen Klassen iibertragen.

Diese Unterscheidung gilt allerdings nur fiir Formen mit negativer Determinan-
te. Durch Formen mit positiver Determinante lassen sich ohne Unterschied positive
und negative Zahlen darstellen; nicht selten gehoren sogar zwei Formen wie (a, b, ¢),
(—a,b,—c) in diesem Fall zur selben Klasse.
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Einteilung der Klassen in Ordnungen.

226.

Wir nennen eine Form (a, b, ¢) primitiv, wenn die Zahlen a, b, ¢ keinen gemeinsamen
nichttrivialen Teiler haben; andernfalls heiflt sie abgeleitet. Genauer: Setzen wir den
groBten gemeinsamen Teiler der Zahlen a,b,c = m, so ist die Form (a,b,c) aus der
primitiven Form (%, %, %) abgeleitet. Aus dieser Definition ist sofort klar, dass alle
Formen, deren Determinante durch keine Quadratzahl (auler 1) teilbar ist, notwendig
primitiv sind. Ferner folgt aus Artikel 161: Enthélt eine gegebene Klasse von Formen
mit der Determinante D eine primitive Form, so sind alle Formen dieser Klasse
primitiv; in diesem Fall heifit die Klasse selbst primitiv. Ist auBlerdem eine Form F
mit der Determinante D aus einer primitiven Form f mit der Determinante %
abgeleitet, und sind F', f jeweils in den Klassen K, k enthalten, so sind offenbar alle
Formen der Klasse K aus der primitiven Klasse k abgeleitet. Daher nennen wir in
diesem Fall die Klasse K selbst aus der primitiven Klasse k abgeleitet.

Ist (a, b, ¢) eine primitive Form, sind aber a, ¢ nicht beide gerade (d.h., wenn entwe-
der beide ungerade sind oder wenigstens eine davon ungerade ist), so sieht man leicht,
dass nicht nur a, b, ¢, sondern auch a, 2b, ¢ keinen gemeinsamen nichttrivialen Teiler
haben. Dann heifit die Form (a, b, c) eigentlich primitiv oder einfach eine eigentliche
Form. Ist dagegen (a, b, c) eine primitive Form und sind die Zahlen a, ¢ beide gerade,
so haben die Zahlen a, 2b, ¢ offenbar den gemeinsamen Teiler 2 (der zugleich der
grofte ist). Dann heifit (a,b,c) eine uneigentlich primitive Form oder einfach eine
uneigentliche Form”). In diesem Fall muss b ungerade sein (sonst wire (a, b, ¢) keine
primitive Form). Daher gilt bb = 1 (mod. 4), und da ac durch 4 teilbar ist, gilt fiir
die Determinante bb — ac = 1 (mod. 4). Uneigentliche Formen gibt es also nur fiir
eine Determinante der Form 4n + 1, wenn sie positiv ist, oder der Form —(4n + 3),
wenn sie negativ ist. — Aus Artikel 161 ist aulerdem klar: Enthélt eine gegebene
Klasse eine eigentlich primitive Form, so sind alle Formen dieser Klasse eigentlich
primitiv. Dagegen besteht eine Klasse, die eine uneigentlich primitive Form enthélt,
ausschliefllich aus uneigentlich primitiven Formen. Daher heifit die Klasse selbst im
ersten Fall eigentlich primitiv oder einfach eigentlich, im zweiten uneigentlich primi-
tiv oder uneigentlich. So sind zum Beispiel unter den positiven Klassen von Formen
mit der Determinante —235 sechs eigentlich, ndmlich die mit den Représentanten
(1,0,235), (4,1,59), (4,-1,59), (5,0,47), (13,5,20), (13,—5,20), und ebenso viele
unter den negativen Klassen; jeweils zwei sind dagegen uneigentlich. — Die Klassen
von Formen mit der Determinante 79 (einer Zahl der Form 4n + 3) sind sédmtlich
eigentlich.

Ist eine Form (a, b, ¢) abgeleitet, und zwar aus der primitiven Form (%, %, %), SO
kann diese eigentlich oder uneigentlich primitiv sein. Im ersten Fall ist m auch der
grofite gemeinsame Teiler der Zahlen a, 2b, ¢; im zweiten ist deren grofiter gemein-

samer Teiler 2m. Damit wird die Unterscheidung zwischen einer aus einer eigentlich

Wir haben die Ausdriicke eigentlich und uneigentlich hier gewihlt, weil uns keine passenderen
einfielen. Wir weisen darauf hin, damit niemand zwischen dieser Bedeutung und der seit Artikel 157
verwendeten einen verborgenen Zusammenhang sucht: Es gibt keinen. Eine Mehrdeutigkeit ist hier
jedenfalls nicht zu befiirchten.
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primitiven Form abgeleiteten Form und einer aus einer uneigentlich primitiven Form
abgeleiteten Form verstandlich; ebenso (da sich nach Artikel 161 alle Formen dersel-
ben Klasse in dieser Hinsicht gleich verhalten) die Unterscheidung zwischen einer aus
etner eigentlich primitiven Klasse abgeleiteten Klasse und einer aus einer uneigentlich
primitiven Klasse abgeleiteten Klasse.

Mit diesen Unterscheidungen haben wir eine erste Grundlage, auf der wir die Ein-
teilung aller Klassen von Formen mit gegebener Determinante in verschiedene Ord-
nungen aufbauen konnen. Zwei Klassen mit den représentierenden Formen (a, b, c),
(', V', ) rechnen wir zur selben Ordnung, wenn sowohl die Zahlen a, b, ¢ denselben
grofiten gemeinsamen Teiler haben wie o/, V', ¢ als auch a, 2b, ¢ denselben wie a’, 2V,
. Ist eine oder sind beide dieser Bedingungen nicht erfiillt, so gehoren die Klassen
zu verschiedenen Ordnungen. Daraus ist sofort klar, dass alle eigentlich primitiven
Klassen eine Ordnung bilden und alle uneigentlich primitiven eine andere. Ist mm
eine Quadratzahl, die die Determinante D teilt, so bilden die aus eigentlich primi-
tiven Klassen mit der Determinante % abgeleiteten Klassen eine eigene Ordnung,
die aus uneigentlich primitiven Klassen mit der Determinante % abgeleiteten eine
andere usw. Ist D durch keine Quadratzahl (aufler 1) teilbar, so gibt es keine Ord-
nungen abgeleiteter Klassen. Es gibt dann entweder nur eine Ordnung (wenn D = 2
oder 3 modulo 4), ndmlich die Ordnung der eigentlich primitiven Klassen, oder zwei
(wenn D = 1 (mod. 4)), ndmlich die Ordnung der eigentlich primitiven und die der
uneigentlich primitiven Klassen. Nach den Grundsétzen der Kombinatorik lasst sich
leicht folgende allgemeine Regel aufstellen: Es sei D = D/224a2°p?8¢*Y ..., wobei D’
keinen quadratischen Faktor enthélt und a, b, ¢ usw. verschiedene ungerade Primzah-
len sind (auf diese Form lasst sich jede Zahl bringen, indem man g = 0 setzt, wenn D
nicht durch 4 teilbar ist, und «, 3, v usw. sdmtlich = 0 setzt oder, was dasselbe ergibt,
die Faktoren a2, b2, ¢*7 usw. weglisst, wenn D durch keine ungerade Quadratzahl
teilbar ist). Dann gibt es entweder

(k+De+DE+1)(r+1)...

Ordnungen, ndmlich wenn D’ = 2 oder 3 (mod. 4), oder

(p+2)(a+1)(B+1(r+1)...

Ordnungen, wenn D’ = 1 (mod. 4). Den Beweis dieser Regel lassen wir jedoch weg,
da er weder schwierig noch hier besonders notwendig ist.

Beispiel 1. Fiir D = 45 = 5.3% gibt es sechs Klassen mit den Reprisentanten
(1,0,—45), (—-1.0,45), (2,1,-22), (-2,1,22), (3.0,—15), (6,3, —6). Sie werden in
vier Ordnungen eingeteilt: Ordnung I umfasst die beiden eigentlichen Klassen mit den
Représentanten (1,0, —45), (—1,0,45); Ordnung II enthélt die beiden uneigentlichen
Klassen mit den Représentanten (2,1, —22), (=2, 1,22); Ordnung IIT enthélt eine aus
einer eigentlichen Klasse der Determinante 5 abgeleitete Klasse, namlich die mit dem
Repréisentanten (3,0, —15); Ordnung IV besteht aus einer aus einer uneigentlichen
Klasse der Determinante 5 abgeleiteten Klasse, ndmlich der mit dem Repréasentanten
(6,3,—6).

Beispiel 2. Die positiven Klassen mit der Determinante —99 = —11.3% werden
in vier Ordnungen eingeteilt. Ordnung I umfasst die folgenden eigentlich primitiven
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Klassen™): (1,0,99), (4,1,25). (4,—1,25), (5,1,20), (5,—1,20), (9,0,11); Ordnung
IT enthélt die uneigentlichen Klassen (2,1,50), (10,1,10); Ordnung III die aus ei-
gentlichen Klassen der Determinante —11 abgeleiteten Klassen (3,0,33), (9,3,12),
(9,—3,12); Ordnung IV die einzige aus einer uneigentlichen Klasse der Determinan-
te —11 abgeleitete Klasse (6,3,18). — Die negativen Klassen dieser Determinante
lassen sich genauso in Ordnungen einteilen.

Wir bemerken, dass entgegengesetzte Klassen stets zur selben Ordnung gehoren;
der Grund fiir diesen Satz ist leicht zu erkennen.

227.

Von diesen verschiedenen Ordnungen verdient besonders die Ordnung der eigent-
lich primitiven Klassen die gréfite Aufmerksamkeit. Denn jede abgeleitete Klasse
stammt aus einer bestimmten primitiven Klasse (mit kleinerer Determinante); aus
deren Betrachtung ergibt sich das auf die erste Klasse Beziigliche meist von selbst.
Unten werden wir zeigen, dass jede uneigentlich primitive Klasse dhnlich gewisserma-
Ben entweder einer einzigen eigentlich primitiven Klasse oder dreien (mit derselben
Determinante) zugeordnet ist. Bei negativen Determinanten kénnen wir auflerdem
die negativen Klassen iibergehen, da jeder von ihnen stets eine bestimmte positive
Klasse entspricht. Um das Wesen der eigentlich primitiven Klassen tiefer zu verstehen,
erldutern wir zunéchst einen bestimmten wesentlichen Unterschied, nach dem sich
die ganze Ordnung der eigentlichen Klassen in mehrere Geschlechter einteilen lésst.
Da wir diesen sehr wichtigen Gegenstand bisher noch nicht beriihrt haben, miissen
wir ihn von Anfang an aufnehmen.

Finteilung der Ordnungen in Geschlechter.

228.

SATZ. Durch jede eigentlich primitive Form F lassen sich unendlich viele Zahlen
darstellen, die durch eine beliebige gegebene Primzahl p nicht teilbar sind.

Beweis. Ist die Form F' = axxz + 2bxy + cyy, so kann p offenbar nicht alle drei
Zahlen a, 2b, c¢ zugleich teilen. Ist nun a nicht durch p teilbar, so ist klar: Nimmt
man fiir x eine beliebige nicht durch p teilbare Zahl und fiir y eine durch p teilbare
Zahl, so ist der Wert der Form F' nicht durch p teilbar. Ist ¢ nicht durch p teilbar,
so erreicht man dasselbe, indem man z einen teilbaren und y einen nicht teilbaren
Wert gibt. Sind schliellich sowohl a als auch ¢ durch p teilbar, also 2b nicht teilbar,
so nimmt die Form F' einen nicht durch p teilbaren Wert an, wenn man sowohl x als
auch y beliebige nicht durch p teilbare Werte gibt. Q.E.D.

Der Satz gilt offenbar auch fiir uneigentlich primitive Formen, sofern nur nicht
p = 2 gilt.

Da mehrere solche Bedingungen gleichzeitig erfiillt sein kénnen, dass dieselbe Zahl
durch gewisse gegebene Primzahlen teilbar, durch andere nicht teilbar ist (siehe Ar-
tikel 32), sieht man leicht: Die Zahlen z, y lassen sich auf unendlich viele Arten so
bestimmen, dass die primitive Form axz + 2bxy -+ cyy einen Wert erhélt, der durch be-
liebig viele gegebene Primzahlen nicht teilbar ist. Von diesen ist nur 2 auszuschliefen,

* . . . . . . .
)Der Kiirze wegen verwenden wir die repriisentierenden Formen anstelle der Klassen, die sie vertre-
ten.
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wenn die Form uneigentlich primitiv ist. Daraus folgt diese allgemeinere Fassung des
Satzes: Durch jede primitive Form lassen sich unendlich viele Zahlen darstellen, die
zu einer beliebigen gegebenen Zahl teilerfremd sind (die gegebene Zahl muss ungerade
sein, wenn die Form uneigentlich primitiv ist).

229.

SATZ. Sei F' eine primitive Form der Determinante D und p eine Primzahl, die
D teilt. Dann stimmen die nicht durch p teilbaren Zahlen, die durch die Form F
darstellbar sind, darin tberein, dass sie entweder alle quadratische Reste von p oder
alle Nichtreste sind.

Beweis. Sei F' = (a, b, c); seien m, m’ zwei beliebige nicht durch p teilbare Zahlen,
die durch die Form F' darstellbar sind, ndmlich

m = agg + 2bgh + chh, m' = ag' g’ + 2bg'h + ch'B

Dann ist
mm' = (agg’ + b(gh’ + hg') + chh')* — D(gh’ — hg')?

Also ist mm/ einem Quadrat modulo D und damit auch modulo p kongruent, d.h.,
mm/ ist quadratischer Rest von p. Daraus folgt, dass entweder beide Zahlen m, m/
quadratische Reste von p oder beide Nichtreste sind. Q.E.D.

Ebenso beweist man: Ist die Determinante D durch 4 teilbar, so sind alle durch F’
darstellbaren ungeraden Zahlen entweder samtlich = 1. oder sdmtlich = 3 (mod. 4).
Denn das Produkt zweier solcher Zahlen ist in diesem Fall stets quadratischer Rest
von 4 und daher = 1 (mod. 4); somit sind entweder beide = 1 oder beide = 3.

Ist schlieSlich D durch 8 teilbar, so ist das Produkt zweier beliebiger ungerader Zah-
len, die durch F' darstellbar sind, quadratischer Rest von 8 und folglich = 1 (mod. 8).
Daher sind in diesem Fall alle durch F' darstellbaren ungeraden Zahlen entweder
samtlich = 1 oder sdmtlich = 3 oder sdmtlich = 5 oder samtlich = 7 (mod. 8).

So sind zum Beispiel, da die Form (10,3, 17) die Zahl 10 darstellt, die ein Nichtrest
von 7 ist, alle nicht durch 7 teilbaren Zahlen, die jene Form darstellt, Nichtreste von
7. — Da —3 durch die Form (—3,1,49) darstellbar und modulo 4 = 1 ist, verhalten
sich alle durch diese Form darstellbaren ungeraden Zahlen ebenso.

Wiére es fiir unseren gegenwértigen Zweck notig, so konnten wir leicht beweisen,
dass die durch die Form F' darstellbaren Zahlen zu keiner Primzahl, die D nicht
teilt, eine solche feste Beziehung haben. Vielmehr lassen sich sowohl Reste als auch
Nichtreste jeder Primzahl, die D nicht teilt, durch die Form F' darstellen. Bei den
Zahlen 4 und 8 gilt dagegen auch in anderen Fillen etwas Ahnliches, das wir nicht
iibergehen konnen.

L. Ist die Determinante D der primitiven Form F = 3 (mod. 4), so sind alle durch
die Form F' darstellbaren ungeraden Zahlen entweder simtlich = 1 oder samtlich
= 3 (mod. 4). Sind namlich m, m’ zwei durch F darstellbare Zahlen, so ldsst sich
ihr Produkt mm’ wie oben auf die Form pp — Dgqq bringen. Sind beide Zahlen m,
m' ungerade, so muss von den Zahlen p, g eine gerade und die andere ungerade sein;
daher ist von den Quadraten pp, gq eines = 0 und das andere = 1 (mod. 4). Daraus
folgt leicht, dass pp — Dqq sicher = 1 (mod. 4) ist, also entweder beide Zahlen m,
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m’ = 1 sind oder beide = 3 (mod. 4). So lassen sich zum Beispiel durch die Form
(10, 3,17) keine anderen ungeraden Zahlen als solche der Form 4n + 1 darstellen.

II. Ist die Determinante D der primitiven Form F = 2 (mod. 8), so sind alle
durch die Form F darstellbaren ungeraden Zahlen entweder teils = 1, teils = 7, oder
teils = 3, teils = 5 (mod. 8). Seien namlich m, m’ zwei ungerade Zahlen, die durch
F darstellbar sind; ihr Produkt mm’ lasst sich also auf die Form pp — Dqq bringen.
Sind daher beide Zahlen m, m’ ungerade, so muss p ungerade sein (weil D gerade
ist), also gilt pp = 1 (mod. 8). Dagegen ist gq entweder = 0 oder = 1 oder = 4,
und daher Dqq entweder = 0 oder = 2. Somit ist mm’ = pp — Dqq entweder = 1
oder = 7 (mod. 8). Ist also m entweder = 1 oder = 7, so ist auch m’ entweder = 1
oder = 7; ist dagegen m entweder = 3 oder = 5, so ist auch m’ entweder = 3 oder
= 5. Zum Beispiel sind alle durch die Form (3,1, 5) darstellbaren ungeraden Zahlen
entweder = 3 oder = 5 (mod. 8), und keine Zahlen der Form 8n + 1 oder 8n 4 7 sind
durch jene Form darstellbar.

II1. Ist die Determinante D der primitiven Form F = 6 (mod. 8), so sind durch
diese Form entweder nur ungerade Zahlen der beiden Arten = 1 und = 3 (mod. 8)
oder nur solche der beiden Arten =5 und = 7 (mod. 8) darstellbar. Einen Beweis,
der dem vorigen (in IT) ganz dhnlich ist, kann jeder ohne Miihe ausfithren. — So sind
zum Beispiel durch die Form (5,1,7) nur solche ungeraden Zahlen darstellbar, die
entweder = 5 oder = 7 (mod. 8) sind.

230.

Alle Zahlen, die durch eine gegebene primitive Form F' der Determinante D dar-
stellbar sind, haben also eine feste Beziehung zu jedem Primteiler von D (durch den
sie selbst nicht teilbar sind). Die durch F' darstellbaren ungeraden Zahlen haben in
gewissen Féllen auch zu den Zahlen 4 und 8 eine feste Beziehung: ndmlich zu 4, wenn
D entweder = 0 oder = 3 (mod. 4) ist, und zu 8, wenn D entweder = 0 oder = 2 oder
= 6 (mod. 8) ist”). Eine solche Bezichung zu jeder dieser Zahlen nennen wir einen
Charakter oder Einzelcharakter der Form F und driicken sie so aus: Kénnen nur qua-
dratische Reste der Primzahl p durch die Form F' dargestellt werden, so geben wir ihr
den Charakter Rp, im entgegengesetzten Fall den Charakter Np. Ebenso schreiben
wir 1,4, wenn die Form F' keine anderen ungeraden Zahlen darstellen kann als solche,
die = 1 (mod. 4) sind. Daraus ist sofort klar, welche Charaktere die Zeichen 3, 4; 1, 8;
3,8; 5,8; 7,8 ausdriicken. Schliefilich geben wir den Formen, die nur solche ungeraden
Zahlen darstellen kénnen, die modulo 8 entweder = 1 oder = 7 sind, den Charakter
1 und 7,8. Daraus ergibt sich von selbst die Bedeutung der Charaktere 3 und 5, 8;
1 und 3,8; 5 und 7, 8.

Die einzelnen Charaktere einer gegebenen primitiven Form (a,b,c) mit der De-
terminante D lassen sich stets aus wenigstens einer der Zahlen a, ¢ erkennen (die
offenbar beide durch jene Form darstellbar sind). Denn ist p ein Primteiler von D,
so ist sicher wenigstens eine der Zahlen a, ¢ nicht durch p teilbar. Waren beide durch
p teilbar, so wiirde p auch bb(= D + ac) teilen. und damit auch b; d.h., die Form
(a,b, ¢) wire nicht primitiv. Ebenso ist in den Fallen, in denen die Form (a, b, ¢) zur

JFiir durch 8 teilbare Determinanten kann die Beziehung zur Zahl 4 weggelassen werden, da sie in
diesem Fall schon in der Beziehung zu 8 enthalten ist.
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Zahl 4 oder 8 eine feste Beziehung hat, sicher mindestens eine der Zahlen a, ¢ un-
gerade. Daraus ldsst sich also jene Beziehung erkennen. So ergibt sich zum Beispiel
fiir die Form (7,0,23) der Charakter beziiglich der Zahl 23 aus der Zahl 7 als N23,;
der Charakter derselben Form beziglich 7 ergibt sich aus der Zahl 23, ndmlich R7;
schliefflich 14sst sich der Charakter dieser Form beziiglich 4, ndmlich 3,4, sowohl aus
7 als auch aus 23 erkennen.

Da alle Zahlen, die durch eine Form F' der Klasse K darstellbar sind, auch durch
jede andere Form dieser Klasse dargestellt werden kénnen, kommen die einzelnen
Charaktere der Form F offenbar auch allen iibrigen Formen dieser Klasse zu. Wir kon-
nen sie daher als Charaktere der ganzen Klasse betrachten. Die einzelnen Charaktere
einer beliebigen gegebenen primitiven Klasse lassen sich also aus ihrer représentie-
renden Form erkennen. Entgegengesetzte Klassen haben stets sdmtliche Charaktere
gemeinsam.
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231.

Die Gesamtheit aller Einzelcharaktere einer gegebenen Form oder Klasse bildet
den Gesamtcharakter dieser Form oder Klasse. So ist zum Beispiel der Gesamtcha-
rakter der Form (10, 3,17) oder der ganzen von ihr repréasentierten Klasse 1,4; NT;
N23. Ebenso ist der Gesamtcharakter der Form (7,1,—17) 7,8; R3; N5, denn der
Einzelcharakter 3,4 wird hier weggelassen, weil er bereits im Charakter 7,8 enthal-
ten ist. — Darauf griinden wir die Einteilung der ganzen Ordnung der eigentlich
primitiven Klassen (der positiven, wenn die Determinante negativ ist) mit gegebener
Determinante in mehrere verschiedene Geschlechter: Alle Klassen mit demselben Ge-
samtcharakter gehéren zum selben Geschlecht, Klassen mit verschiedenen Gesamt-
charakteren dagegen zu verschiedenen Geschlechtern. Jedem Geschlecht geben wir
den Gesamtcharakter der darin enthaltenen Klassen. So gibt es zum Beispiel fiir die
Determinante —161 sechzehn positive eigentlich primitive Klassen. Sie verteilen sich
auf folgende vier Geschlechter:

Charakter Représentierende Formen der Klassen
1,4; R7; R23 | (1,0,161), (2,1,81), (9,1,18), (9,—1,18)
1,4; N7; N23 | (5,2,33), (5,—2,33), (10,3,17), (10,—3,17)
3,4; R7; N23 | (7,0,23), (11,2,15), (11,—2,15), (14,7,15)
3,4; N7; R23 | (3,1,54), (3,—1,54), (6,1,27), (6,—1,27)

Fiir die Anzahl der verschiedenen Gesamtcharaktere, die von vornherein moglich
sind, gilt Folgendes.

I. Ist die Determinante D durch 8 teilbar, so sind beziiglich 8 vier verschiedene
Einzelcharaktere moglich; die Zahl 4 liefert keinen eigenen Charakter (Anmerkung
zum vorigen Artikel). Auflerdem gibt es beziiglich jedes ungeraden Primteilers von
D zwei Charaktere. Ist deren Anzahl m, so gibt es insgesamt 27*2 verschiedene
Gesamtcharaktere (wobei wir m = 0 setzen, wenn D eine Zweierpotenz ist).

II. Ist die Determinante D nicht durch 8 teilbar, wohl aber durch 4 und auflerdem
durch m ungerade Primzahlen, so gibt es insgesamt 2™*! verschiedene Gesamtcha-
raktere.

III. Ist die Determinante D gerade, aber nicht durch 4 teilbar, so ist sie entweder
= 2 (mod. 8) oder = 6. Im ersten Fall gibt es beziiglich 8 zwei Einzelcharaktere,
némlich 1 und 7,8 und 3 und 5, 8; im zweiten ebenso viele. Setzen wir also die An-
zahl der ungeraden Primteiler von D = m, so gibt es insgesamt 2™ verschiedene
Gesamtcharaktere.

IV. Ist D ungerade, so ist sie entweder = 1 oder = 3 (mod. 4). Im zweiten Fall gibt
es beziiglich 4 zwei verschiedene Charaktere; im ersten geht eine solche Beziehung
nicht in den Gesamtcharakter ein. Bezeichnet m also dasselbe wie zuvor, so gibt es
im ersten Fall 2, im zweiten 2™*! verschiedene Gesamtcharaktere.

Es ist aber gut zu beachten, dass daraus keineswegs folgt, dass tatsachlich ebenso
viele Geschlechter existieren, wie verschiedene Charaktere von vornherein méglich
sind. In unserem Beispiel entsprechen nur der Halfte von ihnen tatsédchlich Klassen
oder Geschlechter. Es gibt keine positiven Klassen mit den Charakteren 1,4; R7; N23
oder 1,4; N7; R23;oder 3,4; R7; R23 oder 3,4; N7; N23. Auf diesen sehr wichtigen
Gegenstand gehen wir unten ausfiihrlicher ein.
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Die Form (1,0, —D), die zweifellos unter allen Formen mit der Determinante D als
die einfachste anzusehen ist, nennen wir von nun an Hauptform. Die ganze Klasse, die
sie enthéalt, heifit Hauptklasse, und das ganze Geschlecht, das die Hauptklasse enthélt,
Hauptgeschlecht. Wir miissen daher die Hauptform, eine Form aus der Hauptklasse
und eine Form aus dem Hauptgeschlecht sorgfaltig unterscheiden; ebenso die Haupt-
klasse und eine Klasse aus dem Hauptgeschlecht. Diese Bezeichnungen verwenden wir
stets, auch wenn es fiir eine Determinante keine anderen Klassen als die Hauptklasse
oder keine anderen Geschlechter als das Hauptgeschlecht gibt. Das geschieht zum
Beispiel hdufig, wenn D eine positive Primzahl der Form 4n + 1 ist.

232.

Zwar haben wir die Charaktere der Formen zunéchst erldutert, um darauf die
Unterteilung der positiven eigentlich primitiven Ordnung zu griinden. Doch kénnen
wir dasselbe auch auf negative Formen und Klassen oder auf uneigentlich primitive
anwenden. Nach demselben Grundsatz lassen sich sowohl die positive uneigentlich
primitive Ordnung als auch die negative eigentlich primitive und die negative unei-
gentlich primitive Ordnung in Geschlechter einteilen. So kann zum Beispiel, nachdem
die eigentlich primitive Ordnung der Formen mit der Determinante 145 in die folgen-
den beiden Geschlechter eingeteilt ist,

R5, R29 | (1,0,—145), (5,0, —29)
N5, N29 | (3,1, —48), (3,—1, —48)

auch die uneigentlich primitive Ordnung ebenso in zwei Geschlechter eingeteilt wer-
den:

R5, R29 | (4,1,-36), (4, —1,—36)
N5, N29 | (2,1,—-72), (10,5, —12)

Oder, wie die positiven Klassen von Formen mit der Determinante —129 in vier
Geschlechter zerfallen,

1,4; R3; R43 | (1,0,129), (10,1,13), (10, —1,13)
1,4; N3; N43 | (2,1,65), (5,1,26), (5, —1.26)
3,4; R3; N43 | (3,0,43), (7,2,19), (7,—2,19)

3,4; N3; R43 | (6,3,23), (11,5,14), (11, —5,14)

so zerfallen auch die negativen Klassen in vier Ordnungen:

3,4; N3; N43 | (=1,0,—129), (—10,1,-13), (=10, -1, —13)
3,4; R3; R43 | (—=2,1,—65), (5,1, —26), (=5, —1, —26)
1,4; N3; R43 | (=3,0,—43), (=7,2,-19), (=7, -2, —19)
1,4; R3; N43 | (—6,3,-23), (—11,5,—14), (—11, -5, —14)

Da aber das System der negativen Klassen dem der positiven stets so ahnlich ist, wird
es meist iiberfliissig erscheinen, es gesondert aufzustellen. Wie sich die uneigentlich
primitive Ordnung auf die eigentlich primitive zurtickfithren lasst, werden wir unten
zeigen.

Fir die Unterteilung der abgeleiteten Ordnungen brauchen wir schliefilich keine
neuen Regeln. Denn jede abgeleitete Ordnung stammt aus einer primitiven Ordnung
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(mit kleinerer Determinante), und ihre einzelnen Klassen entsprechen von selbst den
einzelnen Klassen der primitiven Ordnung. Daher lisst sich die Unterteilung der ab-
geleiteten Ordnung offenbar aus der Unterteilung der primitiven Ordnung gewinnen.

198



Untersuchungen tuber héhere Arithmetik

233.

Wenn eine (primitive) Form F' = (a,b,c) so beschaffen ist, dass sich zwei Zahlen
g, h mit gg = a, gh = b, hh = ¢ nach einem gegebenen Modul m finden lassen,
nennen wir diese Form einen quadratischen Rest der Zahl m und gx 4 hy einen Wert
des Ausdrucks +/(azz + 2bxy + cyy)(mod. m), oder kiirzer (g,h) einen Wert des
Ausdrucks v/(a, b, ¢) oder v/F(mod. m). Allgemeiner: Wenn ein Multiplikator M, der
zum Modul m teilerfremd ist, so beschaffen ist, dass

gg=aM, gh=0bM, hh=cM (mod.m)

gelten kann, nennen wir M x (a,b,c) oder MF einen quadratischen Rest von m
und (g, h) einen Wert des Ausdrucks /M (a,b,c) oder /M F(mod. m). So ist zum
Beispiel die Form (3,1,54) ein quadratischer Rest von 23 und (7,10) ein Wert
des Ausdrucks +/(3,1,54)(mod. 23); ebenso ist (2,—4) ein Wert des Ausdrucks
V/5(10, 3,17)(mod. 23). Wozu diese Definitionen dienen, wird sich spéter zeigen; hier
halten wir die folgenden Satze fest:

I. Ist M(a,b,c) ein quadratischer Rest der Zahl m, so teilt diese Zahl die Deter-
minante der Form (a, b, ¢). Denn ist (g, h) ein Wert des Ausdrucks /M (a, b, c) (mod.
m), gilt also

gg=aM, gh=0bM, hh=cM (mod. m)

so ist bbMM — acMM = 0, oder (bb — ac)M M ist durch m teilbar. Da aber M als
teilerfremd zu m vorausgesetzt wird, ist auch bb — ac durch m teilbar.

II. Ist M(a,b,c) ein quadratischer Rest von m und m entweder eine Primzahl
oder eine Primzahlpotenz, etwa = p#, so ist der Einzelcharakter der Form (a,b,c)
beziiglich der Zahl p entweder Rp oder Np, je nachdem, ob M Rest oder Nichtrest
von p ist. Das folgt sofort daraus, dass sowohl aM als auch ¢M Rest von m oder von
p ist und mindestens eine der Zahlen a, ¢ nicht durch p teilbar ist (Artikel 230).

Ebenso ist, wenn (unter sonst gleichen Bedingungen) m = 4 gilt, entweder 1,4
oder 3,4 der Einzelcharakter der Form (a,b,c), je nachdem, ob M = 1 oder = 3
ist; Entsprechendes gilt, wenn m = 8 oder eine hohere Potenz der Zahl 2 ist. Dann
ist 1,8; 3,8; 5,8; 7,8 der Einzelcharakter der Form (a,b,c), je nachdem, ob M =
1; 3; 5; 7 (mod. 8) gilt.

III. Umgekehrt: Ist m eine Primzahl oder eine Potenz einer ungeraden Primzahl
= p#, die die Determinante bb — ac teilt, und ist M Rest oder Nichtrest von p, je
nachdem, ob der Charakter der Form (a, b, c) beziiglich p gleich Rp oder Np ist, so
ist M(a,b,c) ein quadratischer Rest von m. Denn wenn a nicht durch p teilbar ist,
ist aM Rest von p und damit auch von m; ist also g ein Wert des Ausdrucks /aM
(mod. m) und h ein Wert des Ausdrucks %g (mod. m), so ist gg = aM; ah = bg und
damit

agh =bgg = abM und gh=0bM

und schliefflich
ahh = bgh = bbM = bbM — (bb — ac)M = acM

und damit hh = c¢M, d.h., (g, h) ist ein Wert des Ausdrucks /M (a,b,c). Ist aber a
durch m teilbar, so ist ¢ sicher nicht dadurch teilbar; daraus sieht man leicht, dass

199



Untersuchungen tuber héhere Arithmetik

dasselbe folgt, wenn man fiir h einen Wert des Ausdrucks /cM (mod. m) nimmt.
Fiir g nimmt man einen Wert des Ausdrucks % (mod. m).

Ebenso beweist man: Gilt m = 4 und teilt diese Zahl bb — ac, und wahlt man die
Zahl M entweder = 1 oder = 3, je nachdem, ob 1,4 oder 3,4 der Einzelcharakter der
Form (a,b, c) ist, so ist M(a,b,c) ein quadratischer Rest von m. Ebenso gilt: Gilt m
= 8 oder ist es eine hohere Potenz von 2, durch die bb — ac teilbar ist, und wahlt man
M mit = 1; 3; 5; 7 (mod. 8), wie es der Einzelcharakter der Form (a, b, ¢) beziiglich
der Zahl 8 verlangt, so ist M (a,b,c) ein quadratischer Rest von m.

IV. Ist die Determinante der Form (a,b,c) durch = D gegeben und M/(a,b,c)
ein quadratischer Rest von D, so lassen sich alle Einzelcharaktere der Form (a, b, ¢),
sowohl beziiglich der einzelnen ungeraden Primteiler von D als auch beziiglich der
Zahl 4 oder der Zahl 8 (wenn sie D teilen), sofort aus der Zahl M ablesen. So sind
zum Beispiel, weil 3(20,10,27) ein quadratischer Rest von 440, namlich (150,9) ein
Wert des Ausdrucks /3(20,10,27) nach dem Modul 440 ist und 3N5, 3R11 gilt,
die Charaktere der Form (20, 10,27) gleich 3,8; N5; R11. Nur die Einzelcharaktere
beziiglich der Zahlen 4 und 8 haben, wenn diese die Determinante nicht teilen, keinen
notwendigen Zusammenhang mit der Zahl M

V. Umgekehrt: Enthélt die Zahl M, die zu D teilerfremd ist, alle Einzelcharaktere
der Form (a,b,c) (mit Ausnahme der Charaktere beziiglich der Zahlen 4,8, wenn
diese D nicht teilen), so ist M(a,b,c) ein quadratischer Rest von D. Denn aus III
folgt: Bringt man D auf die Form +A*BPD? ..., wobei A, B, C usw. verschiedene
Primzahlen sind, so ist M (a, b, ¢) ein quadratischer Rest jeder der Zahlen A%, B® C7
usw. Ist also ein Wert des Ausdrucks /M (a, b, ¢) nach dem Modul A% gleich (2, A);
nach dem Modul B? gleich (8,%’); nach dem Modul C7 gleich (€, ¢’) usw., und
bestimmt man die Zahlen g, h so, dass g = A, B, ¢ usw.; h = A, B’, ¢ usw. nach
den Moduln A%, B?, C7 usw. gilt (Artikel 32), so sieht man leicht, dass gg = aM,
gh = bM, hh = ¢M nach allen Moduln A%, B?, C7 usw. gilt und damit auch nach
dem Modul D, der ihr Produkt ist.

VI. Aus diesen Griinden nennen wir Zahlen wie M charakteristische Zahlen der
Form (a, b, c). Nach V lassen sich mehrere solche Zahlen ohne Schwierigkeit finden, so-
bald alle Einzelcharaktere dieser Form bekannt sind; die einfachsten findet man aber
meist am leichtesten durch Probieren. Offenbar sind, wenn M eine charakteristische
Zahl einer gegebenen primitiven Form mit der Determinante D ist, alle Zahlen, die M
nach dem Modul D kongruent sind, charakteristische Zahlen derselben Form; Formen
in derselben Klasse oder auch in verschiedenen Klassen desselben Geschlechts haben
dieselben charakteristischen Zahlen, weshalb jede charakteristische Zahl einer gege-
benen Form auch der ganzen Klasse und dem ganzen Geschlecht zugeordnet werden
kann; schliellich ist 1 stets eine charakteristische Zahl der Hauptform, Hauptklasse
und des Hauptgeschlechts, oder jede Form des Hauptgeschlechts ist ein Rest ihrer
eigenen Determinante.

VII. Ist (g, h) ein Wert des Ausdrucks /M (a, b, c) (mod. m) und gilt ¢’ = g, W' = h
(mod. m), so ist auch (¢, h’) ein Wert desselben Ausdrucks. Solche Werte konnen als
dquivalent gelten; sind dagegen (g, h), (¢, h’) Werte desselben Ausdrucks /M (a, b, ¢),
ohne dass zugleich ¢’ = g, i’ = h (mod. m) gilt, so sind sie als verschieden zu zéahlen.
Offenbar ist, wenn (g,h) ein Wert eines solchen Ausdrucks ist, auch (—g,—h) ein
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solcher Wert, und man beweist leicht, dass diese Werte stets verschieden sind, aufler
wenn m = 2 ist. Ebenso leicht beweist man, dass der Ausdruck /M(a,b,c) (mod.
m) nicht mehr verschiedene Werte als zwei solche (entgegengesetzte) haben kann,
wenn m entweder eine ungerade Primzahl, eine Potenz einer ungeraden Primzahl
oder = 4 ist; gilt dagegen m = 8 oder ist es eine hohere Potenz der Zahl 2, so gibt
es genau vier. Daraus folgt mit VI leicht: Ist die Determinante D der Form (a,b, )
durch = £2#A*BP ... gegeben, wobei A, B usw. verschiedene ungerade Primzahlen
bezeichnen, deren Anzahl = n ist, und ist M eine charakteristische Zahl dieser Form,
so gibt es genau 27, 2"T! oder 272 verschiedene Werte des Ausdrucks /M (a, b, c)
(mod. D), je nachdem, ob p < 2, = 2 oder > 2 ist. So gibt es zum Beispiel sechzehn
Werte des Ausdrucks /7(12,6,—17) (mod. 240), namlich (£18,F11), (£18,429),
(+£18,F91), (£18,4+109), (£78,+19), (£78,+59), (£78,F61), (£78,F101). Einen
ausfithrlicheren Beweis lassen wir der Kiirze wegen weg, da er fiir das Folgende nicht
besonders nétig ist.

VIII. Schliefllich bemerken wir: Haben zwei dquivalente Formen (a, b, ¢), (a’,V/, )
die Determinante D und die charakteristische Zahl M, und geht die erste durch die
Substitution «, 3,7, § in die zweite iiber, so ergibt sich aus jedem Wert des Ausdrucks
VM (a,b,c), etwa (g, h), ein Wert des Ausdrucks /M (a’, b, '), ndmlich (ag+~h, Bg+
0h). Den Beweis kann jeder ohne Schwierigkeit finden.

Komposition der Formen.

234.

Nachdem wir die Einteilung der Formen in Klassen, Geschlechter und Ordnungen
besprochen und die allgemeinen Eigenschaften erklért haben, die sich unmittelbar
aus diesen Unterscheidungen ergeben, gehen wir zu einem anderen sehr wichtigen
Gegenstand iiber, den bisher noch niemand behandelt hat: der Komposition der For-
men. Am Anfang dieser Untersuchung schieben wir gleich das folgende Lemma ein,
damit wir spéater die fortlaufende Folge der Beweise nicht unterbrechen miissen.

LEMMA. Gegeben seien vier Folgen ganzer Zahlen

a,ad’,d’...a" bbb ... b
e, ... d,d.,d" .. .d"
mit gleich vielen (etwa n+ 1) Gliedern, so beschaffen, dass
cd —dd, cd' —dd etc., Jdd"—dc" etc. etc.
jeweils gleich
= k(ab —ba'), k(ab” —ba") etc., k(a't" —b'd") ete. etc.

sind, oder allgemein
AdH — dMet = k(a b — baP)

gilt; dabei bezeichnet k eine gegebene ganze Zahl; X\, p sind beliebige verschiedene
ganze Zahlen zwischen O und n einschlieflich, deren gréfiere p ist”); auPerdem haben

“'Dabei betrachten wir a als a’, b als b° usw. — Ubrigens gilt dieselbe Gleichung offenbar auch, wenn
A = p oder A > p ist.
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alle a*b* — b a* keinen gemeinsamen Teiler. Dann lassen sich vier ganze Zahlen

a, 3,7, 90 finden, sodass
aa+Bb=c, ad +BV =¢, ad +pb =" etc.
vya+db=d, ~d +6V =d, ~a" -+ =d" etc.
oder allgemein
aa” + pbY =¥, ~yad¥ +6bY =a”
gilt; dann ist
ad — By =k

Da nach Voraussetzung die Zahlen ab’ —ba’, ab” —ba” usw., a’b” —b'a” usw. (deren
Anzahl = 1(n + 1)n ist) keinen gemeinsamen Teiler haben, lassen sich ebenso viele
andere ganze Zahlen finden, sodass die Summe der Produkte = 1 ist, wenn man jene
jeweils mit diesen multipliziert (Artikel 40). Bezeichnen wir diese Multiplikatoren
mit (0,1), (0,2) usw., (1,2) usw., oder allgemein den Multiplikator von a*b* — b*a*
mit (A, p), sodass

S\, @) (@b — bat) =1

gilt. (Mit dem Buchstaben ¥ bezeichnen wir die Summe aller Werte des Ausdrucks,
der auf ihn folgt, die entstehen, wenn man A, u alle verschiedenen Werte zwischen 0
und n mit g > A gibt.) Setzen wir nun

SO (A — P = a, B p)(ade — tat) = 8
SO, (@ — b =, SO, p) (@ d — dat) = 6

so haben diese «, 3,~.0 die verlangten Eigenschaften.
Beweis. 1. Bezeichnet v eine beliebige ganze Zahl zwischen 0 und n, so ist

aa’ + B = S\, p)(AHa” — b eta? + a b — kb))
1
= EE(/\,,u)(c)‘d“c” —d )

= %CVE(/\,,U,)(C)‘C[M —d*et)
=S\, ) (@ — brat) = ¢
Eine dhnliche Rechnung ergibt
ya¥ + 8" = d”. Q. E. P.

II. Da also
A =ad + Bb, = ad + BV*

gilt, ist
A — et = a(abt — bat)

und ebenso
At — Aat = Bla M — b at)

A — Bt = ~y(a b — brat)
aAdH — dra” = (b — bat)
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Aus diesen Formeln lassen sich die Werte von «, 3,7, viel leichter finden, wenn
man nur A\, g so wahlt, dass a’b* — b a* nicht = 0 ist. Das ist sicher moglich, weil
nach Voraussetzung alle a*b* — b*a* keinen gemeinsamen Teiler haben und daher
nicht alle = 0 sein kénnen. — Multipliziert man die erste dieser Gleichungen mit der
vierten und die zweite mit der dritten und subtrahiert, so ergibt sich aus denselben
Gleichungen

(@6 = By) (@b — b al)? = (a*b — bra’)(Ad* — d ) = k(a b — brat)?

und damit notwendig
ad — By = k. Q. E S
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235.

Wenn die Form
AXX +2BXY +CYY ... F

in das Produkt der beiden Formen

/o0

axx 4+ 2bxy +cyy ... f, und d'z’z +202y + Yy . f

durch eine Substitution der Art

/11

vy’
vy’

X = pxa’ + play’ +p'ya’ +p
Y — qxx/+q/xy/+q//yx/+q///
iibergeht (was wir im Folgenden der Kiirze wegen stets so ausdriicken: Wenn F' in
ff' durch die Substitution p, p’, p", p"'; ¢,q¢',q", ¢" iibergeht”)), nennen wir die Form
F einfach in ff’ transformierbar; ist diese Transformation auflerdem so beschaffen,
dass die sechs Zahlen

v —a's pd" —ap”, pd" —ap”,
p/q// _ q/p//’ p/q/// o q/p///’ p//q/// - q//p///

keinen gemeinsamen Teiler haben, so nennen wir die Form F aus den Formen f, f’
zusammengesetzt.

Wir beginnen diese Untersuchung mit der allgemeinsten Annahme, dass die Form
F in ff’ durch die Substitution p,p’,p”,p"”; q,¢,q",q"” tibergeht, und entwickeln
ihre Folgen. Dieser Annahme sind offenbar die folgenden neun Gleichungen genau
gleichwertig (d.h., sobald diese Gleichungen gelten, geht F' durch die genannte Sub-
stitution in ff’ {iber, und umgekehrt):

App + 2Bpg + Cqq = ad’ 1]

Ap'p' +2Bp'q + Cq'¢ = ac 2]

Ap//p// + 2Bp//q// + Cq//q// — Ca/ [3]

Ap///p/// + 2Bp///q/// _|_ Cq///q/// — Cc/ [4]

App’ + B(pq' + qp') + Caq' = aV/ [5]

App” + B(pd" + @p") + Caq" = bd’ [6]

Ap/p/// + B(p/q/// + q/p///) + Cq/q/// — bcl [7]

Ap//p/// _|__ B(p//q/// + q//p///) + Cq//q/// — Cb/ [8]

A(pp/// +p/p//) + B(pq/// + qp/// +p/q// + q/p//) _ 2bb/ N [9]

+ Clqd" + ¢'q")

“Bei dieser Bezeichnung muss man also sowohl die Reihenfolge der Koeffizienten p, p’ usw. als auch
die der Formen f, f’ genau beachten. Man sieht leicht: Wird die Reihenfolge der Formen f, f’ umgekehrt,
sodass die erste zur zweiten wird, so miissen die Koeffizienten p’,q mit p”,q” vertauscht werden,
wahrend jeder der iibrigen an seinem Platz bleibt.
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Die Determinanten der Formen F, f, f’ seien jeweils D, d, d’; die groiten gemeinsa-
men Teiler der Zahlen A, 2B, C; a,2b,c; a',2V, ¢ seien jeweils M, m, m’ (alle positiv
genommen). Weiter bestimmen wir sechs ganze Zahlen 21,8, €, 2" B’ ¢’ so, dass

Aa + 2Bb + Cc = m, Wa' + 28’0 +¢'d =m/
gilt. SchlieBlich bezeichnen wir die Zahlen

pd —qp', pd" —a@", pd" — qp",
/I /" // ///_ "

p'd" —dv", " —dv", """ —qd"p

der Reihe nach mit P, Q, R, S, T, U, und ihr positiv genommener grofiter gemeinsamer
Teiler sei = k. — Setzen wir nun

App/l/ + B(pql// + qp///) + qu/// — bb/ + A . [10]
so folgt aus Gleichung 9
Ap/pl/ +B(p/q” +q/p//) + Cq/q// — bb/ _ A L [11]

Aus diesen elf Gleichungen 1...11 leiten wir die folgenden neuen ab”:

DPP=daa ............. [12]
DP(R—S)=2d'ab ............ [13]
DPU =dac— (AA—dd) ....... [14]
D(R —S)* =4d'bb + 2(AA —dd) .. ... [15]
D(R—S)U =2dbc ............ [16]
DUU =dcc ............. [17]
DQQ =dd'd ............ [18]
DQ(R+S)=2dd'V ........... [19]
DQT =dd'd — (AA—dd) ...... [20]
D(R+ S)* = 4db'v' +2(AA —dd') ... .. 21]
DR+ ST =2db'd ............ 22]
DTT =ddd ............. [23]

Daraus folgen wiederum diese beiden:

0 = 2d'aa(AA — dd')
0= (AA —dd')? — 2d'ac(AA — dd")

“Diese Gleichungen entstehen so: 12 aus 5.5 — 1.2; 13 aus 5.9 — 1.7 — 2.6; 14 aus 10.11 — 6.7; 15 aus
5.8+458+10.10+11.11-1.4—2.3—6.7—6.7; 16 aus 8.9—3.7—4.6; 17 aus 8.8 — 3.4. Die iibrigen sechs
leitet man ebenso her, wenn man die Gleichungen 2, 5,7 jeweils mit den Gleichungen 3,6, 8 vertauscht
und die tibrigen 1,4, 9,10, 11 weiterhin an derselben Stelle lédsst; so entsteht 18 aus 6.6 — 1.3 usw.
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und zwar die erste aus 12.15 — 13.13, die zweite aus 14.14 — 12.17; daraus sieht man
leicht, dass notwendig AA — dd’ = 0 ist, ob nun a = 0 oder nicht = 0 gilt"). Wir
nehmen also an, dass in den Gleichungen 14, 15, 20, 21 auf der rechten Seite AA — dd’
gestrichen wird.
Setzen wir nun
AP +B(R—S)+ U =mn/

AQ+B'(R+S)+&T =m'n

(wobei genau zu beachten ist, dass n,n’ auch Briiche sein kénnen, obwohl mn’, m'n
notwendig ganze Zahlen sind), so folgt leicht aus den Gleichungen 12...17

Dmmn'n' = d'(Aa + 2Bb + €c)* = d'mm
und ebenso aus den Gleichungen 18...23
Dm/m/nn = d(U'd' + 2B’V + ') = dm'm/

Es ist also d = Dnn, d' = Dn/n’, und wir erhalten den ERSTEN SCHLUSS: Die
Determinanten der Formen F, f, f' stehen notwendig im Verhdltnis von Quadraten
zueinander; und den ZWEITEN: D teilt stets die Zahlen dm'm’,d'mm. Offenbar ha-
ben also D,d,d dasselbe Vorzeichen, und es kann keine Form in das Produkt ff
transformierbar sein, deren Determinante grofer ist als der grofite gemeinsame Teiler
der Zahlen dm'm/, d'mm.

Multiplizieren wir die Gleichungen 12,13, 14 jeweils mit 2, 98, &€; ebenso die Glei-
chungen 13,15, 16 und 14, 16, 17 mit denselben Zahlen; addieren wir je drei Produkte
und teilen die Summe durch Dmn’, wobei wir fiir d den Wert Dn’/n’ schreiben. Dann
ergibt sich

P=an', R-S=2bn', U=cn

Multipliziert man ebenso die Gleichungen 18,19, 20 sowie 19, 21,22 und 20, 22, 23
jeweils mit A, B’, €', so erhilt man

Q=dn, R+S=2n, T=cn

Daraus folgt der DRITTE SCHLUSS: Die Zahlen a,2b,c sind den Zahlen P, R —
S,U proportional; setzt man ihr Verhdltnis zu diesen gleich 1 zu n', so ist n’ eine
Quadratwurzel aus %; ebenso haben die Zahlen o' ,2V,c 2u Q,R + S, T dasselbe

Verhdltnis, und setzt man dieses gleich 1 zu n, so ist n eine Quadratwurzel aus %.

Die Groflen n,n’ konnen aber positive oder negative Quadratwurzeln aus %, %
sein. Daraus gewinnen wir eine Unterscheidung, die auf den ersten Blick unfruchtbar
erscheinen mag, deren Nutzen sich aber im Folgenden hinreichend zeigen wird. Wir
sagen namlich, dass bei der Transformation der Form F in ff’ die Form f direkt
genommen wird, wenn n positiv ist, und invers, wenn n negativ ist; ebenso wird f’

direkt oder invers genommen, je nachdem, ob n/ positiv oder negativ ist. Kommt die

“'Diese Herleitung der Gleichung AA = dd’ geniigt fiir unseren gegenwirtigen Zweck; sonst kénn-
ten wir eine elegantere, hier aber zu lange Analyse geben, indem wir aus den Gleichungen 1...11
unmittelbar die Gleichung 0 = (AA — dd’)? herleiten.
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Bedingung hinzu, dass & = 1 ist, so heifit die Form F' entweder aus beiden Formen
f, f' direkt zusammengesetzt, oder aus beiden invers, oder aus f direkt und aus f’
invers, oder aus f invers und aus f’ direkt, je nachdem, ob n,n’ beide positiv, beide
negativ, die erste positiv und die zweite negativ oder die erste negativ und die zweite
positiv sind. Ubrigens wird jeder leicht einsehen, dass diese Beziechungen nicht von
der Reihenfolge der Formen f, f abhéngen (siehe die erste Anmerkung zu diesem
Artikel).

Weiter bemerken wir, dass der grofite gemeinsame Teiler der Zahlen P, Q, R, S,
T,U, namlich k, die Zahlen mn’,m'n teilt (wie aus den oben festgestellten Wer-
ten hervorgeht), also das Quadrat kk die Zahlen mmn'n’,m'm'nn und Dkk die
Zahlen d'mm,dm/m’ teilt. Umgekehrt teilt aber auch jeder gemeinsame Teiler von
mn',m'n die Zahl k. Sei nidmlich e ein solcher Teiler; er teilt offenbar auch die Zah-
len an’,2bn’,cn’,a'n,20'n,cn, d.h., die Zahlen PR — S,U,Q,R + S,T und damit
auch 2R und 2S. Wére nun % ungerade, so miisste auch % ungerade sein (weil
Summe und Differenz gerade sind), also auch ihr Produkt. Dieses Produkt ist aber
= 2 ('b'nn —bbn'n’) = L(d'nn+ d'dnn — dn'n’ — acn'n’) = L (d'd'nn — acn/n’) und
damit gerade, weil e die Zahlen a'n, c'n,an’, cn’ teilt. Also ist % notwendig gerade
und damit R sowie S durch e teilbar. Da also e alle sechs Zahlen P,Q, R, S, T, U teilt,
teilt es auch deren grofiten gemeinsamen Teiler k. ). F. D. — Daraus folgt, dass k
der grofite gemeinsame Teiler der Zahlen mn’, m/n ist; daraus sieht man leicht, dass
Dkk der grofite gemeinsame Teiler der Zahlen dm'm’,d'mm ist. Das ist der VIERTE
ScHLUSS. Offenbar ist also, wenn F aus f und f’ zusammengesetzt ist, D der grofite
gemeinsame Teiler der Zahlen dm'n’, d'mm, und umgekehrt; diese Eigenschaft hatte
man auch als Definition der zusammengesetzten Form nehmen kénnen. Eine aus den
Formen f, f’ zusammengesetzte Form hat also die groftmogliche Determinante unter
allen Formen, die in das Produkt ff’ transformierbar sind.

Bevor wir weitergehen kénnen, miissen wir zundchst den Wert von A genau-
er bestimmen. Wir haben zwar gezeigt, dass er = /dd’ = \/DDnnn'n’ ist, doch
sein Vorzeichen ist dadurch noch nicht bestimmt. Dazu leiten wir aus den Fun-
damentalgleichungen 1—11 die Gleichung DPQ = Aad’ her (sie ergibt sich aus
5.6 — 1.11), also Daa’nn’ = Aaa’, woraus, wenn nicht eine der Zahlen a,a’ = 0 ist,
A = Dnn/ folgt. Ganz ebenso lassen sich aber aus den Fundamentalgleichungen acht
weitere herleiten, in denen auf der linken Seite Dnn’ und auf der rechten A mit
2ab’, ac,2bd’, 4bY, 2bc , ca', 2¢b', e multipliziert sind”. Da weder alle a, 2b, ¢ noch al-
le a’,2b',¢ = 0 sein konnen, folgt leicht, dass in allen Féllen A = Dnn’ gilt und
damit A dasselbe Vorzeichen wie D, d,d" oder das entgegengesetzte hat, je nachdem,
ob n,n’ gleiche oder verschiedene Vorzeichen haben.

Weiter bemerken wir, dass die Zahlen ad’,2al’,ac,2ba’,4bb’,2bc, ca’, 2, cc,
200" + 2A,2b' — 2A alle durch mm/ teilbar sind. Fiir die ersten neun ist das un-
mittelbar klar; fir die beiden iibrigen lésst es sich ebenso beweisen, wie wir oben
gezeigt haben, dass R und S durch e teilbar sind. Offenbar sind namlich 4bb' 4+ 4A
und 4bb' — 4A durch mm/’ teilbar (weil 4A = /16dd’ und 4d durch mm, 4d' durch
m’'m’ teilbar ist, also 16dd’ durch mmm/m’ und 4A durch mm’), und die Differenz

“Die Analyse, die die Leser leicht selbst finden kénnen, miissen wir der Kiirze wegen weglassen.
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der Quotienten ist gerade; ihr Produkt ldsst sich leicht als gerade nachweisen, also
ist jeder Quotient gerade und 200" + 2A, 2bb’ — 2A sind durch mm’ teilbar.
Aus den elf Fundamentalgleichungen folgen nun leicht die sechs folgenden:

APP = ad'q'q' — 2ab'qq’ + ac'qq
AQQ:aa/q//q//_2ba//qq//+ca/qq
ARR — aa/q///q/// _ 2(bb/ + A)qq/// + Ccqu

IV

ASS:aC/q//ql/_2(bb/_A) /N
ATT o

1o

qgq +caqq

)

—2bc'q’q"'—}—ccqq

/i

=acq q
AUU = cd'¢""q" — 2cb'q"q" + cdq"q

Daraus folgt, dass alle APP, AQQ usw. durch mm/’ teilbar sind; da kk der grofite
gemeinsame Teiler der Zahlen PP,QQ), RR usw. ist, folgt daraus leicht, dass auch
Akk durch mm/ teilbar ist. Setzt man fiir a,2b,c, o', 2V, ¢’ ihre Werte § usw. oder
% (pg" — qp’) usw. ein, so gehen sie in sechs andere Gleichungen tiber, auf deren
rechten Seiten die Produkte aus der Grofie ﬁ(q’q” —qq") mit PP,QQ, RR usw.
stehen. Diese sehr leichte Rechnung tiberlassen wir den Lesern. Daraus folgt (weil
nicht alle PP, QQ usw. = 0 sein konnen) Ann' = ¢'¢" — qq"".

Ebenso leitet man aus den Fundamentalgleichungen sechs weitere Gleichungen
her, die sich von den vorigen nur dadurch unterscheiden, dass iiberall A durch C
und q, ¢, q", ¢"" jeweils durch p, p’, p”,p" ersetzt werden. Der Kiirze wegen schreiben
wir sie nicht hin. Daraus folgt ebenso, dass Ckk durch mm/’ teilbar ist und Cnn' =
p/p// _ pp/// gilt.

Schliellich ergeben sich aus derselben Quelle diese sechs Gleichungen:

BPP = —ad'p'q' + ab' (pd’ + qp’) — ac’pq
BQQ:_aa/p”q”+ba/(pq”+qp”)_Ca/pq

BRR — _aa/p///q/// + (bb/ + A)(pq/// + qp///) _ Cclpq
BSS: _aclp//q//+(bb/_A)(p/q//+q,p/,)_Ca,/p/q/
BTT — _aclp///q/// + bc/ (p/q/// + q/p///) _ CC/p/q/
BUU — _Ca/p///q/// + Cb/(p//q/// + q//p///) _ Cc/p//q//

woraus wir wie zuvor schlieBen, dass 2Bkk durch mm’ teilbar ist und 2Bnn’
pq" + qp" —p'q" — ¢'p" gilt.

Da also Akk,2Bkk, Ckk durch mm/ teilbar sind, sieht man leicht, dass auch Mkk
durch mm/’ teilbar sein muss. Aus den Fundamentalgleichungen folgt aber, dass M die
Zahlen aa’,2ab’,ac’,2ba’,4bb ,2bc, ca’,2cb’, cc’ teilt und damit auch am/’,2bm’, em/
(die groBten gemeinsamen Teiler jeweils der ersten, mittleren und letzten drei);
schliefSlich auch mm/, ihren grofiten gemeinsamen Teiler. Daraus sieht man, dass in
dem Fall, in dem die Form F' aus den Formen f, f/ zusammengesetzt ist, also k = 1
gilt, notwendig M = mm/ ist. Das ist der FUNFTE SCHLUSS.

Ist der grofite gemeinsame Teiler der Zahlen A, B, C gleich 91, so ist dieser entwe-
der = M (wenn die Form F eigentlich primitiv oder aus einer eigentlich primitiven
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Form abgeleitet ist) oder = %M (wenn F' uneigentlich primitiv oder aus einer unei-
gentlich primitiven Form abgeleitet ist); ebenso bezeichnen wir die grofiten gemein-
samen Teiler der Zahlen a,b,c; a/,V',c jeweils mit m, m’; dann ist m entweder = m
oder %m und m’ entweder = m’ oder = %m’ . Offenbar teilt nun mm die Zahl &', m'm’
die Zahl d’, also mmm’'m’ die Zahl dd’ oder AA und mm’ die Zahl A. Aus den letzten
sechs Gleichungen fiir BPP usw. folgt dann, dass mm’ die Zahl Bkk teilt und damit
(weil es auch Akk, Ckk teilt) auch 9kk. Wenn also F aus f, f/ zusammengesetzt
ist, teilt mm’ die Zahl 9. Sind daher in diesem Fall beide f, f’ eigentlich primitiv
oder aus eigentlich primitiven Formen abgeleitet, gilt also mm’ = mm’ = M, so ist
M = M, oder F ist eine ebensolche Form. Sind dagegen unter derselben Voraus-
setzung entweder beide f, f/ oder wenigstens eine davon uneigentlich primitiv oder
aus einer uneigentlich primitiven Form abgeleitet, zum Beispiel die Form f, so folgt
aus den Fundamentalgleichungen, dass aa’, 2ab’, ac’, ba’, 2bb’, bc’, ca’, 2¢b’, e’ durch 9
teilbar sind, also auch am’,bm’,em’ und damit auch mm’ = %mm’ = %M ; daraus
folgt in diesem Fall notwendig M = %M , oder die Form F' ist ebenfalls uneigent-
lich primitiv oder aus einer uneigentlich primitiven Form abgeleitet. Das ergibt den
SECHSTEN SCHLUSS.
Schliefllich bemerken wir: Wenn man annimmt, dass die neun Gleichungen

an' =P, 2m'=R—-S, ' =U
adn=Q, 2n=R+S, Jdn=T
Ann/ — q/q// _ qq///’

/I /s

+ " —p'¢" — ¢p",

/ 1 /11

Cnn' = p'p" — pp

"

2Bnn’ = pq

(die wir mit 2 bezeichnen werden, weil wir im Folgenden 6fter darauf zuriickkommen
miissen) gelten, und dabei sogar n,n’ als Unbekannte betrachtet, von denen jedoch
keine = 0 ist, dann bestatigt man durch Einsetzen leicht, dass auch die Fundamen-
talgleichungen 1...9 notwendig wahr sind, also die Form (A, B, C') durch die Substi-
tution p,p’,p",p"; q,4',q",¢"” in das Produkt der Formen (a,b, ¢)(a’, b, ') ibergeht;
auflerdem gilt

bb — ac =nn(BB — AC), bV —d'd =nn'(BB - AC)

Die Rechnung, die hier zu lang wére, iiberlassen wir dem Fleil der Leser.
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236.

AUFGABE. Gegeben sind zwei Formen, deren Determinanten entweder gleich sind
oder wenigstens im Verhdltnis von Quadraten zueinander stehen. Gesucht ist eine
aus thnen zusammengesetzte Form.

Lésung. Die zusammenzusetzenden Formen seien (a,b,c) ... f, (a/,V/, ) ... f'; ihre
Determinanten seien d,d’; die grofiten gemeinsamen Teiler der Zahlen a,2b,c; o,
20, ¢ seien jeweils m,m’; der groBte gemeinsame Teiler der Zahlen dm/m’, d'mm,

dm'm’ d'mm mm

mit demselben Vorzeichen wie d, d’ versehen, sei D. Dann sind <™, positive,
zueinander teilerfremde Zahlen, deren Produkt ein Quadrat ist; also Slnd sie selbst

Quadrate (Artikel 21). Damit sind 4/ a % rationale Groflien, die wir = n,n’ setzen.

Dabei nehmen wir fiir n den positiven oder negativen Wert, je nachdem, ob die
Form f direkt oder invers in die Komposition eingehen soll; ebenso bestimmen wir
das Vorzeichen von n’ danach, wie f’ in die Komposition eingehen soll. Also sind
mn', m'n zueinander teilerfremde ganze Zahlen; n und n’ konnen aber auch Briiche
sein. Nun bemerken wir, dass an’, cn’,a’'n, d'n,bn’ + b'n,bn’ — b'n ganze Zahlen sind.
Fiir die ersten vier ist das unmittelbar klar (weil an’ = Zmn’ usw.); fiir die tibrigen
beiden beweist man es ebenso, wie im vorigen Artikel gezeigt wurde, dass R und S
durch e teilbar sind.

Nun wéhlen wir vier beliebige ganze Zahlen 9, ', Q”,Q", nur unter der Bedin-
gung, dass die vier Groflen auf der linken Seite der folgenden Gleichung (I) nicht alle
zugleich = 0 werden, und setzen

Q'an’ + Q"a'n + Q" (b0 +¥/n)=pg ... .. (I
—Qan' + Q" cn —Q"(bn' —b'n) = ud
Q"en’ — Qa'n+ Q' (bn' —V'n) = uq”
—Q"en’ — Q'dn — Q(bn’ +b'n) = ug”

so, dass q, ¢, q", ¢""" ganze Zahlen ohne gemeinsamen Teiler werden. Das erreicht man,
indem man fiir 4 den grofiten gemeinsamen Teiler der vier Zahlen auf den linken
Seiten dieser Gleichungen nimmt. Dann lassen sich nach Artikel 40 vier ganze Zahlen

B, P, B, P finden, sodass
mq_’_m/q/_i_m// " +;B/// n —

/11

durch die folgenden Gleichungen:
..... (I1)

gilt. Danach bestimmen wir die Zahlen p,p’, p”, p

m an' + m//a/n + ‘Bm(bn +n

—‘Ban _i_;B///c/n m/(
qsa n

—‘Bﬂcn P

Schliefilich setzen wir
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Dann sind A, B, C ganze Zahlen, und die Form (A, B,C) ... F ist aus den Formen
f, f' zusammengesetzt.

Beweis. 1. Aus den Gleichungen I bestétigt man ohne Schwierigkeit die folgenden
vier Gleichungen:

0=qen —¢"dn—q¢"(bn/ —t/n) ... .. (III)
0=gqen' +¢"a'n—q"(bn’ + b'n)
0=q¢"an’ + qcd'n — ¢ (bn' +b'n)
0=q"an’ — ¢'a'n —q(bn’ — b'n)
II. Nehmen wir nun an, die ganzen Zahlen 2,98, & ', B’ ¢ N, N seien so be-

stimmt, dass
Aa +2Bb+ Cc=m

WAa + 28’0 + ¢ =m/
Nm/'n +N'mn’ =1
gilt. Dann ist
AaN'n' + 2BLIN'n’ + €N'n/
+A'aNn +28'VNn +¢'dNMn =1

Daraus und aus den Gleichungen (III) bestétigt man leicht: Setzt man

—¢' AN — AN — ¢ (BN + B m)
AN — "N+ ¢ (BN — B'MN) =
—¢"EN + AN — ¢ (BN — B'N) =
"N + ¢ EN+ q(BN + B m)

so ist
qg'an’ +q"a'n+q"(bn/ +V'n) =
_qan +q"dn - //(bn/ . b/n)
q"en’ —qa'n+q'(bn’ —b'n) =
—q"en’ —q'dn —q(bn/ +V'n) = ¢"”

Wenn p =1 gilt, sind diese Gleichungen nicht nétig; an ihrer Stelle kann man die
Gleichungen (I) beibehalten, denen sie vollig entsprechen. Entwickelt man nun aus
den Gleichungen II, IV die Werte von Ann’/,2Bnn’, Cnn’ (d.h., der Zahlen ¢'q" — qq"”
usw.) und streicht die Glieder, die einander aufheben, so findet man, dass die Glieder
jeder dieser Grofien Produkte aus ganzen Zahlen mit nn’, mit dn/n’ oder mit d'nn
sind und auBerdem alle Glieder von 2Bnn’ den Faktor 2 enthalten. Daraus folgt (weil
dn'n’ = d'nn und daher dg;’,‘, = dy;g? = +/dd' ganze Zahlen sind), dass A, B, C ganze
Zahlen sind. Q. E. P.

III. Setzt man aus den Gleichungen (IT) die Werte von p, p’, p”, p’”’ ein, so bestétigt
man mithilfe der Gleichungen (III) und der Gleichung

mq + m/q/ + ;B// 2 + m//lq/// — 1
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leicht, dass
pd —qp’ = an’,
pq/// _ qp/// _ p/q// _|_ q/p// — an,,
p//q/// _ q//p/// — CTL/
pq// o qp// — a/n’

1 /I

+rq

p/q/// _ qlp/// — C/n

gilt. Diese Gleichungen sind mit den ersten sechs (£2) des vorigen Artikels identisch;
die iibrigen drei gelten bereits nach Voraussetzung. Also geht (am Ende desselben
Artikels) die Form F in ff’ durch die Substitution p,p’,p",p""; q,q',q" ¢’ iiber; ih-
re Determinante ist = D, also gleich dem grofiten gemeinsamen Teiler der Zahlen
dm/m’, d'mm, weshalb nach dem vierten Schluss des vorigen Artikels F' aus f, f’
zusammengesetzt ist. ). E. S. Schlieflich sieht man leicht, dass F' aus f, f’ so zusam-
mengesetzt ist, wie es verlangt war, weil die Vorzeichen der Gréfien n,n’ schon von
Anfang an richtig bestimmt wurden.

pqd" —qp —q'p" = 2b'n,
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237.

SATZ. Ist eine Form F in das Produkt zweier Formen f, ' transformierbar und
enthdlt die Form f' die Form f”, so ist F' auch in das Produkt der Formen f, f"
transformierbar.

Beweis. Wir behalten fiir die Formen F, f, ' alle Bezeichnungen aus Artikel 235
bei; die Form f” sei = (a”,0”,¢"”), und f’ gehe in f” durch die Substitution . 3,7,
iiber. Dann sieht man ohne Schwierigkeit, dass F in ff” iibergeht, und zwar durch
die Substitution

ap+p', Bp+op, op” +~p", pp” + 5p"” Q. E. D
ag+~q, Ba+dd, ad" +~¢", Bq" +6q"

Setzen wir der Kiirze wegen die Koeffizienten

ap+p', Pp+op ete.
— m ;B/ ;B// ", Q D/ Q// Q///

und die Zahl ad — By = e, so bestédtigt man aus den Gleichungen €2 des Artikels 235
leicht, dass

P — QP = an'e
mg/// _ Dm/// _ SB,Q” _"_ le// — 2bn/€
gp//ﬂ/// _ Q//m/// — Cn/e
PBQ" — AP’ = aaa'n + 2avb'n + yydn = a'n
mﬂ/// _ Qm/// _|_ m/g// _ le// — 2b//n
m/QU/ _ Q/g’p/// — C//n
Q0" — Q0" = Ann'e
mg/// + Q;B/// _ ;B/Q// _ Q/m// — 9Bnn'e
;B/;B// _ ;B;B/// — Cnnle

gilt. Bezeichnen wir nun die Determinante der Form f” mit d”’, so ist e eine Qua-
dratwurzel aus %/,/, und zwar positiv oder negativ, je nachdem, ob die Form f’ die
Form f” eigentlich oder uneigentlich enthalt. Also ist n’e eine Quadratwurzel aus %/;
daraus sieht man, dass die neun vorstehenden Gleichungen den Gleichungen 2 des
Artikels 235 vollig entsprechen und die Form f bei der Transformation der Form F
in ff” ebenso genommen wird wie bei der Transformation der Form F in ff’; die
Form f” wird dagegen bei der ersten Transformation entweder ebenso wie f’ bei der
zweiten oder entgegengesetzt genommen, je nachdem, ob f’ die Form f” eigentlich

oder uneigentlich enthélt.
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238.

SATZ. Ist eine Form F in einer Form F’ enthalten und in das Produkt der Formen
f. f' transformierbar, so ist auch die Form F' in dasselbe Produkt transformierbar.

Beweis. Behalten wir fiir die Formen F, f, f’ dieselben Bezeichnungen wie oben
bei und nehmen an, die Form F’ gehe in F durch die Substitution «, 3,7, d iiber, so
sieht man leicht, dass F’ durch die Substitution

ap+ Bq, op' +Bq, ap”+pq", ap” + Bq"
yp+6q, o' +¢, " +6q", A"+ 6¢"

dasselbe wird wie F' durch die Substitution p,p’,p”,0"”; q¢,¢,¢",q¢", also F' durch
jene Substitution in ff’ iibergeht. Q. E. D.

Weiter bestétigt man durch eine &hnliche Rechnung wie im vorigen Artikel leicht,
dass F’ in ff’ ebenso wie F transformierbar ist, wenn F’ die Form F eigentlich
enthalt; ist dagegen F' uneigentlich in F” enthalten, so sind die Transformationen
der Form F in ff’ und der Form F’ in ff’ beziiglich jeder der beiden Formen f, f’
entgegengesetzt: ndmlich wird diejenige dieser Formen, die in eine Transformation
direkt eingeht, in der anderen invers genommen.

Verbinden wir diesen Satz mit dem Satz des vorigen Artikels, so erhalten wir den
folgenden allgemeineren: Ist eine Form F in das Produkt ff' transformierbar und
enthalten die Formen f,f jeweils die Formen g,q', wihrend die Form F in der
Form G enthalten ist, so ist G in das Produkt gg' transformierbar. Denn nach dem
Satz dieses Artikels ist G in ff’ transformierbar, danach nach dem Satz des vorigen
Artikels in fg’ und nach demselben Satz auch in gg’. Weiter ist klar: Enthalten
alle drei Formen f, f',G die Formen g,¢’, F eigentlich, so ist G in gg’ beziiglich
der Formen g, ¢’ ebenso transformierbar wie F' in ff’ beziiglich der Formen f, f’;
dasselbe gilt, wenn alle drei Enthaltenseinsbeziehungen uneigentlich sind. Schliellich
lasst sich ebenso leicht bestimmen, wie G in g¢’ transformierbar ist, wenn eine dieser
Beziehungen von den beiden anderen verschieden ist.

Sind die Formen F, f, f/ den Formen G, g, g jeweils dquivalent, so haben diese
dieselben Determinanten wie jene; und fur die Formen f, f’ sind die Zahlen m,m’
dieselben wie fiir die Formen g, ¢’ (Artikel 161). Daraus folgt nach dem vierten Schluss
des Artikels 235 ohne Schwierigkeit, dass in diesem Fall G aus g, ¢’ zusammengesetzt
ist, wenn F' aus f, f/ zusammengesetzt ist. Dabei geht die Form g in die erste Kompo-
sition ebenso ein wie f in die zweite, wenn F' der Form G ebenso dquivalent ist wie f
der Form g, und umgekehrt; ebenso wird ¢’ bei der ersten Komposition ebenso oder
entgegengesetzt genommen wie f’ bei der zweiten, je nachdem, ob die Aquivalenz der
Formen f’, ¢' der Aquivalenz der Formen F, G gleichartig oder verschiedenartig ist.
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239.

SATZ. Ist eine Form F aus den Formen f,f' zusammengesetzt, so enthdilt jede
andere Form, die in das Produkt ff' ebenso wie ' transformierbar ist, die Form F
etgentlich.

Beweis. Behalten wir fur F,f, f’ alle Bezeichnungen aus Artikel 235 bei, so
gelten die Gleichungen Q auch hier. Nehmen wir an, die Form F’' = (A', B', ("),
deren Determinante = D’ ist, gehe in das Produkt ff’ durch die Substitution

p, 00", 0" q,9',9”,q"” iiber, und bezeichnen wir die Zahlen
pa’ —ap’, pa” —ap”, pg” —aqp”.

! 1 1.1 " i

e . £ A A e
der Reihe nach mit
Pl, Ql, R,, Sl, T/7 U/
Dann haben wir neun den Gleichungen €2 vollig entsprechende Gleichungen, ndmlich
P =an', R -8 =2, U =cn
Q =dn R +858=2n, T =cn
q/q// _ CIcl/// — Alnn/’
+ CHJW _ p/q// _ q/p// _ 23/1111,,
p/p// _ pp/// — C/nn/

n

pq

die wir mit Q' bezeichnen. Die Grofien n, n’ sind hier Quadratwurzeln aus %, g—,/, und
zwar jeweils mit denselben Vorzeichen wie n, n'; setzen wir also die positiv genommene
Quadratwurzel aus % (die eine ganze Zahl ist) = k, so ist n = kn, n’ = kn’. Daraus
und aus den ersten sechs Gleichungen in Q und €' folgt offenbar

P'=kP, @ =kQ, R =kR
S'=kS, T =kT, U =kU

Also lassen sich nach dem Lemma aus Artikel 234 vier ganze Zahlen «, 3,7, so
bestimmen, dass
ap+pfg=p. p+oqg=q
ap’ + B¢ =y, ' +d¢ =4 etc.
und

ad — By =k

gilt. Setzen wir diese Werte von p, q,p’, ¢ usw. in die letzten drei Gleichungen Q' ein,
so bestétigt man mithilfe der Gleichungen n = kn, n’ = kn/ und der letzten drei
Gleichungen €2 leicht, dass

Alaa+2B'ay+ C'yvy = A
A'aB + B'(ad + By)+C'vd = B
A'BB+2B'B5+C'66 = C
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gilt. Daher geht die Form F’ durch die Substitution «, 3,7, d (die eigentlich ist, weil
ad — By = k positiv ist) in F tber, d.h., sie enthélt die Form F eigentlich. Q. E. D.

Ist also F” ebenfalls aus den Formen f, f’ zusammengesetzt (ebenso wie F aus
ihnen), so haben die Formen F, F’ dieselbe Determinante und sind damit eigentlich
aquivalent. Allgemeiner: Ist eine Form G aus den Formen g, ¢’ ebenso zusammenge-
setzt wie I’ aus f, f’, und sind die Formen g, ¢’ den Formen f, f’ jeweils eigentlich
dquivalent, so sind die Formen F, G eigentlich dquivalent.

Da der Fall, in dem beide zusammenzusetzenden Formen direkt in die Kompositi-
on eingehen, der einfachste ist und sich die iibrigen leicht darauf zuriickfithren lassen,
betrachten wir im Folgenden nur diesen. Wenn also eine Form einfach aus zwei an-
deren zusammengesetzt genannt wird, ist stets darunter zu verstehen, dass sie aus
jeder der beiden eigentlich zusammengesetzt ist”). Dieselbe Einschrinkung gilt, wenn
eine Form in das Produkt zweier anderer transformierbar genannt wird.

“Ebenso versteht man bei der Zusammensetzung von Verhiltnissen (die eine groBe Ahnlichkeit mit
der Komposition von Formen hat) gewohnlich, dass die zusammenzusetzenden Verhéltnisse direkt zu
nehmen sind, wenn nicht das Gegenteil gesagt wird.
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240.

SATZ. Aus den Formen f, ' sei die Form F zusammengesetzt; aus F und f" die
Form §; aus f, f" die Form F'; aus F' und f' die Form §'. Dann sind die Formen
5, & eigentlich dquivalent.

Beweis. 1. Es sei
f = axx + 2bxy + cyy

f/ — a/J;/x/ _|_ 2b/$,y/ + C/y/y/

f// — a//x//x// + 2b//l_//y// _|_ C//y//y//

F=AXX+2BXY +CYY

F =AX'X +2B' XY +CY'Y’

T =AXX + 28X + €99

3«/ — Ql/XI%I + 2%/%/@/ + Q:ISDI@/
Die Determinanten dieser sieben Formen seien jeweils d,d’,d”, D, D’,®,®’, die alle
dasselbe Vorzeichen haben und im Verhéltnis von Quadraten zueinander stehen. Wei-
ter sei m der grofite gemeinsame Teiler der Zahlen a, 20, ¢, und m/,m”, M sollen fiir
die Formen f’, f”; F eine entsprechende Bedeutung haben. Dann ist nach dem vierten
Schluss des Artikels 235 D der grofite gemeinsame Teiler der Zahlen dm/m’, d'mm,
also Dm”m” der grofite gemeinsame Teiler der Zahlen dm/m/m/m”,d'mmm”m”;
M = mm/; D ist der grofite gemeinsame Teiler der Zahlen Dm/'m”, d” M M, also der
Zahlen Dm”"m” d"mmm/m/. Daraus folgt, dass © der grofite gemeinsame Teiler der
drei Zahlen dm/m/m”m”,d'mmm”m”, d"mmm’m’ ist; ebenso ist aber ®’ der grofite
gemeinsame Teiler derselben drei Zahlen. Da ©,®’ dasselbe Vorzeichen haben, ist
also ® = @', oder die Formen §,§ haben dieselbe Determinante.

IT. Nun gehe F in ff’ durch die Substitution

/11

yy'
yy'

X =pza’ +p'ay +p"ya’ +p
Y :qxx/_i_q/xy/_i_q//yx/_i_q///

und § in F'f” durch die Substitution

% — pr// + p/Xy// + p//Y;U” _|_ plllyy//
2) — qu// _|_ q/Xy// + q//Yx// + qlllyy//
iber, und wir bezeichnen die positiven Quadratwurzeln aus %, %, %. %” mit
n,n',M,n”. Dann erhalten wir nach Artikel 235 achtzehn Gleichungen, von de-
nen die eine Hilfte zur Transformation der Form F in ff’ gehort, die andere zur
Transformation der Form § in F f”. Die erste ist p¢’ — gp’ = an’; nach ihrem Muster
lassen sich die tibrigen leicht bilden, die wir hier der Kiirze wegen weglassen. Die
Groflen n,n/, M, n” sind zwar rational, aber nicht notwendig ganze Zahlen.
III. Setzt man die Werte von X,Y in die Werte von X,%) ein, so ergibt sich eine
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Substitution der folgenden Art:

X = Dx2'2" + (2)xz'y” + 3)ay'2"” + (4)xy'y”

/) !N /)

+ (B)yx'z" + (6)yx"y" + (T)yy'z" + (8)yy'y"
Y = (9za'2” + (10)z2’y" + (11)xy'2” + (12)xy'y”
+ (13)yx'z" + (14)ya'y" + (15)yy'=" + (16)yy'y”

durch die § offenbar in das Produkt f f’f” iibergeht. Der Koeffizient (1) ist = pp+qp”;
die Werte der iibrigen fiinfzehn geben wir nicht an, da sie jeder ohne Schwierig-
keit entwickeln kann. Bezeichnen wir die Zahl (1)(10) — (2)(9) mit (1,2), die Zahl
(1)(11) — (3)(9) mit (1,3) und allgemein (g)(8 + h) — (h)(8 + ¢g) mit (g, h), wobei
g, h verschiedene ganze Zahlen zwischen 1 und 16 sind und die groBere h ist”); auf
diese Weise erhalten wir insgesamt achtundzwanzig Zeichen. Bezeichnen wir nun die
positiven Quadratwurzeln aus %, % mit n,n’ (die = nM, n’'N sind), so ergeben sich
die folgenden 28 Gleichungen:

(1,2) = aa'n

(1,3) = aa"v’

(1,4) = ab'n" + ab"v’

(1,5) = d’a"n

(1,6) = a'bn” 4 a’b"n

(1,7) = a"bn’ 4 a"b'n

(1,8) = bb/n” + bb"n + b'b'n + Dnn'n’”,
(2,3) = ab"v' — ab'n”

(2,4) = acd'v’

(2,5) = a'b'n — a'bn”

(2,6) =d'd"n

(2,7) = bb"n' + b'V'n — bb'n” — Dnn'n”|
(2,8) = b"w' +b'd"n

(3,4) = ac'n”

“Die jetzige Bedeutung dieser Zeichen darf nicht mit der verwechselt werden, die sie in Artikel 234
hatten; denn die durch diese Zeichen hier ausgedriickten Zahlen entsprechen genau denen, die in Artikel
234 mit den Zahlen multipliziert wurden, die dort durch &hnliche Zeichen bezeichnet waren.
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(3,5) = a"b'n — a”"bn’
(3,6) = bb'n” + b't"n — bb"n' — Dnn'n”
(3,7) =ad"cn
(3,8) = bcn” +b"en
(4,5) = b'b"'n — bb/n” — bb"n' + Dnn'n”
(4,6) = b'c"'n — b"n’
(4,7) =b"c'n — b'n"
(4,8) =c"n
(5,6) = ca’n”
(5,7) = ca’'vw
(5,8) = ben” + b"en
(6,7) =b"en’ —b'en”
(6,8) = v/
(7,8) = ccn”
die wir mit ® bezeichnen werden, und neun weitere
(10)(11) — (9)(12) = an’'n"2A
(1)(12) — (2)(11) — (3)(10) + (4)(9) = 2an'n"B
(2)(3) — (1)(4) = an'n’€
—(9)(16) + (10)(15) + (11)(14) — (12)(13) = 2bn'n"2A
(1(16) = (2)(15) = B + (DA _ ., e
+(5)(12) = (6)(11) — (7)(10) + (8)(9)}
—(1)(8) + (2)(7) + (3)(6) — (4)(5) = 2bn'n"C
(14)(15) — (13)(16) = en'n"2A
(5)(16) — (6)(15) — (7)(14) + (8)(13) = 2cn'n"B
(6)(7) — (5)(8) = en'n"C

die wir mit ¥ bezeichnen”).
IV. Die Entstehung aller dieser 37 Gleic

hungen herzuleiten, wire zu lang. Es ge-

niigt, einige zu bestétigen, nach deren Muster sich die iibrigen ohne grofie Schwierig-

keit beweisen lassen.

1) Es ist
10) -
qp )pp

// n //

App + 2B

///

1.1 1.1

—pq +qp
///)qq
pq + Cqq) =n"ad

)pg

Man beachte, dass sich 18 weitere, diesen ¥ &hnliche Gleichungen herleiten lassen, bei denen rechts

anstelle der Faktoren a, 2b, ¢ die Faktoren a’, 2b’, c’;

nicht brauchen, lassen wir sie weg.

a”’, 2b", ¢’ stehen. Da wir sie fiir unseren Zweck
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die erste Gleichung.
2) Es ergibt sich
(1,3) = (1)(11) = (3)(9)
= (pa" — ap”)(pd’ — ap’)
= a"Nan' = aad"n’
die zweite Gleichung.
3) Es ist

(1,8) = (1)(16) — (8)(9)
= (pa’ - qwmm
+ (p ///)pq///
( n__ / //)qp///
( // n // /l/)qq///

— 1,1/1(141)]9/// + B( q/// +qp///) _|_ qu///)
_|_ b//m(pq/// _ qp///)
= 0" (b0 + \/dd') + "N n + bn')”)
=n"bb' + n'bb” + nb't" + Dun'n”
die achte Gleichung in ®. Die iibrigen Gleichungen iiberlassen wir den Lesern zur
Bestatigung.

V. Aus den Gleichungen ® folgt auf die folgende Weise, dass die achtundzwanzig
Zahlen (1,2), (1,3) usw. keinen gemeinsamen Teiler haben. Zuerst betrachten wir
die siebenundzwanzig Produkte aus je drei Faktoren, deren erster entweder n, deren
zweiter eine der Zahlen o', 20/, ¢ und deren dritter eine der Zahlen a”, 2b”, " i
oder deren erster n’, deren zweiter eine der Zahlen a, 2b, ¢ und deren dritter eine der
Zahlen a”, 2b", ¢” ist; oder schlieBlich deren erster n”, deren zweiter eine der Zahlen a,
2b, ¢ und deren dritter eine der Zahlen d/, 20/, ¢ ist—jedes dieser siebenundzwanzig
Produkte ist nach den Gleichungen ® entweder einer der achtundzwanzig Zahlen
(1,2), (1,3) usw. oder der Summe oder Differenz mehrerer davon gleich (zum Beispiel
na'a” = (1,5), 2na’t” = (1,6)+(2,5), 4nb'd” = (1,8)+(2,7)+(3,6)+(4,5) und ebenso
bei den tibrigen). Hétten diese Zahlen also einen gemeinsamen Teiler, so miisste dieser
auch alle jene Produkte teilen. Daraus folgt mithilfe des Artikels 40 und nach der
schon ofter benutzten Methode leicht, dass derselbe Teiler auch die Zahlen nm/m”,

7

/ ! 1" 1 ! 1 12

wmm”, nmm’ teilen miisste, also deren Quadrate, ndmlich %™ T dmmg‘ m_
1 !

%7 durch sein Quadrat teilbar wéren, was widersinnig ist, weil nach 1 der

grofite gemeinsame Teiler der drei Zahler ® ist und somit die Quadrate selbst keinen
gemeinsamen Teiler haben koénnen.

VI. Das alles betrifft die Transformation der Form § in ff’f” und wurde aus den
Transformationen der Form F in ff’ und der Form § in F' f” hergeleitet. Ganz ebenso
ergibt sich aber aus den Transformationen der Form F’ in ff” und der Form § in

“Das folgt aus Gleichung 10 des Artikels 235 und dem Folgenden. Die WurzelgréBe Vdd' wird
= Dnn' = Dnn/NN = Dnn’.
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F'f" eine Transformation der Form §’ in ff'f” der folgenden Art:
X' = (V) az'2" + (2)z2'y" + (3)'zy/ 2" + ete.
)" = (9)z2'2" + (10)'z2"y" + (11)'zy/2" + ete.

(wobei wir alle Koeffizienten wie bei der Transformation der Form § in f f’ f” bezeich-
nen und zur Unterscheidung jedem einen Strich anfiigen). Daraus folgen wie zuvor 28
den Gleichungen ® entsprechende Gleichungen, die wir mit ®' bezeichnen, und neun
weitere, den Gleichungen ¥ entsprechende, die wir mit ¥’ bezeichnen. Bezeichnen
wir ndmlich

(1)'(10)" = (2)'(9)" mit (1,2)", (1)'(11)" = (3)"(9)" mit (1,3)’
so sind die Gleichungen @’
(1,2) = ad'n”, (1,3) =aad"v', etc.
und die Gleichungen ¥’
(10)(11) — (9)'(12)" = an'n"2A’,  etc.

(Die ausfiihrlichere Entwicklung tiberlassen wir der Kiirze wegen den Lesern; Kenner
werden iibrigens finden, dass eine neue Rechnung nicht einmal nétig ist, sondern sich
die erste Analyse durch Analogie leicht hierher iibertragen liasst.) Danach folgt aus
® und P’ sofort

(1,2) = (L,2), (1,3)=(L3), (1,4) =(1,4), (2,3)=(23), etc.

Daraus und weil alle (1,2), (1,3), (2,3) usw. nach V keinen gemeinsamen Teiler
haben, folgt mithilfe des Lemmas aus Artikel 234, dass sich vier ganze Zahlen «, 5,
v, 6 so bestimmen lassen, dass

a(l)' +8(9) = (1),

a(2)" + B(10)" = (2),

a(3) + B(11) = (3), etc.
(1) +6(9) = (9),

7(2)" +6(10)" = (10),

(3) 4+ 6(11) = (11), etc

und ad — By =1 gilt.

VII. Daraus bestdtigt man leicht, indem man aus den ersten drei Gleichungen ¥
die Werte von a2, a®B, a€ und aus den ersten drei Gleichungen ¥’ die Werte von
al’, aB’, a€’ einsetzt, dass

a(Raa + 2Bay + €yy) = a2’
a(Aaf + B(ad + B7y) + €y0) = aB’
W(ABB + 2BBS + €56) = ae’
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gilt. Wenn nicht a = 0 ist, folgt offenbar, dass die Form § in § durch die eigentli-
che Substitution «, 3, v, ¢ iibergeht. — Nimmt man aber anstelle der ersten drei
Gleichungen in ¥ und ¥’ die néchsten drei, so bestatigt man leicht drei den eben
angegebenen vollig entsprechende Gleichungen, in denen anstelle des Faktors a iiber-
all b steht. Daraus sieht man, dass derselbe Schluss weiterhin gilt, sofern nicht b6 = 0
ist. Nimmt man schliellich die letzten drei Gleichungen ¥, ¥’ so findet man ebenso,
dass der Schluss gilt, wenn nicht ¢ = 0 ist. Da aber sicher nicht alle a, b, ¢ zugleich
= 0 sein konnen, geht notwendig die Form § durch die Substitution «, 3, v, § in §
iiber und ist ihr damit eigentlich dquivalent. Q. E. D.

241.

Eine Form wie § oder §', die entsteht, indem eine von drei gegebenen Formen mit
der aus den beiden librigen zusammengesetzten Form zusammengesetzt wird, nennen
wir aus diesen drei Formen zusammengesetzt. Nach dem vorigen Artikel kommt es da-
bei nicht darauf an, in welcher Reihenfolge die drei Formen zusammengesetzt werden.
Ebenso: Sind beliebig viele Formen f, [/, f”, " usw. gegeben (deren Determinanten
im Verhéltnis von Quadraten zueinander stehen miissen), und setzt man die Form f
mit f/, die resultierende mit f”, die daraus entstehende mit f”’ usw. zusammen, so
heifit die am Ende dieser Operation entstehende Form aus allen Formen f, f', f", f"
usw. zusammengesetzt. Man beweist leicht, dass auch hier die Reihenfolge beliebig
ist; d.h., in welcher Reihenfolge man die Formen auch zusammensetzt, die daraus
entstehenden Formen sind stets eigentlich dquivalent. — Weiter ist offenbar: Sind
den Formen f, f/, f” usw. jeweils die Formen g, ¢’, g” usw. eigentlich dquivalent, so
ist die aus diesen zusammengesetzte Form der aus jenen zusammengesetzten Form
eigentlich dquivalent.
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242.

Die vorigen Sétze erfassen die Komposition der Formen in ihrer vollen Allgemein-
heit. Wir gehen nun zu besonderen Anwendungen tiber, durch die wir ihre Reihenfolge
nicht unterbrechen wollten. Zuerst greifen wir das Problem des Artikels 236 wieder
auf und schranken es durch die folgenden Bedingungen ein: erstens, die zusammen-
zusetzenden Formen haben dieselbe Determinante, also d = d'; zweitens, m. m' sind
teilerfremd; drittens, die gesuchte Form ist aus jeder der beiden Formen f, f’ direkt
zusammengesetzt. Dann sind auch mm, m'm’ teilerfremd; somit wird der grofite ge-
meinsame Teiler von dm’'m’, d'mm, das heifst, D, = d = d’, und n = n’ = 1. Die
vier Groflen Q, ', Q”, Q", die beliebig gewahlt werden konnen, setzen wir jeweils
gleich = —1, 0, 0, 0. Das ist stets erlaubt, aufler in dem einzigen Fall, dass a, a’, b+ b
zugleich = 0 sind, den wir deshalb hier beiseitelassen. Dieser Fall kann offenbar nur
bei Formen auftreten, deren Determinante ein positives Quadrat ist. Dann wird
offenbar zum grofiten gemeinsamen Teiler von a, a’, b + b'; die Zahlen %', B”, B
miissen so gewahlt werden, dass

mla + ;B//a/ + ‘Blll(b + bl) — H

wiahrend B selbst vollig beliebig ist. Setzt man an der angefithrten Stelle fiir p, g, p/,
¢ usw. ihre Werte ein, so ergibt sich

A=",
[t

1
B — ﬁ(‘ﬁaal—|—‘I§/ab/—|—‘I§"a’b+ipm(bb/—|—D))

und C' kann durch die Gleichung AC' = BB — D bestimmt werden, sofern nicht a
null ist und zugleich o’ = 0 gilt.

Bei dieser Losung hiangt also der Wert von A nicht von den Werten der Zahlen 3,
B, P, P ab (die auf unendlich viele verschiedene Arten bestimmt werden konnen).
Dagegen nimmt B andere Werte an, wenn man diesen Zahlen andere Werte gibt, und
es lohnt sich zu untersuchen, wie alle Werte von B miteinander zusammenhéngen.
Dazu bemerken wir:

I. Wie auch B, B, B”, PB"” bestimmt werden, die daraus entstehenden Werte von
B sind sdmtlich modulo A kongruent. Wir nehmen Folgendes an. Die Festsetzung

P =p,

T =,
m// — p//’
ml// — p///’

ergibt B =8
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und die Festsetzung
P=p+o,
¥ =p+7
;B// — p// + D//.
m/// — p/// + D///7
ergibt B=5+29
Dann gilt also
ad’ +av" + (b+ V)" =0,
aa’d + ab'd’ +a'bd" + (bb' + D) = u®
Multipliziert man die erste Seite der letzteren Gleichung mit ap’ + a'p” + (b + 0')p"”,
die zweite mit p, und zieht man vom ersten Produkt die Gréfe

(ab/p/ +a/bp//+ (bb/+D)p,/,)(a0/ +a/a// ‘l’ (b+b/)a///)

ab, die wegen der ersten Gleichung offenbar = 0 ist, so erhélt man nach dem Aus-
multiplizieren und Wegheben der sich aufhebenden Glieder

aa’ (po
+ ((b/ _ b)p” _"_ Clp/”)al
+ ((b _ bl)pl + Cp”/)bl/
— (B ")) = e

Damit ist offenbar pu® durch ad’, oder ® durch 2%, das heifit, durch A teilbar, und

%
B=B+D (mod. A)

IT. Wenn die Werte p, p’, p” p””’ der Zahlen B, B’ B", P den Wert B = B ergeben,
so lassen sich andere Werte dieser Zahlen finden, durch die B jeden vorgegebenen,
zu B modulo A kongruenten Wert erhélt, etwa B + kA. Zuerst bemerken wir, dass
die vier Zahlen p, ¢, ¢/, b— 1’ keinen gemeinsamen Teiler haben kénnen. Denn héitten
sie einen, so wiirde er die sechs Zahlen a, a’, b+ ¥, ¢, ¢/, b — b’ teilen, also sowohl a,
2b, ¢ als auch d’, 2, ¢ und deshalb auch m, m/, die nach Voraussetzung teilerfremd
sind. Somit lassen sich vier ganze Zahlen h, k', h”, k""" so angeben, dass

hu+He+B'd +h"(b—V)=1

Setzt man dann
kh =0,
k(h/l(b+ b/) _ hl/la/) — Mbl
k(h/(b + b/) + h/l/a) — //JD”,
—k(h/al + h//a) — MD/,/

so sind 0, o/, ", 0" offenbar ganzzahlig. Ferner bestétigt man leicht, dass
ad' +a'd" + (b+ V)" =0
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aa’d + ab'd’ + d'bd" + (bb' + D)

!/
— aa k(uh + Ch/ + C/hl/ _|_ (b o bl)h/l/)
1%

= ukA

Aus der ersten Gleichung folgt, dass auch p + 0, p’ + 0, p” + 0", p”" + """ Werte
der Zahlen B, B/, B’ P sind; aus der zweiten, dass diese Werte B = B + kA
ergeben. (). E. D. — Daraus ist klar, dass B stets so bestimmt werden kann, dass
es einschliefllich der Grenzen zwischen 0 und A — 1 liegt, wenn A positiv ist, oder
zwischen 0 und —A — 1, wenn A negativ ist.

243.
Aus den Gleichungen

m/a +§B//a/ _‘_m///(b + b/) — le,
1
B = ~(Pad' +P'ab/ +L"a'b +P" (b + D))
I

folgt
B=b+ %(qsa' + P —b) —P"c)

-V + %(ma +ﬂ3”(b _ b,) _ qg///cl)

also
B=b(mod. ¢) und B=0 (mod. %)

Sind %, % teilerfremd, so liegt zwischen 0 und A — 1 (oder zwischen 0 und —A — 1,

wenn A negativ ist) nur eine einzige Zahl, die modulo % = b und = ¥ modulo %

ist. Setzt man diese Zahl = B und % = (C, so ist offenbar (A, B,C) aus den
Formen (a,b,c), (a’,b',c) zusammengesetzt. In diesem Fall braucht man also zur
Bestimmung der zusammengesetzten Form die Zahlen B, B’ B”, B” nicht mehr zu
beriicksichtigen”). Sucht man zum Beispiel eine aus den Formen (10,3,11), (15,2,7)
zusammengesetzte Form, so sind a, a’, b + V' jeweils = 10,15,5; u = 5; also A = 6;
B = 3 (mod. 2) und = 2 (mod. 3), woraus B = 5 und (6,5,21) als gesuchte Form
folgen. — Die Bedingung, dass %, % teilerfremd sind, ist genau dazu gleichwertig,
dass die beiden Zahlen a, a’ keinen groBeren gemeinsamen Teiler haben als die drei
a, a’, b+ V'; oder, was auf dasselbe hinausliuft, dass der grofite gemeinsame Teiler
von a, a’ auch die Zahl b+ b’ teilt. Besonders seien die folgenden Fiélle beachtet:

1) Es seien zwei Formen (a,b,c), (a/,0',¢') derselben Determinante D gegeben,
sodass der grofite gemeinsame Teiler von a, 2b, ¢ zum grofiten gemeinsamen Teiler von
a’, 2, ¢ teilerfremd ist und a zu o’ teilerfremd ist. Die aus ihnen zusammengesetzte

“'Das erreicht man stets mithilfe der Kongruenzen

aB _abl  dB _db (b+V)B _b'+D

— — (mod. A)
n n 1 1
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Form (A, B, C) findet man, indem man A = aa/, B =b (mod. a) und =¥ (mod. da’),
C = BBA_D setzt. Dieser Fall liegt stets vor, wenn eine der zusammenzusetzenden
Formen die Hauptform ist, etwa @ = 1, b = 0, ¢ = —D. Dann gilt A = d/, und
B kann = b/ gesetzt werden, woraus C' = ¢ folgt; also ist die aus der Hauptform
und irgendeiner anderen Form derselben Determinante zusammengesetzte Form diese
andere Form selbst.

2) Sollen zwei entgegengesetzte, eigentlich primitive Formen, etwa (a,b,c) und
(a, —b, ¢), zusammengesetzt werden, so ist y = a. Daraus erkennt man leicht, dass die
Hauptform (1,0, —D) aus ihnen zusammengesetzt ist.

3) Es seien beliebig viele eigentlich primitive Formen (a,b,c), (a’,V', ), (a”,b", ")
usw. derselben Determinante D gegeben, deren erste Koeffizienten a, a’, a” usw. paar-
weise teilerfremd sind. Die aus ihnen allen zusammengesetzte Form (A, B, C) wird
gefunden. Dazu setzt man A gleich dem Produkt aller a, a, a” usw.; B kongruent zu
b, b, b usw. jeweils modulo a, a’, a”’ usw.; C = @. Denn man erkennt leicht, dass
aus den beiden Formen (a,b,¢), (a/,¥, ) die Form (ad’, B, 2852) zusammengesetzt
ist; aus dieser und (a”,b”, ") die Form (ad’'a”, B, %) usw. — Umgekehrt:

4) Ist eine eigentlich primitive Form (A, B,C) der Determinante D gegeben, zer-
legt man den Koeffizienten A in beliebig viele paarweise teilerfremde Faktoren a, a’,
a” usw., wahlt Zahlen b, b, b”" usw. gleich B oder wenigstens dazu kongruent jeweils
modulo a, @', @’ usw. und setzt ac = bb — D, d'd = 'V — D, a’'¢" = v'b' — D
usw., so ist die Form (A, B,C) aus den Formen (a,b,c), (a’ b’ ), (" b" ") zusam-
mengesetzt oder in diese Formen zerlegbar. Ohne Miihe beweist man, dass derselbe
Satz weiterhin gilt, selbst wenn die Form (A, B, C') uneigentlich primitiv oder abge-
leitet ist. Auf diese Weise lasst sich also jede Form in andere derselben Determinante
zerlegen, deren erste Koeffizienten sdmtlich Primzahlen oder Primzahlpotenzen sind.
Fine solche Zerlegung kann oft niitzlich angewendet werden, wenn aus mehreren ge-
gebenen Formen eine zusammengesetzt werden soll. Sucht man zum Beispiel die aus
den Formen (3,1,134), (10, 3,41), (15, 2,27) zusammengesetzte Form, so zerlege man
die zweite in (2,1,201), (5,—2,81), die dritte in (3,—1,134), (5,2,81). Offenbar ist
die aus den fiinf Formen (3,1,134), (2,1,201), (5,—-2,81), (3,—1,134), (5,2,81) zu-
sammengesetzte Form, in welcher Reihenfolge sie auch genommen werden, auch aus
den drei gegebenen Formen zusammengesetzt. Durch Komposition der ersten mit der
vierten entsteht aber die Hauptform (1,0,401); dieselbe entsteht durch Komposition
der dritten mit der fiinften; somit ergibt die Komposition aller Formen die Form
(2,1,201).

5) Wegen des Nutzens dieser Methode lohnt es sich, sie noch weiter zu erldautern.
Aus der vorigen Bemerkung ist klar, dass sich das Problem, beliebig viele gegebe-
ne eigentlich primitive Formen derselben Determinante zusammenzusetzen, auf die
Komposition von Formen zuriickfithren lasst, deren erste Koeffizienten Primzahlpo-
tenzen sind (denn eine Primzahl kann als die erste Potenz ihrer selbst betrachtet
werden). Deshalb ist vor allem der Fall zu betrachten, dass zwei eigentlich primi-
tive Formen (a,b,¢), (a’,V', ') zusammengesetzt werden sollen, bei denen a und a’
Potenzen derselben Primzahl sind. Es sei also a = h*, @’ = h*, wobei h eine Prim-
zahl bezeichnet, und wir nehmen an, was erlaubt ist, dass s nicht kleiner als X ist.
Dann ist h* der groBte gemeinsame Teiler von a, a’. Teilt dieser auBerdem b+ b', so
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liegt der zu Beginn dieses Artikels betrachtete Fall vor, und (A, B,C) ist aus den
gegebenen Formen zusammengesetzt, wenn man A = h*~*, B = b (mod. h*~*) und
= b’ (mod. 1) setzt, wobei die letztere Bedingung offenbar weggelassen werden kann;
C = @. Teilt dagegen h* die Zahl b+ b’ nicht, so muss der grofite gemeinsame
Teiler dieser Zahlen selbst eine Potenz von h sein. Er sei also = h”, dann ist v < A
(man muss v = 0 setzen. wenn etwa h* und b+ ¥’ teilerfremd sind). Bestimmt man

also ', B, P so, dass
m/h% +q3//hA +q3’”(b+ b’) =R

wéahlt aber B beliebig, so ist die Form (A, B,C) aus den gegebenen Formen zusam-
mengesetzt, wenn man

_ +A—2v
A= pFA

B=b+h*""(Pr* =P (b— ') —P"c),
_BB-D
- A

setzt. Man erkennt aber leicht, dass in diesem Fall auch P’ beliebig gewihlt werden
kann. Setzt man daher B =P’ = 0, so wird

B — b _ ml!/ch%—y

oder allgemein
B=kA+b—R"ch”"

wobei k eine beliebige Zahl bezeichnet (voriger Artikel). In diese sehr einfache Formel
geht allein " ein; es ist ein Wert des Ausdrucks % (mod. A")"). Sucht man zum
Beispiel die aus (16, 3,19) und (8, 1,37) zusammengesetzte Form, so ist h = 2, 3 = 4,
A =3, v =2 Alsoist A =8, und P” ein Wert des Ausdrucks  (mod. 8), etwa 1,
woraus B = 8k — 73 folgt. Setzt man also k = 9, so ist B = —1 und C' = 37, oder
(8,—1,37) die gesuchte Form.

Sind also beliebig viele Formen gegeben, deren erste Koeflizienten sdmtlich Prim-
zahlpotenzen sind, so muss man nachsehen, ob die ersten Koeffizienten einiger For-
men Potenzen derselben Primzahl sind, und diese jeweils nach der eben gegebenen
Regel miteinander zusammensetzen. So entstehen Formen, deren erste Koeffizien-
ten weiterhin Primzahlpotenzen sind, aber Potenzen durchweg verschiedener Prim-
zahlen; die aus ihnen zusammengesetzte Form kann daher nach der dritten Bemer-
kung bestimmt werden. Zum Beispiel: Sind die Formen (3, 1,47), (4,0, 35), (5,0, 28),
(16,2,9), (9,7,21), (16,6, 11) gegeben, so entsteht aus der ersten und finften die Form
(27,7,7); aus der zweiten und vierten entsteht (16, —6,11), aus dieser und der sechs-
ten (1,0,140), die weggelassen werden kann. Es bleiben also (5,0, 28), (27,7,7), aus
denen (135, —20,4) entsteht; stattdessen kann man die eigentlich dquivalente Form
(4,0,35) nehmen. Diese ist also das Ergebnis der Komposition der sechs gegebenen
Formen.

Joder des Ausdrucks 25 (mod. hA™Y), woraus B = b — C’gib_,y = %1%')’;;5 (mod. A) folgt
TRV TR ’
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Aus dieser Quelle lassen sich noch andere in der Anwendung niitzliche Verfahren
schopfen. Doch um nicht zu weit auszuholen, lassen wir eine ausfiihrlichere Behand-
lung weg und eilen zu anderen, schwierigeren Dingen.
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244.

Wenn durch eine Form f die Zahl a, durch eine Form f’ die Zahl o’ dargestellt
werden kann und die Form F' in ff’ transformierbar ist, so erkennt man ohne Miihe,
dass das Produkt aa’ durch die Form F' darstellbar ist. Daraus folgt sofort: Sind die
Determinanten dieser Formen negativ, so ist die Form F positiv, wenn f, f’ entweder
beide positiv oder beide negativ sind; dagegen wird F' negativ, wenn eine der Formen
f, f! positiv und die andere negativ ist. Betrachten wir besonders den Fall des vorigen
Artikels, in dem F aus f, f’ zusammengesetzt ist. AuBerdem haben f, f’ und F
dieselbe Determinante D. Wir nehmen auflerdem an, dass die Zahlen a, a’ durch die
Formen f, f’ mit teilerfremden Werten der Unbestimmten dargestellt werden und die
erste Darstellung zum Wert b des Ausdrucks /D (mod. a), die zweite zum Wert b des
Ausdrucks /D (mod. a’) gehort, und setzen bb — D = ac, b'b — D = a’¢’. Dann sind
nach Artikel 168 die Formen (a, b, ¢), (a’, b, ') den Formen f, f eigentlich d&quivalent;
somit ist F' auch aus diesen beiden Formen zusammengesetzt. Aus denselben Formen
ist aber die Form (A, B, C)) zusammengesetzt, wenn man den grofften gemeinsamen
Teiler von a, a’, b+ V' mit = p bezeichnet und A = Z—‘Z, B = b und b jeweils modulo
a
]gurch die Form Azz + 2Bxy + Cyy wird nun die Zahl aa’ dargestellt, indem man
T = pu, y = 0 setzt; der grofite gemeinsame Teiler dieser Werte ist p. Also kann aa’
auch durch die Form F' so dargestellt werden, dass die Werte der Unbestimmten den
grofiten gemeinsamen Teiler 1 haben (Artikel 166). Gilt also u = 1, so kann aa’ durch
die Form F' dargestellt werden, indem man den Unbestimmten teilerfremde Werte
gibt, und diese Darstellung gehort zu dem Wert B des Ausdrucks /D (modulo ad’),
der zu b, b’ jeweils modulo a, a’ kongruent ist. Die Bedingung p = 1 gilt stets, wenn
a, a' teilerfremd sind; allgemeiner, wenn der grofite gemeinsame Teiler von a, @’ zu
b+ U teilerfremd ist.

%l. setzt, AC = BB — D; somit ist diese Form der Form F eigentlich dquivalent.

Komposition der Ordnungen.

245.

SATZ. Gehort die Form f zu derselben Ordnung wie g und ebenso f’ zu dersel-
ben Ordnung wie g', so hat die Form F, die aus f, f' zusammengesetzt ist, dieselbe
Determinante und gehért zu derselben Ordnung wie die Form G, die aus g, g’ zusam-
mengesetzt ist.

Beweis. Die Formen seien jeweils f, f', F' = (a,b,¢), (d/,V/,c), (A, B,C) und ihre
Determinanten = d,d’, D. Ferner sei der grofite gemeinsame Teiler von a,2b,c =
m, der grofite gemeinsame Teiler von a,b,c = m; m’, m’ sollen eine entsprechende
Bedeutung fiir die Form f’ haben und M, 9 fiir die Form F. Dann wird die Ordnung
der Form f durch die Zahlen d, m,m bestimmt; daher gelten dieselben Zahlen auch
fiir die Form g. Ebenso sind die Zahlen d’, m/, m’ fiir die Form ¢’ dieselben wie fiir die
Form f’. Nach Artikel 235 werden nun die Zahlen D, M,9 durch d,d’,m,m/, m,m’
bestimmt: D ist ndmlich der grofite gemeinsame Teiler von dm/m/, d'mm; M = mm/;
und MM = mm’ (wenn zugleich m = m, m’ = m’) oder = 2mm’ (wenn m = 2m
oder m’ = 2w’). Diese Eigenschaften von D, M, folgen daraus, dass F' aus f, [’

229



Untersuchungen tuber héhere Arithmetik

zusammengesetzt ist; daher erkennt man leicht, dass D, M und 90 auch fiir die Form
G gelten und somit G zu derselben Ordnung wie F' gehort. Q. E. D.

Aus diesem Grund nennen wir die Ordnung, zu der die Form F gehort, zusam-
mengesetzt aus den Ordnungen, zu denen die Formen f, f’ gehoren. So entsteht zum
Beispiel aus zwei eigentlich primitiven Ordnungen stets eine ebensolche Ordnung;
aus einer eigentlich primitiven und einer uneigentlich primitiven eine uneigentlich
primitive. — Ebenso ist es zu verstehen, wenn eine Ordnung aus mehreren anderen
Ordnungen zusammengesetzt genannt wird.
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Komposition der Geschlechter.

246.

PROBLEM. FEs seien zwei beliebige primitive Formen f, f' gegeben, durch deren
Komposition F entsteht. Aus den Geschlechtern, zu denen f, f' gehéren, ist das
Geschlecht zu bestimmen, zu dem F gehért.

Losung. 1. Wir betrachten zuerst den Fall, dass mindestens eine der Formen f, f’,
etwa die erste, eigentlich primitiv ist, und bezeichnen die Determinanten der Formen
fyf, Fmitd,d,D. Dann ist D der grofite gemeinsame Teiler von dm/m/, d’', wobei m/
entweder 1 oder 2 ist, je nachdem, ob die Form f’ eigentlich oder uneigentlich primitiv
ist; F' gehort im ersten Fall zur eigentlich primitiven, im zweiten zur uneigentlich
primitiven Ordnung. Das Geschlecht der Form F' wird durch ihre Einzelcharaktere
bestimmt, und zwar sowohl beziiglich der einzelnen ungeraden Primteiler von D als
auch, in bestimmten Fallen, beziiglich der Zahlen 4 oder 8. Diese sind also einzeln zu
bestimmen.

1°. Ist p irgendein ungerader Primteiler von D, so teilt diese Zahl notwendig auch
d,d’; daher kommen unter den Charakteren der Formen f, f auch ihre Beziehungen
zu p vor. Kann nun f die Zahl a und f’ die Zahl a’ darstellen, so kann das Produkt
aa’ durch F dargestellt werden. Kénnen also sowohl f als auch f’ quadratische Reste
modulo p darstellen (die nicht durch p teilbar sind), so kann auch F' quadratische
Reste modulo p darstellen; das heifit, haben beide f, f’ den Charakter Rp, so hat die
Form F denselben Charakter. Ebenso hat F' den Charakter Rp, wenn beide f, f’ den
Charakter Np haben; dagegen hat F' den Charakter Np, wenn eine der Formen f, f’
den Charakter Rp, die andere Np hat.

2°. Geht in den Gesamtcharakter der Form F' eine Beziehung zur Zahl 4 ein, so
muss eine solche Beziehung auch in die Charaktere der Formen f, f’ eingehen. Denn
das tritt nur ein, wenn D entweder = 0 oder = 3 (modulo 4) ist. Ist D durch 4
teilbar, so sind auch dm’m’ und d’ durch 4 teilbar; daraus folgt sofort, dass f’ nicht
uneigentlich primitiv sein kann, also m’ = 1. Somit sind sowohl d als auch d’ durch
4 teilbar, und in den Charakter beider geht eine Beziehung zu 4 ein. Gilt D = 3
(modulo 4), so teilt D die Zahlen d, d’; die Quotienten sind Quadrate, also sind auch
d, d’ notwendig entweder = 0 oder = 3 (modulo 4), und unter den Charakteren von
f, " kommt eine Beziehung zu 4 vor. Wie in (1°) folgt daraus, dass die Form F
den Charakter 1,4 hat, wenn entweder beide f, f/ den Charakter 1,4 oder beide 3,4
haben; dagegen hat die Form F' den Charakter 3,4, wenn eine der Formen f, f’ den
Charakter 1,4, die andere 3,4 hat.

3°. Ist D durch 8 teilbar, so auch d’; daher ist f’ sicher eigentlich primitiv, m’ = 1,
und auch d ist durch 8 teilbar. Somit kann unter den Charakteren der Form F' einer
der Charaktere 1,8; 3,8; 5,8; 7,8 nur dann vorkommen, wenn sowohl im Charakter
der Form f als auch in dem der Form f’ eine solche Beziehung zu 8 vorhanden ist.
Wie zuvor bestétigt man leicht, dass die Form F' den Charakter 1,8 hat, wenn f und
f/ beziiglich 8 denselben Charakter haben; die Form F' hat den Charakter 3,8, wenn
eine der Formen f, f’ den Charakter 1,8, die andere 3,8 hat oder eine 5, 8, die andere
7,8; F hat 5,8, wenn f, f’ die Charaktere 1,8 und 5,8 oder 3,8 und 7,8 haben; F
hat .7,8, wenn f und f’ entweder 1,8 und 7,8 oder 3,8 und 5,8 haben.
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4°. Gilt D = 2 (modulo 8), so ist d’ entweder = 0 oder = 2 (modulo 8), also
m’ = 1 und somit auch d entweder = 0 oder = 2 (modulo 8). Allerdings kénnen nicht
beide d,d" durch 8 teilbar sein, da D ihr grof$ter gemeinsamer Teiler ist. Daher kann
einer der Charaktere 1 und 7,8; 3 und 5,8 der Form F nur dann zukommen, wenn
entweder beide Formen f, f’ einen davon haben oder eine einen davon und die andere
einen der Charaktere 1,8; 3,8; 5,8; 7,8. Daraus folgt leicht, dass der Charakter der
Form F' durch die folgende Tabelle bestimmt wird, wenn der Charakter am Rand zu
einer der Formen f, f gehort, der oben stehende Charakter zur anderen:

1 und 7,8 | 3 und 5,8
oder 1,8 | oder 3,8
oder 7,8 | oder 5,8
1 und 7,8 || 1 und 7,8 | 3 und 5,8
3und 5,8 || 3 und 5,8 | 1 und 7.8

5°. Ebenso beweist man, dass der Form F' keiner der Charaktere 1 und 3,8;
5 und 7,8 zukommen kann, wenn nicht auch mindestens eine der Formen f, f' einen
davon hat und die andere entweder einen davon oder einen der Charaktere 1,8; 3, 8;
5,8; 7,8. Dabei wird der Charakter der Form F' durch diese Tabelle bestimmt, an
deren Rand und oben die Charaktere der Formen f, f’ stehen:

1 und 3,8 |5 und 7,8
oder 1,8 | oder 5,8
oder 3,8 | oder 7,8
1 und 3,8 || 1 und 3,8 | 5 und 7,8
5und 7,8 || 5 und 7,8 | 1 und 3.8

II. Sind beide Formen f, f’ uneigentlich primitiv, so ist D der grofite gemeinsame
Teiler von 4d. 4d’, oder iD der grofite gemeinsame Teiler von d. d'. Daraus folgt
leicht, dass sowohl d als auch d’ und 1D jeweils = 1 (modulo 4) sind. Setzt man
F = (A, B,C), so ist der grofite gemeinsame Teiler von A, B, C' = 2. und der grofite
gemeinsame Teiler von A, 2B, C gleich 4. Daher ist F eine von der uneigentlich pri-
mitiven Form (%A, %B , %C) abgeleitete Form; deren Determinante ist iD, und ihr
Geschlecht bestimmt das Geschlecht der Form F. Da jene Form uneigentlich primi-
tiv ist, enthélt ihr Charakter keine Beziehungen zu 4 oder 8, sondern nur zu den
einzelnen ungeraden Primteilern von %D. Alle diese Teiler teilen nun offenbar auch
d,d’, und die Hélfte jedes Produkts zweier Faktoren. deren einer durch f, der andere
durch f’ darstellbar ist, kann durch die Form (%A %B, %C’) dargestellt werden. Da-
her erkennt man leicht, dass der Charakter dieser Form beziiglich jeder ungeraden
Primzahl p, die %D teilt, gleich Rp ist, sowohl wenn 2Rp gilt und die Formen f, f’
beziiglich p denselben Charakter haben. als auch wenn 2Np gilt und die Charaktere
der Formen f, f’ beziiglich p entgegengesetzt sind; dagegen ist der Charakter jener
Form Np, sowohl wenn f, f' beziiglich p gleiche Charaktere haben und 2Np gilt, als
auch wenn f, f' entgegengesetzte Charaktere haben und 2Rp gilt.
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247.

Aus der Losung des vorigen Problems ist klar: Ist ¢ eine primitive Form dersel-
ben Ordnung und desselben Geschlechts wie f und ebenso ¢’ eine primitive Form
derselben Ordnung und desselben Geschlechts wie f/, so gehort die aus g und ¢
zusammengesetzte Form zu demselben Geschlecht wie die aus f und f’ zusammen-
gesetzte. Daraus ergibt sich die Bedeutung eines Geschlechts, das aus zwei anderen
Geschlechtern (oder auch mehreren) zusammengesetzt ist. Ferner folgt daraus: Ha-
ben f, f' dieselbe Determinante, ist f eine Form aus dem Hauptgeschlecht und F
aus f und f’ zusammengesetzt, so gehort F' zu demselben Geschlecht wie f’; daher
kann das Hauptgeschlecht bei der Komposition mit anderen Geschlechtern derselben
Determinante stets weggelassen werden. Gehort dagegen bei sonst gleichen Bedin-
gungen f nicht zum Hauptgeschlecht, wahrend f’ eine primitive Form ist, so gehort
F sicher zu einem anderen Geschlecht als f’. Sind schlieBlich f, f’ eigentlich primi-
tive Formen desselben Geschlechts, so gehért F' zum Hauptgeschlecht; sind dagegen
f, f' beide eigentlich primitiv und von derselben Determinante, gehdren aber zu ver-
schiedenen Geschlechtern, so kann F' nicht zum Hauptgeschlecht gehéren. Wird also
irgendeine eigentlich primitive Form mit sich selbst zusammengesetzt, so gehort die
entstehende Form, die ebenfalls eigentlich primitiv und von derselben Determinante
ist, notwendig zum Hauptgeschlecht.

248.

PROBLEM. FEs seien zwei beliebige Formen f, f' gegeben, aus denen F zusammen-
gesetzt ist. Aus den Geschlechtern der Formen f, f' ist das Geschlecht der Form F
zu bestimmen.

Losung. Es sei f = (a,b,¢), f/ = (d,V,), F = (A, B,C), ferner m der grofite ge-
meinsame Teiler von a, b, c und m’ der grofite gemeinsame Teiler von o', b, ¢/, sodass
f» f" von den primitiven Formen (&, %, =), (I%/,, f"l—/,, ]fl—/,) abgeleitet sind, die wir jeweils
mit f, ' bezeichnen. Ist nun mindestens eine der Formen f, f' eigentlich primitiv, so ist
der grofite gemeinsame Teiler von A, B, C gleich mm’ und daher F' von der primitiven
Form ( mﬁw %, m?n,) ... 35 abgeleitet; somit hidngt das Geschlecht der Form F vom
Geschlecht der Form § ab. Man erkennt aber leicht, dass § durch dieselbe Substituti-
on in ff iibergeht, durch die F in ff’ ibergeht. Also ist § aus f, f zusammengesetzt,
und ihr Geschlecht kann durch das Problem des Artikels 246 bestimmt werden. —
Sind dagegen beide f, f' uneigentlich primitiv, so ist der grofite gemeinsame Teiler von
A, B, C gleich 2mm’; die Form § ist weiterhin aus f, f zusammengesetzt und offenbar
von der eigentlich primitiven Form (QTfm,, Qfm,, Qn?m’) abgeleitet. Das Geschlecht die-

ser Form kann daher nach Artikel 246 bestimmt werden; da F von derselben Form
abgeleitet ist, ergibt sich daraus sofort auch ihr Geschlecht.

Aus dieser Losung ist klar, dass der im vorigen Artikel fiir primitive Formen er-
lauterte Satz, namlich gehoren f', g jeweils zu denselben Geschlechtern wie f,g, so
gehort die aus f', g zusammengesetzte Form zu demselben Geschlecht wie die aus
f, g zusammengesetzte, allgemein fiir beliebige Formen gilt.
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Komposition der Klassen.

249.

SATZ. Gehéren die Formen f, [’ jeweils zu denselben Ordnungen, Geschlechtern
und Klassen wie g, g, so gehort die aus f und f' zusammengesetzte Form zu derselben
Klasse wie die aus g und g’ zusammengesetzte.

Aus diesem Satz, dessen Richtigkeit unmittelbar aus Artikel 239 folgt, ergibt sich
die Bedeutung einer aus zwei gegebenen Klassen oder auch aus mehreren zusammen-
gesetzten Klasse.

Wird irgendeine Klasse K mit der Hauptklasse zusammengesetzt, so entsteht die
Klasse K selbst; die Hauptklasse kann also bei der Komposition mit anderen Klas-
sen derselben Determinante weggelassen werden. Aus der Komposition zweier entge-
gengesetzter eigentlich primitiver Klassen entsteht stets die Hauptklasse derselben
Determinante (siehe Artikel 243). Da jede ambige Klasse sich selbst entgegengesetzt
ist, ergibt die Komposition irgendeiner eigentlich primitiven ambigen Klasse mit sich
selbst die Hauptklasse derselben Determinante.

Der letzte Satz gilt auch umgekehrt: Ergibt die Komposition einer eigentlich pri-
mitiven Klasse K mit sich selbst die Hauptklasse H derselben Determinante, so muss
K eine ambige Klasse sein. Ist ndmlich K’ die zu K entgegengesetzte Klasse, so ist
die aus den drei Klassen K, K, K’ zusammengesetzte Klasse dieselbe wie die aus H
und K’ entstehende. Aus jenen entsteht K (denn K und K’ ergeben H, diese mit K
die Klasse K selbst), aus diesen K'; somit fiallt K mit K’ zusammen und ist daher
eine ambige Klasse.

Ferner ist der folgende Satz zu beachten: Sind die Klassen K, L den Klassen K', L'
jeweils entgegengesetzt, so ist die aus K und L zusammengesetzte Klasse der aus K’
und L' zusammengesetzten entgegengesetzt. Die Formen f,g, f', g’ gehoren jeweils
zu den Klassen K, L, K',L'; die Form F sei aus f,g und F’ aus f’, ¢’ zusammenge-
setzt. Da f’ der Form f und ¢’ der Form ¢ uneigentlich dquivalent ist, wihrend F
aus beiden f, g direkt zusammengesetzt ist, ist F' auch aus f/, ¢ zusammengesetzt,
aber aus beiden invers. Daher ist jede Form, die F' uneigentlich &quivalent ist, aus
f',¢" direkt zusammengesetzt und somit F’ eigentlich dquivalent (Artikel 238, 239).
Also sind F, F’ uneigentlich dquivalent, und die Klassen, zu denen sie gehoren, sind
entgegengesetzt.

Daraus folgt: Wird eine ambige Klasse K mit einer ambigen Klasse L zusammen-
gesetzt. so entsteht stets eine ambige Klasse. Denn sie ist der Klasse entgegengesetzt,
die aus den zu K, L entgegengesetzten Klassen zusammengesetzt ist, also sich selbst,
da diese Klassen sich selbst entgegengesetzt sind.

SchlieBlich bemerken wir: Sind zwei beliebige Klassen K, L derselben Determinante
gegeben, deren erste eigentlich primitiv ist, so lasst sich stets eine Klasse M derselben
Determinante finden, aus der zusammen mit K die Klasse L zusammengesetzt ist.
Das erreicht man offenbar, indem man fiir M die Klasse nimmt, die aus L und der zu
K entgegengesetzten Klasse zusammengesetzt ist. Zugleich erkennt man sehr leicht,
dass diese Klasse die einzige mit dieser Eigenschaft ist; verschiedene Klassen dersel-
ben Determinante ergeben also bei Komposition mit derselben eigentlich primitiven
Klasse verschiedene Klassen.
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Die Komposition der Klassen kann zweckméflig mit dem Additionszeichen + be-
zeichnet werden, ebenso wie die Gleichheit der Klassen mit dem Gleichheitszeichen.
Mit diesen Zeichen ldsst sich der eben gegebene Satz so darstellen: Ist K’ die zu
K entgegengesetzte Klasse, so ist K + K’ die Hauptklasse derselben Determinante,
also K + K' + L = L; setzt man daher K’ + L = M, so gilt K + M = L, wie
verlangt. Gébe es aber neben M noch eine andere M mit derselben Eigenschaft, al-
so K+ M =L, so waire K+ K' + M' = L + K' = M und damit M’ = M. —
Werden mehrere identische Klassen zusammengesetzt, so kann man dies wie bei der
Multiplikation durch Voranstellen ihrer Anzahl bezeichnen, sodass 2K dasselbe wie
K + K, 3K dasselbe wie K + K + K bedeutet usw. Dieselben Zeichen kénnten auch
auf Formen iibertragen werden, sodass (a, b, c) + (a’,b’, ) die aus (a,b,c), (a’,V/,c)
zusammengesetzte Form bezeichnete. Um aber auch nur den Anschein einer Mehr-
deutigkeit zu vermeiden, verzichten wir lieber auf diese Abkiirzung, zumal wir einem
solchen Zeichen /M (a, b, ¢) bereits eine besondere Bedeutung gegeben haben. — Wir
sagen, die Klasse 2K entstehe durch Verdopplung der Klasse K, die Klasse 3K durch
Verdreifachung usw.

250.

Ist D eine durch mm teilbare Zahl, wobei wir m als positiv voraussetzen, so gibt
es eine Ordnung von Formen der Determinante D, die von der eigentlich primitiven
Ordnung der Determinante % abgeleitet ist (oder zwei, wenn D negativ ist, ndm-
lich eine positive und eine negative). Offenbar gehort die Form (m, 0, —%) zu dieser
Ordnung, und zwar zur positiven, und kann darin mit Recht als einfachste Form
betrachtet werden (ebenso ist (—m,0, %) die einfachste in der negativen Ordnung,
wenn D negativ ist). Gilt aulerdem mDm = 1 (modulo 4), so gibt es auch eine Ordnung
von Formen der Determinante D, die von der uneigentlich primitiven Ordnung der
Determinante % abgeleitet ist; zu ihr gehort offenbar die Form (2m, m, mg”ﬂ:D ), die
als einfachste in ihr gilt. (Ist D negativ, so gibt es wiederum zwei Ordnungen, und in
der negativen gilt die Form (—2m, —m, 2 5) als einfachste.) So sind zum Beispiel,
wenn wir auch den Fall m = 1 hier einbeziehen, in den vier Ordnungen von Formen
der Determinante 45 die folgenden die einfachsten: (1,0, —45), (2,1, —22). (3,0, —15),
(6,3,—6). Damit ergibt sich das folgende

PROBLEM. Es sei irgendeine Form F' aus der Ordnung O gegeben. Gesucht ist eine
eigentlich primitive (positive) Form derselben Determinante, aus deren Komposition
mit der einfachsten Form in O die Form F entsteht.

Losung. Die Form F = (ma, mb, mc) sei von der primitiven Form f = (a,b,c)
mit der Determinante = d abgeleitet, und wir nehmen zuerst an, dass f eigentlich
primitiv ist. Zunédchst bemerken wir: Ist etwa a nicht zu 2dm teilerfremd, so gibt
es sicher andere, zu (a,b, c) eigentlich dquivalente Formen, deren erste Koeffizienten
diese Eigenschaft haben. Denn nach Artikel 228 gibt es zu 2dm teilerfremde Zahlen,
die durch jene Form darstellbar sind. Es sei a’ = aca + 2bary + ¢y eine solche Zahl,
und wir nehmen an, was erlaubt ist, dass «,~ teilerfremd sind. Wéahlt man dann
58,0 so, dass ad — By = 1, so gehe f durch die Substitution «, 3,7,d in die Form
(@', b, ) iber; diese ist ihr eigentlich dquivalent und hat die verlangte Eigenschaft.
Da auch F und (a'm, b'm, ¢'m) eigentlich dquivalent sind, erkennt man leicht, dass es
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geniigt, den Fall zu betrachten, dass a zu 2dm teilerfremd ist. Dann ist (a, bm, cmm)
eine eigentlich primitive Form (denn hétten a,2bm, cmm einen gemeinsamen Teiler,
so wiirde er auch 2dm = 2bbm — 2acm teilen) derselben Determinante wie F. Man
bestétigt leicht, dass F' in das Produkt der Form (m, 0, —dm), die aufler bei negati-
vem F die einfachste der Ordnung O ist, mit (a,bm,cmm) durch die Substitution
1,0, —b, —cm; 0, m, a, bm iibergeht; daraus folgt nach dem Kriterium in Bemerkung 4
des Artikels 235, dass F' aus (m, 0, —dm) und (a, bm, cmm) zusammengesetzt ist. Ist
dagegen F' eine negative Form, so geht sie in das Produkt der einfachsten Form
derselben Ordnung (—m,0,dm) mit der positiven Form (—a,bm, —cmm) durch die
Substitution 1,0,b, —cm; 0, —m, —a, bm iiber und ist somit aus ihnen zusammenge-
setzt.

Zweitens: Ist f eine uneigentlich primitive Form, so darf man annehmen, dass %a
zu 2dm teilerfremd ist. Denn gilt diese Eigenschaft bei der Form f noch nicht, so kann
eine der Form f eigentlich dquivalente Form mit dieser Eigenschaft gefunden werden.
Daraus folgt leicht, dass (%a, bm,2cmm) eine eigentlich primitive Form derselben
Determinante wie F' ist. Ebenso leicht bestatigt man, dass F' in das Produkt der
Formen

(£2m, £m, £3(m — dm)), (£3a,bm,£2cmm)

durch die Substitution
1,0,3(1 Fb),—cm;  0,£2m,+3a, (b+1)m

iibergeht. Dabei sind die unteren Zeichen zu nehmen, wenn F' eine negative Form
ist, in den iibrigen Féllen die oberen. Sie ist also aus diesen beiden Formen zusam-
mengesetzt, deren erste die einfachste der Ordnung O, deren zweite eine eigentlich
primitive (positive) Form ist.

251.

PROBLEM. FEs seien zwei Formen F,f derselben Determinante D gegeben, die
zu derselben Ordnung O gehdren. Gesucht ist eine eigentlich primitive Form der
Determinante D, die mit f zusammengesetzt F' ergibt.

Lésung. Es sei ¢ die einfachste Form der Ordnung O; §, f seien eigentlich primi-
tive Formen der Determinante D, die mit ¢ zusammengesetzt jeweils F. f ergeben;
schliefllich sei f eine eigentlich primitive Form, die mit f zusammengesetzt § ergibt.
Dann ist die Form F' aus den drei Formen ¢, f, f oder aus den beiden f, f’ zusam-
mengesetzt. Q. F. I

Jede Klasse einer gegebenen Ordnung kann also als zusammengesetzt aus irgend-
einer gegebenen Klasse derselben Ordnung und einer eigentlich primitiven Klasse
derselben Determinante betrachtet werden.
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Bei gegebener Determinante enthalten die einzelnen Geschlechter derselben
Ordnung gleich viele Klassen.

252.

SATZ. Bei gegebener Determinante enthalten die einzelnen Geschlechter derselben
Ordnung gleich viele Klassen.

Beweis. Die Geschlechter G und H sollen zu derselben Ordnung gehoren; G bestehe
aus n Klassen K, K’ K" ... K™ ! und L sei irgendeine Klasse des Geschlechts H.
Nach dem vorigen Artikel suche man eine eigentlich primitive Klasse M derselben
Determinante, aus deren Komposition mit K die Klasse L entsteht, und bezeichne
die Klassen, die aus der Komposition von M mit K/, K" ... K" ! entstehen, jeweils
mit L/, L"” ... L™ 1. Dann folgt aus der letzten Bemerkung des Artikels 249, dass
alle Klassen L, L', L" ... L™ ! verschieden sind; nach Artikel 248 gehéren sie alle zu
demselben Geschlecht, das heifst, zum Geschlecht H. Schliellich erkennt man leicht,
dass H keine weiteren Klassen enthalten kann, da jede Klasse des Geschlechts H als
zusammengesetzt aus M und einer anderen Klasse derselben Determinante betrachtet
werden kann, die notwendig stets zum Geschlecht G gehort. Somit enthélt H ebenso
wie G n verschiedene Klassen. Q). E. D.
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Vergleich der Klassenzahlen in den einzelnen Geschlechtern verschiedener
Ordnungen.

253.

Der vorige Satz setzt dieselbe Ordnung voraus und darf nicht auf verschiedene
Ordnungen ausgedehnt werden. So gibt es zum Beispiel bei der Determinante —171
20 positive Klassen, die auf vier Ordnungen verteilt sind: Die eigentlich primitive
Ordnung enthélt zwei Geschlechter mit jeweils sechs Klassen; in der uneigentlich pri-
mitiven Ordnung besitzen zwei Geschlechter vier Klassen, jedes zwei; in der von der
eigentlich primitiven Ordnung der Determinante —19 abgeleiteten Ordnung gibt es
ein einziges Geschlecht mit drei Klassen; schlielich hat die von der uneigentlich pri-
mitiven Ordnung der Determinante —19 abgeleitete Ordnung ein einziges Geschlecht,
das aus einer Klasse besteht. Ebenso verhélt es sich mit den negativen Klassen. Es
lohnt sich also, nach einem allgemeinen Prinzip zu suchen, von dem der Zusammen-
hang zwischen den Klassenzahlen verschiedener Ordnungen abhéngt. Wir nehmen an,
K, L seien zwei Klassen derselben (positiven) Ordnung O der Determinante D und
M eine eigentlich primitive Klasse derselben Determinante, aus deren Komposition
mit K die Klasse L entsteht; eine solche ldsst sich nach Artikel 251 stets angeben.
In manchen Féllen kann M die einzige eigentlich primitive Klasse sein, die mit K
zusammengesetzt L ergibt; in anderen konnen mehrere verschiedene eigentlich pri-
mitive Klassen diese Eigenschaft haben. Wir nehmen allgemein an, es gebe r solche
eigentlich primitiven Klassen M, M', M" ... M"~!, die jeweils mit K zusammenge-
setzt dieselbe Klasse L ergeben, und bezeichnen ihre Menge mit W. Ferner sei L’
eine andere Klasse der Ordnung O (verschieden von der Klasse L) und N’ eine ei-
gentlich primitive Klasse der Determinante D, die mit L zusammengesetzt L ergibt.
Die Menge der Klassen N'+M, N'+M' N'+M" ... N'+M"!, die simtlich eigentlich
primitiv und voneinander verschieden sind, werde mit W’ bezeichnet. Dann erkennt
man leicht, dass K mit irgendeiner Klasse aus W’ zusammengesetzt L’ ergibt; dar-
aus folgt, dass W und W’ keine Klasse gemeinsam haben. Auflerdem bestéatigt man
ohne Miihe, dass es keine eigentlich primitive Klasse aulerhalb der Menge W' gibt,
die mit K zusammengesetzt L’ ergibt. Ebenso ist klar: Ist L” eine weitere Klasse
der Ordnung O, verschieden von den Klassen L, L', so gibt es r eigentlich primitive
Formen, die sowohl untereinander als auch von den Formen W, W’ verschieden sind
und jeweils mit K zusammengesetzt L” ergeben; ebenso verhélt es sich bei allen {ib-
rigen Klassen der Ordnung O. Da aber jede eigentlich primitive (positive) Klasse der
Determinante D mit K zusammengesetzt eine Klasse der Ordnung O ergibt, folgt
leicht: Ist die Gesamtzahl der Klassen der Ordnung O gleich n, so ist die Gesamtzahl
aller eigentlich primitiven (positiven) Klassen derselben Determinante gleich rn.

Wir erhalten also die allgemeine Regel: Bezeichnen K, L beliebige Klassen der
Ordnung O und r die Anzahl verschiedener eigentlich primitiver Klassen derselben
Determinante, die jeweils mit K zusammengesetzt L ergeben, so ist die Gesamtzahl
aller Klassen in der eigentlich primitiven (positiven) Ordnung r-mal so grol wie die
Anzahl der Klassen der Ordnung O.

Da die Klassen K, L in der Ordnung O véllig beliebig gewdhlt werden koénnen,
diirfen wir auch identische Klassen nehmen. Dabei ist es zweckméBig, diejenige Klasse
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zu verwenden. in der die einfachste Form dieser Ordnung liegt. Nehmen wir sie also
flir K und L, so ist die Aufgabe darauf zuriickgefiihrt, alle eigentlich primitiven
Klassen anzugeben, die mit K zusammengesetzt K selbst wieder ergeben. Den Weg
dazu bereitet der folgende Satz.

254.

Satz. Ist F = (A, B,C) die einfachste Form der Ordnung O der Determinante D
und f = (a,b,c) eine eigentlich primitive Form derselben Determinante, so ldsst sich
durch diese Form f die Zahl AA darstellen, wenn F durch Komposition der Formen
f, F entsteht; und umgekehrt ist F' aus sich selbst und f zusammengesetzt, wenn AA
durch f dargestellt werden kann.

Beweis. 1. Geht F in das Produkt fF durch die Substitution p, p’, p”, 9" 4,4, q",
q" iiber, so ergibt Artikel 235

Alaq"q" — 2bqq” + cqq) = A3, also
AA =aq"q" —2bqq” + cqq. Erster Teil bewiesen.

I1. Es werde angenommen, dass AA durch f darstellbar ist. Die Werte der Un-

bestimmten, durch die dies geschieht, bezeichnen wir mit ¢”. —¢q, also sei AA =
v/

aq”q" — 2bqq” + cqq, und setzen
¢"a—q(b+ B) = Ap,

—qC = Ay,
q"(b—B) —qc= Ap”
7q//c _ Apm,

q"a—q(b—B) = Ad,
¢"(b+ B) — qc = Ag”

Dann bestéitigt man leicht, dass F' in das Produkt fF durch die Substitution p,p’,
p", 0" q.q',q",q" iibergeht. und somit aus f und F' zusammengesetzt ist, sofern alle
Zahlen p, p’ usw. ganzzahlig sind. Nach der Beschreibung der einfachsten Form ist
nun B entweder 0 oder %A, also % ganzzahlig; daraus ist auch klar, dass % stets
ganzzahlig ist. Somit sind ¢ — p, p’, ¢" — p”, p""" ganzzahlig, und es bleibt nur noch
zu beweisen, dass p und p” ganzzahlig sind. Es gilt aber
/1 1 1" 1

pp—I—%:a—%, p”p”—l—2ij:c Qi]élc

also gilt im Fall B =0

pp=a— qqC 'y =c— q"¢"C
A A

und daher sind p,p” ganzzahlig; gilt dagegen B = A, so ist

C "l C
pp+pq:a_Qi]4 ’ p//p//+p//q//:C_Qi14

woraus ebenso leicht folgt, dass p und p” auch in diesem Fall ganzzahlig sind. Daraus
schlieflen wir, dass F' aus f und F' zusammengesetzt ist. Zweiter Teil bewiesen.
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255.

Die Aufgabe ist also darauf zurilickgefiihrt, alle eigentlich primitiven Klassen der
Determinante D anzugeben, durch deren Formen AA darstellbar ist. Offenbar kann
AA durch jede Form dargestellt werden, deren erster Koeffizient entweder AA oder
das Quadrat eines Teilers von A ist. Kann umgekehrt AA durch eine Form f dar-
gestellt werden, indem man ihren Unbestimmten die Werte «e, ve mit dem grofiten
gemeinsamen Teiler e gibt, so geht die Form f durch die Substitution «,3,~,¢ in
eine Form fiiber, deren erster Koeffizient % ist; diese Form ist der Form f eigentlich
dquivalent, wenn 3, § so gewdhlt werden, dass ad — By = 1. Daher gibt es in jeder
Klasse, durch deren Formen AA darstellbar ist, Formen, deren erster Koeffizient AA
oder das Quadrat eines Teilers von A ist. Es kommt also darauf an, alle eigentlich
primitiven Klassen der Determinante D zu finden, in denen solche Formen vorkom-
men. Das geschieht folgendermaflen: Es seien a, a’,a” usw. alle (positiven) Teiler von
A; man suche alle Werte des Ausdrucks /D (mod. aa), die einschlielich der Grenzen
zwischen 0 und aa — 1 liegen, bezeichne sie mit b, b, b” usw. und setze

bb — D = aac, V'V —D =aac, b'b —D =aac”’ etc.

Die Menge der Formen (aa,b,c), (aa,b’,c) usw. werde mit V' bezeichnet. Dann er-
kennt man leicht, dass jede Klasse der Determinante D, in der eine Form mit dem
ersten Koeffizienten aa vorkommt, auch eine Form aus V enthalten muss. Ebenso
suche man alle Formen der Determinante D, deren erster Koeffizient a’a’ ist und de-
ren mittlerer Koeffizient einschlielich der Grenzen zwischen 0 und a’a’ — 1 liegt, und
bezeichne ihre Menge mit V’; entsprechend sei V" die Menge solcher Formen mit
dem ersten Koeffizienten a”’a” usw. Aus V, V', V" usw. entferne man alle Formen,
die nicht eigentlich primitiv sind, ordne die iibrigen in Klassen ein und behalte, falls
mehrere zu derselben Klasse gehoren, in jeder Klasse nur eine. So erhélt man alle ge-
suchten Klassen; ihre Anzahl verhélt sich zur Einheit wie die Anzahl aller eigentlich
primitiven (positiven) Klassen zur Anzahl der Klassen in der Ordnung O.

Beispiel. Es sei D = —531 und O die positive Ordnung, die von der uneigent-
lich primitiven Ordnung der Determinante —59 abgeleitet ist; ihre einfachste Form
ist (6,3,90), also A = 6. Hier sind a,d’,a”,a"” gleich 1,2,3,6; V enthélt die Form
(1,0,531); V' die Formen (4,1,133), (4,3,135); V" die Formen (9,0,59), (9, 3,60),
(9,6,63); schlieBlich V" die Formen (36,3,15), (36,9,17), (36,15,21), (36,21,27),
(36,27,35), (36,33,45). Von diesen zwolf Formen miissen aber sechs entfernt werden,
namlich aus V" die zweite und dritte, aus V"’ die erste, dritte, vierte und sechste; die-
se sind sdmtlich abgeleitete Formen. Die sechs iibrigen gehéren, wie man findet, alle
zu verschiedenen Klassen. Tatséchlich ist die Anzahl der eigentlich primitiven (po-
sitiven) Klassen der Determinante —531 gleich 18, und die Anzahl der uneigentlich
primitiven (positiven) Klassen der Determinante —59 (oder die Anzahl der Klassen
der Determinante —531, die von diesen abgeleitet sind) gleich 3; somit verhélt sich
die erste Anzahl zur zweiten wie 6 zu 1.
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256.

Die folgenden allgemeinen Bemerkungen werden diese Lésung noch deutlicher ma-
chen.

I. Ist die Ordnung O von einer eigentlich primitiven Ordnung abgeleitet, so teilt
AA die Zahl D; ist dagegen O uneigentlich primitiv oder von einer uneigentlich pri-
mitiven Ordnung abgeleitet, so ist A gerade, D durch %AA teilbar und der Quotient
= 1 (mod.4). Somit teilt das Quadrat jedes Teilers von A entweder D selbst oder
wenigstens 4D, und im letzteren Fall ist der Quotient stets = 1 (mod. 4).

II. Teilt aa die Zahl D, so sind alle Werte des Ausdrucks /D (mod.aa), die
zwischen 0 und aa — 1 liegen, gleich 0, a,2a . ..aa — a, und a ist daher die Anzahl der
Formen in V; eigentlich primitiv sind darunter aber nur so viele, wie es unter den

Zahlen

2, 2—1, 2—4...2—(a—1)2

aa’  aa aa aa
solche gibt, die mit a keinen gemeinsamen Teiler haben. Ist a = 1, so besteht V' aus
einer einzigen Form, (1,0, —D), die stets eigentlich primitiv ist. Ist a gleich 2 oder
irgendeiner Potenz von 2, so ist die Hélfte jener a Zahlen gerade, die andere ungerade;
daher gibt es in V' %a eigentlich primitive Formen. Ist a eine andere Primzahl p oder
eine Potenz der Primzahl p, so sind drei Félle zu unterscheiden: Alle jene a Zahlen sind
zu a teilerfremd und somit alle Formen in V eigentlich primitiv, wenn % nicht durch p

teilbar und zugleich quadratischer Nichtrest modulo p ist; teilt dagegen p die Zahl 2

aa’

(p=1)a ) eigentlich primitive Formen; ist schheﬁhch - quadratischer Rest

modulo p und nlcht durch p teilbar, so gibt es in V' (p=2)a > 2)a e1genthch primitive Formen.
Das alles ldsst sich ohne Miithe beweisen. Setzt man allgemein a = 2Yp™¢Xrf ...,
wobei p,q,r usw. verschiedene ungerade Primzahlen bezeichnen, so ist die Anzahl
der eigentlich primitiven Formen in V' gleich NPQR. .., wobei man setzen muss

so gibt esin V £

N =1 (wenn v =0)oder N =2""" (wenn v > 0)

p" (Wenn = quadratischer Nichtrest modulo p ist) oder

p—1)p" (wenn £ -~ durch p teilbar ist) oder

YT
l

(
(p—2)p" (wenn % quadratischer Rest modulo p
und nicht durch p teilbar ist)

und @, R usw. aus ¢, usw. ebenso bestimmen muss wie P aus p.

ITI. Teilt aa die Zahl D nicht, so ist 42 ganzzahhg und = 1 (mod.4), und die
Werte des Ausdrucks /D (mod. aa) sind 1 a, 3a,3a...aa — }a. Somit ist die Anzahl
der Formen in V gleich a; eigentlich primitiv sind darunter aber nur so viele, wie es
unter den Zahlen
D g D 5 D

Z_9 Z_2 = (a— 12
e — (a—3)

4D_

solche gibt, die zu a teilerfremd sind. Gilt (mod. 8), so sind alle diese Zahlen
4D _

gerade, und es gibt daher in V keine elgenthch primitive Form; gilt dagegen 2 =

5 (mod. 8). so sind alle jene Zahlen ungerade und somit alle Formen in V' eigentlich
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primitiv, wenn a gleich 2 oder einer Potenz von 2 ist. Allgemein gibt es in diesem
Fall in V so viele eigentlich primitive Formen, wie unter jenen Zahlen durch keinen
ungeraden Primteiler von a teilbar sind. Diese Anzahl ist NPQR..., wenn a =
2¥p™qXrf ..., wobei man N = 2" setzen und P,Q, R usw. aus p,q,r usw. ebenso
ableiten muss wie im vorigen Fall.

IV. Auf diese Weise lassen sich also die Anzahlen der eigentlich primitiven Formen
in V, V', V" usw. bestimmen. Fiir die Summe all dieser Anzahlen findet man ohne
grofe Miihe die folgende allgemeine Regel: Ist A = 2¥A*BAEY ... wobei A, B, € usw.
verschiedene ungerade Primzahlen bezeichnen, so ist die Gesamtzahl aller eigentlich

primitiven Formen in V, V', V" usw. = %‘l‘%"é'“, wobei man setzen muss

n =1 (wenn % =1, mod. 8), oder

n =2 (wenn % ganzzahlig ist), oder
n=3 (wenn 45 =5, mod. 8); ferner
a =2 (wenn 2 ein Teiler von 45 ist), oder
a=2A+1 (wenn 2 kein Teiler von 45 ist,
mit dem oberen Vorzeichen
oder dem unteren, je nachdem, ob % quadratischer Nichtrest

oder quadratischer Rest modulo 2 ist)

und schliellich b, ¢ usw. aus B, € ebenso ableiten muss wie a aus . Den Beweis hier
ausfiihrlicher darzustellen. erlaubt die Kiirze nicht.

V. Was nun die Anzahl der Klassen betrifft, die durch die eigentlich primitiven
Formen in V, V', V" usw. gegeben werden, so sind die folgenden drei Félle zu unter-
scheiden.

Erstens: Ist D eine negative Zahl, so bildet jede eigentlich primitive Form in V, V'
usw. eine eigene Klasse; die Anzahl der gesuchten Klassen wird also durch die Formel

der vorigen Bemerkung ausgedriickt, mit zwei Ausnahmen, ndmlich wenn % entwe-
der = —4 oder = —3 ist, also wenn D entweder = —AA oder = —%AA ist. Zum Beweis

dieses Satzes muss offenbar nur gezeigt werden, dass zwei verschiedene Formen aus
V, V', V" usw. nicht eigentlich dquivalent sein kénnen. Wir nehmen also an, (hh, i, k),
(W'R ' k") seien zwei verschiedene eigentlich primitive Formen aus V. V', V" usw.,
die derselben Klasse angehdren, und die erste gehe durch die eigentliche Substitution
a, 3,7, 90 in die zweite iber. Dann haben wir die Gleichungen

ad — Py =1,
hhaa + 2iay + kyy = WK,
hhaf + i(ad + Bvy) + kyd =4’

Daraus folgt leicht, erstens, dass v gewiss nicht = 0 ist (woraus o = +1, hh = W'}/,
i’ = i (mod. hh) folgen wiirden und damit die Identitdt der vorgelegten Formen,
entgegen der Annahme); zweitens, dass v durch den grofiten gemeinsamen Teiler der
Zahlen h,h' teilbar ist; (setzt man ndmlich diesen Teiler = r, so teilt er offenbar

auch 21,27/, ist aber zu k teilerfremd; ferner teilt rr die Zahl hhk — W'W'E = 11 — "7/,

242



Untersuchungen tuber héhere Arithmetik

woraus leicht folgt, dass r auch i — 4’ teilt. Nun gilt aber ai’ — Bh'h' = «i + vk, also
ist vk und somit auch ~ durch r teilbar); drittens, dass (ahh + ~i)?> — Dyy = hhh'H’.
Setzt man also ahh + vi = rp, v = rq, so sind p und ¢ ganze Zahlen, von denen die
zweite nicht = 0 ist, und es gilt pp — Dqq = hhh M. Nun ist %T/h/ die kleinste durch

hh und R'h' zugleich teilbare Zahl und teilt somlt AA und daher auch 4D. Also ist

h4hl?;i:' eine (negative) ganze Zahl; setzt man sie = —e, so gilt pp — Dqq = —7 oder

4= (%) + eqq. In dieser Gleichung muss der Term (%)2, als Quadrat kleiner als

4, entweder 0 oder 1 sein. Im ersten Fall gilt eqqg = 4 und D = —(%’)2; daraus folgt,

dass 4 A ~ €in mit negativem Vorzeichen versehenes Quadrat ist und somit gewiss nicht
1 (mod. 4), also O weder eine uneigentlich primitive noch eine von einer uneigentlich
prlmltlven Ordnung abgeleitete Ordnung ist. Daher ist % ganzzahhg, woraus leicht
folgt, dass e durch 4 teilbar ist, dass qq =1,D= —( ) gﬂt und auch AA ganzzahlig
ist. Somit muss D = —AA oder ﬂ = —1 gelten; dles ist die erste Ausnahme Im
zweiten Fall ist eqq = 3, also e = 3 und 4D = —3( ')2; daher ist 3(hh )? eine ganze
Zahl, die, da sie mit dem ganzzahligen Quadrat (hh,) multipliziert 3 ergibt, nur 3 sein
kann. Somit gilt 4D = —3AA oder D = AA dies ist die zweite Ausnahme. In allen
iibrigen Fallen gehoren also samtliche eigentlich primitiven Formen in V, V', V" usw.
zu verschiedenen Klassen. — Fiir die Ausnahmefille geniigt es, die Ergebnisse einer
nicht schwierigen Untersuchung anzugeben, die wir hier der Kiirze wegen weglassen
miissen. Im ersten Fall gehoren von den eigentlich primitiven Formen in V, V', V"
usw. stets je zwei, im zweiten je drei zu derselben Klasse; somit ist die Gesamtzahl
aller gesuchten Klassen im ersten Fall die Hélfte, im zweiten ein Drittel des Wertes
des in der vorigen Bemerkung angegebenen Ausdrucks.
Zweitens: Ist D eine positive Quadratzahl, so bildet jede eigentlich primitive Form
in V, V', V" usw. ausnahmslos eine eigene Klasse. Nehmen wir namlich an, (hh,1, k),
(Wh',i' k') seien zwei solche verschiedenen eigentlich dquivalenten Formen, und die
erste gehe durch die eigentliche Substitution «, 8,~, d in die zweite {iber. Dann gelten
offenbar auch hier alle Uberlegungen des vorigen Falls, in denen nicht vorausgesetzt
wird, dass D negativ ist. Bezeichnen also p, q,r dasselbe wie dort, so ist auch hier

h‘ﬁm, ganzzahlig, nun aber positiv statt negativ und aulerdem ein Quadrat. Setzt

man es = gg, so ist ( hh’) — gg9qq = 4, was widersinnig ist, da die Differenz zweier
Quadrate nicht 4 sein kann, wenn das kleinere Quadrat nicht 0 ist. Die Annahme
kann daher nicht bestehen.

Fiir den dritten Fall dagegen, in dem D eine positive Nichtquadratzahl ist, haben
wir bisher keine allgemeine Regel, um die Anzahl der eigentlich primitiven Formen
in V, V', V" usw. mit der Anzahl der daraus entstehenden verschiedenen Klassen zu
vergleichen. Wir kénnen allerdings sagen, dass die zweite Anzahl der ersten entweder
gleich oder ein Teiler von ihr ist. Wir haben sogar einen besonderen Zusammenhang
zwischen dem Quotienten dieser Zahlen und den kleinsten Werten von t,u, die der
Gleichung tt— Duu = AA geniigen, entdeckt; ihn hier darzustellen wiirde aber zu weit
fiihren. Ob sich jener Quotient in allen Féllen allein durch Betrachtung der Zahlen
D, A erkennen lésst (wie in den vorigen Fallen), dariiber kénnen wir nichts Sicheres
sagen. Hier sind einige Beispiele, deren Anzahl jeder leicht vermehren kann. Fiir
D =13, A = 2 ist die Anzahl der eigentlich primitiven Formen in V usw. gleich 3; alle
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sind dquivalent, bilden also nur eine Klasse. Fiir D = 37, A = 2 gibt es ebenfalls drei
eigentlich primitive Formen in V usw., die zu drei verschiedenen Klassen gehoren; fiir
D =588, A =7 gibt es acht eigentlich primitive Formen in V usw., die vier Klassen
bilden; fiir D = 867, A = 17 gibt es in V usw. 18 eigentlich primitive Formen, ebenso
viele fiir D = 1445, A = 17, die aber bei der ersten Determinante in zwei, bei der
zweiten in sechs Klassen zerfallen.

VI. Wendet man diese allgemeine Theorie auf den Fall an. in dem O eine unei-
gentlich primitive Ordnung ist, so folgt: Die Anzahl der Klassen in dieser Ordnung
verhélt sich zur Gesamtzahl aller Klassen in der eigentlich primitiven Ordnung wie
1 zur Anzahl der verschiedenen eigentlich primitiven Klassen, die durch die drei For-
men (1,0,—D), (4,1, %), (4,3, %) gebildet werden. Dabei entsteht eine einzige
Klasse, wenn D = 1 (mod. 8), weil in diesem Fall die zweite und dritte Form uneigent-
lich primitiv sind; gilt dagegen D = 5 (mod. 8), so sind alle drei Formen eigentlich
primitiv und ergeben ebenso viele verschiedene Klassen, wenn D negativ ist, mit
der einzigen Ausnahme D = —3, bei der sie eine einzige Klasse bilden. Schliellich
gehort der Fall, dass D positiv ist (von der Form 8n + 5), zu denen, fiir die bisher
eine allgemeine Regel fehlt. Wir konnen aber sagen, dass jene drei Formen in diesem
Fall entweder zu drei verschiedenen Klassen oder zu einer einzigen gehéren, niemals
zu zweien. Denn gehoren die Formen (1,0,—D), (4,1, %), (4,3, QZD) jeweils zu
den Klassen K, K', K", so gilt offenbar K + K’ = K/, K' + K’ = K”; nimmt man
also an, dass K und K’ identisch sind, so sind auch K’ und K” identisch. Nimmt
man ebenso K und K" als identisch an, so sind es auch K’ und K”; da schliefilich
K' + K" = K gilt, folgt aus der Annahme, K’ und K" seien identisch, dass auch K
und K” zusammenfallen. Somit sind entweder alle drei Klassen K, K’, K" verschie-
den oder alle drei identisch. Zum Beispiel gibt es unterhalb von 600 75 Zahlen der
Form 8n 4 5, darunter 16 Determinanten, fir die der erste Fall gilt, bei denen also
die Anzahl der Klassen in der eigentlich primitiven Ordnung dreimal so grof} ist wie
in der uneigentlich primitiven, ndmlich 37,101, 141, 189, 197, 269. 325, 333, 349, 373,
381,389,405, 485, 557, 573; fiir die librigen 59 gilt der zweite Fall, die Klassenzahl ist
also in beiden Ordnungen gleich.

VII. Es ist kaum noétig zu bemerken, dass man durch die vorige Untersuchung nicht
nur die Klassenzahlen verschiedener Ordnungen derselben Determinante vergleichen
kann, sondern dass sie auch auf beliebige verschiedene Determinanten anwendbar ist,
deren Verhéltnis ein Verhiltnis von Quadraten ist. Bezeichnet ndmlich O irgendeine
Ordnung der Determinante dmm und O’ eine Ordnung der Determinante dm’m/,
so lasst sich O mit der eigentlich primitiven Ordnung der Determinante dmm ver-
gleichen und diese mit der von der eigentlich primitiven Ordnung der Determinante
d abgeleiteten Ordnung, oder, was hinsichtlich der Klassenzahl auf dasselbe hinaus-
lduft, mit dieser Ordnung selbst; mit derselben lésst sich auf genau dhnliche Weise
die Ordnung O’ vergleichen.

244



Untersuchungen tuber héhere Arithmetik

Die Anzahl der ambigen Klassen.

257.

Unter allen Klassen in einer gegebenen Ordnung einer gegebenen Determinante
verlangen besonders die ambigen Klassen eine ausfiihrlichere Untersuchung; die Be-
stimmung ihrer Anzahl wird uns den Weg zu vielem anderen 6ffnen. Es geniigt aber,
diese Anzahl nur in der eigentlich primitiven Ordnung zu bestimmen, da sich die
iibrigen Fille leicht auf diesen zuriickfithren lassen. Wir werden dazu zuerst zeigen,
wie man alle eigentlich primitiven ambigen Formen (A, B,C) der vorgelegten De-
terminante D findet, in denen entweder B = 0 oder B = %A gilt, und dann, wie
man aus ihrer Anzahl die Anzahl aller eigentlich primitiven ambigen Klassen der
Determinante D gewinnt.

I. Alle eigentlich primitiven Formen (A, 0,C) der Determinante D findet man of-
fenbar, indem man fiir A die einzelnen Teiler von D (sowohl positiv als auch negativ)
nimmt, fiir die C' = —% zu A teilerfremd ist. Ist also D = 1, so gibt es zwei solche For-
men, (1,0,—1), (—=1,0,1); ebenso viele, wenn D = —1, namlich (1,0,1), (—1,0,—1);
ist D eine Primzahl oder eine Primzahlpotenz (mit positivem oder negativem Vor-
zeichen), so gibt es vier: (1,0,—D), (-1,0,D), (D,0,-1), (=D,0,1). Ist allgemein
D durch n verschiedene Primzahlen teilbar (zu denen hier auch 2 gerechnet werden
muss), so gibt es insgesamt 2! solche Formen. Setzt man nimlich D = +PQR.. .,
wobei P, @), R usw. verschiedene Primzahlen oder Potenzen verschiedener Primzahlen
bezeichnen, deren Anzahl = n ist, so sind die Werte von A gleich 1, P,Q, R usw. und
den Produkten aus beliebig vielen dieser Zahlen. Nach der Kombinationslehre ist die
Anzahl dieser Werte 2"; sie muss aber verdoppelt werden, da man jedem Wert sowohl
ein positives als auch. ein negatives Vorzeichen geben muss.

II. Ebenso erhélt man alle eigentlich primitiven Formen (2B, B,C) der Determi-
nante D, indem man fiir B alle Teiler von D (positiv und negativ) nimmt, fiir die
C = 1(B — L) ganzzahlig und zu 2B teilerfremd ist. Da C' notwendig ungerade sein
muss und daher CC = 1 (mod. 8) gilt, folgt aus D = BB — 2BC = (B — C)? — CC,
dass D entweder = 3 (mod. 4) ist, wenn B ungerade ist, oder = 0 (mod. 8), wenn B
gerade ist; ist also D einer der Zahlen 1,2,4,5,6 modulo 8 kongruent, so gibt es keine
solchen Formen. Gilt D = 3 (mod.4), so ist C' ganzzahlig und ungerade, welchen
Teiler von D man auch fiir B nimmt; damit aber C' mit 2B keinen gemeinsamen
Teiler hat, muss B so gewdhlt werden, dass % zu B teilerfremd ist. Daher gibt es
fir D = —1 zwei Formen, (2,1,1), (—2. — 1, —1), und allgemein erkennt man leicht:
Ist die Anzahl aller Primzahlen, die D teilen, gleich n, so entstehen insgesamt 271
Formen. — Ist D durch 8 teilbar, so wird C ganzzahlig, wenn man fiir B irgendeinen
geraden Teiler von %D nimmt; die andere Bedingung, dass C' = %B — % zu 2B
teilerfremd sein soll, erfiillt man erstens, indem man fiir B alle Teiler von D nimmt,
die das Doppelte einer ungeraden Zahl sind und fiir die % mit B keinen gemeinsa-
men Teiler hat. Thre Anzahl (unter Beriicksichtigung der verschiedenen Vorzeichen)
ist 2"t wenn D durch n verschiedene ungerade Primzahlen teilbar angenommen
wird; zweitens, indem man fiir B alle durch vier teilbaren Teiler von %D nimmt, fir
die % zu B teilerfremd ist. Ihre Anzahl ist ebenfalls 2", sodass es in diesem Fall
insgesamt 2712 solche Formen gibt. Setzt man nimlich D = £2*PQR. .., wobei
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einen Exponenten grofler als 2 bezeichnet und P, Q, R verschiedene ungerade Prim-
zahlen oder Potenzen solcher Primzahlen bezeichnen, deren Anzahl n ist, so kann
man sowohl fiir %B als auch fir % die Werte 1, P,@Q, R usw. und die Produkte aus
beliebig vielen dieser Zahlen mit positivem und negativem Vorzeichen nehmen.

Aus allem folgt: Wird D durch n verschiedene ungerade Primzahlen teilbar ange-
nommen (mit n = 0, wenn D = +1 oder £2 oder eine Zweierpotenz vorliegt), so
ist die Anzahl aller eigentlich primitiven Formen (A, B,C), in denen B entweder 0
oder %A ist, gleich 2"t wenn D entweder = 1 oder = 5 (mod. 8) ist; gleich 2"+2,
wenn D = 2,3,4,6 oder 7 (mod. 8); und schlielich gleich 273 wenn D = 0 (mod. 8).
Vergleichen wir diese Anzahl mit dem, was wir in Artikel 231 fiir die Anzahl aller
moglichen Charaktere primitiver Formen der Determinante D angegeben haben, so
sehen wir, dass jene in allen Féllen genau doppelt so grof} ist wie diese. Ist D negativ,
so gibt es unter jenen Formen offenbar ebenso viele positive wie negative.
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258.

Alle im vorigen Artikel gefundenen Formen gehéren offenbar zu ambigen Klassen,
und umgekehrt muss jede eigentlich primitive ambige Klasse der Determinante D
mindestens eine jener Formen enthalten. Denn in einer solchen Klasse gibt es gewiss
ambige Formen, und jeder eigentlich primitiven ambigen Form (a, b, ¢) der Determi-
nante D ist eine der Formen des vorigen Artikels dquivalent, ndmlich entweder

(a,0,—2) oder (a, 1a, ta — 2)
je nachdem, ob b entweder = 0 oder = %a (mod. a) ist. Die Aufgabe ist also darauf
zuriickgefiithrt, zu untersuchen, wie viele verschiedene Klassen jene Formen bilden.

Ist die Form (a,0,c) unter den Formen des vorigen Artikels, so kommt auch die
Form (¢,0,a) darunter vor und ist stets von ihr verschieden, mit der einzigen Aus-
nahme a = ¢ = £1, also D = —1, die wir vorerst beiseitelassen. Da diese Formen
offenbar derselben Klasse angehoéren, geniigt es, eine zu behalten; wir entfernen die-
jenige, deren erster Koeffizient groflier als der dritte ist. Auch den Fall a = —¢ = £1
oder D = 1 lassen wir beiseite. So kénnen wir alle Formen (4,0, C) auf die Hélfte
ihrer Anzahl reduzieren, indem wir von je zweien stets eine behalten; in allen {ibrigen
gilt A < 4£D.

Kommt ebenso unter den Formen des vorigen Artikels die Form (2b, b, ¢) vor, so
findet sich darunter auch

2D D
(4c —2b, 2¢ — b, ¢) = (b’ 3 c)

die ihr eigentlich dquivalent und von ihr verschieden ist, mit der einzigen Ausnahme
¢ =0b= 41 oder D = —1, die wir beiseitelassen. Von diesen beiden Formen geniigt
es, diejenige zu behalten, deren erster Koeffizient kleiner als der erste Koeffizient der
anderen ist (dem Betrag nach gleich und im Vorzeichen verschieden kénnen sie in
diesem Fall nicht sein). Somit lassen sich auch alle Formen (2B, B, C') auf die Halfte
ihrer Anzahl reduzieren, indem man von je zweien stets eine entfernt; in den tibrigen
gilt B < % oder B < v/£D. So bleibt von allen Formen des vorigen Artikels nur die
Halfte iibrig. IThre Menge bezeichnen wir mit W, und es bleibt nur zu zeigen, wie viele
verschiedene Klassen aus diesen Formen entstehen. Ist D negativ, so gibt es offenbar
in W ebenso viele positive wie negative Formen.

I. Ist D negativ, so gehoren die einzelnen Formen in W zu verschiedenen Klassen.
Denn alle Formen (A, 0, C) sind reduziert; ebenso sind alle Formen (2B, B, C') redu-
ziert, aufler denen, in denen C' < 2B gilt. In einer solchen Form ist 2C' < 2B + C
daher gilt (weil B < £, das heift B < 2C — B, also 2B < 2C oder B < C)
2C — 2B < C und C — B < 3C, und somit ist (C,C — B,C), die jener offenbar
dquivalent ist, eine reduzierte Form. So erhélt man ebenso viele reduzierte Formen,
wie es Formen in W gibt. Da darunter offenbar weder identische noch entgegenge-
setzte Formen vorkommen konnen (mit der einzigen Ausnahme C'— B = 0, bei der
B =C =41, also D = —1 gilt und die wir bereits beiseitegelassen haben), gehoren
alle zu verschiedenen Klassen. Daraus folgt: Die Anzahl aller eigentlich primitiven
ambigen Klassen der Determinante D ist gleich der Anzahl der Formen in W oder

247



Untersuchungen tuber héhere Arithmetik

der Hélfte der Anzahl der Formen des vorigen Artikels. Im Ausnahmefall D = —1
ergibt sich durch Ausgleich dasselbe: Es gibt zwei Klassen; zur einen gehéren die For-
men (1,0,1), (2,1,1), zur anderen (—1,0,—1), (=2,—1,—1). Allgemein ist also bei
negativer Determinante die Anzahl aller eigentlich primitiven ambigen Klassen gleich
der Anzahl aller zuweisbaren Charaktere primitiver Formen dieser Determinante; die
Anzahl der positiven eigentlich primitiven ambigen Klassen ist dagegen halb so grof.

II. Ist D eine positive Quadratzahl = hh, so lasst sich ohne grofie Miihe beweisen,
dass die einzelnen Formen in W zu verschiedenen Klassen gehéren. In diesem Fall
kénnen wir aber auf folgende Weise noch kiirzer zur Losung gelangen. Nach Artikel
210 enthélt jede eigentlich primitive ambige Klasse der Determinante Ah und keine
andere Klasse genau eine reduzierte Form (a, h,0), in der a ein Wert des Ausdrucks
V1 (mod. 2h) ist, der zwischen 0 und 2h — 1 einschlieBlich der Grenzen liegt. Es gibt
also so viele eigentlich primitive ambige Klassen der Determinante hh, wie dieser
Ausdruck Werte hat. Aus Artikel 105 folgt ohne Miihe, dass die Anzahl dieser Werte
2" oder 2! oder 2712 ist, je nachdem, ob h ungerade, das Doppelte einer ungeraden
Zahl oder durch vier teilbar ist, also je nachdem, ob D = 1 oder = 4 oder = 0 (mod. 8)
gilt; dabei bezeichnet n die Anzahl der verschiedenen ungeraden Primteiler von h
oder von D. Somit ist die Anzahl der eigentlich primitiven ambigen Klassen stets die
Halfte der Gesamtzahl aller im vorigen Artikel gefundenen Formen oder gleich der
Anzahl der Formen in W oder aller méglichen Charaktere.

III. Ist D eine positive Nichtquadratzahl, so leiten wir aus jeder Form (A, B,C)
in W eine andere Form (A, B’,C’) ab, indem wir B’ = B (mod. A) zwischen den
Grenzen vD und vD F A nehmen (mit dem oberen oder unteren Vorzeichen, je
nachdem, ob A. positiv oder negativ ist) und C’ = % setzen; die Menge dieser
Formen bezeichnen wir mit W’. Offenbar sind sie eigentlich primitive ambige Formen
der Determinante D und sdmtlich voneinander verschieden; aulerdem sind sie alle
reduziert. Gilt namlich A < /D, so ist B’ offenbar < v/D und positiv; ferner gilt
B' > /D F A, also A > VD — B’, und somit liegt A, positiv genommen, gewiss
zwischen D + B’ und D — B'. Gilt dagegen A > v/D, so kann nicht B = 0 sein
(solche Formen haben wir ja entfernt), sondern es muss B = ;A gelten; daher ist B’
dem Betrag nach gleich %A und dem Vorzeichen nach positiv (denn wegen A < 2v/D
liegt :I:%A zwischen den fiir B’ festgelegten Grenzen und ist B modulo A kongruent,
also B’ = 3 A). Somit gilt B’ < v/D, woraus 2B’ < D+ B’ oder A < V'D+B’ folgt;
daher liegt +A notwendig zwischen den Grenzen /D + B’ und v/D — B’. SchlieBlich
enthélt W’ alle reduzierten eigentlich primitiven ambigen Formen der Determinante
D. Ist némlich (a,b, c) eine solche Form, so gilt entweder b = 0 oder b = 3a (mod. a).
Im ersten Fall kann offenbar nicht b < @ und somit auch nicht a > VD gelten,
weshalb die Form (a, 0, —%) gewiss in W und die entsprechende Form (a, b, ¢) in W’
enthalten ist; im zweiten Fall gilt gewiss a < 2v/D, also liegt (a, %a, ia — %) in W
und die entsprechende Form (a, b, ¢) in W’. Daraus folgt, dass die Anzahl der Formen
in W gleich der Anzahl aller reduzierten eigentlich primitiven ambigen Formen der
Determinante D ist. Da aber jede ambige Klasse zwei reduzierte ambige Formen
enthélt (Artikel 187, 194), ist die Anzahl aller eigentlich primitiven ambigen Klassen
der Determinante D halb so grofl wie die Anzahl der Formen in W oder wie die
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Anzahl aller zuweisbaren Charaktere.
259.

Die Anzahl der uneigentlich primitiven ambigen Klassen einer gegebenen Deter-
minante D ist stets gleich der Anzahl der eigentlich primitiven ambigen Klassen
derselben Determinante. Es sei K die Hauptklasse, und K’, K” usw. seien die iib-
rigen eigentlich primitiven ambigen Klassen dieser Determinante; L sei irgendeine
uneigentlich primitive ambige Klasse derselben Determinante, zum Beispiel diejeni-
ge, in der die Form (2, 1,% — %D) liegt. Durch Komposition der Klasse L mit K
entsteht also die Klasse L selbst. Aus der Komposition der Klasse L mit K’, K"
usw. mogen jeweils die Klassen L/, L” usw. entstehen, die offenbar alle zur selben
Determinante D gehoéren und uneigentlich primitiv und ambig sind. Der Satz ist also
bewiesen, sobald gezeigt ist, dass alle Klassen L, L', L” usw. verschieden sind und
es aufler ihnen keine uneigentlich primitiven ambigen Klassen der Determinante D
gibt. Dazu unterscheiden wir die folgenden Félle.

I. Ist die Anzahl der uneigentlich primitiven Klassen gleich der Anzahl der eigent-
lich primitiven, so entsteht jede der ersten durch Komposition der Klasse L mit einer
bestimmten eigentlich primitiven Klasse; daher sind notwendig alle L, L', L” usw.
verschieden. Bezeichnet nun £ irgendeine uneigentlich primitive ambige Klasse der
Determinante D, so gibt es eine eigentlich primitive Klasse & mit R+ L = £. Ist der
Klasse £ die Klasse £ entgegengesetzt, so gilt auch (weil die Klassen L, £ sich selbst
entgegengesetzt sind) & + L = £; daher ist notwendig £ mit & identisch und somit
ambig. Also findet sich & unter den Klassen K, K’, K" usw. und £ unter L, L', L"”
usw.

IT. Ist die Anzahl der uneigentlich primitiven Klassen ein Drittel der Anzahl der
eigentlich primitiven, so sei H die Klasse, in der die Form (4, 1, %) liegt, und H’
diejenige, in der (4, 3, %) liegt; dann sind H, H’ eigentlich primitiv und sowohl
voneinander als auch von der Hauptklasse K verschieden, und es gilt H + H' = K;
2H = H'’, 2H' = H. Ist £ irgendeine uneigentlich primitive Klasse der Determinante
D, die durch Komposition der Klasse L mit der eigentlich primitiven Klasse K& ent-
steht, so gilt auch £ =L+ 8+ H und £ = L+ &+ H'. Aufer den drei (eigentlich
primitiven und verschiedenen) Klassen &, R+ H, &+ H' gibt es keine anderen, die mit
L zusammengesetzt £ ergeben. Ist also £ ambig und &’ der Klasse R entgegengesetzt,
so gilt auch L + & = £; daher muss & mit einer jener drei Klassen identisch sein.
Gilt & = R, so ist 8 ambig; gilt & = R+ H, so gilt K = R+ & =28+ H = 2(R+H'),
und somit ist R+ H' ambig; gilt ebenso & = K+ H', so ist K+ H ambig. Daher muss
£ unter den Klassen L, L', L” usw. vorkommen. Unter den drei Klassen &, & + H,
R+ H' kann aber offenbar nicht mehr als eine ambig sein. Waren namlich sowohl £
als auch £ + H ambig, also ihren jeweiligen entgegengesetzten Klassen &, & + H'
gleich, so wiare A+ H = R+ H'. Dasselbe folgt aus der Annahme, & und &+ H' seien
ambig; wiren schlieffilich & + H, & + H' ambig, also ihren entgegengesetzten Klassen
R+ H', & + H gleich, so wire R+ H+ R+ H = & + H' + 8+ H', woraus 2H = 2H'’
oder H' = H folgt. Daher gibt es nur eine eigentlich primitive ambige Klasse, die mit
L zusammengesetzt £ ergibt; somit sind alle L, L', L” usw. verschieden.

Die Anzahl der ambigen Klassen in einer abgeleiteten Ordnung ist offenbar gleich
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der Anzahl der ambigen Klassen in der primitiven Ordnung, von der sie abgeleitet
ist; sie lésst sich also nach dem Vorigen stets bestimmen.

260.

AUFGABE. Fine eigentlich primitive Klasse K der Determinante D entsteht durch
Verdopplung einer eigentlich primitiven Klasse k derselben Determinante. Gesucht
sind alle solchen Klassen, deren Verdopplung die Klasse K ergibt.

Losung. Es sei H die Hauptklasse der Determinante D, und H', H”, H" usw.
seien die tibrigen eigentlich primitiven ambigen Klassen derselben Determinante. Die
Klassen, die aus ihrer Komposition mit & entstehen, nimlich k¥ + H', k + H”, k +
H" seien mit k', k", ¥ usw. bezeichnet. Dann sind alle Klassen k, k', k" usw.
eigentlich primitiv von der Determinante D und voneinander verschieden; ebenso
leicht sieht man, dass aus der Verdopplung jeder die Klasse K entsteht. Bezeichnet
nun K irgendeine eigentlich primitive Klasse der Determinante D, deren Verdopplung
die Klasse K ergibt, so muss sie unter den Klassen k, &/, k” usw. enthalten sein. Setzen
wir nadmlich & = k + 9, wobei $) eine eigentlich primitive Klasse der Determinante
D ist (Artikel 249). so gilt 2k 4 2§) = 2R = K = 2k; daraus folgt leicht, dass 2§) mit
der Hauptklasse zusammenfillt, ) ambig ist, also unter H, H', H” usw. vorkommt,
und K& unter k, k', k" usw. Diese Klassen geben daher die vollstindige Losung der
Aufgabe.

Ist D negativ, so ist offenbar von den Klassen k, k/, k" usw. die Halfte positiv, die
andere negativ.

Jede eigentlich primitive Klasse der Determinante D, die durch Verdopplung ir-
gendeiner solchen Klasse entstehen kann, entsteht also durch Verdopplung genau
so vieler solcher Klassen, wie es eigentlich primitive ambige Klassen der Determi-
nante D gibt. Ist daher die Anzahl aller eigentlich primitiven Klassen der Determi-
nante D gleich r» und die Anzahl aller eigentlich primitiven ambigen Klassen dieser
Determinante gleich n, so ist die Anzahl aller eigentlich primitiven Klassen dersel-
ben Determinante, die durch Verdopplung einer solchen Klasse entstehen koénnen,
gleich ». Dieselbe Formel ergibt sich bei negativer Determinante, wenn die Zeichen
r, n die Anzahlen positiver Klassen bezeichnen, das erste aller eigentlich primiti-
ven, das zweite nur der ambigen. So ist zum Beispiel fir D = —161 die Anzahl
aller positiven eigentlich primitiven Klassen gleich 16, die Anzahl der ambigen gleich
4; daher muss die Anzahl aller Klassen, die durch Verdopplung irgendeiner Klasse
entstehen konnen, gleich 4 sein. Tatséchlich haben alle im Hauptgeschlecht enthalte-
nen Klassen diese Eigenschaft: Die Hauptklasse (1,0,161) entsteht durch Verdopp-
lung der vier ambigen Klassen; (2,1,81) durch Verdopplung der Klassen (9,1, 18),
(9,—1,18), (11,2,15), (11,—2,15); (9, 1, 18) durch Verdopplung der Klassen (3, 1, 54),
(6,1,27), (5,—2,33), (10, 3, 17); schlieBlich (9, —1, 18) durch Verdopplung der Klassen
(3,—1,54), (6,—1,27), (5,2,33), (10,—3,17).
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Mindestens der Hilfte aller fiir eine gegebene Determinante zuweisbaren Charaktere
konnen keine eigentlich primitiven Geschlechter entsprechen (bei negativer
Determinante keine positiven).

261.

SATZ. Bei einer positiven Nichiquadratzahl als Determinante konnen mindestens
der Hilfte aller zuweisbaren Charaktere keine eigentlich primitiven Geschlechter ent-
sprechen; bei negativer Determinante keine positiven eigentlich primitiven Geschlech-
ter.

Beweis. Es sei m die Anzahl aller eigentlich primitiven (positiven) Geschlechter
der Determinante D und k die Anzahl der Klassen in jedem Geschlecht, sodass km
die Anzahl aller eigentlich primitiven (positiven) Klassen ist; n sei die Anzahl aller
verschiedenen fiir diese Determinante zuweisbaren Charaktere. Dann ist nach Artikel
258 die Anzahl aller eigentlich primitiven (positiven) ambigen Klassen gleich %n
Somit ist nach dem vorigen Artikel die Anzahl aller eigentlich primitiven Klassen, die
durch Verdopplung einer solchen Klasse entstehen kénnen, gleich %Tm Nach Artikel
247 gehoren aber alle diese Klassen zum Hauptgeschlecht, das k& Klassen enthalt.
Konnen also alle Klassen des Hauptgeschlechts durch Verdopplung irgendeiner Klasse
entstehen (was, wie wir im Folgenden beweisen werden, tatsichlich immer gilt), so
ist %Tm = k oder m = %n; gewiss kann aber weder %Tm > k noch daher m > %n
sein. Da somit die Anzahl aller eigentlich primitiven (positiven) Geschlechter gewiss
nicht gréfer als die Hélfte aller zuweisbaren Charaktere ist, konnen mindestens der
Halfte dieser Charaktere keine solchen Geschlechter entsprechen. Damit ist der Satz
bewiesen. — Dabei muss man beachten, dass daraus noch nicht folgt, dass der Hélfte
aller zuweisbaren Charaktere tatsichlich eigentlich primitive (positive) Geschlechter
entsprechen. Die Wahrheit dieser sehr wichtigen Aussage lésst sich erst weiter unten
aus den tiefsten Geheimnissen der Zahlen erschlieflen.

Da es bei negativer Determinante stets ebenso viele negative wie positive Ge-
schlechter gibt, konnen offenbar von allen zuweisbaren Charakteren nicht mehr als
die Hélfte zu negativen eigentlich primitiven Geschlechtern gehoren. Dartiber und
iiber uneigentlich primitive Geschlechter werden wir weiter unten sprechen. Schlief-
lich gilt der Satz nicht fiir positive Quadratzahlen als Determinanten; bei diesen
sieht man ohne Miihe, dass jedem zuweisbaren Charakter tatsdchlich Geschlechter
entsprechen.
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Ein zweiter Beweis des Fundamentalsatzes und der ibrigen Sdtze tiber die Reste —1,
+2, —2.

262.

Lassen sich also fiir eine gegebene Nichtquadratzahl D als Determinante nur zwei
verschiedene Charaktere zuweisen, so entspricht nur einem ein eigentlich primitives
(positives) Geschlecht (das nur das Hauptgeschlecht sein kann); der andere gehort
zu keiner eigentlich primitiven (positiven) Form dieser Determinante. Das geschieht
bei den Determinanten —1, 2, —2, —4. den positiv genommenen Primzahlen der
Form 4n 4+ 1 und den negativ genommenen der Form 4n + 3, schliellich bei allen
positiv genommenen Potenzen ungeraden Exponenten von Primzahlen der Form 4n+
1 und bei den Potenzen von Primzahlen der Form 4n + 3, die je nach geradem
oder ungeradem Exponenten positiv oder negativ genommen werden. Aus diesem
Prinzip kénnen wir eine neue Methode gewinnen, nicht nur den Fundamentalsatz,
sondern auch die iibrigen Sétze des vorigen Abschnitts iiber die Reste —1, +2, —2 zu
beweisen. Sie ist von den im vorigen Abschnitt benutzten Methoden vollig verschieden
und scheint ihnen an Eleganz keineswegs nachzustehen. Die Determinante —4 und
diejenigen, die Primzahlpotenzen sind, lassen wir jedoch aus, da sie nichts Neues
lehren.

Fiir die Determinante —1 gibt es also keine positive Form mit dem Charakter 3, 4;
fur die Determinante +2 iiberhaupt keine Form mit dem Charakter 3 und 5, 8; bei
der Determinante —2 hat keine positive Form den Charakter 5 und 7,8; bei der De-
terminante +p, wenn p eine Primzahl der Form 4n -+ 1 ist, oder bei der Determinante
—p, wenn p eine Primzahl der Form 4n + 3 ist, hat keine eigentlich primitive Form
(im zweiten Fall keine positive) den Charakter Np. Damit beweisen wir die Sétze des
vorigen Abschnitts folgendermafen.

I. —1 ist Nichtrest jeder (positiven) Zahl der Form 4n + 3. Wére namlich —1 Rest
einer solchen Zahl A, so wéare bei —1 = BB — AC die Form (A, B, () eine positive
Form der Determinante —1 mit dem Charakter 3, 4.

IT. —1 ist Rest jeder Primzahl p der Form 4n + 1. Denn der Charakter der Form
(—=1,0,p) ist, wie bei allen eigentlich primitiven Formen der Determinante p. gleich
Rp, also —1Rp.

ITI. Sowohl +2 als auch —2 ist Rest jeder Primzahl p der Form 8n + 1. Denn
entweder sind die Formen (8,1,%), (—8,1,%) oder die Formen (8,3, 9%]”),

(—8,3, p%’) eigentlich primitiv (je nachdem, ob n ungerade oder gerade ist); ihr
Charakter ist also Rp. Daher gilt +8Rp und —8Rp, woraus auch 2Rp, —2Rp folgt.

IV. +2 ist Nichtrest jeder Zahl der Form 8n+ 3 oder 8n+ 5. Wére es ndmlich Rest
einer solchen Zahl A, so gébe es eine Form (A, B, C) der Determinante +2 mit dem
Charakter 3 und 5, 8.

V. Ebenso ist —2 Nichtrest jeder Zahl der Form 8n + 5 oder 8n + 7; sonst gébe es
eine Form (A, B, C) der Determinante —2 mit dem Charakter 5 und 7, 8.

VI. —2 ist Rest jeder Primzahl p der Form 8n+ 3. Diese Aussage ldsst sich auf zwei
Arten beweisen. Erstens: Da nach IV +2Np und nach I —1Np gilt, muss —2Rp gelten.
Der zweite Beweis ergibt sich aus der Betrachtung der Determinante +2p, fiir die vier
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Charaktere zuweisbar sind, namlich Rp, 1 und 3,8; Rp, 5 und 7,8; Np, 1 und 3,8; Np,
5 und 7,8. Mindestens zweien davon entsprechen also keine Geschlechter. Nun hat
die Form (1,0, —2p) den ersten Charakter, die Form (—1,0,2p) den vierten; somit
miissen der zweite und dritte ausgeschlossen werden. Da also der Charakter der Form
(p,0,—2) in Bezug auf die Zahl 8 gleich 1 und 3,8 ist, kann ihr Charakter in Bezug
auf p nur Rp sein, also —2Rp.

VII. +2 ist Rest jeder Primzahl p der Form 8n—+7, was sich auf zwei Arten beweisen
lasst. Erstens: Da aus I und V —1Np, —2Np folgt, gilt +2Rp. Zweitens: Da entweder
(8, 1, 1—;’”) oder (8, 3, 9%) eine eigentlich primitive Form der Determinante —p ist
(je nachdem, ob n gerade oder ungerade ist), ist ihr Charakter Rp, also 8 Rp und
2Rp.

VIII. Jede Primzahl p der Form 4n + 1 ist Nichtrest jeder ungeraden Zahl ¢, die
Nichtrest von p ist. Ware namlich p Rest von ¢, so gébe es offenbar eine eigentlich
primitive Form der Determinante p mit dem Charakter Np.

IX. Ist ebenso irgendeine ungerade Zahl g Nichtrest einer Primzahl p der Form
4n+ 3, so ist —p Nichtrest von g; sonst giabe es eine positive eigentlich primitive Form
der Determinante —p mit dem Charakter Np.

X. Jede Primzahl p der Form 4n + 1 ist Rest jeder anderen Primzahl ¢, die Rest
von p ist. Ist auch ¢ von der Form 4n + 1, so folgt dies sofort aus VIII; ist dagegen ¢
von der Form 4n + 3, so ist auch —g Rest von p (nach II), also pRq (nach IX).

XI. Ist irgendeine Primzahl ¢ Rest einer anderen Primzahl p der Form 4n + 3,
so ist —p Rest von ¢. Ist ndmlich ¢ von der Form 4n + 1; so folgt aus VIII pRgq,
also nach II —pRgq; der Fall aber, dass auch ¢ von der Form 4n + 3 ist, entzieht sich
dieser Methode, ldsst sich jedoch durch Betrachtung der Determinante +pq leicht
erledigen. Von den vier fiir diese Determinante zuweisbaren Charakteren Rp. Rq; Rp,
Ng; Np, Rq; Np, Nq konnen nadmlich zweien keine Geschlechter entsprechen. Da
die Charaktere der Formen (1,0, —pq), (—1,0,pq) jeweils der erste und vierte sind,
kénnen der zweite und dritte zu keiner eigentlich primitiven Form der Determinante
pq gehoren. Da somit der Charakter der Form (g, 0, —p) in Bezug auf die Zahl p nach
Voraussetzung Rp ist, muss der Charakter derselben Form in Bezug auf die Zahl ¢
gleich Rq sein, also —pRq. Damit ist der Satz bewiesen.

Nimmt man in den Aussagen VIII und IX an, dass ¢ eine Primzahl bezeichnet, so
ergeben diese zusammen mit X und XI den Fundamentalsatz des vorigen Abschnitts.
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Die Hdlfte der Charaktere, denen keine Geschlechter entsprechen kdnnen, wird
genauer bestimmd.

263.

Nachdem wir den Fundamentalsatz mit einem neuen Beweis bestétigt haben, wer-
den wir zeigen, wie man fiir jede gegebene Nichtquadratzahl als Determinante jene
Halfte der Charaktere erkennt, denen keine eigentlich primitiven (positiven) Formen
entsprechen kénnen. Dies ldsst sich umso kiirzer erledigen, als die Grundlage bereits in
der Untersuchung der Artikel 147-150 enthalten ist. Es sei ee das grofite Quadrat, das
die vorgelegte Determinante D teilt, und D = D’ee, sodass D’ keinen quadratischen
Faktor enthélt. Ferner seien a, b, ¢ usw. alle ungeraden Primteiler von D’; dann ist
D’ ohne Riicksicht auf das Vorzeichen entweder ihr Produkt oder das Doppelte dieses
Produkts. Mit 2 werde die Menge der Einzelcharaktere Na, Nb, Nc usw. allein be-
zeichnet, wenn D’ = 1 (mod. 4); unter Hinzunahme des Charakters 3,4, wenn D’ = 3
und e ungerade oder das Doppelte einer ungeraden Zahl ist; unter Hinzunahme von
3,8 und 7,8, wenn D’ = 3 und e durch vier teilbar ist; unter Hinzunahme entweder
des Charakters 3 und 5,8 oder der beiden 3,8 und 5,8, wenn D’ = 2 (mod. 8), je
nachdem, ob e ungerade oder gerade ist; schliefllich unter Hinzunahme entweder des
Charakters 5 und 7,8 oder der beiden 5,8 und 7,8, wenn D’ = 6 (mod. 8), je nach-
dem, ob e ungerade oder gerade ist. Dann kénnen allen Gesamtcharakteren, die eine
ungerade Anzahl von Einzelcharakteren aus €2 enthalten, keine eigentlich primitiven
(positiven) Geschlechter der Determinante D entsprechen. In allen Féllen tragen die
Einzelcharaktere, die die Beziehung zu solchen Primteilern von D ausdriicken, die
D’ nicht teilen, nichts zur Moglichkeit oder Unmoglichkeit von Geschlechtern bei. —
Nach der Kombinationslehre erkennt man sehr leicht, dass so tatséchlich die Hélfte
aller zuweisbaren Gesamtcharaktere ausgeschlossen wird.

Diese Regeln werden folgendermafien bewiesen. Aus den Prinzipien des vorigen
Abschnitts oder den im vorigen Artikel erneut bewiesenen Sétzen folgt ohne Miihe:
Ist p eine Primzahl (ungerade und positiv), die D nicht teilt und einen der ausge-
schlossenen Charaktere hat, so enthilt D’ eine ungerade Anzahl von Faktoren, die
Nichtreste von p sind; somit ist D’ und daher auch D Nichtrest von p. Ferner kann
offenbar ein Produkt aus beliebig vielen zu D teilerfremden ungeraden Zahlen, von
denen keine einen ausgeschlossenen Charakter hat, ebenfalls nicht mit einem solchen
Charakter iibereinstimmen. Umgekehrt enthélt daher jede zu D teilerfremde positive
ungerade Zahl, die einen der ausgeschlossenen Charaktere hat, gewiss einen Prim-
faktor derselben Art, sodass D Nichtrest dieser Zahl ist. Gébe es also eine eigentlich
primitive (positive) Form der Determinante D, die einem ausgeschlossenen Charakter
entspricht, so wire D Nichtrest jeder durch eine solche Form darstellbaren positiven
ungeraden und zu ihm teilerfremden Zahl; dies ist offenbar mit dem Satz von Artikel
154 nicht vereinbar.

Als Beispiele vergleiche man die Klassifikationen in den Artikeln 231, 232, deren
Anzahl jeder nach Belieben vermehren kann.
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264.

Auf diese Weise werden also fiir jede gegebene Nichtquadratzahl als Determinante
alle zuweisbaren Charaktere gleichméfig in zwei Arten P, @ verteilt: Keinem der
Charaktere @ kann eine eigentlich primitive (positive) Form entsprechen, wéhrend
bei den iibrigen P, soweit wir bisher wissen, nichts verhindert, dass sie zu solchen
Formen gehoren. Bei diesen beiden Arten beachte man besonders die folgende Aussa-
ge, die leicht aus ihrem Kriterium folgt: Setzt man einen Charakter aus P mit einem
Charakter aus @ zusammen (nach der Regel von Artikel 246, so als entspriche auch
diesem ein Geschlecht), so entsteht ein Charakter aus @Q; setzt man dagegen zwei
Charaktere aus P. oder zwei aus () zusammen, so gehort der entstehende Charakter
zu P. Mithilfe dieses Satzes ldsst sich auch bei negativen und uneigentlich primitiven
Geschlechtern die Hélfte aller zuweisbaren Charaktere folgendermafien ausschlieflen.

I. Bei negativer Determinante D sind die negativen Geschlechter in dieser Hin-
sicht den positiven vollig entgegengesetzt: Keiner der Charaktere P gehort zu einem
negativen eigentlich primitiven Geschlecht, sondern alle diese Geschlechter haben
Charaktere aus Q. Gilt namlich D’ = 1 (mod. 4), so ist —D’ eine positive Zahl der
Form 4n + 3; somit gibt es unter a, b, ¢ usw. eine ungerade Anzahl von Zahlen der
Form 4n + 3, von denen jede —1 als Nichtrest hat. Daher enthélt der Gesamtcharak-
ter der Form (—1,0, D) in diesem Fall eine ungerade Anzahl von Einzelcharakteren
aus €, gehort also zu Q. Gilt D' = 3 (mod. 4), so findet sich aus demselben Grund
unter a, b, c usw. entweder keine Zahl der Form 4n + 3 oder zwei oder vier usw. Da
aber in diesem Fall entweder 3,4 oder 3,8 oder 7,8 unter den Einzelcharakteren der
Form (—1,0, D) vorkommt, gehort der Gesamtcharakter dieser Form auch hier - zu Q.
Dasselbe folgt ebenso leicht in den iibrigen Fallen sodass die negative Form (—1,0, D)
stets einen Charakter aus ) hat. Da diese Form mit jeder anderen negativen eigent-
lich primitiven Form derselben Determinante zusammengesetzt eine solche positive
Form ergibt, kann offenbar keine negative eigentlich primitive Form einen Charakter
aus P haben.

II. Fir uneigentlich primitive (positive) Geschlechter beweist man ebenso, dass
es sich entweder genauso verhélt wie bei den eigentlich primitiven oder entgegenge-
setzt, je nachdem, ob D =1 oder = 5 (mod. 8) gilt. Im ersten Fall gilt namlich auch
D’ =1 (mod. 8); daher gibt es unter den Zahlen a, b, ¢ usw. entweder keine Zahl der
Formen 8n + 3 und 8n + 5 oder zwei oder vier usw. (denn ein Produkt aus beliebig
vielen ungeraden Zahlen, unter denen die Zahlen der Formen 8n 4 3 und 8n + 5 zu-
sammen in ungerader Anzahl vorkommen, wird stets entweder = 3 oder = 5 (mod. 8),
wéahrend das Produkt aller a, b, ¢ usw. entweder D’ oder —D’ gleich sein muss). Daher
enthélt der Gesamtcharakter der Form (2,1, %) entweder keinen Einzelcharakter
aus ) oder zwei oder vier usw., gehort also zu P. Da nun jede uneigentlich primi-
tive (positive) Form der Determinante D als zusammengesetzt aus (2,1, %) und
einer eigentlich primitiven (positiven) Form derselben Determinante angesehen wer-
den kann, hat in diesem Fall offenbar keine uneigentlich primitive (positive) Form
einen Charakter aus @. Im anderen Fall. D = 5 (mod. 8) ist alles entgegengesetzt:
D', das ebenfalls = 5 ist, enthilt gewiss eine ungerade Anzahl von Faktoren der For-
men 8n + 3 und 8n + 5. Daher gehort der Charakter der Form (2,1, %) und somit
auch der Charakter jeder uneigentlich primitiven (positiven) Form der Determinante
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D zu Q); also kann keinem der Charaktere P ein uneigentlich primitives positives
Geschlecht entsprechen.

III. Bei negativer Determinante sind schlielich die negativen uneigentlich primi-
tiven Geschlechter wiederum den positiven uneigentlich primitiven entgegengesetzt:
Die ersten koénnen keinen Charakter aus P oder aus () haben, je nachdem, ob D =1
oder = 5 (mod. 8) gilt, also je nachdem, ob —D von der Form 8n + 7 oder 8n + 3 ist.
Denn die Komposition der Form (—1,0, D), deren Charakter aus @ ist, mit negativen
uneigentlich primitiven Formen derselben Determinante ergibt positive uneigentlich
primitive Formen. Sind also bei diesen die Charaktere ) ausgeschlossen, so miissen
bei jenen die Charaktere P ausgeschlossen sein und umgekehrt.

Eine besondere Methode, Primzahlen in zwei Quadrate zu zerlegen.

265.

Aus den Untersuchungen der Artikel 257, 258 iiber die Anzahl der ambigen Klas-
sen, auf denen alles Vorige beruht, lassen sich viele weitere sehr beachtenswerte Fol-
gerungen ziehen, die wir der Kiirze wegen weglassen miissen. Die folgende ist jedoch
so elegant, dass wir sie nicht iibergehen kénnen. Fiir eine positive Determinante p,
die eine Primzahl der Form 4n + 1 ist, haben wir gezeigt, dass es nur eine eigentlich
primitive ambige Klasse gibt; daher sind alle eigentlich primitiven ambigen Formen
einer solchen Determinante eigentlich dquivalent. Ist also b die unmittelbar unter /p
liegende positive ganze Zahl und p —bb = @/, so sind die Formen (1,0, —a’), (—1,b,a’)
eigentlich dquivalent; da beide offenbar reduziert sind, liegt die eine in der Periode
der anderen. Geben wir der ersten Form in ihrer Periode den Index 0, so muss der
Index der zweiten ungerade sein (da die ersten Koeffizienten beider Formen entge-
gengesetzte Vorzeichen haben); er sei also = 2m + 1. Sind ferner die Formen mit den
Indizes 1,2, 3 usw. jeweils

/ / " " /! n n /1! "
(=a',b',a"), (a",0",=a"), (=a", 0" a™) usw.
so entsprechen offenbar den Indizes 2m, 2m — 1, 2m — 2, 2m — 3 usw. die Formen
!/ " / !/ n /! " " /1! "
(a’',b,—1), (=d",b',a"), (a",0",—a"), (=a"", 0" a") usw.

Ist also die Form mit dem Index m gleich (A, B, C), so ist sie auch (—C, B, —A); daher
gilt C = —A und p = BB + AA. Somit lésst sich jede Primzahl der Form 4n + 1 in
zwei Quadrate zerlegen (eine Aussage, die wir oben in Artikel 182 aus vo6llig anderen
Prinzipien hergeleitet haben). Zu einer solchen Zerlegung gelangt man durch eine sehr
einfache und ganz einheitliche Methode: Man entwickelt die Periode der reduzierten
Form, deren Determinante jene Primzahl und deren erster Koeffizient 1 ist, bis zu
einer Form, deren &duflere Koeflizienten dem Betrag nach gleich und im Vorzeichen
entgegengesetzt sind. So erhélt man zum Beispiel fiir p = 233 (1,15, -8), (—8,9,19),
(19,10,-7), (—=7,11,16), (16,5, —13), (—13,8,13) und 233 = 64+ 169. Ferner muss A
offenbar ungerade sein (da (A, B, —A) eigentlich primitiv sein muss), also B gerade. —
Da bei einer positiven Determinante p, die eine Primzahl der Form 4n+1 ist, auch die
uneigentlich primitive Ordnung nur eine ambige Klasse enthélt, sind offenbar, wenn g
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die unmittelbar unter /p liegende ungerade Zahl und p — gg = 4h ist, die reduzierten
uneigentlich primitiven Formen (2, g, —2h), (—2,g,2h) eigentlich dquivalent; somit
liegt die eine in der Periode der anderen. Durch ganz #hnliche Uberlegungen wie
zuvor folgt, dass die Periode der Form (2, g, —2h) eine Form enthélt, deren &duflere
Koeffizienten dem Betrag nach gleich und im Vorzeichen entgegengesetzt sind, sodass
sich auch daraus die Zerlegung der Zahl p in zwei Quadrate gewinnen ldsst. Die
dufleren Koeffizienten dieser Form sind offenbar gerade, der mittlere also ungerade. Da
eine Primzahl nur auf eine Weise in zwei Quadrate zerlegt werden kann, ist die nach
dieser zweiten Methode gefundene Form entweder (B,+A,—DB) oder (—B,+A, B).
So erhdlt man in unserem Beispiel fir p = 233 (2,15, —4), (—4, 13,16), (16,3, —14),
(—14,11,8), (8,13, —8) und 233 = 169 + 64 wie oben.
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EXKURS MIT EINER BEHANDLUNG DER TERNAREN FORMEN.

266.

Bisher haben wir unsere Untersuchung auf solche Funktionen zweiten Grades be-
schrankt, die zwei Unbestimmte enthalten, und mussten ihnen keine besondere Be-
zeichnung geben. Doch lasst sich dieser Gegenstand offenbar als ein sehr spezieller
Teil der allgemeinsten Untersuchung <ber ganzrationale algebraische homogene
Funktionen mehrerer Unbestimmter und verschiedener Grade auffassen. Diese Funk-
tionen kénnen wir zweckméflig nach ihrem Grad als Formen zweiten, dritten, vierten
Grades usw., nach der Anzahl ihrer Unbestimmten dagegen als bindre, terndre, qua-
terndre Formen usw. unterscheiden. Die Formen, die wir bisher einfach so genannt
haben, werden also bindre Formen zweiten Grades heiflen; Funktionen wie

Azz + 2Bzy + Cyy + 2Dxz 4+ 2Eyz + Fzz

wobei A, B, C, D, E, I gegebene ganze Zahlen bezeichnen) werden dagegen terndre
Formen zweiten Grades heiflen, und so weiter. Dieser Abschnitt ist zunéchst allein
den bindren Formen zweiten Grades gewidmet. Doch sind noch mehrere Wahrheiten
iiber sie iibrig, und zwar besonders schone, deren eigentliche Quelle in der Theorie
der terndren Formen zweiten Grades zu suchen ist. Deshalb schieben wir hier ei-
nen kurzen Exkurs zu dieser Theorie ein und werden aus ihren ersten Grundlagen
das behandeln, was zur Vervollstindigung der Theorie der bindren Formen nétig ist.
Wir hoffen, dass dies den Mathematikern willkommener sein wird, als wenn wir jene
Wahrheiten entweder unterdriickten oder durch weniger natiirliche Methoden gewan-
nen. Eine eingehendere Untersuchung dieses sehr wichtigen Gegenstands miissen wir
uns fiir eine andere Gelegenheit vorbehalten: zum einen, weil seine Fiille schon jetzt
die Grenzen dieses Werks weit iiberschreiten wiirde, zum anderen, weil wir hoffen
diirfen, dass er kiinftig noch durch bedeutende Fortschritte bereichert wird. Sowohl
die quaterniren, quinidren usw. Formen zweiten Grades als auch alle Formen hoherer
Grade schliefen wir hier génzlich aus unserem Vorhaben aus”). Es mag geniigen, die
Mathematiker auf dieses weite Feld aufmerksam zu machen, in dem sie iiberreiches
Material finden werden, um ihre Kréfte zu erproben und die hohere Arithmetik durch
hervorragende Fortschritte zu bereichern.

267.

Es wird sehr zur Klarheit beitragen, unter den drei Unbestimmten einer ternaren
Form ebenso wie bei den bindren Formen eine feste Reihenfolge einzufiihren, sodass
die erste, zweite und dritte Unbestimmte voneinander unterschieden werden. Bei der
Anordnung der einzelnen Glieder der Form werden wir stets folgende Reihenfolge ein-
halten: An erster Stelle steht das Glied mit dem Quadrat der ersten Unbestimmten;
danach folgen nacheinander die Glieder mit dem Quadrat der zweiten, dem Quadrat
der dritten, dem doppelten Produkt der zweiten und dritten, dem doppelten Pro-
dukt der ersten und dritten sowie dem doppelten Produkt der ersten und zweiten.
Schliellich werden wir die bestimmten ganzen Zahlen, mit denen diese Quadrate und

* . . . . . . . . .
)Deshalb sind im Folgenden immer binire oder ternire Formen zweiten Grades gemeint, wenn wir
einfach von solchen Formen sprechen.
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doppelten Produkte multipliziert sind, in derselben Reihenfolge den ersten, zweiten,
dritten, vierten, fiinften, sechsten Koeffizienten nennen. So ist

! n_n_n I/ / /i /! /
arr +ax'x +a 2" 2" + 2bx'x" + 20 xx” + 20" xx

eine richtig angeordnete ternire Form, deren erste Unbestimmte x, zweite 2/, dritte
x”, erster Koeffizient a usw., vierter b usw. ist. Es wird aber die Schreibweise sehr
verkiirzen, wenn wir die Unbestimmten einer ternéren Form nicht immer durch be-
sondere Buchstaben bezeichnen miissen. Deshalb werden wir dieselbe Form, wenn

wir von den Unbestimmten absehen, auch so

bezeichnen.
Setzt man

bb _ a/a// — A b/b/ _ aa// — A/ b//b// _ aa/ — A//
ab— VY =B, o —b' =B, d't’— b = B"

A, AL, A
(4 4y

a, a/7 a”
(b b/ b/l)f

adjungierte nennen werden. Bezeichnet man der Kiirze halber die Zahl

so entsteht eine andere Form

die wir die der Form

abb + d'b'b + d"'V'V — ad'd” — 206’0 mit D
so findet man wiederum

BB — A'A" =aD, B'B'— AA" =d'D, B"B"— AA' =d'D
AB-B'B"=bD, A'B'—BB"=VD, A"B" - BB =V'D

Daraus folgt, dass die der Form F' adjungierte Form die Form

aD, oD, a'D
bD, VD, b'D

ist. Die Zahl D, von deren Beschaffenheit die Eigenschaften der terndren Form f vor
allem abhéngen, werden wir die Determinante dieser Form nennen. Auf diese Weise
wird die Determinante der Form F' = DD, also gleich dem Quadrat der Determinante
der Form f, der sie adjungiert ist.

So ist zum Beispiel der ternidren Form (2797’ i?i 194) die Form (;163 :%5(1): _ﬁggl>
adjungiert; die Determinante beider = 1.

Ternére Formen mit der Determinante 0 werden aus der folgenden Untersuchung
vollstandig ausgeschlossen. Denn wie in der bei anderer Gelegenheit ausfiihrlicher zu
behandelnden Theorie der ternidren Formen gezeigt werden wird, sind sie nur dem
Anschein nach ternir und in Wirklichkeit bindren Formen gleichwertig.
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268.

Wird eine ternire Form f mit der Determinante D und den Unbestimmten z, 2/,
2" (die erste = x usw.) in eine terndre Form g mit der Determinante F und den
Unbestimmten y, v/, y” durch eine Substitution der Art

z=ay+ By +y"
x/ — Oé/y _"_ /BIy/ + ,_y/y//

m/l — Oé//y +B”y/ +7//yl/

verwandelt, wobei alle neun Koeflizienten «, 5 usw. als ganze Zahlen vorausgesetzt
werden, so werden wir der Kiirze halber die Unbestimmten weglassen und einfach
sagen, f gehe in g durch die Substitution (5)

a, B,
o, B
O/l, ﬁ//7 ,_y//

iiber, und f enthalte g, oder g sei in f enthalten. Aus dieser Voraussetzung folgen
unmittelbar sechs Gleichungen fiir die sechs Koeffizienten in g, die wir nicht aufschrei-
ben miissen. Eine leichte Rechnung liefert daraus die folgenden Schliisse:

1. Bezeichnet man der Kiirze halber die Zahl

aﬁ,’}// + ﬁ’}/a” + ’YO/,B// o /le/a// o Oé/y/ﬂ// o BO/’)// mlt ]{3

so findet man nach den nétigen Umformungen F = kkD. Also teilt D die Zahl F,
und der Quotient ist ein Quadrat. Die Zahl k spielt somit bei den Transformationen
terndrer Formen eine dhnliche Rolle wie die Zahl ad — v in Artikel 157 bei den
Transformationen bindrer Formen: Sie ist eine Quadratwurzel aus dem Quotienten der
Determinanten. Daher konnten wir vermuten, dass der Unterschied im Vorzeichen von
k auch hier einen wesentlichen Unterschied zwischen eigentlichen und uneigentlichen
Transformationen und Enthaltungen begriindet. Bei ndherer Betrachtung ist aber
klar. f geht in g auch durch die Substitution

—Q, _ﬂ7 -
70/7 7ﬁ,a 77/
Y —T _7”

iiber; setzt man im Wert von k fiir « den Wert —q, flir § den Wert —f usw., so
erhélt man —k. Diese Substitution wére also der Substitution S unéhnlich, und jede
ternare Form, die eine andere auf die eine Art enthélt, wiirde sie auch auf die andere
Art enthalten. Eine solche Unterscheidung wird deshalb hier ganz ausgeschlossen, da
sie bei terndren Formen keinen Nutzen hat.

II. Bezeichnet man mit F, G die den Formen f, g jeweils adjungierten Formen,
so werden die Koeffizienten in F' durch die Koeffizienten in f bestimmt, und die
Koeffizienten in G durch die Werte der Koeffizienten der Form g, die aus den Glei-
chungen der Substitution S bekannt sind. Driickt man die Koeffizienten der Form f
durch Buchstaben aus und vergleicht die Werte der Koeffizienten der Formen F', G,
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so bestétigt sich ohne Miihe, dass F' die Form G enthélt und durch die Substitution
(5
ﬁ/’}/// o B” / ,yla// - ,7//0[/ O/B” o OCI/B/
/B/l,y - 67” ’ ,.)//a - ,Ya// ’ O//,B - Ozﬂ”
By =B, oy =7a,  ap —dpB
in sie verwandelt wird. Die Rechnung selbst, die keinerlei Schwierigkeiten bietet,

lassen wir weg.
III. Die Form ¢ wird durch die Substitution (S”)

By —B"Y, B'v—8y", By By
’y’o/’ . ,Y//a/’ 'y”a - 'yo/’, ’yo/ - ,Y/a

O/ﬂ” o O//,B/ a”ﬁ o aﬁ” Oz,@l o O/ﬁ
offenbar in dieselbe Form verwandelt, in die f durch

) O?
9 k?
0

)

o O

> O O

iibergeht, also in die Form, die man erhélt, indem man jeden Koeffizienten der Form
f mit kk multipliziert. Diese Form werden wir mit f’ bezeichnen.
IV. Auf genau dieselbe Weise beweist man, dass die Form G durch die Substitution

(S///)

/ "

a, o, «@
/6 B/ 5//
v v Y

in die Form tibergeht, die aus F' entsteht, indem man jeden Koeffizienten mit kk
multipliziert. Diese Form werden wir mit F’ bezeichnen.

Wir werden sagen, die Substitution S entstehe durch Transposition der Substitu-
tion S. Dann entsteht offenbar auch S wieder durch Transposition der Substitution
S und S’, S” entstehen jeweils durch Transposition der anderen. — Die Substitu-
tion S’ kann zweckméifig als die der Substitution S adjungierte bezeichnet werden;
somit ist der Substitution S” die Substitution S” adjungiert.

269.

Wenn nicht nur die Form f die Form g enthélt, sondern auch diese jene, werden
die Formen f, g dquivalent genannt. In diesem Fall teilt also nicht nur D die Zahl
FE, sondern auch F die Zahl D, woraus sich leicht ergibt, dass D = E gelten muss.
Enthélt umgekehrt eine Form f eine Form ¢ mit derselben Determinante, so sind
diese beiden Formen dquivalent. Denn mit denselben Bezeichnungen wie im vorigen
Artikel und unter Ausschluss des Falls D = 0 gilt k¥ = +1; somit ist die Form f’. in
die g durch die Substitution S” {ibergeht, mit f identisch, oder f ist in g enthalten.
Ferner sind in diesem Fall offenbar auch die Formen F, G, die den Formen f, g
adjungiert sind, einander dquivalent, und die letztere geht durch die Substitution
S in die erstere iiber. Werden schliellich umgekehrt die Formen F', G als dquivalent
vorausgesetzt und geht die erstere durch die Substitution 7" in die letztere iiber, so sind
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auch die Formen f, g Aquivalent: f geht in g durch die der Substitution 7" adjungierte
Substitution tber, und g in f durch die Substitution, die durch Transposition der
Substitution T" entsteht. Denn durch diese beiden Substitutionen geht jeweils die der
Form F' adjungierte Form in die der Form G adjungierte Form und diese in jene tiber.
Diese beiden Formen entstehen aber aus f, g, indem man jeden Koeffizienten mit D
multipliziert; daraus folgt ohne Miihe, dass durch dieselben Substitutionen jeweils f
in g. und g in f {ibergeht.
270.

Wenn eine terndre Form f eine terndre Form f’ enthélt und diese eine Form f”':
dann enthalt auch f die Form f”. Denn es ist sehr leicht zu sehen, dass, wenn die
folgenden Uberginge stattfinden:

f in f’ durch Substitution | f' in f” durch Substitution

a? /67 f)/ 67 E? C
a/ Y B,’ ’7/ 6/ Y 8/7 C’
o, B A 8" el ¢!

f durch die Substitution

ad + B8+ 8", ae + B’ + ve”, al + B¢ +~¢”
a/(s_{_ﬁl(s/_{_,y/(s//’ a/6+/8/€/+,y/8//’ a/<+5/<'/+,7/<'//
a//5 + B//é/ + 7//5// a//(g + /8”€/ + ,_Y//E// a//C + B//C/ + ,_)///C//
verwandelt wird.
In dem Fall also, dass f zu f’ und f’ zu f” dquivalent ist, ist auch die Form f zur

Form f” dquivalent. — Wie diese Sitze auf mehrere Formen anzuwenden sind, ist
im Ubrigen unmittelbar klar.
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271.

Nun ist klar, dass alle terndren Formen ebenso wie die bindren in Klassen eingeteilt
werden konnen, indem man dquivalente Formen derselben Klasse und nicht dquiva-
lente Formen verschiedenen Klassen zuordnet. Formen mit verschiedenen Determi-
nanten gehoren also gewiss zu verschiedenen Klassen, und damit gibt es unendlich
viele Klassen ternarer Formen. Terndre Formen mit derselben Determinante bilden
dagegen einmal weniger, einmal mehr Klassen. Als herausragende Eigenschaft dieser
Formen ist aber anzusehen, dass alle Formen mit derselben gegebenen Determinante
stets eine endliche Anzahl von Klassen bilden. Bevor wir diesen sehr wichtigen
Satz ausfihrlicher entwickeln, miissen wir den folgenden wesentlichen Unterschied
zwischen ternéren Formen erlautern.

Einige ternére Formen sind so beschaffen, dass durch sie ohne Unterschied positive
und negative Zahlen dargestellt werden kénnen, zum Beispiel die Form xx + yy — 2z.
Sie werden daher indefinite Formen heilen. Durch andere dagegen konnen keine ne-
gativen Zahlen, sondern nur positive dargestellt werden (auBler der Null, die man
erhélt, indem man jede Unbestimmte = 0 setzt), wie durch zz + yy + zz; deshalb
werden sie positive Formen heiflen. Schliellich kénnen durch andere keine positiven
Zahlen dargestellt werden, wie durch —zx — yy — zz, weshalb sie negative Formen
genannt werden. Die positiven und negativen Formen werden zusammen definite For-
men heiflen. Hier folgen nun allgemeine Kriterien, mit denen sich diese Eigenschaften
der Formen unterscheiden lassen.

Multipliziert man die ternire Form

f=axx+ad2's’ +ad"2" 2" + 202" 2" 4 20" xx” + 26" 2’

mit der Determinante D mit a und bezeichnet die Koeffizienten der zu f adjungierten
Form wie in Artikel 267 mit A, A’, A”, B, B’, B”, so erhilt man

(az + Vx4 b/x”)Z _ A2 4 9B — Al = g
Multipliziert man nochmals mit A’ ergibt sich
Alax + "2 +02")? — (A'x” — Ba')? + aDa's’ = h

Daraus folgt sofort: Sind sowohl A’ als auch aD negative Zahlen, so sind alle Werte
von h negativ. Durch die Form f kénnen dann offenbar nur solche Zahlen dargestellt
werden, deren Vorzeichen dem von aA’ entgegengesetzt ist, also mit dem von a iiber-
einstimmt oder dem von D entgegengesetzt ist. In diesem Fall ist f also eine definite
Form, und zwar positiv oder negativ, je nachdem, ob a positiv oder negativ ist oder
ob D negativ oder positiv ist.

Sind dagegen entweder beide Zahlen aD, A’ positiv oder die eine positiv und die
andere negativ (keine = 0), so sieht man leicht, dass h durch geeignete Wahl der
Groflen z, 2/, 2" sowohl positive als auch negative Werte annehmen kann. In diesem
Fall kann also f sowohl Werte mit demselben Vorzeichen wie aA’ als auch solche mit
entgegengesetztem Vorzeichen annehmen und ist daher eine indefinite Form.

Fiir den Fall, dass A’ = 0, aber nicht a = 0, gilt

g= (aac—l—b”a:'+b’:n")2 —$/(A,/$, _ QB:L‘H)
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Gibt man 2’ einen beliebigen Wert (der aber nicht = 0 ist) und wéhlt =" so, dass
“gg/ — 2" dasselbe Vorzeichen wie Bz’ hat (was offenbar moglich ist, da B nicht = 0
sein kann; denn daraus wiirde BB — A’A” = aD = 0 und somit auch D = 0 folgen,
welchen Fall wir ausschlieBen), so ist 2/(A”z" — 2Bx") eine positive Groe. Daraus
ist leicht zu sehen, dass x so gewahlt werden kann, dass g einen negativen Wert
erhélt. Offenbar lassen sich diese Werte auch so wéhlen, dass sie, wenn gewiinscht,
alle ganzzahlig sind. Schliellich kann man bei beliebigen Werten von 2/, x” offenbar
x so grofl wéihlen, dass ¢ positiv wird. Daraus folgt, dass die Form f in diesem Fall

indefinit ist. Ist schliellich a = 0, so gilt

f:a/x/m/—Fbe/w//—i—CL”a}”a}”+2x(b”wl—|—b/x//)

Wihlt man also o/, 2" beliebig, jedoch so, dass b”z' + b’ 2" nicht = 0 ist (was offenbar
moglich ist, sofern nicht ¥" und b” zugleich = 0 sind; dann wére aber D = 0), so sieht
man ohne Miihe, dass x so gewdhlt werden kann, dass f sowohl positive als auch
negative Werte annimmt. Also ist f auch in diesem Fall eine indefinite Form.

Ebenso, wie wir hier aus den Zahlen aD, A’ die Beschaffenheit der Form f beurteilt
haben, konnen wir auch aD und A” verwenden: f ist definit, wenn sowohl aD als
auch A” negativ sind, und in allen iibrigen Féllen indefinit. Auf genau dieselbe Weise
kann man zu diesem Zweck auch die Zahlen /D und A, oder ¢’ D und A”, oder a’ D
und A, oder schliellich a”” D und A’ betrachten.

Aus allem folgt, dass bei einer definiten Form die sechs Zahlen A, A’, A”, aD, a'D,
a” D negativ sind. Bei einer positiven Form sind dabei a, a’, @’ positiv und D negativ;
bei einer negativen dagegen a, a’, a” negativ und D positiv. Also zerfallen alle terni-
ren Formen mit einer gegebenen positiven Determinante in negative und indefinite,
alle mit einer negativen Determinante dagegen in positive und indefinite. Positive
Formen mit positiver Determinante oder negative Formen mit negativer Determinan-
te gibt es iiberhaupt nicht. — Aus denselben Uberlegungen sieht man leicht, dass
einer definiten Form stets eine definite, und zwar negative, einer indefiniten dagegen
eine indefinite Form adjungiert ist.

Da alle durch eine gegebene ternire Form darstellbaren Zahlen offenbar auch durch
jede zu ihr dquivalente Form dargestellt werden kénnen, sind die terndren Formen
derselben Klasse entweder alle indefinit oder alle positiv oder alle negativ. Deshalb
diirfen wir diese Bezeichnungen der Formen auch auf ganze Klassen iibertragen.
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272.

Den im vorigen Artikel aufgestellten Satz, dass alle terndren Formen mit gegebener
Determinante in eine endliche Anzahl von Klassen zerfallen, werden wir mit einer
dhnlichen Methode wie bei den bindren Formen behandeln. Wir zeigen zunéchst, wie
jede terndre Form auf eine einfachere Form reduziert werden kann, und dann, dass
die Anzahl der einfachsten Formen (zu denen solche Reduktionen fiithren) bei jeder
gegebenen Determinante endlich ist. Nehmen wir allgemein an, es sei eine ternére

Form f = (Z Z,/ Z///l ) mit der Determinante D (verschieden von Null) gegeben, die

durch die Substitution (S)

a B, v
o, B
CY”, 5//7 ,Y/I
in eine aquivalente Form g = (ZL 7::,,’ 7::,,,,) iibergeht. Unsere Aufgabe besteht darin,

«, B, 7 usw. so zu bestimmen, dass die Form ¢ einfacher als f wird. Die den Formen
f, g adjungierten Formen seien jeweils (g’ g:’ g::), (% %,l ’ %,l,l ) und werden mit
F, G bezeichnet. Nach Artikel 269 geht d7an171 Fin G 7dur70h die der Substitution
S adjungierte Substitution iiber, G dagegen in F' durch die Substitution, die durch

Transposition von S entsteht. Die Zahl
aﬁ"y”+o/ﬁ"’y+a”ﬁv'—a"B’v—oz,B"’y’ _O/B’Y”

die entweder = +1 oder = —1 sein muss, werden wir mit k£ bezeichnen. Unter diesen
Voraussetzungen bemerken wir:
I. Setzt man v =0,+"=0,a”" =0, 8/ =0, 7" =1, so gilt

/! / 1NN
m = aaa + 20" ad’ + a' oo,

m' = apB+ 258 +a B8,

m// — a/l
n="0b5"+bp,
n' =bo +ba,

n//:aOéB—i‘b//(Oéﬁ/‘i‘ﬂOél)‘i‘a/O/B,

AuBerdem muss a3’ — Ba’ entweder = +1 oder = —1 sein. Daraus ist klar, dass die
binire Form (a, b”,a’) mit der Determinante A” durch die Substitution «, 3, o/, 8’ in
die bindre Form (m,n”, m’) mit der Determinante M” verwandelt wird und ihr daher
wegen a3 — fa’ = +1 dquivalent ist. Also gilt M” = A”, was sich auch unmittelbar
leicht bestétigen lasst. Wenn also (a,b”,a’) nicht schon eine einfachste Form ihrer
Klasse ist, diirfen wir «, 3, o/, 8’ so bestimmen, dass (m,n”,m’) eine einfachere
Form ist. Aus der Theorie der Aquivalenz bindrer Formen folgt dabei leicht, dass

dies so geschehen kann, dass m nicht groflier als 1/—%/1” ist, wenn A” negativ ist,

oder nicht grofer als vV A”, wenn A” positiv ist, oder m = 0, wenn A” = 0. Somit
lasst sich in allen Féllen der (absolute) Wert von m gewiss unter oder wenigstens
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bis auf 4/ j:%A” herabsetzen. Auf diese Weise wird also die Form f auf eine andere
reduziert, deren erster Koeffizient, wenn moglich, kleiner ist und deren adjungierte
Form denselben dritten Koeffizienten hat wie die Form F', die f adjungiert ist. Darin
besteht die erste Reduktion.

II. Setzt man dagegena =1,3=0,7v=0,a' =0,a” = 0,so gilt k = /7" —p"y =
+1. Die der Substitution S adjungierte Substitution ist also

+1, 0, 0
0 ’}/” —ﬁ”
07 _'7/’ 6/

durch die F' in G iibergeht. Somit gilt

m=a n/ — b/’y// + b// / n// — b/ﬂ// + b//ﬁl
m/ — a//Blﬁl + 2b,81/8// + a”,BHBH

N/ n_n_n

m" = d'y'y + 277" + "y

n = a/ﬁ/fy/_i_b(ﬂlf)/// +’)/ﬁ//) +CL”,3”’Y”
M/ — A/F)///’)’H . QB'}/’YH‘FA”’}/P)/

N — _A,,B//’}// + B(BIF}// +’Y/,8”) _ AIIB/,_}//
M// — A//BNIBH _ 236/6// + Al’ﬂlﬁ/

Daraus folgt, dass die bindre Form (A", B, A’) mit der Determinante Da durch die
Substitution 8, =/, —p”, 4" in die Form (M", N, M’) mit der Determinante Dm
iibergeht und ihr daher (wegen 8’9" —+/8"” = +1 oder wegen Da = Dm) dquivalent
ist. Wenn also (A”, B, A’) nicht schon eine einfachste Form ihrer Klasse ist, lassen
sich die Koeffizienten ', 4/, 5", 4" so bestimmen, dass (M"”. N, M’) einfacher ist.
Dies ist stets so moglich, dass M” ohne Riicksicht auf das Vorzeichen nicht grofier

als 4/ :I:%Da ist. Auf diese Weise wird die Form f also auf eine andere mit demselben
ersten Koeffizienten reduziert, deren adjungierte Form aber, wenn mdglich, einen
kleineren dritten Koeflizienten hat als die Form F', die f adjungiert ist. Darin besteht
die zweite Reduktion.

III. Ist also f eine ternédre Form, auf die weder die erste noch die zweite Reduktion
anwendbar ist, das heifit, die durch keine von beiden in eine einfachere Form verwan-
delt werden kann: so gilt notwendig sowohl aa < oder = %A” als auch A”A” < oder
= %aD, ohne Riicksicht auf das Vorzeichen. Also ist a* < oder = %A” A" somit a* <
oder = %aD, a3 < oder = %D, und a < oder = %\3/5; daraus wiederum A”A” <
oder = %W und A” < oder = %W Solange also a oder A” diese Grenzen
noch iiberschreitet, muss die eine oder die andere der vorigen Reduktionen auf die
Form f anwendbar sein. — Dieser Schluss darf jedoch nicht umgekehrt werden, da es
durchaus haufig vorkommt, dass eine terndre Form, deren erster Koeffizient sowie der
dritte Koeffizient ihrer adjungierten Form schon unter jenen Grenzen liegen, dennoch
durch die eine oder die andere Reduktion weiter vereinfacht werden kann.

IV. Wendet man aber auf eine beliebige gegebene terndre Form mit der Determi-
nante D abwechselnd die erste und die zweite Reduktion an, das heif$t, auf sie selbst
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die erste oder zweite, auf die daraus entstandene Form die zweite oder erste, auf die
néchste daraus entstandene Form wieder die erste oder zweite usw., so muss man of-
fenbar schliellich zu einer Form gelangen, auf die keine der beiden mehr anwendbar
ist. Denn sowohl die absoluten Betrige der ersten Koeffizienten der so entstehen-
den Formen als auch die der dritten Koeffizienten ihrer adjungierten Formen bleiben
fortwidhrend abwechselnd gleich und nehmen ab. Dieser Vorgang muss deshalb schlief3-
lich irgendwo enden, da man sonst zwei unendliche Folgen fortwihrend abnehmender
Zahlen hétte. Damit haben wir einen bemerkenswerten Satz gewonnen: Jede terndre
Form mit der Determinante D kann auf eine andere dquivalente Form reduziert wer-

den, deren erster Koeffizient nicht grofler als %\3/5 und der dritte Koeffizient ihrer

adjungierten Form nicht gréfSer als %\B/ﬁ ist, ohne Riicksicht auf das Vorzeichen,
sofern die gegebene Form diese Figenschaften nicht schon selbst besitzt. — Statt des
ersten Koeffizienten der Form f und des dritten der zu f adjungierten Form hétten
wir auf genau dieselbe Weise entweder den ersten Koeflizienten der Form selbst und
den zweiten ihrer adjungierten Form behandeln konnen; oder den zweiten der Form
selbst und den ersten oder dritten ihrer adjungierten Form; oder den dritten der Form
selbst und den ersten oder zweiten ihrer adjungierten Form. Auf allen diesen Wegen
wéaren wir ebenso zum vorgesehenen Ziel gelangt. Es ist aber zweckméflig, bestdndig
bei einer Methode zu bleiben, damit die zugehorigen Operationen leichter in einen
festen Algorithmus gefasst werden konnen. Schliellich bemerken wir, dass sich fir
die beiden Koeffizienten, die wir unter feste Grenzen herabzusetzen gelehrt haben.
noch kleinere Grenzen bestimmen lassen, wenn man die definiten von den indefiniten
Formen trennt; fiir unser gegenwértiges Vorhaben ist dies jedoch nicht nétig.
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273.

Hier folgen einige Beispiele, die die vorigen Regeln néher erldutern.

Beispiel 1. Bs sei f = (15357 ); dann git F = (557 19 238, D = -1,
Da (19,1,21) eine reduzierte bindre Form ist, zu der keine andere mit einem ersten
Koeffizienten kleiner als 19 dquivalent ist, lasst sich die erste Reduktion hier nicht
anwenden. Die Theorie der Aquivalenz bindrer Formen zeigt aber, dass die binire
Form (A”, B, A’) = (—398,257, —166) in die einfachere dquivalente Form (—2,1, —10)
verwandelt werden kann, in die sie durch die Substitution 2,7, 3,11 tibergeht. Setzt
man also 3’ = 2,7 = -7, 8" = =3, 7" = 11, so muss auf die Form f die Substitution
{(1)’ % _07} an det werden. durch die sic i 19, 354, 4769 ! iibereeh

&% gewendet werden, durch die sie in <712997 301, 782> ... f" 1ibergeht.
Der dritte Koeflizient der dieser Form adjungierten Form ist —2; in dieser Hinsicht
ist also f’ als einfacher als f anzusehen.

Auf die Form f’ lasst sich die erste Reduktion anwenden. Da namlich die binére

Form (19, —82,354) in (1,0, 2) durch die Substitution 13,4, 3, 1 verwandelt wird: muss
13, 4,0
auf die Form f’ die Substitution { 3, 1,0 } angewendet werden, durch die sie in

(b 5500) 1" ibergel
Auf die Form f”, der die Form (i5915?j’ 7?,,52%3’ 13220) adjungiert ist, lasst sich wieder
die zweite Reduktion anwenden. Denn (—2, —95, —4513) geht durch die Substituti-

1, 0, 0
on 47,1,—1,0 in (—1,1, —2) {iber: deshalb muss auf f” die Substitution {8, 417, —01 }

angewendet werden, durch die sie in <% 287’ 126> ... f""" iibergeht. Deren erster Koeffi-

zient kann durch die erste Reduktion nicht weiter verkleinert werden, ebenso wenig
der dritte Koeffizient der ihr adjungierten Form durch die zweite.

Beispiel 2. Es sei die Form <1£’ 206;’ Z) ... f gegeben, der die Form (;g’ :gg: _2844>
adjungiert ist und deren Determinante = 2. Wendet man abwechselnd die zweite und
die erste Reduktion an, so erhélt man nacheinander

Substitutionen | iiberfithren in

1, 0, 0
» 0 0,2 2\ _
{ 07 -1, 0 } f (71’ 0, 74) — f/

0,-1,0
L 2, 2, 2 "
1 -2, 0 / ( ) ):
{0, 0,1} / 2, -L0 !
1, 0, 0
» 0 2, 2, 2
"210 1" (, , ): "
5 _1} f 51 5) =1
0
0
1

f/// ( 0, 2, 2) _ f////
-2, —-1,0 )] —

Die Form [ lasst sich durch die erste oder zweite Reduktion nicht weiter herabset-
zen.
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274.

Hat man eine terndre Form, deren erster Koeffizient sowie der dritte Koeffizient
ihrer adjungierten Form durch die vorigen Methoden so weit wie moglich herabgesetzt
worden sind: so liefert die folgende Methode eine weitere Reduktion.

Verwendet man dieselben Bezeichnungen wie in Artikel 272 und setzt a = 1,
o =0,08=1,a"=0,8"=0,~" =1, das heifit, verwendet man die Substitution
L B, v
0, 1, o
0, 0, 1
so gilt

m=a, m =d+2"5+asp,

m/l — a// + Qb’yl + 2b,’}/ + a,y,y _l_ 2b”’y’}/ + a/,y//y/
n=>b+ad~y +0'8+b"(v+8v)+ap,
n/:b/_i_a/y_’_ I//_y/’ n//:b//+al6

und auflerdem
]\4’//:14”7 N:B—A” /, N/:B/—NB—AH'}/

Durch eine solche Substitution werden also die Koeffizienten a, A”, die durch die
vorigen Reduktionen verkleinert worden sind, nicht verdndert. Die Aufgabe besteht
daher darin, durch geeignete Wahl von 3, v, 7/ die iibrigen Koeffizienten zu verklei-
nern. Dazu bemerken wir zunichst: Ist A” = 0, so darf man annehmen, dass auch
a = 0 gilt. Denn wére a nicht = 0, so liele sich die erste Reduktion noch einmal an-
wenden, da jede bindre Form mit der Determinante 0 zu einer Form der Art (0,0, k)
aquivalent ist, also zu einer Form, deren erster Koeffizient = 0 ist (siehe Artikel 215).
Auf genau dieselbe Weise darf man annehmen, dass auch A” = 0 gilt, wenn a = 0,
sodass entweder keine der Zahlen a, A” gleich 0 ist oder beide.

Im ersten Fall ist klar, dass 3, 7y, 7/ so gewahlt werden konnen, dass ohne Riicksicht
auf das Vorzeichen n”, N, N’ jeweils nicht grofler als %a, %A” , %A” sind. So geht
im ersten Beispiel des vorigen Artikels die letzte Form (% 2877’ 126), der die Form
<7Eﬁ3’ :126, 521) adjungiert ist, durch die Substitution { (1) 11,6’ iﬁ } in ((1) (1) é) S

) )

iiber, der die Form <_01 _01 _01> adjungiert ist.

Im zweiten Fall, in dem a = A” = 0 und damit auch 0" = 0 gilt, erhédlt man
m=0, m =d, m'=ad" +2y +2W~+ad~y~
n=b+dy +¥3, n'=b, n'=0

Also gilt
D =dvt =m'n'n

und man sieht leicht, dass 8 und ' so bestimmt werden konnen, dass n gleich dem
absolut kleinsten Rest von b nach dem Modul wird, der der gréfite gemeinsame Teiler
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von d’, b ist; das heifit, dass n ohne Riicksicht auf das Vorzeichen nicht grofier als
die Halfte dieses Teilers wird, also n = 0, sobald a’, ¥ teilerfremd sind. Sind (3, 7/
auf diese Weise bestimmt, so ldasst sich der Wert von v so wahlen, dass m” ohne
Riicksicht auf das Vorzeichen nicht grofler als b’ ist. Dies wére zwar unmoglich, wenn
b = 0; dann wire aber D = 0, welchen Fall wir ausgeschlossen haben. So erhilt man

fiir die letzte Form in Beispiel 2 des vorigen Artikels n = —2 — 8 + 27/, woraus man

durch 8 = —2, v/ = 0 den Wert n = 0 erhélt. Ferner gilt m” = 2 — 2, und mit v =1
1, -2, 1

erhialt man m” = 0. Wir haben also die Substitution { 0, (1), 0 }, durch die jene Form

in (8: EL 8) ... f"" {ibergeht.
275.

Hat man eine Folge dquivalenter ternérer Formen f, f', f”, f"” usw. und Transfor-
mationen jeder dieser Formen in die folgende: so lésst sich aus den Transformationen
der Form f in f’ und der Form f’ in f” nach Artikel 270 eine Transformation der
Form f in f” herleiten. Aus dieser und der Transformation der Form f” in f" folgt
eine Transformation der Form f in f”/ usw. Offenbar lisst sich so eine Transforma-
tion der Form f in jede andere Form der Folge finden. Da sich auflerdem aus einer
Transformation der Form f in eine beliebige andere dquivalente Form ¢ eine Trans-
formation der Form g in f herleiten liasst (S” aus S, Artikel 268, 269), kann man
auf diese Weise eine Transformation jeder Form der Folge f’, f” usw. in die erste, f,
bestimmen. — So findet man fiir die Formen des ersten Beispiels im vorigen Artikel
die Substitutionen

13, 4, 0] 13, 188, —4| 13, —20, 16
6, 2, —-7| 6, 87, —2| 6 -9, 7T
-9, -3, 11|-9, —130, 3|-9, 14, —11

durch die f jeweils in f”, f"”, f"”” iibergeht, und aus der letzten Substitution diese
1, 4, 4
{ 3, 1, 5 » durch die f” in f {ibergeht. Ebenso erhalt man fiir Beispiel 2 des vorigen

3, -2, 3
Artikels die Substitutionen

-1, 1]2 -3, -1
-3, 4, -3]3, 1,
10, —14, 11]2, 4, 1

durch die jeweils die Form (170 ’ 206’ i) in (8’ _21 8) und diese in jene iibergeht.
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276.

SATZ. Die Anzahl der Klassen, in die alle terndren Formen mit gegebener Deter-
minante zerfallen, ist stets endlich.

b,

denen a = 0, b = 0 gelten, b nicht grofer als die Hélfte des grofiten gemeinsamen
Teilers der Zahlen a’, V' ist und a” nicht grofer als b’ ist, ist offenbar endlich. Da
namlich a’b't’ = D gelten muss, kann o’ nur die Werte +1, —1 und die mit positivem
und negativem Vorzeichen versehenen Wurzeln der Quadrate annehmen, die D teilen
(falls es aufler 1 noch andere gibt). Die Anzahl dieser Werte ist endlich. Fiir jeden
Wert von b’ ist aber der Wert von @’ bestimmt, und die Werte von b, a” sind offenbar
auf eine endliche Anzahl beschréankt.

II. Ebenso ist die Anzahl aller Formen <Z Z: : ‘;,/,/ ) mit der Determinante D endlich,

bei denen a nicht = 0 und nicht groler als % VED ist; V'V — aa’ = A” nicht = 0
und nicht grofer als %\B/ﬁ ist; b” nicht gréBer als Sa ist; und ab — b'b” = B und
a'tl — by = B’ nicht grofer als 1 A” sind. Denn die Anzahl aller Kombinationen der
Werte von a, b, A”, B, B’ ist endlich. Sind diese einzeln bestimmt, so sind auch die
iibrigen Koeffizienten der Form, o', b, b, a”, sowie die Koeffizienten der adjungierten
Form

Beweis. 1. Die Anzahl aller Formen (a’ Z,, : Z,/,/ ) mit gegebener Determinante D, bei

bb _ a/a// — A b/b/ _ aa// — Al al/b// _ bb/ — B//

durch folgende Gleichungen bestimmt:

'y — A" BB —aD
o =——— A=
a ’ A ’
BB -dD o, BB +b'D
- A ) - A
AB — B'B" Bd' + B'Y’
b= D == AN )
y_ AB'—BB" _ BV +Ba
- D - AN
, UV —A bb—A bW+ B
a = 0 = a/ = b//

Nun erhilt man alle jene Formen, indem man aus sdmtlichen Kombinationen der
Werte von a, b, A”, B, B’ diejenigen wahlt, fiir die auch o/, a”, b, b’ ganzzahlige
Werte annehmen; ihre Anzahl ist daher offenbar endlich.

ITI. Alle Formen in I und IT bilden somit eine endliche Anzahl von Klassen. Diese
kann sogar kleiner sein als die Anzahl der Formen selbst, wenn einige von ihnen
einander dquivalent sind. Da nun nach den vorigen Untersuchungen jede ternére Form
mit der Determinante D einer jener Formen dquivalent sein muss, das heif§it, zu einer
der von ihnen gebildeten Klassen gehéren muss: umfassen diese Klassen alle Formen
mit der Determinante D, das heifst, alle ternédren Formen mit der Determinante D
zerfallen in eine endliche Anzahl von Klassen. W.z.b.w.
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277.

Die Regeln, mit denen alle Formen in I und II des vorigen Artikels bestimmt
werden konnen, folgen unmittelbar aus ihrer Beschreibung; einige Beispiele werden
daher geniigen. Fiir D = 1 ergeben sich durch die verschiedenen Vorzeichen diese

sechs Formen 1.
<0, 1, 0) <0, 1, :|:1>
0,+1,0 ) 0, £1, 0
Bei den Formen II kénnen a und A” keine anderen Werte als +1 und —1 haben. Fiir

jede der vier daraus entstehenden Kombinationen miissen b, B und B’ = 0 gesetzt
werden; daraus entstehen vier Formen

1, -1, 1 -1, 1,1 1,1, -1 -1, -1, -1
0, 0, 0> 0, 0,0 0,0, 0 ) 0, 0, 0
Ebenso erhélt man fiir D = —1 sechs Formen I und vier Formen II,
0, -1,0 0, -1, +1Y . 1, -1, -1
0, 41,0 ) 0,1, 0 )5 0, 0, 0 />
-1,1, -1 -1, -1,1 1,1,1
0, 0, 0 )> 0, 0, 0)> 0,0,0
Fiir D = 2 entstehen sechs Formen I
0, 2, 0 0, 2, #l1
0, 41,0 /> 0, £1, 0
und acht Formen IT
1, -1,2 -1,1,2 1,1, =2 -1, -1, =2
0, 0, 0> 0, 0,0 ) 0,0, 0 ) 0, 0,
1,-2,1 -1,2,1 1,2 -1 -1, =2, —1
0, 0, 0> 0, 0,0 ) 0,0, 0 ) 0, 0, 0

Die Anzahl der Klassen, die sich in diesen drei Féllen aus diesen Formen ergeben, ist
jedoch viel kleiner als die Anzahl der Formen. Es lasst sich ndmlich leicht bestatigen:

I. Die Form (8: % 8) geht in

0, 1, 0 0, 1, 1 0, 1, —1 1,1, -1
0,-1,0 ) 0, £1,0 ) > 0,£1, 0 J> 0,0, 0

jeweils durch die Substitutionen

1, o, 0] o, 0 1] o o0 1]1, o0, -1
0,1, 0| o 1, -1 0o, 1, 1|1, 1, -1
0, 0, —1|+1, 1, ©0|=%1, -1, —1|0, -1, 1

I

. . 1,1, -1 . (1,-1,1 -1, 1,1 .

iiber, die Form (0’ o 0 ) dagegen in (0’ 0. 0), ( 0.0 0) allein durch Vertauschung
der Unbestimmten. Jene zehn terndren Formen mit der Determinante 1 reduzieren
sich also auf diese beiden 8’ % 8 , 51’ })1’ :)1 ; fur die erste kann man, wenn man

mochte, auch G 8’ 8) nehmen. Da die erstere Form indefinit und die letztere definit
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ist, ist klar, dass jede indefinite terndre Form mit der Determinante 1 zur Form
zx + 2yz und jede definite zu —xx — yy — zz dquivalent ist.

II. Auf genau dieselbe Weise findet man, dass jede indefinite terndre Form mit der
Determinante —1 zur Form —zz + 2yz und jede definite zu xx + yy + zz dquivalent
ist.

III. Fiir die Determinante 2 kénnen von den acht Formen (II) sofort die zweite,
sechste und siebte verworfen werden, da sie aus der ersten allein durch Vertauschung
der Unbestimmten entstehen. Aus demselben Grund koénnen auch die fiinfte, die

ebenso aus der dritten, und die achte, die aus der vierten entsteht, verworfen werden.

Die drei iibrigen bilden mit den sechs Formen I drei Klassen. Denn <8: % 8> geht in
0, 2, 0 . . . 1,0, 0 . . 1.1, —2 .

(0: 4, 0) durch die Substitution { 0,1, 0 & iiber, und die Form <0: 0. 0 ) in

y» Yy

0,21 0, 2, 1 0,2, —1
0,1,0 ) 0,-1,0 ) > 0,1, 0 )>
0, 2, -1 1, -1, 2
0,-1, 0 )> 0, 0, 0

jeweils durch die Substitutionen

1, 0, 1]1, o, —=1]1, 0, 0|1, 0, 0|1, 0, O
1, 2, 01, 2, 01, 2, =11, 2, 1]0, 1, 2
1, 1, 0|1, 1, of1, 1, — 1, 10, 1, 1

) ) ) ) ) ) ) ) )

uber. Jede ternidre Form mit der Determinante 2 lasst sich also auf eine dieser drei
reduzieren

0, 2, 0 1,1, -2 -1, -1, -2

0,-1,0)> 0,0, 0 )> 0, 0, 0

Anstelle der ersten kann man, wenn man mdochte, auch (% 8’ 8) nehmen. Offenbar

muss jede definite terndre Form zur dritten, —xz — yy — 22z, dquivalent sein, da die
beiden ersten indefinit sind. Jede indefinite ist zur ersten oder zweiten dquivalent:
zur ersten, 2xx + 2yz, wenn ihr erster, zweiter und dritter Koeffizient alle gerade
sind (denn man sieht leicht, dass eine solche Form durch jede Substitution wieder
in eine Form derselben Art iibergeht und daher nicht zur zweiten Form &quivalent
sein kann); zur zweiten, zx + yy — 22z, dagegen, wenn ihr erster, zweiter und dritter
Koeffizient nicht alle gerade, sondern einer, zwei oder alle ungerade sind (in eine solche
Form kann nédmlich aus demselben Grund die erste Form 2zx + 2yz durch keine

Substitution verwandelt werden). Was also in den Beispielen der Artikel 273, 274
geschah, dass die definite Form (1195?218’?10) mit der Determinante —1 auf zo +yy + 22

und die indefinite Form (1(;’(2]64’2) mit der Determinante 2 auf 2xx — 2yz oder, was

auf dasselbe hinauslauft, auf 2zz + 2yz reduziert wurde, héitte man aus den vorigen
Untersuchungen im Voraus erkennen kénnen.
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278.

Durch eine ternire Form mit den Unbestimmten z,z’,2” werden sowohl Zahlen
dargestellt, indem man z, z’, z” bestimmte Werte gibt, als auch binire Formen durch
Substitutionen der Art

/ !/ !/ 1 " "
T = mt -+ nu, r=mt+nu, r=mt+nu

wobei m, n, m’ usw. bestimmte Zahlen und ¢, u die Unbestimmten der dargestellten
Form bezeichnen. Eine vollsténdige Theorie der terndren Formen wiirde daher die
Losung folgender Probleme erfordern: I. Alle Darstellungen einer gegebenen Zahl
durch eine gegebene ternire Form finden. II. Alle Darstellungen einer gegebenen
bindren Form durch eine gegebene terndre Form finden. III. Entscheiden, ob zwei
gegebene terndre Formen mit derselben Determinante dquivalent sind, und wenn
ja, alle Transformationen der einen in die andere finden. IV. Entscheiden, ob eine
gegebene ternédre Form eine andere gegebene Form mit groflerer Determinante enthélt,
und wenn ja, alle Transformationen jener in diese angeben. Diese Probleme, die
viel schwieriger sind als die entsprechenden bei den bindren Formen, werden wir an
anderer Stelle ausfiihrlicher behandeln. Hier beschrénken wir unsere Untersuchung
darauf zu zeigen, wie sich das erste Problem auf das zweite und das zweite auf das
dritte zuriickfithren lasst. Fiir einige sehr einfache Fille, die besonders die Theorie
der bindren Formen erhellen, werden wir die Losung des dritten zeigen. Das vierte
schlieflen wir hier ganz aus.

279.
LEMMA. Zu drei beliebigen gegebenen ganzen Zahlen a,a’,a” (die aber nicht alle
= 0 sind): sechs andere B,B', B",C,C",C" finden, sodass gilt
B/C// _ B//c/ —a B//C _ BC” — a/ BC/ _ B/C — a/l

Losung. Es sei a der grofite gemeinsame Teiler von a, a’, a”. und man wihle ganze
Zahlen A, A, A” so, dass
Aa+ Ald +A"d" =«

Ferner wihle man drei ganze Zahlen €, ¢’ €” beliebig mit der einzigen Bedingung,
dass die drei Zahlen ¢’A” —¢” A’ ¢”"A—¢€A”, €A’ — ¢’ A, die wir jeweils mit b, b, b”
und deren grofiten gemeinsamen Teiler wir mit 5 bezeichnen werden, nicht alle = 0
sind. Dann setze man

ab’ —d't = apC, a’b—ab’ = apC’, ab’ —a'b = apC”

Offenbar sind C, C’, C"” ganze Zahlen. Wahlt man schliellich ganze Zahlen B, B’, B"
so, dass

Bb+ BY + B =3
setzt

Ba +B'a +B"d" =h

und bestimmt

B=aB—hA, B =a® —hA', B'=aB" —hA"
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so erfiillen diese Werte von B, B', B”,C,C’,C" die geforderten Gleichungen.
Denn man findet

aB+dB +d'B"=0
bA+bA +b'A" =0 also bB+ VB +V'B" =ap
Aus den Werten von C’, C” ergibt sich nun
OC/B(B/C// _ B//c/) — ab/B/ _ a/bB/ _ a//bB// + ab//B//
=a(bB+ VB +b'B")—baB+d B +d'B") = apa

also B'C"” — B"C" = a; ebenso findet man B”"C' — BC" =d/, BC' —B'C =d". Q.E.F.
— Die Analyse, durch die diese Losung gefunden wurde, sowie die Methode, aus einer
Losung alle zu finden, missen wir hier weglassen.
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280.

Nehmen wir an, die bindre Form
att + 2btu + cuu . ..

mit der Determinante = D werde durch die terndre Form f mit den Unbestimmten
x, 7', 2" dargestellt, indem man

/ !/ !/ " " "
T = mt -+ nu, r=mt+nu, r=mt+nu

setzt, und der Form f sei die Form F' mit den Unbestimmten X, X', X" adjungiert.
Dann bestétigt eine Rechnung leicht (wenn man die Koeffizienten der Formen f, F
durch eigene Buchstaben bezeichnet), oder es folgt auch unmittelbar aus Art. 268.
I1., dass die Zahl D durch F' dargestellt wird, indem man

/.1 ", 1/ !/ " " " / /
X=mn"—m"n, X'=m'n—mn", X"=mn —m'n

setzt. Diese Darstellung der Zahl D kann man zweckméBig der Darstellung der Form
¢ durch f adjungiert nennen. Haben die Werte von X, X', X" keinen gemeinsamen
Teiler, so nennen wir diese Darstellung von D der Kiirze halber eigentlich, andernfalls
uneigentlich. Dieselben Bezeichnungen geben wir auch der Darstellung der Form ¢
durch f, der jene Darstellung von D adjungiert ist. Das Auffinden aller eigentlichen
Darstellungen der Zahl D durch die Form F' beruht nun auf folgenden Punkten:

I. Jede Darstellung von D durch F' lasst sich aus einer Darstellung irgendeiner
Form mit der Determinante D durch die Form f ableiten, d.h., sie ist einer solchen
Darstellung adjungiert.

Sei ndmlich irgendeine Darstellung von D durch F durch X = L, X' =L/, X" =
L" gegeben. Nach dem Lemma des vorigen Artikels wahle man m,m’,m”,n,n’, n”
so, dass

m'n” —m'"n' = L, m'n—mn" =L, mn' —m/n = L"
gilt, und die Form f gehe durch die Substitution
xr = mt + nu, ' =m't+ n'u, 2 =m'"t+n"u

in die bindre Form ¢ = att + 2btu + cuu iiber. Dann sieht man leicht, dass D die
Determinante der Form ¢ ist und dass ihrer Darstellung durch f die vorgelegte
Darstellung von D durch F adjungiert ist.

Beispiel. Sei f = xzx + 2’2’ + 22", also F = —XX — X'X' — X"X"; ferner
D = —209, und ihre Darstellung durch F' sei durch X =1, X’ =8, X” = 12 gegeben.
Daraus ergeben sich fiir m,m’,m”,n,n’,n” die Werte —20,1,1,—12,0,1, in dieser
Reihenfolge, und ¢ = 402tt + 482tu + 145uu.

II. Sind ¢, x eigentlich dquivalente bindre Formen, so ist jede Darstellung von
D durch F, die einer Darstellung der Form ¢ durch f adjungiert ist, auch einer
Darstellung der Form y durch f adjungiert.
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Seien p, g die Unbestimmten der Form x; die Form ¢ gehe in x durch die eigentliche
Substitution t = ap + Bq, u = yp + dq iiber, und irgendeine Darstellung der Form ¢
durch f sei

x = mt + nu, ' =m't +n'u, " =m"t +n"u.. (R)
Dann sieht man ohne Schwierigkeit: Setzt man

am+yn=g, am' +yn' =g, am”+n" =4"
ﬁm_|_ 57,1/ — h, Bm/ _|_ 57,1// — h/, ﬁm” _|_ 57,1/// — h/l

so wird die Form y durch f dargestellt, indem man
x = gp+ hg, 2 =g'p+hyq, " =4¢"p+h"q... (R)
setzt. Durch Rechnung findet man (wegen ad — gy = 1)
gh — " =m'n" — ', §'h—gh =m'n—mn", gh' —gh=mn —mn

d.h., den Darstellungen R, R’ ist dieselbe Darstellung von D durch F adjungiert.

So ist im vorigen Beispiel die Form ¢ dquivalent zu xy = 13pp — 10pg + 18¢q, in
die sie durch die eigentliche Substitution ¢ = —3p + ¢, u = 5p — 2q tibergeht. Daraus
ergibt sich die Darstellung der Form y durch f als x = 4q, 2’ = —3p+q, 2" =2p—q,
aus der wieder dieselbe Darstellung der Zahl —209 folgt, von der wir ausgegangen
waren.

III. Kénnen schliefllich zwei binédre Formen ¢, x mit der Determinante D und
den Unbestimmten ¢, u; p, ¢ durch f dargestellt werden, und ist einer Darstellung der
einen dieselbe eigentliche Darstellung von D durch F' adjungiert wie einer Darstellung
der anderen, so sind diese Formen notwendig eigentlich dquivalent. Nehmen wir an,
o werde durch f dargestellt, indem man

r = mt + nu, ' =m't 4+ n'u, 2 =m"t+n"u
setzt, x dagegen, indem man
r=gp+hg. a'=gp+hlq, 2" =4¢"p+1h"q

setzt, und es gelte
m'n” —m'"n' =g¢n" —g¢"'n =L
m'n—mn" =g¢"h—gh”" =T’
mn' —m'n=gh' —gh=1L1"
Man wihle ganze Zahlen [,1’,1” so, dass Ll + L'l' + L"l"” = 1 gilt, und setze
n'l" —nl' = M, n’l —nl" = M, nl' —n'l =M"
U'm" —1"m' =N, "m—1Im" =N, Im' —U'm = N"
Schliellich setze man
gM + ¢ M + ¢'"M" = «a, hM + B M +h"M" =
gN + ¢ N +¢'N" =+, hN +h' N +h"N" =§
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Daraus folgt leicht

am+’yn:g_l(gL+g/L/+g//L//):g
Bm+0n=h—I(hL+hL +h"L")y=h

und ebenso
am' +yn' =g, Bm' +on' =k, am”+n' =g", Bm" +én" = b’
Daraus folgt. mt + nu, m't + n'u, m”t + n”u gehen durch die Substitution

t=ap+fq, u=vp+dq...(S)

in gp+ hq, ¢p+Nhq, ¢"p+ h"q tiber. Also geht ¢ offenbar durch die Substitution S
in dieselbe Form {iber wie f, wenn man

z = gp+ hg, o' =g¢'p+hq, " =¢"p+1h"q

setzt, also in die Form y, der sie somit dquivalent ist. Schliefllich erhalt man durch
die notigen Einsetzungen leicht

ad — By = (LI+ LT+ L""?=1
Die Substitution .S ist also eigentlich, und die Formen ¢, x sind eigentlich dquivalent.

Aus diesen Bemerkungen folgen die folgenden Regeln, um alle eigentlichen Dar-
stellungen von D durch F zu finden: Man bestimme alle Klassen bindrer Formen mit
der Determinante D und wahle aus jeder eine beliebige Form. Man suche alle eigent-
lichen Darstellungen jeder dieser Formen durch f (wobei man diejenigen verwirft, die
nicht durch f dargestellt werden kénnen) und leite aus jeder dieser Darstellungen die
Darstellungen der Zahl D durch F' ab. Aus I und II ist offenbar, dass man so alle
moglichen eigentlichen Darstellungen erhélt, die Losung also vollstandig ist; aus 111,
dass Transformationen von Formen aus verschiedenen Klassen sicher verschiedene
Darstellungen liefern.

281.

Das Auffinden der uneigentlichen Darstellungen einer gegebenen Zahl D durch die
Form F ldsst sich leicht auf den vorigen Fall zuriickfithren. Ist ndmlich D durch kein
Quadrat (auBer 1) teilbar, so gibt es offenbar iiberhaupt keine solchen Darstellungen.
Andernfalls, wenn D durch die Quadrate A\, pu, vv usw. teilbar ist, findet man alle
uneigentlichen Darstellungen von D durch F', indem man alle eigentlichen Darstel-
lungen der Zahlen %, %, VQV usw. durch dieselbe Form bestimmt und die Werte der
Unbestimmten jeweils mit A, u, v usw. multipliziert.

So hiangt das Auffinden aller Darstellungen einer gegebenen Zahl durch eine gege-
bene terndre Form, die einer terndren Form adjungiert ist, vom zweiten Problem ab.

Auf diesen Fall, der auf den ersten Blick weniger weit zu reichen scheint, lassen sich die

iibrigen folgendermafien zurtickfithren. Sei D die Zahl, die durch die Form (iii%)
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mit der Determinante A dargestellt werden soll; dieser sei die Form (gg:gf,) =f
Ag,Ag',Ag”

AR AR AR
sind die Darstellungen der Zahl AD durch F' (deren Bestimmung vom Vorangegange-
nen abhingt) genau dieselben wie die Darstellungen der Zahl D durch die vorgelegte
Form. — Haben ferner alle Koeffizienten der Form f einen gemeinsamen Teiler pu, so
sind offenbar alle Koeffizienten der Form F' durch pp teilbar. Also muss auch AD
durch pu teilbar sein (andernfalls gébe es keine Darstellungen); und die Darstellun-
gen der Zahl D durch die vorgelegte Form stimmen mit den Darstellungen der Zahl
AD qyurch die Form iiberein, die aus F entsteht, indem man jeden Koeflizienten durch
e teilt. Diese Form ist derjenigen adjungiert, die aus f entsteht, indem man jeden
Koeffizienten durch p teilt.

Schliefllich bemerken wir, dass diese Losung des ersten Problems in dem einzigen
Fall, wo D = 0 ist, nicht anwendbar ist; denn hier verteilen sich nicht alle binadren
Formen mit der Determinante D auf eine endliche Anzahl von Klassen. Diesen Fall
werden wir unten nach anderen Grundséitzen l6sen.

adjungiert. Dieser wiederum ist die Form ( ) = F adjungiert, und offenbar
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282.

Das Auffinden der Darstellungen einer gegebenen binédren Form, deren Determi-
nante nicht = 0 ist”), durch eine gegebene ternire Form beruht auf den folgenden
Bemerkungen:

I. Aus jeder eigentlichen Darstellung der bindren Form (p,q,7) = ¢ mit der De-
terminante D durch die ternire Form f mit der Determinante A lassen sich ganze
Zahlen B, B’ ableiten, fiir die

BB = Ap, BB' = —Aq, B'B'" = Ar (mod. D)

gilt, d.h., ein Wert des Ausdrucks /A(p, —q, r)(mod. D). Eine eigentliche Darstellung
der Form ¢ durch f sei

r = at + fu, 2 =d't+ pu, 2" =ad"t+ B"u

(wobei x, ', 2”’; t, u die Unbestimmten der Formen f, ¢ bezeichnen). Man wéhle ganze
Zahlen v,v',7" so, dass

(Ozlﬂﬁ—aﬁﬁl)’y—i-(a” —aﬁ”)*y’—i—(ozﬁ'—a'ﬁ)*y”

= k entweder = +1 oder = —1 ist, und die Form f gehe durch die Substitution

a, B, v
o, B, A
O/l, /8//’ ,_y//

o aa a” . . AA A e .
in die Form ( N ) = g iiber, der die Form (B7B”B”) = G adjungiert sei. Dann

sind offenbar a = p, b = ¢, a’ = r, A” = D, und A ist die Determinante der Form g;
also gilt

BB=Ap+A'D, BB =-Aq+B'D, BB =Ar+AD

So wird z.B. die Form 19¢t + 6tu + 41luu durch zz + 2’2’ + 2”2” dargestellt, indem
man x = 3t + bu, ¥’ = 3t — 4u, x” =t setzt. Setzt man dann v = —1,+' =1,+9" =0,
so erhélt man B = —171, B’ = 27, also den Wert (—171,27) des Ausdrucks /—1(19,
—3,41)(mod. 770).

Daraus folgt nun, dass, wenn A(p, —q,r) kein quadratischer Rest von D ist, ¢
durch keine terndre Form mit der Determinante A eigentlich dargestellt werden kann.
Sind also A, D teilerfremd, so muss A eine charakteristische Zahl der Form ¢ sein.

II. Da man ~,+’,~” auf unendlich viele verschiedene Arten bestimmen kann, er-
geben sich daraus auch immer wieder andere Werte von B, B’. Sehen wir uns ihren
Zusammenhang an. Nehmen wir an, auch 6, 4’, " seien so beschaffen, dass

(Oélﬁ”—O[” /)5+(a/1 —OZB//)5/+(OZ/B/—()[/IB)5//:E

“'Diesen Fall, der eine etwas andere Methode erfordert, iibergehen wir hier der Kiirze halber.
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entweder = +1 oder = —1 ist, und die Form f gehe durch die Substitution

a0, B, 0
o, B, 7
Oé”, /81/, 5//

. a.a’.a”’ . . A2 A . . . .
in <b’b’7b”) = g iber, der die Form <%’%,’%,,) = & adjungiert sei. Dann sind g, g

dquivalent, also auch G und &. Wendet man die Regeln aus Art. 269, 270 an’), so
findet man, wenn man

(8" = B"Y)0 + (B"y — By")0' + (BY = B'y)6" = ¢
(’}/Oz” . 7"0/)5 + (’y”a . fyal/)él + (’yo/ _ 7/@)5// -

setzt, dass die Form & in G {ibergeht, und zwar durch die Substitution

k, 0, 0
0, k 0
¢, n, ¢

Daraus folgt
B =ntD + tk*B, B’ = (¢D + tkB’

und also wegen tk = +1 entweder B = B, B’ = B’ oder B = -8B, B’ = —%/
(mod. D). Im ersten Fall nennen wir die Werte (B, B'), (B, B’) dquivalent, im zweiten
entgegengesetzt. Von der Darstellung der Form ¢ sagen wir, dass sie zu jedem Wert
des Ausdrucks \/A(p, —q,r)(mod. D) gehort, der sich aus ihr nach der Methode in I
ableiten lasst. Alle Werte, zu denen dieselbe Darstellung gehort, sind also entweder
dquivalent oder entgegengesetzt.

III. Wenn umgekehrt, wie oben in I, die Darstellung der Form ¢ durch f mittels
x = at+fu usw. zu dem Wert (B, B’) gehort, der aus ihr mithilfe der Transformation

a, B, v
o, B, A
Oé”, ﬁ//7 ,Y//

abgeleitet wird, so gehort dieselbe auch zu jedem anderen Wert (9B,9%’), der dem
ersten dquivalent oder entgegengesetzt ist; d.h., anstelle von «y, 7/, 7" kann man andere
ganze Zahlen 6,0’, 6" wéahlen, fir die die Gleichung (€2), ndmlich

(O/BH_OZH ,)5—1‘(a//ﬂ—aﬂﬂ)&,—i‘(046,—0//8)5”:Zl:l

gilt und die so beschaffen sind, dass die Koeffizienten mit den Nummern 4 und 5 in
der Form, die derjenigen adjungiert ist, in die f durch die Substitution (.5)

a0, B, 0
o, B, 7
Oé”, /81/, 5//

“'Man leite aus der Transformation der Form f in g die Transformation der Form g in f ab; aus
dieser und der Transformation der Form f in g die Transformation der Form ¢ in g; schliefllich aus
dieser durch Transposition die Transformation der Form & in G.
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iibergeht, jeweils = B, B’ werden. Man setze namlich
+B =9 +1D, +B' =% +(D

(wobei hier und im Folgenden die oberen oder unteren Vorzeichen zu nehmen sind,
je nachdem die Werte (B. B'), (B,®B’) dquivalent oder entgegengesetzt sind). Dann
sind (,n ganze Zahlen. Die Form g gehe durch die Substitution

1, 0, ¢
0, 1, n
0, 0, +1

Y

in die Form g iiber. Man sieht leicht, dass ihre Determinante A ist und dass in
der adjungierten Form die Koeffizienten mit den Nummern 4 und 5 jeweils = B, B’
werden. Setzt man aber

al+Pnty =96, o'C+BnLty =0, o'C+B Lty =4"

so sieht man ohne Schwierigkeit, dass f durch die Substitution (S) in g iibergeht
und dass die Gleichung (£2) erfullt ist. Q. E. D.
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283.

Aus diesen Grundsétzen ergibt sich die folgende Methode, um alle eigentlichen
Darstellungen der bindren Form

p = ptt + 2qtu + ruu

mit der Determinante D durch die terndre Form f mit der Determinante A zu finden.

I. Man bestimme alle verschiedenen (d.h., nicht d&quivalenten) Werte des Ausdrucks
VA(p, —q,7)(mod. D). Fiir den Fall, dass ¢ eine primitive Form und A zu D teiler-
fremd ist, wurde dieses Problem oben (Art. 233) gelost. Die iibrigen Falle lassen sich
sehr leicht darauf zuriickfithren; der Kiirze halber kénnen wir dies hier aber nicht
ausfithrlich erkldren. Wir bemerken nur, dass, wenn A zu D teilerfremd ist, der Aus-
druck A(p, —q,r) nur dann ein quadratischer Rest von D sein kann, wenn ¢ eine
primitive Form ist. Setzt man ndmlich

Ap=BB-DA, —Aq=BB —-DB', Ar=BDB —DA

so erhilt man

(DB" — Aq)* = (DA" + Ap)(DA + Ar)

Durch Ausmultiplizieren und Einsetzen von gg — pr fiir D folgt daraus
(qq —pr)(B"B" — AA") — A(Ap +2B"q + A'r) + AA =0

Man schlieit daraus leicht, dass, wenn p, ¢, 7 einen gemeinsamen Teiler hédtten, dieser
auch AA teilen wiirde; dann kénnte aber A nicht zu D teilerfremd sein. Also kénnen
p,q,r keinen gemeinsamen Teiler haben; mit anderen Worten, ¢ ist eine primitive
Form.

II. Bezeichnen wir die Anzahl dieser Werte mit m, und nehmen wir an, unter
ihnen seien n Werte, die sich selbst entgegengesetzt sind (wobei wir n = 0 setzen,
wenn es keine solchen gibt). Dann bilden die iibrigen m — n Werte offenbar Paare
entgegengesetzter Werte (da wir voraussetzen, dass alle Werte vollstandig vorliegen).
Man verwerfe aus jedem Paar entgegengesetzter Werte einen beliebigen; insgesamt
bleiben dann %(m+n) Werte tibrig. So sind z.B. von den acht Werten des Ausdrucks
Vv — 1(19,-3,41) (mod. 770), namlich (39,237), (171, —27), (269, —83), (291, —127),
(—39,—-237), (—171,27), (—269,83), (—291,127), die letzten vier als den ersten vier
entgegengesetzt zu verwerfen. Ist ferner (B, B’) ein sich selbst entgegengesetzter Wert,
so sind offenbar 2B, 2B’ und daher auch 2Ap, 2Aq, 2Ar durch D teilbar. Sind also
A, D teilerfremd, so sind auch 2p, 2q, 2r durch D teilbar. Da nach I in diesem Fall
auch p, q, r keinen gemeinsamen Teiler haben kénnen, muss auch 2 durch D teilbar
sein. Dies ist nur moglich, wenn D entweder = +1 oder = %2 ist. Fiir alle Werte von
D, die grofler als 2 sind, ist daher stets n = 0, wenn A zu D teilerfremd ist.

III. Ist dies geschehen, so muss offenbar jede eigentliche Darstellung der Form ¢
durch f zu einem der iibrig gebliebenen Werte gehoren, und zwar zu genau einem.
Man muss diese Werte also der Reihe nach durchgehen und die zu jedem gehérenden
Darstellungen bestimmen. Um die Darstellungen zu finden, die zu einem gegebenen

Wert (B, B) gehoren, bestimme man zuerst die ternire Form g = (% Z,/ ’Z:) mit der
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Determinante = A, in der a = p, b = ¢, a’ = r, ab - bV’ = B, d'b/ — b = B’ gilt.
Die Werte von a”, b, b erhilt man daraus mithilfe der Gleichungen in II von Art.
276. Aus diesen sieht man leicht, dass in dem Fall, wo A, D teilerfremd sind, b,V a”
notwendig ganze Zahlen sind (denn diese drei Zahlen ergeben sowohl mit D als auch
mit A multipliziert ganze Zahlen). Ist nun entweder einer der Koeffizienten b, b', b”
gebrochen, oder sind die Formen f, g nicht 4quivalent, so kann es keine Darstellungen
der Form ¢ durch f geben, die zu (B, B") gehoren. Sind dagegen b, b, a” ganze Zahlen
und die Formen f, g dquivalent, so liefert jede Transformation der ersten in die zweite,
etwa

a B, v
o, B o
CY//, 5//7 ,yll

eine solche Darstellung, ndmlich
r=oat+pu, ' =dt+pu 2" =d"t+p"u

Offenbar kann es keine Darstellung dieser Art geben, die sich nicht aus einer Transfor-
mation ableiten liele. So ist nun der Teil des zweiten Problems, der die eigentlichen
Darstellungen sucht, auf das dritte Problem zuriickgefihrt.

IV. Verschiedene Transformationen der Form f in ¢ liefern stets verschiedene Dar-
stellungen, aufler in dem einzigen Fall, wo der Wert (B, B’) sich selbst entgegenge-
setzt ist. In diesem Fall liefern immer zwei Transformationen eine einzige Darstellung.
Nehmen wir ndmlich an, f gehe auch in g {iber durch die Substitution

o B,
o B,
O/l, ,8//, 5//

(die dieselbe Darstellung wie die vorige Transformation liefert). Bezeichnen wir mit
k, £, ¢, n dieselben Zahlen wie in II des vorigen Artikels, so gilt

B =ktB+n¢D, B’ =ktB +C¢D

Nimmt man also an, dass k, £ entweder beide = +1 oder beide = —1 sind, so ist (da
wir den Fall D = 0 ausgeschlossen haben) ¢ = 0, n = 0. Daraus folgt leicht § = ~,
6 =+, 0" = +". Die beiden Transformationen kénnen also nur dann verschieden
sein, wenn von den Zahlen k, ¢ die eine +1, die andere —1 ist. Dann gilt B = —B,
B’ = —B’, (mod. D), oder der Wert (B, B’) ist sich selbst entgegengesetzt.

V. Aus den oben (Art. 271) angegebenen Kriterien fiir definite und indefinite For-
men folgt leicht: Ist A positiv, D negativ und ¢ eine negative Form, so ist g eine
negative definite Form. Ist dagegen A positiv und entweder D positiv oder D nega-
tiv und ¢ eine positive Form, so ist g eine indefinite Form. Da nun f, g sicher nur
dann dquivalent sein kdnnen, wenn sie in dieser Figenschaft iibereinstimmen, kénnen
offenbar bindre Formen mit positiver Determinante sowie positive bindre Formen
nicht durch eine negative terndre Form eigentlich dargestellt werden; ebenso wenig
negative bindre Formen durch eine indefinite ternire Form mit positiver Determi-
nante. Eine terndre Form der ersten bzw. zweiten Art stellt also nur bindre Formen
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der zweiten bzw. ersten Art dar. Ebenso folgt, dass eine definite terndre Form mit
negativer Determinante (d.h., eine positive Form) nur positive binidre Formen dar-
stellt, eine indefinite dagegen nur negative bindre Formen und Formen mit positiver
Determinante.

284.

Da die uneigentlichen Darstellungen der bindren Form ¢ mit der Determinante D
durch die terndre Form f, der die Form F' adjungiert ist, diejenigen sind, aus denen
uneigentliche Darstellungen der Zahl D durch die Form F' folgen, kann ¢ offenbar
nur dann durch f uneigentlich dargestellt werden, wenn D Quadratfaktoren enthalt.
Nehmen wir an, alle Quadrate, die D teilen (aufler 1), seien ee, €’¢/, ’¢” usw. (ihre
Anzahl ist endlich, da wir voraussetzen, dass nicht D = 0 ist). Dann liefert jede
uneigentliche Darstellung der Form ¢ durch f eine Darstellung der Zahl D durch
F, in der die Werte der Unbestimmten eine der Zahlen e, ¢/, ¢ usw. als grofiten
gemeinsamen Teiler haben. In diesem Sinn sagen wir der Kiirze halber, dass jede
uneigentliche Darstellung der Form ¢ zum Quadratteiler ee oder €’¢’ oder e”¢” usw.
gehort. Alle Darstellungen der Form ¢, die zu demselben gegebenen Quadratteiler ee
gehoren (dessen Wurzel e wir positiv nehmen), findet man nun nach den folgenden
Regeln. Aus ihrem synthetischen Beweis, den wir hier der Kiirze halber vorziehen,
ldsst sich leicht die Analysis wiederherstellen, durch die sie gefunden wurden.

E'rstens bestimme man alle bindren Formen mit der Determinante g, die in die
Form ¢ iibergehen, und zwar durch eine eigentliche Substitution der Form T =
Kkt + Au, U = pu. Dabei bezeichnen T', U die Unbestimmten einer solchen Form; ¢, u
die Unbestimmten der Form ¢; k, p positive ganze Zahlen (deren Produkt also = e
ist); A eine positive ganze Zahl kleiner als p (oder auch null). Diese Formen findet
man mit den zugehorigen Transformationen folgendermafien:

Man setze x der Reihe nach jedem positiven Teiler von e gleich (einschlieBlich
1 und e) und p = £. Fiir jedes Paar bestimmter Werte von x, p gebe man A alle
ganzzahligen Werte von 0 bis p — 1. So erhédlt man sicher alle Transformationen.
Die Form, die durch eine beliebige Substitution 7' = st 4+ Au, U = pu in ¢ iibergeht,
findet man nun, indem man die Form bestimmt, in die ¢ durch t = %T— %U , U= %U
iibergeht. So erhélt man die zu den einzelnen Transformationen gehérenden Formen;
von allen diesen behalte man aber nur diejenigen, in denen alle drei Koeffizienten
ganze Zahlen sind”).

Zweitens sei ® eine dieser Formen, die in ¢ durch die Substitution T' = st + Au,
U = pu iibergeht. Man suche alle eigentlichen Darstellungen der Form & durch f
(falls es solche gibt) und bezeichne sie allgemein durch

r=AT +BU, ' =AT+B'U, 2"=A"T+B"'U ... (R
SchlieBlich leite man aus jeder (R) die Darstellung

r=at+PBu, 2=dt+pu, 2"="t+pv ... (p)

“Diirften wir dieses Problem hier ausfiihrlicher behandeln, so konnten wir die Losung erheblich
verkiirzen. Es ist sofort klar, dass man fiir k nur solche Teiler von e nehmen muss, deren Quadrat
den ersten Koeffizienten der Form ¢ teilt. Dieses Problem, aus dem sich auch einfachere Losungen der
Probleme in Art. 213, 214 ableiten lassen, behalten wir uns fiir eine andere geeignete Gelegenheit vor.
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mithilfe der Gleichungen

a = k2, o = kA, o = rA" ... (R
B= A+ B, B =AU+ puB, B = AU + B

ab. Man behandle die tibrigen nach der ersten Regel gefundenen Formen (falls es
weitere gibt) genauso wie die Form @, sodass aus jeder ihrer eigentlichen Darstellun-
gen weitere Darstellungen abgeleitet werden. Ich behaupte, dass man so sdmtliche
Darstellungen der Form ¢ erhélt, die zum Teiler ee gehdren, und zwar jede genau
einmal.

Beweis. 1. Dass die terndre Form f durch jede Substitution (p) tatséchlich in
@ iibergeht, ist so offensichtlich, dass keine weitere Erkldrung notig ist. Dass aber
jede Darstellung (p) uneigentlich ist und zum Teiler ee gehort, folgt daraus, dass die
Zahlen /" — o', "B —ap”, af —d/ B jeweils = e(A'B" —A"B'), e(A"B —AVB"),
e(AB' — A'B) werden. IThr groBter gemeinsamer Teiler ist also offenbar e (weil (R)
eine eigentliche Darstellung ist).

II. Wir werden zeigen, dass sich aus jeder gegebenen Darstellung (p) der Form ¢
eine eigentliche Darstellung einer Form mit der Determinante g finden lasst, die unter
den nach der ersten Regel gefundenen Formen enthalten ist. Mit anderen Worten:
Aus den gegebenen Werten von o, o/, ”, 3,5, 3" lassen sich ganzzahlige Werte von
K, \, 1, die den vorgeschriebenen Bedingungen geniigen, und Werte von 2, 21/, 2",
B, B, B” die den Gleichungen (R) geniigen, ableiten, und zwar auf genau eine
Art. Zunéchst folgt sofort aus den ersten drei Gleichungen in (R), dass man fiir
den positiv genommenen grofiten gemeinsamen Teiler von «, o/, o” nehmen muss
(denn da A'B" — A"B' A"B — AB", AB' — A'B keinen gemeinsamen Teiler haben
diirfen, konnen auch 2, ', A” keinen haben). Damit sind auch 2, ', 2" bestimmt,
ebenso p = £ (das notwendig ganzzahlig ist, wie man leicht sieht). Nehmen wir an,
drei ganze Zahlen a, o', a” seien so gewihlt, dass a2l + o/ + a”2” = 1 gilt; und
schreiben wir der Kiirze halber k fiir a®B + a’B’ + a”98”. Dann folgt aus den letzten
drei Gleichungen (R), dass af +a'8" +a”8"” = XA+ pk gelten muss. Daraus sieht man
sofort, dass es flir A genau einen Wert zwischen den Grenzen 0 und g — 1 gibt. Da
damit auch B, B’, B” bestimmte Werte erhalten, bleibt nur zu zeigen, dass diese
stets ganze Zahlen sind. Es gilt aber

B = ,iw =) = —(B(1 — a2A) — A’ + a"5")) + Ak

(a//(m//ﬁ o Qlﬁll) o a/(QLB/ o QL/IB)) + QUC

(a”(O/I/B—Oé/BH) —Cl/(O[B/—O//B))—FQ»UC

S S i~

Dieser Wert ist daher offenbar ganzzahlig. Ebenso bestdtigt man leicht, dass auch
B, B" ganzzahlige Werte erhalten. — Aus diesen Uberlegungen folgt, dass keine
uneigentliche Darstellung der Form ¢ durch f, die zum Teiler ee gehort, existieren
kann, die man mit der angegebenen Methode entweder gar nicht oder mehrmals
erhalt.
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Behandelt man nun die tibrigen Quadratteiler von D genauso und bestimmt die
zu jedem gehorenden Darstellungen, so erhélt man sdmtliche uneigentlichen Darstel-
lungen der Form ¢ durch f.

Aus dieser Losung folgt ferner leicht, dass der am Ende des vorigen Artikels fiir ei-
gentliche Darstellungen angegebene Satz auch fiir uneigentliche gilt: Allgemein ldsst
sich keine positive bindre Form mit negativer Determinante durch eine negative terné-
re Form darstellen usw. Ist ndmlich ¢ eine solche bindre Form, die wegen jenes Satzes
nicht durch f eigentlich dargestellt werden kann, so kénnen auch alle Formen mit
den Determinanten g, % usw., die ¢ enthalten, nicht durch f eigentlich dargestellt
werden. Denn alle diese Formen haben eine Determinante mit demselben Vorzeichen
wie . Sind diese Determinanten negativ, so sind sie alle positive oder alle negative
Formen, je nachdem ¢ zur ersten oder zur zweiten Art gehort.
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285.

Zu den Fragen, die unser drittes Problem bilden (auf das die beiden ersten oben
zuriickgefiihrt wurden), konnen wir hier nur wenig sagen: Bei zwei gegebenen terné-
ren Formen derselben Determinante ist zu entscheiden, ob sie dquivalent sind, und
im ersten Fall sind alle Transformationen der einen in die andere zu finden. Eine
vollstandige Losung, wie wir sie fiir die entsprechenden Probleme bei bindren For-
men gegeben haben, st68t hier auf noch groflere Schwierigkeiten. Wir beschranken
unsere Untersuchung daher auf einige besondere Félle, derentwegen dieser Exkurs
hauptséchlich unternommen wurde.

I Fiir die Determinante +1 haben wir oben gezeigt, dass alle terndren Formen in
zwei Klassen zerfallen, von denen die eine alle indefiniten, die andere alle definiten
(negativen) Formen enthélt. Daraus folgt sofort, dass zwei beliebige terndre Formen
mit der Determinante 1 dquivalent sind, wenn entweder beide definit oder beide
indefinit sind; ist dagegen die eine definit, die andere indefinit, so sind sie nicht
aquivalent (der letzte Teil gilt offenbar allgemein fiir Formen jeder Determinante). —
Ebenso sind zwei beliebige Formen mit der Determinante —1 sicher dquivalent, wenn
entweder beide definit oder beide indefinit sind. — Zwei definite Formen mit der
Determinante 2 sind stets dquivalent. Zwei indefinite sind nicht dquivalent, wenn in
der einen die ersten drei Koeffizienten alle gerade, in der anderen aber nicht alle gerade
sind; in den iibrigen Féllen (wenn in beiden die ersten drei Koeffizienten alle gerade
sind oder in keiner) sind sie dquivalent. — Auf diese Weise kénnten wir noch viel
mehr besondere Sétze angeben, wenn oben (Art. 277) mehr Beispiele ausgearbeitet
worden waren.

II. Bezeichnen f, f’ d4quivalente ternire Formen, so lisst sich in allen diesen Féllen
auch eine Transformation der einen in die andere finden. Denn in allen Féllen haben
wir oben in jeder Klasse terndrer Formen eine recht kleine Anzahl von Formen ange-
geben, auf deren eine sich jede Form derselben Klasse nach einheitlichen Methoden
zuriickfithren ldsst; dort haben wir auch gezeigt, wie sich alle diese auf eine einzige
zuriickfithren lassen. Sei F' diese Form in der Klasse, in der f, f’ liegen. Dann kann
man nach den oben gegebenen Regeln Transformationen der Formen f, f’ in F und
auch der Form F' in f, f’ finden. Daraus lassen sich nach Art. 270 Transformationen
der Form f in f’ und der Form f’ in f ableiten.

III. Es bliebe also nur zu zeigen, wie man aus einer Transformation der terniren
Form f in eine andere f’ alle moglichen Transformationen ableiten kann. Dieses
Problem héngt von einem einfacheren ab, ndmlich alle Transformationen der ternéren
Form f in sich selbst zu finden. Geht ndmlich f durch mehrere Substitutionen (7),
('), (7"") usw. in sich selbst und durch die Substitution (¢) in f’ {iber, so erhilt man
offenbar durch Verbindung der Transformation (¢) mit (7), (7), (") usw. nach Art.
270 Transformationen, durch die f jeweils in f’ iibergeht. Ferner beweist man durch
Rechnung leicht, dass jede Transformation der Form f in f’ auf diese Weise aus
der Verbindung der gegebenen Transformation (¢) der Form f in f’ mit irgendeiner
(und zwar genau einer) Transformation der Form f in sich selbst abgeleitet werden
kann. Verbindet man also die gegebene Transformation der Form f in f’ mit allen
Transformationen der Form f in sich selbst, so erhélt man alle Transformationen der
Form f in f/, und zwar jede genau einmal.
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Die Untersuchung aller Transformationen der Form f in sich selbst beschrdnken
wir hier auf den Fall, dass f eine definite Form ist, deren Koeffizienten mit den

Nummern 4,5,6 alle = 0 sind”). Sei also f = (‘%“& %H), und bezeichnen wir alle

Substitutionen, durch die f in sich selbst {ibergeht, allgemein durch

a B, v

/ / /
o, By

1 /" "
o, BTy

sodass die Gleichungen
1PN n_n_n
aca+aaa +a'd'd =a ... (Q)

G/B/B—f—a,ﬁ/ﬂ/‘i‘aﬂﬁ/lﬁﬂ:al
aﬁyﬁ)/_i_a/,y/,yl_i_a//fy/lpy/l:a//
CLO&B—‘-CL/OC/B/—FGHO//B”:O

I[N " l///_O

aoy +a oy +a oy
aﬁ'y—l—a,ﬁ/’y/—i—a//ﬂ/'y”:@

erfillt sein miissen. Nun sind drei Félle zu unterscheiden:

I. Sind a, @, o’ (die dasselbe Vorzeichen haben) alle verschieden, so nehmen wir
a <a',a <a” an (bei einer anderen Grolenfolge erhélt man dieselben Schliisse auf
genau dieselbe Weise). Dann verlangt die erste Gleichung in (€2) offenbar o = o’ =0,
also a = £1. Aus den Gleichungen 4,5 folgt dann § = 0, v = 0. Ebenso folgt aus
Gleichung 2, dass 8 = 0, also 8’ = +1 ist; aus Gleichung 6 folgt v/ = 0, und aus 3,
dass v = =+1 ist. Da die Vorzeichen unabhéngig voneinander gewéhlt werden konnen,
gibt es insgesamt 8 verschiedene Transformationen.

II. Sind von den Zahlen a, a’, a” zwei gleich, z.B. a’ = a”, die dritte aber verschie-
den, so nehmen wir an,

erstens, dass a < a’ ist. Dann gilt wie im vorigen Fall o/ = 0, o’ = 0, a = =+1,
B =10, ~v = 0. Aus den Gleichungen 2, 3,6 folgt aber leicht, dass entweder 3’ = 41,
v =0,8"=0,v"=21oder g/ =0, =1, B’ = £1, v = 0 sein muss.

Ist dagegen zweitens a > a’, so erhilt man dieselben Schliisse folgendermafien:
Aus den Gleichungen 2,3 folgt notwendig 8 = 0, v = 0, und entweder ' = =41,
v =0,6"=0,9"= 41 oder g/ =0,y = +1, 87 = +1, v = 0. Unter beiden
Voraussetzungen folgt aus den Gleichungen 4,5, dass o/ = 0, o’ = 0 ist, und aus 1,
dass @ = +£1 ist. Fiir beide Félle gibt es also 16 verschiedene Transformationen. —
Die iibrigen beiden Félle, in denen entweder a = a” oder a = d’ ist, erledigt man
genauso, indem man die Zeichen «, o/, o’ im ersten Fall jeweils mit 8, 3/, 8”, im
zweiten mit v, 7/, " vertauscht.

III. Sind alle a, a’, a” gleich, so verlangen die Gleichungen 1,2,3, dass von den
drei Zahlen «, o/, o sowie von 8, 8’, f” und auch von ~, v/, 7" jeweils zwei = 0,
die dritte = £1 sind. Aus den Gleichungen 4, 5, 6 sieht man aber leicht, dass von den

“'Die iibrigen Fille, in denen f eine definite Form ist, lassen sich auf diesen zuriickfiihren. Ist da-
gegen f eine indefinite Form, so muss man eine ganz andere Methode anwenden, und die Anzahl der
Transformationen ist unendlich.
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drei Zahlen «, 3, v nur eine = 41 sein kann; ebenso von o/, #’, v/ und von ", 3",
+". Es gibt daher nur sechs Kombinationen:

alald|d =41

a// a//
B 1p"| BB B | B | ==x1| Dieiibrigen sechs Koeffizienten = 0
/
Y Y

,Y// ,yl ,y// ,y — :l: 1

Wegen der Wahl der Vorzeichen erhilt man insgesamt 48 Transformationen. — Das-
selbe Schema umfasst auch die vorigen Félle: Von den ersten sechs Spalten darf man
aber nur die erste nehmen, wenn a, o/, a” alle verschieden sind; die erste und zweite,
wenn o' = a”; die erste und dritte, wenn a = a’; die erste und sechste, wenn a = a”
ist.

Daraus folgt: Geht die Form f = axx +d'2'2’ + a”2"2” in eine andere dquivalente
Form f’ {iber, und zwar durch die Substitution

!, 1

x:5y+€y/+<y//, x/:5/y+€/y/+<~y , m//:(s//y+€//y/+€~//y//
so sind alle Transformationen der Form f in f’ in folgendem Schema enthalten:

+(oy + ey’ +¢y")
/ x// /! / i(é/y_i_&./y/_i_g‘/y//)
j:((slly_i_glly/_‘_gllyl/)

S
8 8

S K
8 8.8
8.8
8 8 8
1 [l

Dabei missen alle ersten sechs Spalten verwendet werden, wenn a = o' = d”; die
Spalten 1 und 2, wenn a’, a” gleich und a verschieden sind; 1 und 3, wenn a = a’; 1
und 6, wenn a = a”; schliellich nur die erste Spalte, wenn a, a’, a” alle verschieden
sind. Im ersten Fall ist die Anzahl der Transformationen 48, im zweiten, dritten und
vierten 16, im fiinften 8.

*

EINIGE ANWENDUNGEN AUF DIE THEORIE DER BINAREN FORMEN.

Eine Form finden, durch deren Verdopplung eine gegebene bindre Form des
Hauptgeschlechts entsteht.

Von dieser kurzen Darstellung der ersten Grundlagen der Theorie ternidrer Formen

gehen wir zu einigen besonderen Anwendungen iiber, unter denen die folgende den
ersten Platz verdient.

290



Untersuchungen tuber héhere Arithmetik

286.

AUFGABE. Gegeben ist eine bindre Form F = (A, B,C) mit der Determinante D
aus dem Hauptgeschlecht. Gesucht ist eine bindre Form f, durch deren Verdopplung
sie entsteht.

Losung. I. Man suche eine eigentliche Darstellung der zu F entgegengesetzten Form
F' = ATT — 2BTU + CUU durch die ternidre Form xx — 2yz, etwa

r=al+BU, y=dT+pBU, 2=dT+p5'U

Dass dies moglich ist, folgt leicht aus der vorigen Theorie der terndren Formen. Da
namlich F' nach Voraussetzung zum Hauptgeschlecht gehort, gibt es einen Wert des
Ausdrucks v/(A, B, C')(mod. D). Daraus kann man eine ternire Form ¢ mit der Deter-
minante 1 finden, die (A, —B, C) als Teil enthélt. Dass alle Koeffizienten dieser Form
ganze Zahlen sind, sieht man ohne Schwierigkeit. Ebenso leicht sieht man, dass ¢
eine indefinite Form ist (denn nach Voraussetzung ist F sicher keine negative Form);
sie ist daher notwendig zur Form xx — 2yz dquivalent. Man kann also eine Transfor-
mation der letzten in die erste angeben, die eine eigentliche Darstellung der Form F’
durch xx — 2yz liefert. — Dann gilt also

A:O[O[—20/O/l, —B:aﬁ—a,ﬁ”—a”ﬁ,, C:BB_2/BIB//

Bezeichnet man ferner die Zahlen a8’ — o/, o/8" — "3, '8 — 8" mit a,b, ¢, so
haben sie keinen gemeinsamen Teiler, und es gilt D = bb — 2ac.

IT. Mithilfe der letzten Bemerkung aus Art. 235 folgt daraus leicht, dass F' durch
die Substitution 28, 8, 3, 8"; 2d/,a,a,a” in das Produkt der Form (2a,—b,c) mit
sich selbst und durch die Substitution 8,8, 3,28"; o, o, a,2¢” in das Produkt der
Form (a,—b,2c) mit sich selbst iibergeht. Nun ist der grofite gemeinsame Teiler der
Zahlen 2a, 2b, 2¢ gleich 2. Ist also ¢ ungerade, so haben 2a, 2b, ¢ keinen gemeinsamen
Teiler; mit anderen Worten, (2a,—b,c) ist eine eigentlich primitive Form. Ebenso
ist, wenn a ungerade ist, (a,—b,2c) eine eigentlich primitive Form. Im ersten Fall
entsteht F' durch Verdopplung der Form (2a, —b, ¢), im zweiten durch Verdopplung
der Form (a, —b, 2¢) (vgl. Schluss 4, Art. 235); einer dieser Fille muss aber sicher stets
eintreten. Wéren némlich beide a, ¢ gerade, so miisste b ungerade sein. Nun bestétigt
man leicht, dass 8”a+ b+ 3'c = 0, &”a+ab+d’c = 0 gilt; daraus wiirde folgen, dass
Bb, ab, also auch a und [ gerade sind. Dann wéren aber A und C gerade, entgegen
der Voraussetzung, dass F' eine Form des Hauptgeschlechts und daher von eigentlich
primitiver Ordnung ist. — Es kann iibrigens auch sein, dass sowohl a als auch ¢
ungerade sind. In diesem Fall hat man sofort zwei Formen, durch deren Verdopplung
F entsteht.

Beispiel. Gegeben sei die Form F' = (5.2,31) mit der Determinante —151. Als

Wert des Ausdrucks /(5,2,31) findet man hier (55,22); daraus folgt die ternére

Form ¢ = (151’7 3017’ _42 ) Nach den Regeln aus Art. 272 findet man dazu die dquivalen-

2, 2, 1
te Form (é (1) _01>, die in ¢ durch die Substitution {é -6, 12} iibergeht. Mithilfe

)

der Transformationen aus Art. 277 findet man dann, dass (_11 8: 8) in ¢ durch die
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3. =7, =2
Substitution {2, —51), 03} ibergeht. Es ist also a = 11, b = —17, ¢ = 20. Da a un-

)

gerade ist, entsteht F' durch Verdopplung der Form (11,17,40) und geht durch die
Substitution —1, -7, —7,—18; 2,3,3,2 in das Produkt dieser Form mit sich selbst
iber.
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Allen Charakteren, aufler den in Art. 263,264 als unmdglich erkannten, entsprechen
tatsdchlich Geschlechter.

287.

Zum Problem des vorigen Artikels fliigen wir noch die folgenden Bemerkungen
hinzu.

I. Geht die Form F' durch die Substitution p,p’,p”,p"; ¢,4',q",¢"” in das Produkt
der beiden Formen (h,i,k), (b, k") tiber (beide, wie wir stets voraussetzen, im
eigentlichen Sinn genommen), so erhélt man die folgenden Gleichungen, die sich leicht
aus Schluss 3 in Art. 235 ableiten lassen:

p"hn’ — p'h'n —p(in’ —i'n) =0
(p" —p')(in' +i'n) — p(kn’ — K'n) + p" (hn’ — h'n) = 0
okn' — p'k'n —pm(in/ . i'n) -0

sowie drei weitere, die daraus durch Vertauschen der Zahlen p, p/, p”, " mit q, ¢/,
q", ¢""" entstehen. Dabei sind n, n’ die positiven Quadratwurzeln der Quotienten, die
man erhélt, wenn man die Determinanten der Formen (h,i, k), (h',i, k") durch die
Determinante der Form F teilt. Sind also diese Formen identisch, oder gilt n = n/,
h="n,i=1,k=Fk,so gehen jene Gleichungen in die folgenden iiber:

" —pHhn=0, @' —p)in=0, (P"—-p)kn=0

Daraus folgt notwendig p’ = p”, und auf genau dieselbe Weise ¢’ = ¢”. — Gibt man
also den Formen (h,i,k), (h',4', k") dieselben Unbestimmten ¢, u und bezeichnet die
Unbestimmten der Form F' mit T, U, so geht F' durch die folgende Substitution iiber:

T = ptt + 2p'tu + p"wu, U = qtt + 2¢'tu + ¢"uu  in  (htt + 2itu + kuu)?

II. Entsteht die Form F' durch Verdopplung der Form f, so entsteht sie auch durch
Verdopplung jeder anderen Form, die mit f in derselben Klasse liegt; mit anderen
Worten, die Klasse der Form F' entsteht durch Verdopplung der Klasse der Form f
(vgl. Art. 238). So entsteht im Beispiel des vorigen Artikels (5,2,31) auch durch Ver-
dopplung der Form (11, —5,16), die zu (11, 17,40) eigentlich dquivalent ist. Aus einer
Klasse, durch deren Verdopplung die Klasse der Form F' entsteht, findet man mithilfe
von Problem 260 alle solchen Klassen (falls es mehrere gibt). In unserem Beispiel gibt
es keine andere positive Klasse dieser Art, weil nur eine positive eigentlich primitive
ambige Klasse mit der Determinante —151 existiert (ndmlich die Hauptklasse). Aus
der Komposition der einzigen negativen ambigen Klasse (—1,0, —151) mit der Klasse
(11, —5,16) entsteht die Klasse (—11,—5. — 16). Diese ist also die einzige negative
Klasse, durch deren Verdopplung die Klasse (5,2, 31) entsteht.

III. Schon die Losung des Problems im vorigen Artikel zeigt, dass jede eigentlich
primitive (positive) Klasse bindrer Formen, die zum Hauptgeschlecht gehort, durch
Verdopplung einer eigentlich primitiven Klasse derselben Determinante entstehen
kann. Der Satz aus Art. 261, der uns die Gewissheit gab, dass mindestens der Halfte
aller fiir eine gegebene nichtquadratische Determinante D zuweisbaren Charaktere
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keine eigentlich primitiven (positiven) Geschlechter entsprechen kénnen, lasst sich
nun so erweitern: Genau der Hélfte aller dieser Charaktere entsprechen tatséchlich
solche Geschlechter; der anderen Hélfte konnen also keine entsprechen (vgl. den Be-
weis jenes Satzes). In Art. 264 wurden alle diese zuweisbaren Charaktere gleichméfig
in zwei Arten P, Q aufgeteilt. Von den letzteren () wurde bewiesen, dass sie kei-
nen eigentlich primitiven (positiven) Formen entsprechen kénnen; bei den tibrigen P
blieb dagegen ungewiss, ob jedem tatséchlich stets ein Geschlecht entspricht. Dieser
Zweifel ist nun ganz beseitigt, und wir sind sicher, dass es in der gesamten Menge
der Charaktere P keinen gibt, dem kein Geschlecht entspricht. — Daraus folgt auch
leicht, dass bei negativer Determinante in der negativen eigentlich primitiven Ord-
nung, in der nach Art. 264, [ alle P unmoéglich und nur die @ méglich sind, tatsédchlich
alle @ moglich sind. Bezeichne ndmlich K einen beliebigen Charakter aus @), f eine
beliebige Form aus der negativen eigentlich primitiven Ordnung der Formen mit der
Determinante D und K’ ihren Charakter, so liegt dieser in Q. Daraus sieht man
leicht, dass der aus K, K’ nach Art. 246 zusammengesetzte Charakter zu P gehort.
Es gibt also positive eigentlich primitive Formen mit der Determinante D, die ihm
entsprechen. Aus der Komposition einer solchen Form mit f entsteht offenbar eine
negative eigentlich primitive Form mit der Determinante D, deren Charakter K ist.
— Auf genau dieselbe Weise zeigt man, dass in der uneigentlich primitiven Ordnung
diejenigen Charaktere, die nach den Regeln aus Art. 264 II, III als einzig mogliche
gefunden werden, alle moglich sind, ob sie nun P oder () sind. — Diese Satze gehoren,
wenn wir uns nicht sehr irren, zu den schonsten in der Theorie der bindren Formen,
umso mehr, als sie bei grofiter Einfachheit doch so tief verborgen liegen, dass man
ohne die Hilfe so vieler anderer Untersuchungen keinen strengen Beweis fiir sie geben
kann.

Theorie der Zerlegung von Zahlen und bindren Formen in drei Quadrate.

Wir gehen nun zu einer anderen Anwendung des vorigen Exkurses iiber: der Zerle-
gung von Zahlen und bindren Formen in drei Quadrate. Wir stellen ihr das folgende
Problem voran.

288.

AUFGABE. Sei M eine positive Zahl. Gesucht sind die Bedingungen, unter denen
primitive negative bindre Formen mit der Determinante —M existieren kénnen, die
quadratische Reste von M sind, das heifit, fiir die 1 eine charakteristische Zahl ist.

Léosung. Bezeichnen wir mit €2 die Gesamtheit aller besonderen Charaktere, die sich
aus den Beziehungen der Zahl 1 sowohl zu den einzelnen (ungeraden) Primteilern von
M als auch zur Zahl 8 oder 4 ergeben, wenn diese M teilt. Diese Charaktere sind
offenbar Rp, Rp’, Rp” usw., wobei p, p, p” usw. jene Primteiler bezeichnen; ferner
1,4 bei Teilbarkeit durch 4 und 1,8, wenn 8 die Zahl M teilt. Aulerdem verwenden
wir die Buchstaben P, ) im selben Sinn wie im vorigen Artikel oder in Art. 264. Nun
unterscheiden wir die folgenden Félle.

I. Ist M durch 4 teilbar, so ist € ein vollstindiger Charakter. Nach Art. 233 V
kann 1 nur fiir solche Formen eine charakteristische Zahl sein, deren Charakter 2
ist. Nun ist Q offenbar der Charakter der Hauptform (1,0, M), gehort also zu P und
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kann daher keiner eigentlich primitiven negativen Form zukommen. Da es fiir eine
solche Determinante keine uneigentlich primitiven Formen gibt, gibt es in diesem Fall
iiberhaupt keine primitiven negativen Formen, die Reste von M sind.

II. Ist M = 3 (mod. 4), so gelten genau dieselben Uberlegungen, mit der einzigen
Ausnahme, dass in diesem Fall die uneigentlich primitive negative Ordnung existiert.
In ihr sind die Charaktere P moglich oder unmoglich, je nachdem M = 3 oder
= 7 (mod. 8) ist; vgl. Art. 264, III. Im ersten Fall gibt es also in dieser Ordnung
ein Geschlecht mit dem Charakter €2, sodass 1 eine charakteristische Zahl aller darin
enthaltenen Formen ist. Im zweiten Fall kann es iiberhaupt keine negativen Formen
mit dieser Eigenschaft geben.

III. Ist M =1 (mod. 4), so ist 2 noch kein vollstdndiger Charakter; die Beziehung
zur Zahl 4 muss hinzukommen. Offenbar muss aber 2 im Charakter einer Form
enthalten sein, deren charakteristische Zahl 1 ist; umgekehrt hat jede Form, deren
Charakter entweder §2; 1,4 oder ; 3,4 ist, die charakteristische Zahl 1. Nun ist
Q; 1,4 offenbar der Charakter des Hauptgeschlechts, der zu P gehort und somit in
der negativen eigentlich primitiven Ordnung unmdoglich ist. Aus demselben Grund
gehort Q; 3,4 zu @ (Art. 263), sodass ihm in der negativen eigentlich primitiven
Ordnung ein Geschlecht entspricht, dessen Formen alle die charakteristische Zahl 1
haben. Die uneigentlich primitive Ordnung gibt es in diesem Fall ebenso wenig wie
im folgenden.

IV. Ist M = 2 (mod. 4), so muss zu ) die Beziehung zu 8 hinzukommen, damit
der Charakter vollstdndig wird, ndmlich entweder 1 und 3,8 oder 5 und 7,8, wenn
M = 2 (mod. 8), und entweder 1 und 7,8 oder 3 und5,8, wenn M = 6 (mod. 8) ist.
Im ersten Fall gehort der Charakter €2; 1 und 3,8 offenbar zu P, also €; 5 und 7,8
zu @, sodass ihm ein negatives eigentlich primitives Geschlecht entspricht. Ebenso
gibt es im zweiten Fall ein Geschlecht in der negativen eigentlich primitiven Ordnung,
dessen Formen die vorgeschriebene Eigenschaft haben, ndmlich mit dem Charakter
Q; 3undb,8.

Daraus folgt, dass primitive negative Formen mit der Determinante —M, deren
charakteristische Zahl 1 ist, existieren, wenn M einer der Zahlen 1, 2, 3, 5, 6 modulo 8
kongruent ist, und zwar stets in einem einzigen Geschlecht, das uneigentlich ist, wenn
M = 3. Solche Formen gibt es tiberhaupt nicht, wenn M =0, 4 oder 7 (mod. 8). Ist
ferner (—a, —b, —c) eine primitive negative Form mit der charakteristischen Zahl 41,
so ist (a, b, c) offenbar eine primitive positive Form mit der charakteristischen Zahl
—1. In den ersten fiinf Fallen (wenn M = 1,2,3,5,6) gibt es also ein primitives
positives Geschlecht, dessen Formen die charakteristische Zahl —1 haben, und zwar
fiir M = 3 ein uneigentliches. In den iibrigen drei Fallen (wenn M = 0,4,7) kann es
iiberhaupt keine solchen positiven Formen geben.
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289.

Aus der allgemeinen Theorie in Art. 282 folgt fiir die eigentlichen Darstellungen
bindrer Formen durch die ternire Form xx + yy + zz = f Folgendes.

I. Eine bindre Form ¢ kann nur dann durch f eigentlich dargestellt werden, wenn
sie eine primitive positive Form ist und —1 (also die Determinante der Form f) ihre
charakteristische Zahl ist. Daher gibt es bei positiver Determinante und ebenso bei
negativer Determinante —M, wenn M entweder durch 4 teilbar oder von der Form
8n + 7 ist, keine durch f eigentlich darstellbaren bindren Formen.

II. Ist dagegen ¢ = (p,q,r) eine primitive positive Form mit der Determinante
—M und —1 eine charakteristische Zahl der Form ¢, also auch der entgegengesetzten
Form (p, —q, 1), so gibt es eigentliche Darstellungen der Form ¢ durch f, die zu jedem
gegebenen Wert des Ausdrucks / — (p, —¢q,r) gehoren. Denn alle Koeffizienten der
terndren Form ¢ mit der Determinante —1 (Art. 283) sind notwendig ganzzahlig, und
g ist eine definite Form, also sicher zu f dquivalent (Art. 285, I).

III. Nach Art. 283, I1I ist die Anzahl aller Darstellungen, die zu demselben Wert des
Ausdrucks v/—(p, —q, r) gehoren, in allen Féllen aufler M = 1 und M = 2 ebenso grofl
wie die Anzahl der Transformationen der Form f in g, also nach Art. 285 = 48. Daraus
erkennt man auch: Hat man eine zu einem gegebenen Wert gehorende Darstellung,
so erhélt man die iibrigen 47, indem man die Werte von x, y, z auf alle méglichen
Arten miteinander vertauscht und ihre Vorzeichen umkehrt. Alle 48 Darstellungen
ergeben daher eine einzige Zerlegung der Form ¢ in drei Quadrate, wenn man nur die
Quadrate selbst betrachtet, ohne ihre Reihenfolge oder die Vorzeichen ihrer Wurzeln
zu beriicksichtigen.

IV. Die Anzahl aller verschiedenen ungeraden Primzahlen, die M teilen, sei = pu.
Aus Art. 233 folgt leicht, dass die Anzahl aller verschiedenen Werte des Ausdrucks
v — (p, —q,r)(mod. M) = 2" ist. Nach Art. 283 braucht man davon nur die Hélfte
zu betrachten (wenn M > 2). Die Anzahl aller eigentlichen Darstellungen der Form
¢ durch f ist daher = 48.2#~1 = 3.2¢%3 die Anzahl der verschiedenen Zerlegungen
in drei Quadrate aber = 2+~

Beispiel. Sei ¢ = 19tt + 6tu + 41luu, also M = 770. Hier muss man die folgenden
vier Werte des Ausdrucks /— (19, —3,41)(mod. 770) betrachten (Art. 283): (39, 237),
(171, -27), (269, —83), (291, —127). Um die zum Wert (39, 237) gehérenden Darstel-

lungen zu finden, bestimmt man zuerst die terndre Form <1397’ 4617’ 3) = g. Nach den

1, —6, =0
Regeln aus Art. 272, 275 geht f durch die Substitution ,g’ f% %} in sie iiber.

Daraus erhélt man die folgende Darstellung der Form ¢ durch f:
r=t—6u, y=-3t—2u z=-3t—u

Die iibrigen 47 zum selben Wert gehérenden Darstellungen, die durch Vertauschen
dieser Werte und Umkehren ihrer Vorzeichen entstehen, schreiben wir der Kiirze
wegen nicht auf. Alle 48 Darstellungen ergeben dieselbe Zerlegung der Form ¢ in die
drei Quadrate

tt — 12tu 4 36uw, 9tt + 12tu + 4duu, 9tt + 6tu + uu
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Auf genau dieselbe Weise liefert der Wert (171, —27) die Zerlegung in die Quadrate
(3t+5u)?, (3t—4u)?, tt; der Wert (269, —83) liefert (t+6u)?+ (3t +u)? 4 (3t —2u)? und
schlieBlich der Wert (291, —127) die Zerlegung (t+3u)? + (3t +4u)? + (3t — 4u)?. Jede
dieser Zerlegungen entspricht 48 Darstellungen. — Aufler diesen 192 Darstellungen
oder vier Zerlegungen gibt es keine weiteren, da 770 durch kein Quadrat teilbar ist
und somit keine uneigentlichen Darstellungen existieren kénnen.

290.

Die Formen mit den Determinanten —1 und —2, fiir die gewisse Ausnahmen galten,
besprechen wir kurz gesondert. Zunéchst die allgemeine Bemerkung: Sind ¢, ¢’ belie-
bige dquivalente bindre Formen und (©) eine gegebene Transformation der ersten in
die zweite, so ergibt die Verbindung einer beliebigen Darstellung der Form ¢ durch
eine ternire Form f mit der Substitution (0) eine Darstellung der Form ¢’ durch f.
Dabei entstehen aus eigentlichen Darstellungen von ¢ eigentliche Darstellungen von
¢, aus verschiedenen verschiedene und schliefllich aus allen sdmtliche. All dies lésst
sich sehr leicht durch Rechnung bestéatigen. Die eine der Formen ¢, ¢’ lasst sich also
auf genauso viele Arten durch f darstellen wie die andere.

I. Sei zuerst ¢ = tt + uu und ¢’ eine beliebige andere positive bindre Form mit
der Determinante —1, zu der ¢ daher dquivalent ist. Es gehe ¢ in ¢’ durch die Sub-
stitution ¢t = at’ + fu’, u = yt' + du’ iiber. Die Form ¢ wird durch die ternare Form
f = zz + yy 4+ zz dargestellt, wenn man = = ¢, y = u, z = 0 setzt. Durch Vertau-
schen von z,, z entstehen daraus sechs Darstellungen und aus jeder durch Andern
der Vorzeichen von t, u wiederum vier. So erhélt man insgesamt 24 verschiedene
Darstellungen, denen eine einzige Zerlegung in drei Quadrate entspricht; dass es kei-
ne weiteren Darstellungen geben kann, sieht man leicht. Daher lasst sich auch die
Form ¢ nur auf eine einzige Weise in drei Quadrate zerlegen, nimlich in (at’ + Bu’)?,
(yt' + 6u/)? und 0. Diese Zerlegung entspricht 24 Darstellungen.

II. Sei ¢ = tt + 2uu und ¢’ eine beliebige andere positive bindre Form mit der
Determinante —2, in die ¢ durch die Substitution t = at’ + fu’, u = ~t' + ou’
iibergeht. Dann folgt wie im vorigen Fall, dass sich ¢ und somit auch ¢’ nur auf
eine einzige Weise in drei Quadrate zerlegen lasst: ¢ in ¢t + uu + wu und ¢’ in
(at’ 4+ Bu')? + (4t + du')? + (4t + du’)%. Dass eine solche Zerlegung 24 Darstellungen
entspricht, sieht man leicht.

Daraus folgt, dass die bindren Formen mit den Determinanten —1 und —2 hin-
sichtlich der Anzahl ihrer Darstellungen durch die terndre Form xx + yy + zz mit
den anderen bindren Formen vollig {ibereinstimmen. Denn in beiden Fallen ist p = 0,
und die Formel aus IV des vorigen Artikels ergibt tatséchlich 24 Darstellungen. Der
Grund dafir ist, dass sich die beiden Ausnahmen, denen solche Formen unterlagen,
gegenseitig ausgleichen.

Die Anwendung der in Art. 284 entwickelten allgemeinen Theorie der uneigentli-
chen Darstellungen auf die Form zx + yy + zz lassen wir der Kiirze wegen weg.
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291.

Die Aufgabe, alle eigentlichen Darstellungen einer gegebenen positiven Zahl M
durch die Form zz 4+ yy + zz zu finden, wird nach Art. 281 zunéchst auf die Suche
nach den eigentlichen Darstellungen der Zahl —M durch die Form —zx —yy—zz = f
zuriickgefiihrt. Diese erhédlt man nach den Regeln aus Art. 280 wie folgt.

I. Man bestimme alle Klassen bindrer Formen mit der Determinante —M, deren
Formen sich durch XX +YY + ZZ = F (die terndre Form, deren Adjunkte f ist)
eigentlich darstellen lassen. Ist M = 0, 4 oder 7 (mod. 8), so gibt es nach Art. 288
keine solchen Klassen, und M lasst sich daher nicht in drei Quadrate ohne gemein-
samen Teiler zerlegen*). Ist dagegen M = 1, 2, 5 oder 6, so gibt es ein positives
eigentlich primitives Geschlecht, und bei M = 3 ein uneigentlich primitives, das alle
diese Klassen umfasst. Thre Anzahl bezeichnen wir mit k.

II. Nun wéhle man aus diesen Klassen beliebig & Formen, aus jeder eine, und
bezeichne sie mit o, ¢, ¢” usw. Man bestimme samtliche eigentlichen Darstellungen
aller dieser Formen durch F. Ihre Anzahl ist daher 3.2¢t3k = K, wobei u die
Anzahl der (ungeraden) Primfaktoren von M bezeichnet. Schlieflich leite man aus
jeder solchen Darstellung, etwa

X=mt+nu, Y=mt+n'u, Z=m"t+n"u

die folgende Darstellung von M durch zx + yy + zz ab:

z=m'n" —m"n, y=m"n—mn", z=mn—mn
Die Gesamtheit dieser K Darstellungen, die wir mit {2 bezeichnen, enthélt notwendig
samtliche Darstellungen von M.

III. Es bleibt also nur zu untersuchen, ob in  identische Darstellungen auftreten
kénnen. Nach Art. 280, I1I sind die Darstellungen in €, die aus verschiedenen Formen,
zum Beispiel aus ¢ und ¢, hergeleitet wurden, notwendig verschieden. Es bleibt daher
nur die Frage, ob verschiedene Darstellungen derselben Form, zum Beispiel von ¢,
durch F' identische Darstellungen der Zahl M durch zx + yy + 2z ergeben kénnen.
Nun ist sofort klar: Kommt unter den Darstellungen von ¢ die folgende vor,

X=mt+nu, Y=mt+n'u, Z=m"t+n"v ... (r)
so auch diese:
X=-mt—nu, Y=-mt—nu, Z=-m"t—n"u ...

Aus beiden folgt dieselbe Darstellung von M, die wir mit (R) bezeichnen. Wir unter-
suchen also, ob sich dieselbe (R) noch aus anderen Darstellungen der Form ¢ ergeben

“Diese Unmoglichkeit folgt auch daraus, dass die Summe dreier ungerader Quadrate notwendig
= 3 (mod. 8) ist; die Summe zweier ungerader und eines geraden Quadrats ist entweder = 2 oder
= 6; die Summe eines ungeraden und zweier gerader Quadrate entweder = 1 oder = 5; schliefflich
die Summe dreier gerader Quadrate entweder = 0 oder = 4. Im letzten Fall ist die Darstellung aber
offenbar uneigentlich.
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kann. Setzt man in Art. 280, IIT x = ¢, so folgt leicht: Werden alle eigentlichen Trans-
formationen der Form ¢ in sich selbst durch

t=at+ Pu, u=~vyt+du
gegeben, so werden alle Darstellungen der Form ¢, aus denen R folgt, durch

z = (am+yn)t + (Bm + dn)u
y = (am’ +yn' )t + (Bm' + on')u
z = (am” + 0"t + (Bm" + 0" )u

ausgedriickt. Aus der in Art. 179 entwickelten Theorie der Transformationen binérer
Formen mit negativer Determinante folgt aber, dass es in allen Féllen aufler M =1
und M = 3 nur zwei eigentliche Transformationen der Form ¢ in sich selbst gibt,
namlich o, 8,7, =1,0,0,1 und = —1,0,0, —1. (Da ¢ eine primitive Form ist, ist das
in Art. 179 mit m Bezeichnete entweder 1 oder 2. Abgesehen von den Ausnahmeféllen
gilt dort also sicher (1).) Somit kann (R) nur aus r, 7’ entstehen. Jede eigentliche
Darstellung der Zahl M kommt daher in €2 zweimal und nicht 6fter vor, und die
Anzahl aller verschiedenen eigentlichen Darstellungen von M ist %K = 3. 2HF2,

Fiir die Ausnahmefélle ist die Anzahl der eigentlichen Transformationen der Form
© in sich selbst nach Art. 179 gleich 4 fiir M = 1 und 6 fiir M = 3. Tatséchlich
bestéatigt man leicht, dass die Anzahlen der eigentlichen Darstellungen der Zahlen 1,
3 gleich %K bzw. %K sind. Jede dieser Zahlen lasst sich ndmlich nur auf eine einzige
Weise in drei Quadrate zerlegen: 1in 14+0+0 und 3 in 1+ 1+ 1. Die Zerlegung von 1
liefert sechs, die von 3 acht verschiedene Darstellungen. Dabei ist K = 24 fir M =1
(wobei p =0, k=1) und =48 fiir M =3 (wobei p =1, k =1).

Auflerdem bemerken wir: Bezeichnet h die Anzahl der Klassen im Hauptgeschlecht,
der nach Art. 252 die Anzahl der Klassen in jedem anderen eigentlich primitiven
Geschlecht gleich ist, so ist k = h fiir M =1, 2, 5 oder 6 (mod. 8), aber k = %h fir
M = 3 (mod. 8), mit der einzigen Ausnahme M = 3, wo k = h = 1 ist. Fiir Zahlen
der Form 8n + 3 ist die Anzahl der Darstellungen also allgemein = 2#+2h, da sich
bei der Zahl 3 die beiden Ausnahmen gegenseitig ausgleichen.
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292.

Die Zerlegungen von Zahlen in drei Quadrate unterscheiden wir (wie oben bei den
bindren Formen) von den Darstellungen durch die Form zz + yy + zz so, dass wir
bei jenen nur die Grole der Quadrate, bei diesen aber auch ihre Reihenfolge und die
Vorzeichen ihrer Wurzeln betrachten. Wir halten also die Darstellungen = a, y = b,
z=cund z =d', y =V, 2 = ¢ fiir verschieden, sofern nicht zugleich a = a’, b = ¥/,
¢ =  gilt. Die Zerlegungen in aa + bb + cc und in a’a’ + V'V + /¢ gelten dagegen
als eine, wenn diese Quadrate jenen ohne Riicksicht auf die Reihenfolge gleich sind.
Daraus folgt:

L. Eine Zerlegung der Zahl M in die Quadrate aa+bb+ cc entspricht 48 Darstellun-
gen, wenn keines = 0 und alle ungleich sind; aber 24, wenn entweder eines = 0 und die
iibrigen ungleich sind, oder keines = 0 ist und zwei gleich sind. Sind dagegen in einer
Zerlegung der gegebenen Zahl in drei Quadrate zwei davon = 0, oder eines = 0 und
die iibrigen gleich, oder alle gleich, so entspricht sie 6, oder 12, oder 8 Darstellungen.
Dies kann aber nur in den besonderen Féllen M = 1, 2 bzw. 3 vorkommen, sofern
die Darstellungen eigentlich sein sollen. Diese Félle seien ausgeschlossen. Die Anzahl
aller Zerlegungen der Zahl M in drei Quadrate (ohne gemeinsamen Teiler) sei E, und
darunter seien e, in denen ein Quadrat 0 ist, sowie €/, in denen zwei Quadrate gleich
sind. Jene kann man auch als Zerlegungen in zwei Quadrate, diese als Zerlegungen
in ein Quadrat und das Doppelte eines Quadrats ansehen. Dann ist die Anzahl aller
eigentlichen Darstellungen der Zahl M durch zx + yy + 2z

=24(e+e)+48(E —e—¢€') =48F — 24(e + ¢)

Aus der Theorie der bindren Formen folgt aber leicht, dass e entweder = 0 oder
= 2¢~1 ist, je nachdem —1 quadratischer Nichtrest oder Rest von M ist; ebenso
¢/ = 0 oder = 271, je nachdem —2 Nichtrest oder Rest von M ist. Dabei bezeichnet
w die Anzahl der (ungeraden) Primfaktoren von M (vgl. Art. 182; eine ausfiihrlichere
Darstellung lassen wir hier weg). Daraus folgt leicht:

E =2+ 2, wenn —1 und —2 beide N.R. von M sind;
E =2""2(k +2), wenn beide Zahlen Reste sind; schlieBlich
E =2""2(k+1), wenn eine Zahl Rest, die andere Nichtrest ist.

In den ausgeschlossenen Féllen M = 1 und M = 2 wiirde diese Formel E = % ergeben,
wahrend F = 1 sein muss; fiir M = 3 ergibt sich dagegen richtig F = 1, da sich die
Ausnahmen gegenseitig ausgleichen.

Ist also M eine Primzahl, so ist u =1, also E = 3(k +2), wenn M =1 (mod. 8);
E = {(k+1), wenn M = 3 oder = 5. Diese besonderen Sitze hat der berithmte Le
Gendre durch Induktion gefunden und in seiner schon 6fter angefiihrten ausgezeich-
neten Abhandlung Hist. de I’Ac. de Paris 1785, S. 530 ff. mitgeteilt, wenn auch in
etwas anderer Form. Der Grund liegt vor allem darin, dass er die eigentliche von der
uneigentlichen Aquivalenz nicht unterschieden und daher entgegengesetzte Klassen
zusammengefasst hat.

II. Um alle Zerlegungen der Zahl M in drei Quadrate (ohne gemeinsamen Teiler)
zu finden, braucht man nicht sédmtliche eigentlichen Darstellungen aller Formen ¢,
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¢, ¢" zu bestimmen. Zunichst bestitigt man leicht, dass alle (48) Darstellungen
der Form ¢, die zu demselben Wert des Ausdrucks y/ — (p, —¢q,r) gehoren (wobei
v = (p,q,r) gesetzt wird), dieselbe Zerlegung der Zahl M ergeben. Daher gentigt
es, eine davon zu haben, oder, was auf dasselbe hinauslauft, nur alle verschiedenen
Zerlegungen”) der Form ¢ in drei Quadrate aufzuschreiben; ebenso bei den iibrigen
¢, ¢" usw. Gehort ferner ¢ zu einer nichtambigen Klasse, so darf man die aus der
entgegengesetzten Klasse gewéhlte Form ganz iibergehen; von zwei entgegengesetzten
Klassen gentiigt es also, eine einzige zu betrachten. Da die Wahl der Form aus jeder
Klasse ganz beliebig ist, nehmen wir an, aus der zur Klasse von ¢ entgegengesetzten
Klasse werde die zu ¢ entgegengesetzte Form gewéhlt, und diese sei = ¢’. Dann sieht
man ohne Miihe: Werden die eigentlichen Zerlegungen der Form ¢ allgemein durch

(gt + hu)® + (g't + Wu)* + ("t + h'"u)?
gegeben, so werden alle Zerlegungen der Form ¢’ durch
(gt — hu)? + (g't — K'u)* + (¢t — h'"u)?

ausgedriickt, und aus diesen folgen dieselben Zerlegungen der Zahl M wie aus jenen.
Ist schliellich ¢ eine Form aus einer ambigen Klasse, die aber weder der Haupt-
klasse angehort noch zu der Form (2,0, M) oder (2,1, 3(M + 1)) dquivalent ist (je
nachdem M gerade oder ungerade ist), so darf man von den Werten des Ausdrucks
Vv — (p, —q,r) die Hilfte weglassen. Der Kiirze wegen erkliaren wir diese Abkiirzung
hier aber nicht nédher. — Dieselben Abkiirzungen lassen sich auch verwenden, wenn
samtliche eigentlichen Darstellungen von M durch zx + yy + zz gesucht sind, da sich
diese sehr leicht aus den Zerlegungen ergeben.

Als Beispiel suchen wir alle Zerlegungen der Zahl 770 in drei Quadrate. Hier ist
uw=3,e=¢e =0,also E = 2k. Aus der Klassifikation der positiven bindren Formen
mit der Determinante —770, die wir der Kiirze wegen weglassen, da sie jeder nach Art.
231 leicht aufstellen kann, ergibt sich die Anzahl der positiven Klassen = 32. Alle
sind eigentlich primitiv und auf 8 Geschlechter verteilt, sodass k£ = 4 und daher £ = 8
ist. Das Geschlecht mit der charakteristischen Zahl —1 muss beziiglich der Zahlen
5,7,11 offenbar die besonderen Charaktere R5; N7; N11 haben. Daraus folgt nach
Art. 263 leicht, dass sein Charakter beziiglich der Zahl 8 gleich 1 und 3, 8 sein muss.
Nun finden sich in dem Geschlecht mit dem Charakter 1 und 3, 8; R5; N7; N11
vier Klassen, als deren Vertreter wir die Formen (6,2,129), (6,—2,129), (19, 3,41),
19, —3,41) wihlen. Die zweite und vierte Klasse lassen wir aber als entgegengesetzte
der ersten und dritten weg. Vier Zerlegungen der Form (19, 3,41) haben wir schon
in Art. 289 angegeben; daraus folgen die Zerlegungen der Zahl 770 in 9 + 361 + 400,
16 + 25 + 729, 81 + 400 + 289, 576 + 169 + 25. Ebenso findet man vier Zerlegungen

“'Dabei ist stets etgentliche mitzudenken, wenn man diesen Ausdruck von den Darstellungen auf die
Zerlegungen tibertragen will.

301



Untersuchungen tuber héhere Arithmetik

der Form 6tt + 4tu + 129uu in

(t — 8u)? + (2t +u)* + (¢t + 8u)?,
(t — 10u)? + (2t + 5u)® + (t + 2u)?
(2t — 5u)? + (t + 10u)? + (t + 2u)?,

(2t + Tu)? + (t — 8u)? + (t — 4u)?

die der Reihe nach aus den folgenden Werten des Ausdrucks y/ — (6, —2, 129) entste-
hen: (48,369), (62,—149), (92,—159), (202,61). Daraus folgen die Zerlegungen der
Zahl 770 in 225 + 256 + 289, 1 + 144 + 625, 64 + 81 + 625, 16 + 225 + 529. Aufler
diesen acht Zerlegungen gibt es keine weiteren.

Was die Zerlegungen von Zahlen in drei Quadrate mit gemeinsamen Teilern betrifft,
so folgt dies so leicht aus der allgemeinen Theorie in Art. 281, dass wir uns dabei
nicht aufzuhalten brauchen.

Beweis der Sditze von Fermat, dass sich jede ganze Zahl in drei Dreieckszahlen oder
vier Quadrate zerlegen ldsst.

293.

Die vorigen Untersuchungen liefern auch einen Beweis des berithmten Satzes, dass
sich jede positive ganze Zahl in drei Dreieckszahlen zerlegen ldisst, den Fermat schon
vor langer Zeit gefunden hat, fiir den aber bisher ein strenger Beweis fehlte. Offenbar
ergibt jede Zerlegung der Zahl M in Dreieckszahlen

te(z+1)+ Syly+ 1)+ 32(z2 + 1)
eine Zerlegung der Zahl 8 M + 3 in drei ungerade Quadrate
2z +1)% + 2y + 1)* + (22 + 1)?

und umgekehrt. Nach der vorigen Theorie léasst sich aber jede positive ganze Zahl
8M + 3 in drei Quadrate zerlegen, die notwendig ungerade sind (vgl. die Anmerkung
zu Art. 291). Die Anzahl der Zerlegungen hingt sowohl von der Anzahl der Primfak-
toren von 8M + 3 als auch von der Anzahl der Klassen ab, in die sich die binéren
Formen mit der Determinante —(8M + 3) verteilen. Ebenso viele Zerlegungen der
Zahl M in drei Dreieckszahlen gibt es. Wir setzen dabei voraus, dass %x(w + 1) fiir
jeden ganzzahligen Wert von x als Dreieckszahl angesehen wird. Wollte man die Null
lieber ausschlieflen, miisste man den Satz so dndern: Jede positive ganze Zahl ist
entweder selbst eine Dreieckszahl oder lésst sich in zwei oder drei Dreieckszahlen zer-
legen. Eine dhnliche Anderung wire beim folgenden Satz nétig, wenn man die Null
von den Quadraten ausschlieen wollte.

Aus denselben Grundsétzen folgt ein anderer Satz von Fermat: Jede positive ganze
Zahl lisst sich in vier Quadrate zerlegen. Zieht man von einer Zahl der Form 4n +
2 ein beliebiges Quadrat (das kleiner als diese Zahl ist), von einer Zahl der Form
4n + 1 ein gerades Quadrat und von einer Zahl der Form 4n + 3 ein ungerades
Quadrat ab, so ldsst sich der Rest in allen diesen Féllen in drei Quadrate zerlegen,
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die gegebene Zahl also in vier. Schliefllich kann man eine Zahl der Form 4n als 4# N
darstellen, wobei N zu einer der drei vorigen Formen gehort. Mit der Zerlegung von
N in vier Quadrate ist auch 4*N zerlegt. Von einer Zahl der Form 8n + 3 kann
man auch ein Quadrat mit durch vier teilbarer Wurzel abziehen, von einer Zahl
der Form 8n + 7 ein Quadrat, dessen Wurzel das Doppelte einer ungeraden Zahl
ist, und von einer Zahl der Form 8n + 4 ein ungerades Quadrat; der Rest ldsst sich
dann in drei Quadrate zerlegen. Ubrigens hatte der beriihmte La Grange diesen Satz
schon bewiesen, Nouv. Mém. de I’Ac. de Berlin 1770, S. 123. Diesen von unserem
ganz verschiedenen Beweis hat der beriihmte Euler in Actis Ac. Petr. Vol. 11, S. 48
ausfithrlicher erkldrt. — Andere Sitze Fermats, die gewissermafien die Fortsetzung
dieser Sétze bilden, ndmlich dass sich jede ganze Zahl in fiinf Fiinfeckszahlen, sechs
Sechseckszahlen, sieben Siebeneckszahlen usw. zerlegen lasst, sind bisher unbewiesen
und scheinen tiefer liegende Grundsétze zu erfordern.

303



Untersuchungen tuber héhere Arithmetik

Liosung der Gleichung axx + byy + czz = 0.

294.

SATZ. Seien a, b, ¢ paarweise teilerfremde Zahlen, von denen keine = 0 oder durch
ein Quadrat teilbar ist. Die Gleichung

arxx +byy +czz=0...(Q)

besitzt keine ganzzahlige Losung (aufler x =y = z = 0, die wir nicht beriicksichtigen),
sofern nicht —bc, —ac, —ab quadratische Reste von a, b, ¢ der Reihe nach sind und diese
Zahlen nicht alle dasselbe Vorzeichen haben. Sind diese vier Bedingungen aber erfillt,
so ist () in ganzen Zahlen losbar.

Beweis. Ist () iiberhaupt in ganzen Zahlen 16sbar, so auch durch Werte von z, y, z,
die keinen gemeinsamen Teiler haben. Denn beliebige Werte, die der Gleichung §2
genligen, geniigen ihr auch nach Division durch ihren grofiten gemeinsamen Teiler.
Nehmen wir nun app + bgq + crr = 0 an und seien p, ¢, 7 ohne gemeinsamen Teiler, so
sind sie auch paarweise teilerfremd. Hatten ndmlich ¢, r einen gemeinsamen Teiler u,
so ware dieser zu p teilerfremd, aber pu wiirde app und somit auch a teilen, entgegen
der Voraussetzung. Ebenso sind p,r; p,q paarweise teilerfremd. Daher wird —app
durch die bindre Form byy + czz dargestellt, indem man y, z die teilerfremden Werte
q, 7 gibt. IThre Determinante —bc ist somit quadratischer Rest von app und daher auch
von a (Art. 154). Ebenso ist —acRb, —abRc. Dass aber (€2) keine Losung haben kann,
wenn a, b, ¢ dasselbe Vorzeichen haben, ist so offensichtlich, dass es keiner Erklarung
bedarf.

Den Beweis der Umkehrung, die den zweiten Teil des Satzes bildet, richten wir

so ein: Zuerst zeigen wir, wie man eine zu (3’0’8> ... f aquivalente ternidre Form
bl

findet, deren Koeffizienten 2, 3,4 durch abc teilbar sind. Daraus leiten wir zweitens
eine Losung der Gleichung (€2) ab.

I. Man bestimme drei ganze Zahlen A, B, C ohne gemeinsamen Teiler so, dass A
zu b und ¢, B zu a und ¢, C zu a und b teilerfremd ist, wihrend a AA + bBB + cCC
durch abe teilbar ist. Dies erreicht man wie folgt. Seien 2, 8, € Werte der Ausdriicke
v/ —be (mod a), / —ac (mod b), \/ —ab (mod ¢), die notwendig zu a, b, ¢ der Reihe
nach teilerfremd sind. Man wéahle drei ganze Zahlen a, b, ¢ ganz beliebig, nur so, dass
sie der Reihe nach zu a, b, ¢ teilerfremd sind (zum Beispiel alle = 1), und bestimme
A, B, C so, dass

A=bc (modb) und =c¢€ (mod c)
B=ca (modc) und =a2 (mod a)
C=ab (moda) und =b6%B (mod d)

Dann ist
aAA+ bBB + cCC = aa(b2A2A + cbd)

= aa(bAA — AAb) =0 (mod a)
also durch a teilbar, ebenso durch b,¢ und somit auch durch abc. Auflerdem ist

offenbar A notwendig zu b und ¢, B zu a und ¢, C' zu a und b teilerfremd. Haben
diese Werte von A, B,C aber einen (grofiten) gemeinsamen Teiler u, so ist dieser
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offenbar zu a, b, ¢ und somit zu abe teilerfremd. Durch Division jener Werte durch p
erhalten wir daher neue ohne gemeinsamen Teiler, die fiir a AA+bBB+cCC weiterhin
einen durch abc teilbaren Wert ergeben und somit alle Bedingungen erfiillen.

II. Sind die Zahlen A, B,C so bestimmt, so haben auch Aa, Bb, Cc keinen ge-
meinsamen Teiler. Hatten sie ndmlich einen gemeinsamen Teiler u, so wire dieser
notwendig zu a teilerfremd (da dieses sowohl zu Bb als auch zu Cec teilerfremd ist)
und ebenso zu b und ¢. Daher miisste p auch A, B, C teilen, entgegen der Vorausset-
zung. Man kann also ganze Zahlen «, 3, finden, sodass aAa + SBb+ vCc = 1 ist.
Ferner bestimme man sechs ganze Zahlen o, 3,7/, a”, 5"”,~" so, dass

5/7// _ ’Y,,BH = Aa, ")//Oé” _ O/")/" — Bb, 0/,3// _ ﬁ’a” — Ce

Nun gehe f durch die Substitution

/ "

a, o, «
/6 ﬁ/ ﬁ//
v Y

in (”;’21,/’7?7,”) = g tiber (die zu f dquivalent ist). Ich behaupte, dass m’,m”, n durch

abe teilbar sind. Setzt man namlich
,6//’}/ _ /_)///6 — A/7 ’)//Od _ Oé”")/ — B/, 04”6 o ﬁ”Oé — C/
ﬁ’)’/—’}/ﬁ,:A”, '}/OKI_OZ"}//:BN, O[,BI—BO/:O”

So ist

o =B"Cc—C"Bb, B =C"Aa—A"Cec, ~ =A"Bb— B"Aa
o' =C'Bb—B'Ce, pB'=ACc—C'Aa, ~"=DB'Aa— A'Bb

Durch Einsetzen dieser Werte in die Gleichungen

m/ — aO/O/ + bﬁlﬁl _I_C/_y/,y/
m// — aa//a// + bﬂ//ﬁ// _|_ Cry///y//
n = (IO/O// + bB/IBI/ + C’}/’Y”
erhélt man modulo a
m' = bcA”A"(BBb+ CCc) =0
m” = bcA’A'(BBb+ CCc) =0
n=bcA'A"(BBb+ CCc) =0
also sind m’, m”,n durch a teilbar. Ebenso findet man, dass dieselben Zahlen durch
b, c und somit auch durch abc teilbar sind, wie behauptet.

III. Fiir die Determinante der Formen f,g schreiben wir der Ubersicht wegen
—abc = d und setzen

md=M, m'=Md m"=M'd, n=Nd n' =N, n"=N"
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Offenbar geht f durch die Substitution (.5)

ad, o, o

pd, B, p”
vd, s "
in die ternire Form (AJ/\I/ZJJ\/Z[’?JA\?’:/dd) = ¢’ mit der Determinante d? iiber, die daher un-

ter f enthalten ist. Nun behaupte ich, dass diese Form ¢’ notwendig zu (2’8’8) =4q"

M M/ Mll
N,N'.N"
terminante 1. Da auflerdem nach Voraussetzung a, b, ¢ nicht alle dasselbe Vorzeichen

haben, ist f eine indefinite Form. Daraus folgt leicht, dass auch ¢’ und ¢"” indefinit

sein miissen. Daher ist ¢"”" zur Form (1:8:8) aquivalent (Art. 277), und man kann eine

aquivalent ist. Denn ( ) = ¢" ist offenbar eine ternire Form mit der De-

Transformation (S’) der ersten in die zweite finden. Offenbar geht aber durch (S’)
die Form ¢’ in ¢” tiber. Somit ist auch ¢” unter f enthalten, und aus der Verbindung
der Substitutionen (5), (S’) folgt eine Transformation der Form f in ¢”. Ist diese

5, 8, &
€, 6/, e
¢, ¢ ¢

so erhélt man offenbar zwei Losungen der Gleichung (Q2), namlich x = ¢,y =¢’, 2z =
('undx =¢",y =",z = {". Zugleich ist klar, dass in keiner der beiden Wertgruppen
alle Werte = 0 werden konnen, da notwendig

55’(” + 5/5//< + 5//64-/ _ 5€/l<~l _ 5/64.” _ 5//€/< — d Wle Verlangt.

Beispiel. Die gegebene Gleichung sei Txx — 15yy + 232z = 0. Sie ist 16sbar, weil
345 R7,—161 R 15,105 R 23. Hier sind die Werte von 2, B, &€ gleich 3,7, 6; setzt man
a=Db=c¢=1, so findet man A = 98, B = —39,C = —8. Daraus erhélt man die
Substitution

3, 5 = 22
-1, 2, -28
8, 25, -7

durch die f in (ﬁ%fff&&gﬁ) = g libergeht. Daher ist
7245, b, 22
7 —
(5)={ —2a15, 2, -2 . ¢"=( NN
19320, 25, -7

Man findet, dass die Form ¢"”" in (%88) durch die Substitution

3, 5, 1
—2440, —4066, —813 ;...(9")
—433, —722, —144
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9,11.12
tibergeht. Verbindet man diese mit (5), so ergibt sich { —1,941—39 }, durch die f in ¢”

’Ey

iibergeht. Wir haben also zwei Losungen der gegebenen Gleichung, z =11,y =9,z =

4 und z = 12,y = —9, 2z = 3. Die zweite wird einfacher, wenn man die Werte durch
den gemeinsamen Teiler 3 dividiert; daraus folgt © =4,y = —3,2 = 1.
295.

Den zweiten Teil des Satzes im vorigen Artikel kann man auch wie folgt beweisen.
Man suche eine ganze Zahl h so, dass ah = € (mod c¢) ist (die Zeichen 2, B, € verwen-
den wir im selben Sinn wie im vorigen Artikel), und setze ahh + b = ci. Dann sieht
man leicht, dass ¢ ganzzahlig und die Zahl —ab die Determinante der bindren Form
(ac,ah,i) ... ist. Diese Form ist sicher nicht positiv (denn da nach Voraussetzung
a, b, c nicht alle dasselbe Vorzeichen haben, kénnen ab und ac nicht zugleich posi-
tiv sein). Ferner hat sie die charakteristische Zahl —1, was wir wie folgt synthetisch
beweisen: Man bestimme ganze Zahlen e, ¢’ so, dass

e=0 (moda)und =B (mod d);
ce/ =2 (mod a) und =hB (mod b)

Dann ist (e, e’) ein Wert des Ausdrucks v/ — (ac,ah,i) (mod — ab). Denn modulo a
ist

ece=0=—ac, ed =0=—ah

cce'd =AA = —bc = —cci also €'e = —i
modulo b dagegen
ee = BB = —ac, cee' =hBB = —ach also e/ = —ah

cce'ed = hhBB = —achh = —cci also e'e’ = —i

Dieselben drei Kongruenzen, die fiir beide Moduln a, b gelten, gelten aber auch mo-
dulo ab. Aus der Theorie der terniren Formen folgt leicht, dass ¢ durch die Form

(f(’)%o> darstellbar ist. Es sei also

actt + 2ahtu + ivu = —(at + Bu)? 4 2(yt + du) (et + Cu)
Durch Multiplikation mit ¢ erhalt man
alct + hu)? + buu = —c(at + Bu)? + 2¢(yt + du) (et + Cu)

Gibt man nun ¢, u bestimmte Werte, sodass entweder vt + du oder et + Cu = 0 wird,
so hat man eine Losung der Gleichung 2. Dieser geniigen daher sowohl

r=dc—vh, y=v, z=ad- Py

als auch
r=(c—¢ch, y=¢ z=af— ¢

Dabei ist klar, dass weder die ersten noch die zweiten Werte samtlich = 0 werden
konnen. Denn wéare dc — yvh = 0,7 = 0, so ware auch § = 0 und ¢ = —(at +
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Bu)?, woraus ab = 0 folgte, entgegen der Voraussetzung; ebenso bei den anderen
Werten. — In unserem Beispiel finden wir als Form ¢ die Form (161, —63,24), als
Wert des Ausdrucks v/ — ¢ (mod 105) = (7,—51) und als Darstellung der Form ¢

durch (]%6?(’)()) die folgende:

@ = —(13t — 4u)? + 2(11t — 4u) (15t — 5u)

Daraus folgen die Losungen x = 7,y = 11,z = —8; x = 20,y = 15,z = —5, oder nach
Division durch 5 und Vernachldssigung des Vorzeichens von z die Losung z = 4,y =
3,z=1.

Von diesen beiden Methoden zur Loésung der Gleichung ) hat die zweite den
Vorteil, dass man meist mit kleineren Zahlen auskommt. Die erste, die sich auch durch
verschiedene hier {ibergangene Kunstgriffe verkiirzen lasst, erscheint aber eleganter,
besonders weil die Zahlen a, b, ¢ ganz gleich behandelt werden und sich die Rechnung
durch keine Vertauschung dieser Zahlen dndert. Anders bei der zweiten Methode:
Hier ergibt sich meist die bequemste Rechnung, wenn man fiir a die kleinste und fiir
c die grofite der drei gegebenen Zahlen nimmt, wie wir es in unserem Beispiel getan
haben.

Uber die Methode, mit der der beriihmte Le Gendre den Fundamentalsatz behandelte.

296.

Den eleganten Satz der vorigen Artikel hat zuerst der berithmte Le Gendre gefun-
den, Hist. de I’Ac. de Paris 1784, S. 507, und mit einem schoénen, von unseren beiden
ganz verschiedenen Beweis versehen. Zugleich versuchte dieser ausgezeichnete Geome-
ter dort, daraus einen Beweis von Sétzen abzuleiten, die mit dem Fundamentalsatz
des vorigen Abschnitts Ubereinstimmen. Dass uns dieser Beweis fiir diesen Zweck
ungeeignet erscheint, haben wir schon oben in Art. 151 erkldrt. Hier ist daher der
Ort, diesen an sich sehr eleganten Beweis kurz darzustellen und die Griinde fiir unser
Urteil hinzuzufiigen. Wir schicken die folgende Bemerkung voraus: Sind die Zahlen
a,b,c simtlich =1 (mod 4), so kann die Gleichung axx +byy+czz =0...(Q) nicht
l6sbar sein. Denn man sieht sehr leicht, dass der Wert von axx + byy + czz in die-
sem Fall notwendig entweder = 1, = 2 oder = 3 (mod 4) ist, sofern nicht alle x,y, z
zugleich gerade gewdhlt werden. Wére also €2 16sbar, so nur durch gerade Werte von
x,y, z, was ein Widerspruch ist, da beliebige Werte, die der Gleichung ) geniigen,
ihr auch nach Division durch ihren gréfiten gemeinsamen Teiler gentigen, wobei not-
wendig mindestens ein ungerader Wert herauskommen muss. Die verschiedenen Félle
des zu beweisenden Satzes lassen sich nun auf die folgenden Punkte zuriickfithren.

I. Seien p, ¢ Primzahlen der Form 4n + 3 (positiv und ungleich). Dann kann nicht
zugleich p Rq,q Rp sein. Wére dies nadmlich moglich, so wéiren mit 1 = a,—p =
b, —q = c offenbar alle Bedingungen fiir die Lésbarkeit der Gleichung axx+byy+czz =
0 erfiillt (Art. 294). Nach der vorigen Bemerkung hat sie aber keine Losung; die
Annahme kann also nicht bestehen. Daraus folgt sofort Satz 7 in Art. 131.

II. Ist p eine Primzahl der Form 4n + 1 und ¢ eine Primzahl der Form 4n + 3, so
kann nicht zugleich ¢ Rp,p N q sein. Sonst wére namlich —p R ¢ und die Gleichung
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xx + pyy — qzz = 0 losbar, die nach der vorigen Bemerkung keine Losung zulésst.
Daraus folgen die Félle 4 und 5 in Art. 131.

ITI. Sind p,q Primzahlen der Form 4n + 1, so kann nicht zugleich p Rq,q N p
sein. Man nehme eine andere Primzahl r der Form 4n + 3, die Rest von ¢ ist und
von der p Nichtrest ist. Nach den gerade bewiesenen Fallen (II) ist dann g Rr, 7 N p.
Wire also p Rq,q N p, so wire qr Rp,pr Rq,pq N r und daher —pq Rr. Somit wére
die Gleichung pxx + qyy — rzz = 0 lésbar, entgegen der vorigen Bemerkung; die
Annahme kann also nicht bestehen. Daraus folgen die Félle 1 und 2 in Art. 131.

Dieser Fall ldsst sich auf folgende Weise iibersichtlicher behandeln. Sei r eine Prim-
zahl der Form 4n + 3, von der p Nichtrest ist. Dann ist auch r N p, also (unter der
Annahme p Rq,q N p) qr Rp. Ferner ist —p Rq, —p Rr und somit auch —p R gr; da-
her wére die Gleichung xx 4 pyy — qrzz = 0 16sbar, entgegen der vorigen Bemerkung.
Daraus usw.

IV. Ist p eine Primzahl der Form 4n + 1 und ¢ eine Primzahl der Form 4n + 3,
so kann nicht zugleich p Rq,q N p sein. Man nehme eine Hilfsprimzahl r der Form
4n + 1, die Nichtrest von beiden p,q ist. Dann ist (nach II) ¢ Nr und (nach III)
p N, also pg Rr. Ware daher p Rq,q N p, so wire auch pr N ¢, —pr Rq,qr Rp und
die Gleichung prx — qyy +rzz = 0 losbar, was ein Widerspruch ist. — Daraus folgen
die Félle 3 und 6 in Art. 131.

V. Seien p, ¢ Primzahlen der Form 4n + 3. Dann kann nicht zugleich p N ¢,q N p
sein. Angenommen, dies wire moglich, und man nehme eine Hilfsprimzahl r der Form
4n + 1, die Nichtrest von beiden p, g ist. Dann wére qr Rp, pr R q, ferner (nach II)
pNr,qNr,also pg Rr und —pg Rr. Somit wére die Gleichung —pzx —qyy+rzz =0
moglich, entgegen der vorigen Bemerkung. Daraus folgt Fall 8 in Art. 131.
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297.

Wer den vorigen Beweis genauer betrachtet, erkennt leicht, dass die Félle I und
II ohne Einwand erledigt sind. Die Beweise der iibrigen Félle stiitzen sich aber auf
die Existenz von Hilfszahlen. Solange diese nicht bewiesen ist, verliert die Methode
offenbar jede Beweiskraft. Diese Annahmen mogen so einleuchtend sein, dass sie ei-
nem weniger aufmerksamen Leser gar keines Beweises zu bediirfen scheinen, und sie
heben den zu beweisenden Satz gewiss auf den hochsten Grad der Wahrscheinlich-
keit; verlangt man aber geometrische Strenge, so darf man sie keinesfalls ohne Beweis
zulassen. Was die Annahme in IV und V betrifft, es gebe eine Primzahl r der Form
4n + 1, die Nichtrest zweier anderer gegebener Primzahlen p, ¢ ist, so folgt aus Ab-
schnitt IV leicht, dass alle Zahlen unter 4pq, die dazu teilerfremd sind (ihre Anzahl
ist 2(p—1)(¢—1)), gleichméafBig auf vier Klassen verteilt sind. Eine enthélt Nichtreste
von beiden p, q, die iibrigen drei Reste von p und Nichtreste von ¢, Nichtreste von
p und Reste von g sowie Reste von beiden p,q. In jeder Klasse ist die Hélfte der
Zahlen von der Form 4n + 1, die andere von der Form 4n 4+ 3. Es gibt darunter also
%(p— 1)(¢—1) Nichtreste von beiden p, ¢ der Form 4n+1; diese seien g.¢’, ¢ usw. Die
iibrigen g(p —1)(q — 1) Zahlen seien h,h', h” usw. Offenbar sind alle in den Formen
dpgt + g, dpgt+ ¢, dpgt + ¢" usw. (G) enthaltenen Zahlen ebenfalls Nichtreste von p, ¢
der Form 4n+1. Um die Annahme zu begriinden, braucht man daher nur zu beweisen,
dass unter den Formen (G) sicher Primzahlen vorkommen. Das erscheint schon an
sich sehr plausibel, da diese Formen zusammen mit 4pqgt+h, 4pgt+h' usw. (H) alle zu
4pq teilerfremden Zahlen und somit auch alle Primzahlen (aufler 2, p, ¢) umfassen. Es
scheint kein Grund vorzuliegen, weshalb die Reihe der Primzahlen nicht gleichméfig
auf jene Formen verteilt sein sollte, sodass ein Achtel auf (G), die iibrigen auf (H)
entfallen. Eine solche Uberlegung ist aber offenbar weit von geometrischer Strenge
entfernt. Der berithmte Le Gendre selbst rdumt ein, dass der Beweis des Satzes, unter
einer solchen Form kt+1 mit gegebenen teilerfremden Zahlen &, ! und verédnderlichem
t kdmen sicher Primzahlen vor, ziemlich schwierig erscheine. Er deutet beildufig eine
Methode an, die vielleicht dorthin fiithren kénnte. Uns scheinen aber viele Vorunter-
suchungen ndétig, bevor man wenigstens auf diesem Weg zu einem strengen Beweis
gelangen kann. — — Zur anderen Annahme (III, zweite Methode), es gebe eine Prim-
zahl r der Form 3n + 3, von der eine andere gegebene Primzahl p der Form 4n + 1
Nichtrest ist, hat der berithmte Le Gendre tiberhaupt nichts hinzugefiigt. Wir haben
oben in Art. 129 bewiesen, dass es sicher Primzahlen gibt, von denen p Nichtrest ist.
Unsere Methode scheint aber kaum geeignet, die Existenz solcher Primzahlen nach-
zuweisen, die zugleich von der Form 4n + 3 sind, wie es hier, aber nicht in unserem
ersten Beweis notig ist. Die Wahrheit dieser Annahme kénnen wir allerdings so leicht
beweisen: Nach Art. 287 gibt es ein positives Geschlecht bindrer Formen mit der
Determinante —p und dem Charakter 3,4; Np. Sei (a,b,c) eine solche Form und a
ungerade, was wir voraussetzen diirfen. Dann ist a von der Form 4n+ 3 und entweder
selbst eine Primzahl oder hat wenigstens einen Primfaktor » der Form 4n + 3. Es ist
aber —pRa, also auch —pRr, woraus pNr folgt. Dabei muss man sorgfiltig beachten,
dass sich die Sétze aus Art. 263, 287 auf den Fundamentalsatz stiitzen. Es wére also
ein Zirkelschluss, einen Teil dieses Satzes darauf zu griinden. — — Schliefllich ist
die Annahme in III der ersten Methode noch viel weniger begriindet, sodass wir hier

310



Untersuchungen iiber hohere Arithmetik

nichts weiter dariiber hinzuzufiigen brauchen.

Wir fiigen noch eine Bemerkung zu Fall V hinzu, der durch die vorige Methode
zwar nicht ausreichend bewiesen, durch die folgende aber bequem erledigt wird. Wé-
re dort zugleich pNgq, qNp, so wiare —pRq, —qRp. Daraus folgt leicht, dass —1 eine
charakteristische Zahl der Form (p, 0, q) ist, die daher nach der Theorie der terniren
Formen durch xz + yy + zz dargestellt werden kann. Es sei

ptt + quu = (at + Bu)® + ('t + f'u)* + ("t + B"u)?

Oder IV n_n
axt+aoo oo =p,

BB+ B8 +8"8" =q,
O[,B—FO//B/‘FCY//B” — 0
Dann sind nach den Gleichungen 1 und 2 alle o, o/, o, 3, ', B” ungerade; die dritte

Gleichung kann aber dann offenbar nicht bestehen. — Auf ganz d&hnliche Weise l&sst
sich auch Fall IT erledigen.
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298.

AUFGABE. Es seien a,b, c beliebige Zahlen, von denen keine = 0 ist. Gesucht sind
die Bedingungen fir die Losbarkeit der Gleichung

axx +byy +czz =0... (w).

Losung. Es seien aa, 83,vy die grofiten Quadrate, die der Reihe nach be, ac, ab tei-
len, und es sei aa = fvA, Bb = ayB, vc¢ = afC. Dann sind A, B,C' paarweise
teilerfremde ganze Zahlen. Die Gleichung (w) ist genau dann lésbar, wenn

AXX +BYY +CZZ=0...(Q)

16sbar ist. Das lasst sich nach Art. 294 entscheiden.

Beweis. Man setze bc = Qaa, ac = BPS, ab = €yvy. Dann sind 2, B, € ganze
Zahlen ohne quadratische Faktoren, und es gilt %A = BC, 8 = AC, € = AB. Daraus
folgt ABE = (ABC)?, also ist ABC = AU = BB = C¢ notwendig eine ganze Zahl.
Der grofite gemeinsame Teiler der Zahlen 2, A2 sei m, und es sei A = gm, AA = hm.
Dann ist g teilerfremd zu h und, da 2 keine quadratischen Faktoren hat, auch zu
m. Nun gilt hhm = gAAA = ¢*BC, also teilt g die Zahl hhm. Das ist offenbar nur
moglich, wenn g = +1. Somit gilt A = +m, A = =+h, also ist diese Zahl ganz;
ebenso sind B, C ganz. Damit ist die erste Behauptung bewiesen. — Da A = BC
keine quadratischen Faktoren enthélt, miissen B, C teilerfremd sein. Ebenso ist A
teilerfremd zu C und zu B. Damit ist die zweite Behauptung bewiesen. — Wird
schliefllich (2) durch X = P)Y = @Q, Z = R erfiillt, so wird offenbar (w) durch
r = aP,y = 8Q,z = vR gelost. Wird umgekehrt diese durch x = p,y = ¢,z = r
erfillt, so wird jene durch X = Bvp, Y = avyq, Z = afr erfiillt. Also sind entweder
beide 16sbar oder keine. Damit ist die dritte Behauptung bewiesen.

Darstellung der Null durch beliebige terndre Formen.

299.
AUFGABE. Fir eine gegebene terndre Form

n_n_n

f=axx+ad2's +ad"2" 2" + 2’2" + 20’ xz” + 20" 2’

ist zu entscheiden, ob sie die Null darstellen kann, wobei die Werte der Unbestimm-
ten nicht alle = 0 sein dirfen.

Losung. 1. Ist a = 0, so konnen die Werte von 2/, 2" beliebig gewéihlt werden. Aus
der Gleichung

a/xlx/ + 2bxlx// + a/lx//x// — _Qx(blﬂ:‘// _|_ b//xl)

ergibt sich offenbar ein bestimmter rationaler Wert fiir z. Ergibt sich auf diese Weise
fiir  ein Bruch, so braucht man die Werte von z, 2, 2" nur mit dessen Nenner zu
multiplizieren, um ganze Zahlen zu erhalten. AuszuschlieBen sind nur die Werte von
2, x2", die b'x” +b"2" = 0 ergeben, sofern sie nicht zugleich a’z'x’'+2bx’z" +a" 2" 2" = 0
ergeben; in diesem Fall kann z beliebig gewéhlt werden. Offenbar erhélt man so alle
moglichen Losungen. Der Fall, dass b’ null ist und b” = 0 gilt, gehort allerdings nicht
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hierher: Dann kommt « in f nicht vor, also ist f eine bindre Form. Ob die Null durch
f darstellbar ist, muss dann nach der Theorie dieser Formen entschieden werden.
IT. Gilt dagegen nicht a = 0, so ist die Gleichung f = 0 gleichbedeutend mit

(azx +b'2" + V") — A2z’ + 2Ba’2" — A'2"2" =0

wobei man

b//b// _ aa/ — A//’

ab - V't = B,

by —ad" = A
setzt. Ist hier A’ = 0, aber nicht B = 0, so ergeben sich bei beliebiger Wahl von
ar +b"x' + 2" und 2" offenbar rationale Werte fiir z und 2’. Sind sie nicht ganz, so
werden sie wenigstens durch einen geeigneten Multiplikator ganz. Fiir den einen Wert
von z”, namlich 2/ = 0, ist der Wert von az +b" 2’ +b'x” nicht beliebig, sondern muss
ebenfalls = 0 gesetzt werden. Dann kann aber 2’ beliebig gewéhlt werden und liefert

einen rationalen Wert fiir z. — Ist dagegen zugleich A” null und gilt B = 0, und ist
A’ ein Quadrat = kk, so zerfillt f = 0 offenbar in die beiden linearen Gleichungen

ax + V"2 + (b + k)z" =0,
ar + V"2 + (b — k)" =0

von denen entweder die eine oder die andere gelten muss. Ist hingegen unter dersel-
ben Voraussetzung A’ kein Quadrat, so hangt die Losung der vorgelegten Gleichung
offenbar von z” = 0 und ax + b2’ = 0 ab, die zugleich gelten miissen.
Es braucht kaum erwidhnt zu werden, dass die Methode in I auch anwendbar ist,
wenn a’ null ist oder a” = 0 gilt, und die Methode in II, wenn A" = 0.
III. Ist dagegen weder a null, noch gilt A” =0, so ist f = 0 gleichbedeutend mit
A”(ax + o'+ b’m”)2 _ (A”w’ _ Bm‘//)Q + Daz"#" =0

wobei D die Determinante der Form f bezeichnet oder Da die Zahl BB — A’A”. Ist
D = 0, so verhélt sich die Losung dhnlich wie am FEnde des vorigen Falls. Ist ndmlich
A" ein Quadrat = kk, so zerfillt die vorgelegte Gleichung in

kax + (kb" — A")2’ + (kb + B)2" =0,
kax + (kb" + A")2' + (kb" — B)2" =0

ist dagegen A” kein Quadrat, so muss

ax + V'’ + 02" =0,
A'x — Bz =0

gelten. Ist aber D nicht = 0, so sind wir auf die Gleichung
A"t — uu + Davv = 0

gefiihrt, deren Losbarkeit sich nach dem vorigen Artikel entscheiden lasst. Hat diese
nur die Losung t = 0, w = 0, v = 0, so hat offenbar auch die vorgelegte keine andere
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Losung als x = 0, 2’ = 0, 2 = 0. Ist jene aber anders 16sbar, so ergeben sich aus
beliebigen solchen ganzzahligen Werten von t, u, v durch die Gleichungen

ar + b2 + 02" =+t,
A"y — B2" =

' =wv
wenigstens rationale Werte von x, 2/, 2. Enthalten diese Briiche, so erhilt man durch

einen geeigneten Multiplikator ganze Zahlen.
Sobald aber eine ganzzahlige Losung von f = 0 gefunden ist, kann man die Auf-
gabe auf Fall I zuriickfithren und wie dort sédmtliche Losungen auf folgende Weise
angeben. Die Gleichung f = 0 werde durch die Werte von z,z’, 2 erfiillt, namlich

a,a’,a”, die wir ohne gemeinsamen Faktor voraussetzen. Nach Art. 40, 279 wéahle
man ganze Zahlen 3, 3", 8", v,7',~" so, dass

a(f'y" = ")+ (B"y = BY") + " (By = B'y) =1
und es gehe f durch die Substitution
x=ay+ By +7y".
x/ — a/y'i_ﬁlyl‘i_’}/y”,
x// — O//y + B//y/ + 7//y// L (S)

in

g — cyy + C/y/y/ + C//y//y// + Qdy/y// + 2d/yy// + 2d//yy/
iiber. Dann ist offenbar ¢ = 0, und g ist zu f dquivalent. Daher ergeben sich aus allen

Loésungen von g = 0 durch S sdmtliche ganzzahligen Losungen von f = 0. Nach I
sind nun alle Lésungen von g = 0 in den Formeln

y = —2('pp + 2dpg + ’qq),
y' = 2z(d"pp + d'pg),
y" = 22(d"pq + d'qq)
enthalten. Dabei bezeichnen p, ¢ beliebige ganze Zahlen und z eine beliebige Zahl, fiir
g
die auch Briiche zugelassen sind, sofern y,v’, 3" ganz bleiben. Setzt man diese Werte
von y,y’, 4" in (S) ein, so erhilt man alle ganzzahligen Losungen von f = 0. — Ist
g
zum Beispiel
f=xx+ 27" +2"2" — 42'2" + 222" + 8z’

und hat man eine Losung von f = 0, namlich x = 1, 2/ = —2, 2" = 1, so ergibt sich
fur 8,6,8", v,+',v" =0,1,0,0,0,1
g9=yy +y"y" —4y'y" + 129"
Damit sind sémtliche ganzzahligen Losungen von g = 0 in der Formel
y = —z(pp — 4pq + qq),

y' = 12zpq,
y" = 12zqq
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enthalten und somit alle Losungen von f = 0 in

z = —z(pp — 4pq + qq)
2’ = 22(pp + 2pq + qq)

/"

a" = —z(pp — 4pq — 11qq)

Allgemeine Losung unbestimmter Gleichungen zweiten Grades mit zwei
Unbekannten durch rationale Zahlen.

300.

Aus der Aufgabe des vorigen Artikels ergibt sich unmittelbar die Losung der un-
bestimmten Gleichung

arx + 2bxy + cyy + 2dx 4+ 2ey + f =0

wenn nur rationale Werte verlangt werden. Fiir ganzzahlige Werte haben wir sie
schon oben in Art. 216 und den folgenden Artikeln gelést. Denn sdmtliche rationalen
Werte von x,y lassen sich als %,% schreiben, wobei t,u,v ganz sind. Die Losung
jener Gleichung durch rationale Zahlen ist also offenbar gleichbedeutend mit der

ganzzahligen Losung von
att + 2btu + cuu + 2dtv + 2euv + fov =0

und diese stimmt mit der im vorigen Artikel behandelten Gleichung iiberein. Auszu-
schlieflen sind nur die Lésungen mit v = 0; solche kénnen aber nicht auftreten, wenn
bb— ac kein Quadrat ist. So sind zum Beispiel alle rationalen Losungen der Gleichung

zx+8xy+yy+2x—4y+1=0
die in Art. 221 allgemein durch ganze Zahlen gelost wurde, in der Formel

pp —4pg +qq
pp — 4pq — 11qq’
__2pp+4pg+2qq
pp —4pg — 1lqq

enthalten, wobei p,q beliebige ganze Zahlen sind. — Wir haben diese beiden eng
verbundenen Aufgaben hier nur kurz behandelt und viele zugehérige Bemerkungen
weggelassen, teils um nicht zu ausfiihrlich zu werden, teils weil wir eine andere Loésung
der Aufgabe des vorigen Artikels haben, die auf allgemeineren Grundsétzen beruht.
Da ihre Darstellung eine tiefere Untersuchung der terndren Formen verlangt, miissen
wir sie einer anderen Gelegenheit vorbehalten.
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Uber die durchschnittliche Anzahl der Geschlechter.

301.

Wir kehren zu den bindren Formen zuriick, von denen noch mehrere bemerkens-
werte Eigenschaften zu besprechen sind. Zunéchst fiigen wir einige Bemerkungen zur
Anzahl der Geschlechter und Klassen in der eigentlich primitiven Ordnung hinzu,
bei negativer Determinante in der positiven. Auf diese Ordnung beschrinken wir der
Kiirze wegen die Untersuchung.

Die Anzahl der Geschlechter, in die sich alle eigentlich primitiven Formen, bei ne-
gativer Determinante die positiven, einer gegebenen positiven oder negativen Deter-
minante +D verteilen, ist immer 1, 2,4 oder eine héhere Potenz von 2. Thr Exponent
héngt von den Faktoren von D ab und lésst sich aus den vorigen Untersuchungen
vollstédndig im Voraus bestimmen. Da in der natiirlichen Zahlenreihe Primzahlen mit
mehr oder weniger zusammengesetzten Zahlen vermischt sind, nimmt die Anzahl der
Geschlechter bei mehreren aufeinanderfolgenden Determinanten +D, +(D~+1), +(D+
2) usw. bald zu, bald ab, und diese unregelméflige Reihe scheint keine Ordnung zu
haben. Addiert man aber die Anzahlen der Geschlechter fiir viele aufeinanderfolgende
Determinanten

+D, +(D+1) ... £(D+m)

und teilt die Summe durch die Anzahl der Determinanten, so erhélt man die durch-
schnittliche Anzahl der Geschlechter. Diese kann man etwa der mittleren Determi-
nante +(D + %m) zuordnen; sie bildet eine sehr regelméflige Folge. Dabei setzen wir
nicht nur voraus, dass m hinreichend grof ist, sondern auch, dass D noch viel gréfer
ist, sodass das Verhéltnis der duflersten Determinanten D, D 4 m nicht zu stark von
der Gleichheit abweicht. Die Regelméfigkeit dieser Folge ist so zu verstehen: Ist D’
viel grofler als D, so ist die durchschnittliche Anzahl der Geschlechter um die De-
terminante =D’ merklich groBer als um D. Unterscheiden sich dagegen D, D’ nicht
zu stark, so sind auch die durchschnittlichen Anzahlen der Geschlechter um D und
D’ nahezu gleich. Ferner findet man die durchschnittliche Anzahl der Geschlechter
um die positive Determinante +D stets nahezu gleich der durchschnittlichen Anzahl
um die negative, und zwar umso genauer, je grofler D ist. Fiir einen kleinen Wert ist
die erste etwas grofler als die zweite. Das verdeutlichen die folgenden Beispiele aus
einer Klassifikationstafel der bindren Formen fiir mehr als 4000 Determinanten. Un-
ter den hundert Determinanten von 801 bis 900 gibt es 7, denen nur ein Geschlecht
entspricht, sowie 32,52,8,1, denen der Reihe nach 2,4,8. 16 Geschlechter entspre-
chen. Insgesamt ergeben sich also 359 Geschlechter und damit die durchschnittliche
Anzahl = 3,59. Die hundert negativen Determinanten von —801 bis 900 ergeben 360
Geschlechter. Alle folgenden Beispiele stammen von negativen Determinanten. Im
16. Hunderter, von —1501 bis —1600, findet man die durchschnittliche Anzahl 3,89;
im 25. Hunderter 4,03; im 51. Hunderter 4,24; aus den sechshundert Determinanten
—9401 ... — 10000 ergibt sich 4,59. Diese Beispiele zeigen, dass die durchschnitt-
liche Anzahl der Geschlechter viel langsamer wiéchst als die Determinanten selbst.
Nach welchem Gesetz verlduft aber diese Folge? — Eine ziemlich schwierige theoreti-
sche Untersuchung, deren Darstellung hier zu ausfithrlich wére, hat ergeben, dass die
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durchschnittliche Anzahl der Geschlechter um die Determinante +D oder —D sehr
nahe durch die Formel
alogD +

gegeben wird. Dabei sind «, § Konstanten, und zwar

4
o = — = 0,4052847346
T

wobei 7 den halben Umfang eines Kreises mit dem Radius 1 bezeichnet, und
1
B8 =2ag + 3aah — 6alog2 = 0,8830460462

wobei g die Summe der Reihe
1 1
1—log(1+1)+ 3~ log(1 + 5)

1 1
+ 3 log(1 + §) + etc. = 0,5772156649

ist (siehe Euler, Inst. Calc. Diff., S. 444), wiahrend h die Summe der Reihe

ilogZ + %log3 + 1—16 log 4 + etc.
ist, die durch Néherung = 0,9375482543 gefunden wurde. Aus dieser Formel
folgt, dass die durchschnittliche Anzahl der Geschlechter in einer arithmeti-
schen Folge wichst, wenn die Determinanten in einer geometrischen Folge
wachsen. Fiir D = 8503, 15503,24503,50505,97005 ergeben sich die Werte
3,617; 3,86; 4,046; 4,339; 4,604, die von den oben angegebenen Durchschnittswerten
wenig abweichen. Je grofier die mittlere Determinante ist und je mehr Determinan-
ten zur Berechnung des Durchschnitts dienen, desto weniger weicht er vom Wert
der Formel ab. Mit dieser Formel ldsst sich auch die Summe der Anzahlen der
Geschlechter fiir aufeinanderfolgende Determinanten +D, +(D + 1)... £ (D + m)
sehr nahe bestimmen, wie verschieden die duflersten D, D + m auch sein mogen:
Man berechnet die jeweils zugehorigen Durchschnittswerte und addiert sie. Diese
Summe ist

= a(log D +log(D + 1) + etc. + log(D +m)) + S(m + 1)
oder hinreichend genau
= a((D+m)log(D+m)— (D —1)log(D —1))
+(B—a)(m+1)

So ergibt sich fiir die Summe der Geschlechterzahlen der Determinanten —1 bis
—100 der Wert = 234.4, wiahrend sie tatsdchlich 233 betrigt; ebenso von —1 bis
—2000 der Wert = 7116,6, wahrend sie 7112 betrdgt; von —9001 bis —10000, wo sie
4595 betrigt, gibt die Formel 4594,9. Eine solche Ubereinstimmung hétte man kaum
erwarten konnen.
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Uber die durchschnittliche Anzahl der Klassen.

302.

Hinsichtlich der Anzahl der Klassen, wobei stets eigentlich primitive Klassen ge-
meint sind, bei negativer Determinante die positiven, verhalten sich positive Determi-
nanten ganz anders als negative. Deshalb betrachten wir beide getrennt. Sie stimmen
darin iiberein, dass bei gegebener Determinante alle Geschlechter gleich viele Klassen
enthalten. Somit ist die Gesamtzahl der Klassen gleich dem Produkt aus der Anzahl
der Geschlechter und der Anzahl der Klassen in jedem Geschlecht.

Zunéchst zu den negativen Determinanten: Die Anzahl der Klassen fiir mehrere
aufeinanderfolgende Determinanten —D, —(D + 1), —(D + 2) usw. bildet eine ebenso
unregelméfBige Folge wie die Anzahl der Geschlechter. Die durchschnittliche Anzahl
der Klassen, die keiner Definition bedarf, wichst dagegen sehr regelméfig, wie die
folgenden Beispiele zeigen. Die hundert Determinanten von —500 bis —600 ergeben
1729 Klassen, also die durchschnittliche Anzahl = 17,29. Ebenso findet man im 15.
Hunderter die durchschnittliche Anzahl 28,26; aus den beiden Hundertern 24 und 25
ergibt sich 36,28; aus den drei 61,62 und 63 erhélt man 58,50; aus den fiinf 91...95
ergibt sich 71,56; schliellich aus den finf 96...100 der Wert 73,54. Diese Beispiele
zeigen, dass die durchschnittliche Anzahl der Klassen zwar langsamer wéchst als die
Determinanten, aber viel schneller als die durchschnittliche Anzahl der Geschlechter.
Bei einiger Aufmerksamkeit erkennt man, dass sie ziemlich genau im Verhéltnis der
Quadratwurzeln der mittleren Determinanten wéchst. Tatsdchlich haben wir durch
eine theoretische Untersuchung gefunden, dass die durchschnittliche Anzahl der Klas-
sen um die Determinante —D naherungsweise durch

vvD —§
ausgedriickt wird. Dabei ist

2
~ = 0,7467183115 = =
Te

wobel e die Summe der Reihe

ITEEITIE S S S
8 27 64 125 ¢
bezeichnet.

Auflerdem ist

0 = 0,2026423673 = 2
e

Die nach dieser Formel berechneten Durchschnittswerte unterscheiden sich wenig von
denen, die wir oben aus der Klassifikationstafel entnommen haben. Mit dieser Formel
ldsst sich auch die Summe der Anzahlen sédmtlicher eigentlich primitiven Klassen,
bei negativer Determinante der positiven, fiir aufeinanderfolgende Determinanten
—D,—(D+1),—(D+2)... — (D + m — 1) sehr nahe angeben, wie verschieden die
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duflersten auch sein moégen. Man addiert die ihnen nach der Formel zugehorigen
Durchschnittswerte und erhéalt

=v(vD+ (D +1) +etc. +/(D+m—1)) —dm

oder sehr nahe
= 2D +m=3)% — (D= 3)%) —m

So berechnet sich zum Beispiel diese Summe fiir die hundert Determinanten —1...—
100 nach der Formel = 481,1, wahrend sie tatséchlich 477 betragt. Die tausend Deter-
minanten —1...— 1000 liefern nach der Tafel 15533 Klassen, die Formel gibt 15551,4.
Der zweite Tausender enthélt nach der Tafel 28595 Klassen, die Formel gibt 28585,7;
ebenso liefert der dritte Tausender tatsdchlich 37092 Klassen, die Formel 37074,3;
der zehnte Tausender gibt nach der Tafel 72549, nach der Formel 72572.
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303.

Die nach ihren verschiedenen Klassifikationen geordnete Tafel der negativen De-
terminanten bietet viele weitere bemerkenswerte Beobachtungen. Bei Determinanten
der Form —(8n + 3) ist die Anzahl der Klassen, sowohl in allen eigentlich primitiven
Geschlechtern zusammen als auch in jedem einzelnen, stets durch 3 teilbar, mit der
einzigen Ausnahme der Determinante —3. Der Grund folgt unmittelbar aus Art. 256,
VI. Bei Determinanten, deren Formen nur ein Geschlecht bilden, ist die Anzahl der
Klassen stets ungerade. Fiir eine solche Determinante gibt es namlich nur eine am-
bige Klasse, die Hauptklasse. Die iibrigen Klassen treten paarweise entgegengesetzt
auf; ihre Anzahl muss also gerade und damit die Gesamtzahl ungerade sein. Diese
letzte Eigenschaft gilt auch fiir positive Determinanten. — Ferner scheint die Rei-
he der Determinanten, denen dieselbe gegebene Klassifikation entspricht, also eine
gegebene Anzahl sowohl der Geschlechter als auch der Klassen, stets abzubrechen.
Diese ziemlich tiberraschende Beobachtung erldutern wir an einigen Beispielen. Die
erste, romische Zahl bezeichnet die Anzahl der eigentlich primitiven Geschlechter, bei
negativer Determinante der positiven; die folgende die Anzahl der Klassen in jedem
Geschlecht. Danach folgt die Reihe der Determinanten mit dieser Klassifikation; ihr
negatives Vorzeichen ist der Kiirze wegen weggelassen.

L1. 1,2,34,7

I.3.. 11,19, 23,27, 31, 43, 67, 163

I.5.. 47,79, 103. 127

I 7.. 71,151, 223, 343, 463, 487

IL1. 5,689, 10,12, 13, 15, 16, 18, 22, 25, 28, 37, 58

IL 2 .. 14,17, 20, 32, 34, 36, 39, 46, 49, 52, 55, 63, 64, 73, 82, 97, 100, 142, 148,
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IV. 1.. 21,24, 30, 33, 40, 42, 45, 48, 57, 60, 70, 72, 78, 85, 88, 93, 102, 112, 130
133, 177, 190, 232, 253
VIIL 1.. 105, 120, 165, 168, 210, 240, 273, 280, 312, 330, 345. 357, 385, 408, 462,
520, 760
XVL 1.. 840, 1320, 1365, 1848

Ebenso findet man 20 Determinanten, die grofite = —1423, mit der Klassifikation I. 9;
4, die grofite = —1303, mit der Klassifikation I. 11 usw. Den Klassifikationen II. 3;
II. 4; 1I. 5; IV. 2 entsprechen der Reihe nach nicht mehr als 48, 31,44, 69 Determinan-
ten, deren grofite —652, —862, —1318, —1012 sind. Die Tafel, der wir diese Beispiele
entnommen haben, ist weit {iber die groffiten hier vorkommenden Determinanten
hinaus fortgesetzt worden®), ohne dass weitere zu diesen Klassifikationen gehérige
Determinanten aufgetreten wiren. Daher scheint kein Zweifel, dass die angegebenen
Reihen wirklich abgebrochen sind, und nach Analogie darf man denselben Schluss
auf jede andere Klassifikation ausdehnen. Da sich zum Beispiel im ganzen zehnten

“'Wihrend des Drucks ist sie ohne Unterbrechung bis —3000 fortgesetzt, auflerdem durch den ganzen
zehnten Tausender und mehrere andere verstreute Hunderter, dazu sehr viele sorgfiltig ausgewéhlte
einzelne Determinanten.
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Tausender der Determinanten keine mit weniger als 24 Klassen gezeigt hat, ist es
hochst wahrscheinlich, dass die Klassifikationen 1. 23; 1. 21 usw.; II. 11; II. 10 usw.;
IV. 5; IV. 4; IV. 3; VIII. 2 schon vor —9000 aufgehort haben oder wenigstens nur sehr
wenigen Determinanten jenseits von —10000 zukommen. Strenge Beweise dieser Beob-
achtungen scheinen aber sehr schwierig. — Nicht weniger bemerkenswert ist, dass alle
Determinanten, deren Formen sich auf 32 oder mehr Geschlechter verteilen, mindes-
tens zwei Klassen in jedem Geschlecht haben. Die Klassifikationen XXXII. 1, LXIV.
1 usw. fallen also ganz weg; der kleinsten solchen Determinante, —9240, entspricht
XXXII. 2. Es erscheint ziemlich wahrscheinlich, dass mit wachsender Anzahl der Ge-
schlechter immer mehr Klassifikationen wegfallen. In dieser Hinsicht sind die oben
angegebenen 65 Determinanten, denen die Klassifikationen I. 1; II. 1; IV. 1; VIIL. 1;
XVI. 1 entsprechen, sehr bemerkenswert. Man sieht leicht, dass sie alle und nur sie die
beiden besonderen Eigenschaften haben, dass sdmtliche zugehorigen Formenklassen
ambig sind und beliebige Formen desselben Geschlechts notwendig sowohl eigentlich
als auch uneigentlich dquivalent sind. Dieselben 65 Zahlen hat iibrigens schon der
berithmte Euler unter einem etwas anderen, unten zu erwdhnenden Gesichtspunkt
und mit einem leicht zu beweisenden Kriterium angegeben: Nouv. Mém. de I’Ac. de
Berlin, 1776, S. 338.

304.

Die Anzahl der eigentlich primitiven Klassen binédrer Formen mit einer positiven
Determinante, die eine Quadratzahl kk ist, lasst sich vollstdndig im Voraus ange-
ben. Sie ist gleich der Anzahl der zu 2k teilerfremden und darunterliegenden Zahlen.
Daraus folgt durch nicht schwierige, hier aber zu iibergehende Uberlegungen, dass
sich die durchschnittliche Anzahl der Klassen fiir solche Determinanten um kk néhe-
rungsweise durch % ausdriickt. — Positive nichtquadratische Determinanten zeigen
in dieser Hinsicht aber ganz besondere Erscheinungen. Eine kleine Klassenanzahl,
zum Beispiel die Klassifikation I. 1 oder I. 3 oder II. 1 usw., tritt bei negativen und
quadratischen Determinanten nur fiir kleine Werte auf und hért bald ganz auf. Dage-
gen liefert der weitaus grofite Teil der positiven nichtquadratischen Determinanten,
wenigstens der nicht sehr grofien, Klassifikationen mit nur einer Klasse in jedem Ge-
schlecht, sodass I. 3; I. 5; II. 2; II. 3; IV. 2 usw. sehr selten sind. So findet man zum
Beispiel unter den 90 nichtquadratischen Determinanten unter 100 deren 11,48, 27
mit den Klassifikationen I. 1, II. 1, IV. 1 der Reihe nach. Nur eine, (37), hat 1. 3; zwei,
(34 und 82), haben II. 2; eine, (79), hat II. 3. Mit wachsenden Determinanten werden
groflere Klassenanzahlen aber allméhlich héufiger. Unter den 96 nichtquadratischen
Determinanten von 101 bis 200 haben zwei, (101, 197), 1. 3; vier, (145, 146,178, 194),
I1. 2; drei, (141, 148,189), II. 3. Von den 197 Determinanten von 801 bis 1000 haben
drei 1. 3; vier II. 2; vierzehn II. 3; zwei II. 5; zwei II. 6; fiinfzehn IV. 2; sechs IV. 3;
zwei IV. 4; vier VIII. 2; die iibrigen 145 haben eine Klasse in jedem Geschlecht. — Es
wire eine interessante, des Scharfsinns der Mathematiker wiirdige Frage, nach wel-
chem Gesetz die Determinanten mit einer Klasse in jedem Geschlecht immer seltener
werden. Bisher konnen wir weder theoretisch entscheiden noch aus Beobachtungen
mit hinreichender Sicherheit vermuten, ob sie schliellich ganz abbrechen, was aller-
dings wenig wahrscheinlich erscheint, oder wenigstens unendlich selten werden oder
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ob ihre Héufigkeit sich immer mehr einer festen Grenze néhert. Die durchschnittliche
Anzahl der Klassen wéchst nur wenig schneller als die Anzahl der Geschlechter und
weit langsamer als die Quadratwurzeln der Determinanten. Zwischen 800 und 1000
findet man sie = 5,01. Diesen Beobachtungen sei eine weitere hinzugefiigt, die die
Analogie zwischen positiven und negativen Determinanten gewissermaflen wiederher-
stellt. Wir haben nédmlich gefunden, dass bei positiver Determinante D weniger die
Klassenanzahl selbst als vielmehr ihr Produkt mit dem Logarithmus von ¢ + uy/D,
wobei ¢, u die kleinsten, von 1,0 verschiedenen Losungen der Gleichung tt — Duu =1
sind, der Klassenanzahl bei negativer Determinante in mehreren, hier nicht ndher
auszufithrenden Beziehungen entspricht. Der Durchschnittswert dieses Produkts wird
ebenso genau durch eine Formel der Gestalt m+/D — n ausgedriickt. Die Werte der
Konstanten m,n konnten wir bisher aber nicht theoretisch bestimmen. Soweit man
aus dem Vergleich einiger Hunderter von Determinanten schlieflen darf, scheint m
wenig von 2% abzuweichen. — Uber die Grundsitze der vorigen Untersuchungen zu
Durchschnittswerten von Grofien, die keinem analytischen Gesetz folgen, sich einem
solchen aber asymptotisch immer mehr nédhern, behalten wir uns eine ausfiihrlichere
Behandlung bei anderer Gelegenheit vor. Wir gehen nun zu einer anderen Unter-
suchung iiber, die verschiedene eigentlich primitive Klassen derselben Determinante
miteinander vergleicht und diesen langen Abschnitt abschlief3t.

Ein besonderer Algorithmus fiir eigentlich primitive Klassen: requldre und irreguldre
Determinanten usw.

305.

SATZ. Es bezeichne K die Hauptklasse der Formen einer gegebenen Determinante
D und C eine beliebige andere Klasse im Hauptgeschlecht der Formen derselben
Determinante. Ferner seien 2C,3C,4C usw. die Klassen, die durch Verdopplung,
Verdreifachung, Vervierfachung usw. der Klasse C' entstehen, wie in Art. 249. Setzt
man die Folge C,2C,3C usw. weit genug fort, so erreicht man schlieflich eine mit
K identische Klasse. Ist mC' die erste mit K identische Klasse und die Gesamtzahl
der Klassen im Hauptgeschlecht = n, so gilt entweder m = n, oder m ist ein echter
Teiler von n.

Beweis. 1. Alle Klassen K, C, 2C, 3C usw. gehoren notwendig zum Hauptgeschlecht,
nach Art. 247. Daher kénnen die ersten n + 1 Klassen dieser Reihe, K,C,2C ... nC,
offenbar nicht alle verschieden sein. Also ist entweder K mit einer der Klassen
C,2C,3C ...nC identisch, oder wenigstens zwei dieser Klassen sind miteinander iden-
tisch. Es sei rC' = sC und r > s. Dann gilt auch

(r—=1)C=(s-1)C, (r—2)C=(s—2)C
usw. und (r+1—3s)C =C

also (r — s)C = K. Damit ist die erste Behauptung bewiesen.
II. Daraus folgt auch unmittelbar entweder m = n oder m < n. Es bleibt nur zu
zeigen, dass im zweiten Fall m ein echter Teiler von n ist. Da die Klassen

K,C,2C...(m—1)C, deren Gesamtheit wir mit €
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bezeichnen, in diesem Fall das Hauptgeschlecht noch nicht ausschopfen, sei C’ eine
Klasse dieses Geschlechts, die nicht in € enthalten ist. Wir betrachten die Gesamtheit
der Klassen, die durch Zusammensetzung von C’ mit den einzelnen Klassen in €
entstehen, ndmlich

C',C'+C,C"+2C...C" + (m —1)C, mit der Bezeichnung ¢’

Offenbar sind alle Klassen in ¢’ sowohl voneinander als auch von allen in € verschie-
den und gehoren zum Hauptgeschlecht. Schopfen also € und €’ dieses Geschlecht aus,
so gilt n = 2m, andernfalls 2m < n. Im zweiten Fall sei C” eine Klasse des Haupt-
geschlechts, die weder in € noch in € enthalten ist. Man betrachte die Gesamtheit
der Klassen, die durch Zusammensetzung von C” mit den einzelnen Klassen in €
entstehen, also

c".Cc"+C,C"+2C...C" + (m — 1)C, mit der Bezeichnung ¢”

Diese sind offenbar alle voneinander und von allen in € und ¢’ verschieden und
gehoren zum Hauptgeschlecht. Wenn daher €, €', €” dieses Geschlecht ausschopfen,
ist n = 3m, andernfalls n > 3m. Dann zeigt eine ebenso behandelte weitere Klasse
C"" des Hauptgeschlechts, die weder in €, €’ noch in €” enthalten ist, dass entweder
n = 4m oder n > 4m gilt, und so weiter. Da n und m endliche Zahlen sind, wird das
Hauptgeschlecht schliellich notwendig ausgeschopft. Dann ist n ein Vielfaches von
m, oder m ein echter Teiler von n. Damit ist die zweite Behauptung bewiesen.

Beispiel. Es sei D = —356, C = (5,2,72)%. Dann findet man 2C =
(20,8,21),3C = (4,0,89), 4C = (20,-8,21), 5C = (5,-2,72), 6C = (1,0, 356).
Hier ist also m = 6, wiahrend n bei dieser Determinante 12 ist. W&hlt man fiir €’ die
Klasse (8,2,45), so sind die iibrigen fiinf Klassen in € gleich (9, —2,40), (9,2, 40),
(8,—2,45), (17,1,21), (17,—1,21).

*JKlassen werden hier stets durch die in ihnen enthaltenen einfachsten Formen bezeichnet.
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306.

Der Beweis des vorigen Satzes ist den Beweisen in Art. 45,49 ganz analog. Tat-
sichlich hat die Theorie der Multiplikation von Klassen in jeder Hinsicht groe Ahn-
lichkeit mit dem in Abschnitt ITT behandelten Gegenstand. Die Grenzen dieses Werks
erlauben aber nicht, diese Theorie hier so ausfithrlich zu verfolgen, wie sie es verdient.
Deshalb fiigen wir nur wenige Bemerkungen hinzu, iibergehen auch die Beweise, die
léngere Vorbereitungen erfordern wiirden, und behalten uns eine umfassendere Un-
tersuchung fiir eine andere Gelegenheit vor.

I. Setzt man die Reihe K, C,2C,3C usw. iiber (m — 1)C hinaus fort, so treten
dieselben Klassen wieder auf:

mC=K, (m+1)C=C, (m+2)C =2C usw.

Allgemein sind, wenn man der Ubersicht wegen K als 0C betrachtet, die Klassen
gC, g’'C identisch oder verschieden, je nachdem g und ¢’ nach dem Modul m kongruent
oder inkongruent sind. Die Klasse nC' ist also stets mit der Hauptklasse K identisch.

II. Die Gesamtheit der Klassen K, C,2C' ... (m—1)C, die wir oben mit € bezeichnet
haben, nennen wir die Periode der Klasse C. Diesen Ausdruck darf man nicht mit den
Perioden reduzierter Formen positiver nichtquadratischer Determinante verwechseln,
die in Art. 186 und den folgenden Artikeln behandelt wurden. Offenbar entsteht durch
Zusammensetzung beliebig vieler Klassen derselben Periode wieder eine Klasse dieser
Periode:

gC +¢C+4g'Cusw. = (g+¢ + g’ +usw.)C

III. Da C + (m — 1)C = K, sind die Klassen C und (m — 1)C entgegengesetzt,
ebenso 2C und (m — 2)C, 3C und (m — 3)C usw. Ist also m gerade, so ist die Klasse
%mC sich selbst entgegengesetzt und damit ambig. Kommt umgekehrt in € aufler K
eine weitere ambige Klasse vor, etwa gC', so gilt gC = (m—g)C,alsog =m—g = %m
Daraus folgt: Ist m gerade, so kann es aufler K und %mC keine weitere ambige Klasse
geben; ist dagegen m ungerade, so kann aufler K keine weitere in € enthalten sein.

IV. Die Periode einer Klasse hC', die in € enthalten ist, sei
K,hC,2hC,3hC ... (m' —1)hC

Dann ist offenbar m’h das kleinste Vielfache von h, das durch m teilbar ist. Sind also
m und h teilerfremd, so ist m’ = m, und die beiden Perioden enthalten dieselben Klas-
sen in verschiedener Reihenfolge. Bezeichnet allgemein ;o den grofiten gemeinsamen
Teiler von m, h, so ist m’ = ™. Die Anzahl der Klassen in der Periode einer beliebigen
Klasse aus € ist daher entweder m oder ein echter Teiler von m. Und zwar haben so
viele Klassen in € Perioden mit m Gliedern, wie unter den Zahlen 0,1,2...m —1 zu
m teilerfremd sind, also ¢m mit dem Zeichen aus Art. 39. Allgemein haben so viele
Klassen in € Perioden mit ™ Gliedern, wie unter den Zahlen 0,1,2...m — 1 den
grofften gemeinsamen Teiler 4 mit m haben. Thre Anzahl ist offenbar gp%. Gilt also
m = n, das heif3t, ist das ganze Hauptgeschlecht in € enthalten, so gibt es in diesem
Geschlecht genau ¢n Klassen, deren Perioden dasselbe ganze Geschlecht umfassen,
und @e Klassen, deren Perioden aus e Gliedern bestehen, wobei e einen beliebigen
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Teiler von n bezeichnet. Dieser Schluss gilt allgemein, wenn im Hauptgeschlecht eine
Klasse vorkommt, deren Periode aus n Gliedern besteht.

V. Unter derselben Voraussetzung lésst sich das System der Klassen des Hauptge-
schlechts am zweckméfBigsten ordnen, indem man eine Klasse mit einer Periode von
n Gliedern gewissermaflen als Basis wahlt und die Klassen des Hauptgeschlechts in
der Reihenfolge ihrer Periode anordnet. Gibt man dann der Hauptklasse den Indez 0,
der als Basis gewdhlten Klasse den Index 1 usw., so lasst sich allein durch Addition
der Indizes feststellen, welche Klasse aus der Zusammensetzung beliebiger Klassen
des Hauptgeschlechts entsteht. Hier ein Beispiel fiir die Determinante —356, bei dem
wir die Klasse (9, 2,40) als Basis gewéahlt haben:

0 (1,0, 356) 4 (20,8, 21) 8 (20,-8,21)
1 (9,2,40) |5 (17,1,21) | 9 (8,2,45)

2 (5 ), 72) |6 (4, o 89) 10 (5,-2,72)
3(8,-2,45) | 7 (17,-1,21) | 11 (9,—2,40)

VI. Sowohl die Analogie mit Abschnitt III als auch die Untersuchung von mehr
als 200 negativen und noch weit mehr positiven nichtquadratischen Determinanten
mogen es hochst wahrscheinlich erscheinen lassen, dass jene Voraussetzung fiir al-
le Determinanten gilt. Ein solcher Schluss wére trotzdem falsch und wiirde durch
Fortsetzung der Klassifikationstafel widerlegt. Der Kiirze wegen nennen wir die De-
terminanten, bei denen das ganze Hauptgeschlecht in einer einzigen Periode enthalten
sein kann, reguldr, die {ibrigen, bei denen das nicht moglich ist, irrequldr. Dieser Ge-
genstand scheint zu den tiefsten Geheimnissen der hoheren Arithmetik zu gehoren
und Raum fiir &uferst schwierige Untersuchungen zu lassen. Hier kénnen wir ihn nur
durch wenige Bemerkungen erldutern, denen wir die folgende allgemeine voranstellen.

VII. Gibt es im Hauptgeschlecht Klassen C, C’, deren Perioden aus m, m’ Klassen
bestehen, und ist M die kleinste durch m und m’ teilbare Zahl, so gibt es in demselben
Geschlecht auch Klassen, deren Perioden M Glieder enthalten. Man zerlege M in zwei
teilerfremde Faktoren r, 7/, deren erster (r) die Zahl m, deren zweiter (') die Zahl m/
teilt, wie in Art. 73. Dann hat die Klasse 7:C'+ T—,/C' = C"” die verlangte Eigenschaft.
Bestehe namlich die Periode der Klasse C” aus g Gliedern, so gilt

= grC" = gmC + grm c’
ol
r !

grm’

also muss durch m’ teilbar sein oder gr durch r und damit auch g durch r’.
Ganz ebenso findet man g durch r teilbar und daher auch durch rr’ = M. Da aber
offenbar MC"” = K, ist auch M durch g teilbar. Also gilt notwendig M = g. Dar-
aus folgt leicht, dass die grdfite Anzahl von Klassen in einer Periode bei gegebener
Determinante durch die Klassenanzahl jeder anderen Periode einer Klasse desselben
Hauptgeschlechts teilbar ist. Zugleich lasst sich daraus eine Methode gewinnen, eine
Klasse mit moglichst grofler Periode zu finden, die also bei reguldrer Determinante
das ganze Hauptgeschlecht umfasst. Sie ist der Methode der Art. 73, 74 ganz analog,
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obwohl sich die Arbeit in der Praxis durch verschiedene Kunstgriffe verkiirzen ldsst.
Der Quotient aus n und der Klassenanzahl der gréfiten Periode ist fiir regulére Deter-
minanten 1, fiir irregulére aber stets eine ganze Zahl gréfler als 1. Bei diesen eignet
er sich besonders gut, die verschiedenen Arten der Irregularitit auszudriicken, und
kann deshalb Irreqularitdtsexponent heiffen.

VIII. Bisher gibt es keine allgemeine Regel, mit der sich reguldre von irregulé-
ren Determinanten im Voraus unterscheiden lassen, zumal unter den letzten sowohl
Primzahlen als auch zusammengesetzte Zahlen vorkommen. Einige besondere Beob-
achtungen miissen hier also geniigen. Enthélt das Hauptgeschlecht mehr als zwei am-
bige Klassen, so ist die Determinante sicher irreguldr und der Irregularitdtsexponent
gerade. Gibt es in diesem Geschlecht dagegen nur eine oder zwei, so ist die Deter-
minante entweder reguldr oder wenigstens ihr Irregularitdtsexponent ungerade. Alle
negativen Determinanten der Form —(216k + 27), mit der einzigen Ausnahme —27,
sind irregulér, und ihr Irregularitdtsexponent ist durch 3 teilbar. Dasselbe gilt fiir
negative Determinanten der Formen —(1000k + 75) und —(1000k + 675), mit der ein-
zigen Ausnahme —75, und fiir unendlich viele andere. Ist der Irregularitédtsexponent
eine Primzahl p oder wenigstens durch p teilbar, so ist n durch pp teilbar. Hat also n
keinen quadratischen Teiler, so ist die Determinante sicher reguldr. Nur bei positiven
Determinanten, die Quadratzahlen ee sind, lasst sich stets im Voraus erkennen, ob
sie regular oder irregular sind. Regulér sind sie, wenn e gleich 1 oder 2, eine ungerade
Primzahl oder eine Potenz einer ungeraden Primzahl ist; in allen {ibrigen Féllen sind
sie irreguldr. Bei negativen Determinanten werden die irregulidren mit wachsender
Determinante immer héufiger. Zum Beispiel findet man im ganzen ersten Tausen-
der dreizehn irreguldre: ohne negatives Vorzeichen 576,580, 820,884,900 mit dem
Irregularitdtsexponenten 2 sowie 243,307, 339,459,675, 755,891, 974 mit dem Irregu-
laritdtsexponenten 3. Im zweiten Tausender wurden 13 mit dem Exponenten 2 und
15 mit dem Exponenten 3 gefunden; im zehnten Tausender 31 mit dem Exponenten
2 und 32 mit dem Exponenten 3. Ob Determinanten mit einem Irregularitétsexpo-
nenten grofler als 3 unter —10000 vorkommen, lédsst sich noch nicht entscheiden. Jen-
seits dieser Grenze konnen beliebige gegebene Exponenten vorkommen. Es ist sehr
wahrscheinlich, dass mit wachsenden Determinanten das Verhéltnis der H&ufigkeit
irregularer negativer Determinanten zu der regulédrer sich immer mehr einer festen
Zahl nihert. Diese zu bestimmen wére des Scharfsinns der Mathematiker sehr wiir-
dig. — Bei positiven nichtquadratischen Determinanten sind irregulére viel seltener.
Mit geradem Irregularitatsexponenten gibt es sicher unendlich viele, zum Beispiel
3026, bei der er 2 ist. Es scheint auch kein Zweifel, dass solche mit ungeradem Irre-
gularitdtsexponenten vorkommen, obwohl wir zugeben miissen, dass uns bisher keine
begegnet ist.

IX. Die zweckméfBigste Anordnung des Systems der Klassen im Hauptgeschlecht
einer irreguldren Determinante kénnen wir hier der Kiirze wegen nicht behandeln.
Wir bemerken nur: Da eine einzige Basis hier nicht geniigt, muss man zwei oder
sogar noch mehr Klassen wahlen, aus deren Multiplikation und Zusammensetzung
alle Klassen entstehen. Daraus ergeben sich doppelte oder mehrfache Indizes, die
ungefdhr denselben Zweck erfiillen wie die einfachen bei reguldren Determinanten.
Dies behandeln wir ein anderes Mal ausfiihrlicher.
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X. Schliellich bemerken wir, dass alle in diesem und dem vorigen Artikel betrach-
teten Eigenschaften vor allem von der Zahl n abhidngen, die eine &hnliche Rolle spielt
wie p — 1 in Abschnitt III. Daher verdient diese Zahl die grofite Aufmerksamkeit,
und eine allgemeine Beziehung zwischen ihr und der zugehoérigen Determinante zu
entdecken wire hochst wiinschenswert. Bei dieser sehr wichtigen Frage halten wir
es umso weniger fur angebracht, die Hoffnung aufzugeben, als es bereits gelungen
ist, den Durchschnittswert des Produkts aus n und der im Voraus bestimmbaren
Geschlechteranzahl wenigstens bei negativen Determinanten durch eine analytische
Formel auszudriicken, in Art. 302.

307.

Die Untersuchungen der vorigen Artikel umfassen nur die Klassen des Hauptge-
schlechts. Sie gentigen daher sowohl fiir positive Determinanten mit nur einem Ge-
schlecht {iberhaupt als auch fiir negative mit nur einem positiven Geschlecht, wenn
wir das negative nicht beriicksichtigen wollen. Es bleibt, auch {iber die iibrigen ei-
gentlich primitiven Geschlechter einige Bemerkungen hinzuzufiigen.

I. Gibt es in einem Geschlecht G’, das vom Hauptgeschlecht G' derselben Deter-
minante verschieden ist, eine ambige Klasse, so gibt es darin ebenso viele wie in G.
Die ambigen Klassen in G seien L, M, N usw., darunter auch die Hauptklasse K, in
G’ dagegen L', M' N’ usw. Thre Gesamtheiten seien der Reihe nach A und A’. Da
offenbar alle Klassen L+ L', M + L', N+ L' usw. ambig und verschieden sind, zu G’
gehoren und somit in A’ enthalten sein miissen, kann die Klassenanzahl in A’ sicher
nicht kleiner sein als in A. Ebenso sind die Klassen L' + L', M’ + L', N’ + L' usw.
verschieden und ambig, gehoren zu G und sind also in A enthalten. Daher kann die
Klassenanzahl in A nicht kleiner sein als in A’. Die Klassenanzahlen in A und A’ sind
somit notwendig gleich.

IT. Da die Gesamtzahl der ambigen Klassen gleich der Anzahl der Geschlechter ist,
nach Art. 261,287 III, muss offenbar, wenn es in G nur eine ambige Klasse gibt, jedes
Geschlecht eine ambige Klasse enthalten. Gibt es in G zwei, so enthilt die Hélfte
aller Geschlechter je zwei, die librigen keine. Sind schliellich in G mehr enthalten,
etwa a*), so enthélt der a-te Teil aller Geschlechter je a ambige Klassen, die ibrigen
keine.

III. Fir den Fall, dass G zwei ambige Klassen enthalt, seien G,G’,G" usw. die
Geschlechter mit je zwei und H, H', H” usw. die ohne ambige Klassen. Die Gesamt-
heit der ersten sei &, die der letzten $. Da durch Zusammensetzung zweier ambiger
Klassen stets eine ambige Klasse entsteht, nach Art. 249, ergibt sich durch Zusam-
mensetzung zweier Geschlechter aus & offenbar stets ein Geschlecht aus . Daraus
folgt weiter, dass die Zusammensetzung eines Geschlechts aus & mit einem aus §) ein
Geschlecht aus $) ergibt. Denn gehorte zum Beispiel G’ + H nicht zu §, sondern zu &,
so miusste auch G’ + H + G’ zu & gehoren. Das ist ein Widerspruch, da G' + G' = G
und somit G’ + H +G’ = H. Schliellich sieht man leicht, dass die Geschlechter G+ H,
G'+ H, G" + H usw. zusammen mit H + H, H' + H, H" + H usw. alle verschieden
und daher mit & und $ zusammengenommen identisch sind. Nach dem gerade Be-
wiesenen gehoren aber die Geschlechter G+ H, G' + H, G" + H usw. alle zu $) und

“)Dies kann nur bei irreguléren Determinanten geschehen, und a ist dann stets eine Zweierpotenz.
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schopfen diese Gesamtheit also aus. Daher miissen die iibrigen H+H, H'+H, H'+H
usw. sdmtlich zu & gehoren. Das heifit, die Zusammensetzung zweier Geschlechter
aus $) ergibt also stets ein Geschlecht aus &.

IV. Ist E eine Klasse des Geschlechts V', das vom Hauptgeschlecht G verschieden
ist, so gehoren offenbar 2F,4F, 6F usw. alle zu G, dagegen 3E,5E,7FE usw. zu V.
Besteht die Periode der Klasse 2F aus m Gliedern, so ist in der Reihe F,2F,3F
usw. offenbar die Klasse 2mFE und keine frithere mit K identisch. Die Periode der
Klasse E besteht also aus 2m Gliedern. Daher ist die Gliederzahl der Periode einer
beliebigen Klasse auflerhalb des Hauptgeschlechts entweder 2n oder ein echter Teiler
von 2n, wobei n die Anzahl der Klassen in jedem Geschlecht bezeichnet.

V. Es sei C' eine gegebene Klasse des Hauptgeschlechts G und E eine Klasse eines
Geschlechts V', aus deren Verdopplung C' entsteht; eine solche gibt es stets nach Art.
286. Ferner seien sdmtliche ambigen Klassen, eigentlich primitiv und von derselben
Determinante, K, K’, K” usw. Dann sind alle Klassen, aus deren Verdopplung C
entsteht, die folgenden: F (= E+ K), E+ K', E+ K" usw. Ihre Gesamtheit sei Q.
Die Anzahl dieser Klassen ist gleich der Anzahl der ambigen Klassen, also der Anzahl
der Geschlechter. Offenbar gehoren von den Klassen in 9 so viele zum Geschlecht V,
wie es ambige Klassen in G gibt. Ihre Anzahl sei a. Dann enthélt jedes Geschlecht
entweder a Klassen aus £ oder keine. Daraus folgt leicht: Ist a = 1, so enthélt jedes
Geschlecht eine Klasse aus 9Q; ist a = 2, so enthélt die Hilfte aller Geschlechter je
zwei Klassen aus £, die iibrigen keine. Dabei stimmt die erste Hélfte entweder ganz
mit & tberein, im selben Sinn wie oben in III, und die zweite mit §), oder diese mit &
und jene mit $). — Ist a noch grofler, so enthilt stets der a-te Teil aller Geschlechter
Klassen aus 9, und zwar jedes dieser Geschlechter a Klassen.

VI. Nun sei C eine Klasse, deren Periode aus n Gliedern besteht. Fiir den Fall a = 2,
in dem also n gerade ist, sieht man leicht, dass keine Klasse aus Q zu G gehoren kann.
Dann wire ndmlich eine solche Klasse in der Periode der Klasse C enthalten. Wire
sie also = rC, oder 2rC = C, so wére 2r = 1 (mod. n), was ein Widerspruch ist.
Da G zu & gehort, missen also samtliche Klassen 9 auf die Geschlechter ) verteilt
sein. Weil es bei regulidrer Determinante in G genau pn Klassen mit Perioden von n
Gliedern gibt, folgt: Fiir den Fall a = 2 enthélt jedes Geschlecht $) genau 2pn Klassen,
deren Perioden 2n Glieder und somit sowohl ihr eigenes als auch das Hauptgeschlecht
umfassen. Ist dagegen a = 1, so gibt es in jedem vom Hauptgeschlecht verschiedenen
Geschlecht pn solche Klassen.

VII. Auf diese Beobachtungen griinden wir die folgende Methode, das System al-
ler eigentlich primitiven Klassen fiir jede gegebene regulére Determinante moglichst
zweckméBig aufzubauen; irregulére lassen wir ganz beiseite. Man wéhle beliebig eine
Klasse F, deren Periode 2n Glieder und damit sowohl ihr eigenes Geschlecht, etwa
V, als auch das Hauptgeschlecht G umfasst. Die Klassen dieser beiden Geschlechter
ordne man in der Reihenfolge dieser Periode. Damit ist die Aufgabe schon erledigt,
wenn es iiberhaupt nicht mehr als diese beiden Geschlechter gibt oder wenn es nicht
notig erscheint, die iibrigen hinzuzufligen, zum Beispiel bei einer negativen Determi-
nante mit nur zwei positiven Geschlechtern. Sollen aber vier oder mehr Geschlechter
aufgebaut werden, so behandle man die iibrigen auf folgende Weise. Es sei V' eines
der iibrigen und V + V' = V”. Dann gibt es in V' und V" zusammen zwei ambige
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Klassen, entweder in jedem eine oder in einem zwei und im anderen keine. Daraus
wahle man eine beliebige A. Setzt man A mit den einzelnen Klassen in G und V
zusammen, so entstehen offenbar 2n verschiedene Klassen, die zu V/ und V" gehoren
und diese Geschlechter somit ausschopfen. So lassen sich auch diese Geschlechter ord-
nen. — Sind aufler diesen vier weitere Geschlechter iibrig, sei V" eines davon, und es
seien V""" V" V" die Geschlechter, die durch Zusammensetzung von V"’ mit V, V’
und V" entstehen. Diese vier Geschlechter V" ... V""" enthalten vier ambige Klassen.
Wéahlt man daraus eine A’ und setzt sie mit den einzelnen Klassen in G,V, V' V"
zusammen, so entstehen offenbar alle Klassen in V... V""" — Sind noch weitere
Geschlechter iibrig, so fahre man ebenso fort, bis alle ausgeschopft sind. Ist die An-
zahl aller aufzubauenden Geschlechter 2¥, so braucht man offenbar insgesamt p — 1
ambige Klassen. Jede Klasse dieser Geschlechter entsteht entweder durch Multipli-
kation der Klasse F oder durch Zusammensetzung einer so entstandenen Klasse mit
einer oder mehreren ambigen Klassen. Zwei Beispiele erldutern diese Regeln. Mehr
iiber den Nutzen einer solchen Anordnung oder iiber Kunstgriffe zur Erleichterung
der Arbeit kénnen wir hier nicht hinzufiigen.

I. Determinante —161.

Vier positive Geschlechter; je vier Klassen.

G v
1,4; R7; R23 3,4; N7; R23
(1,0,161) = K (3,1,54) = E
(9,1,18) = 2F (6,—1,27) = 3E
(2,1,81) = 4E (6,1,27) = 5E
(9,—1,18) = 6E (3,—1,54) = TE
V/ V//

3,4; R7; N23 1,4; N7; N23
(7,0,23) = A (10,3,17) = A+ E
(11,-2,15) = A+ 2E (5,2,33) = A+ 3E
(14 7,15) = A+ 4E (5,-2,33) = A+ 5E
(11,2,15) = A+ 6E (10,-3,17) = A+ 7E
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II. Determinante —546.
Acht positive Geschlechter; je drei Klassen.

G
1 und 3,8; R3; R7; R13
(1,0,546) = K
(22,-2,25) = 2F
(22,2,25) = 4F

Vl
1 und 3,8, N3; R7; N13
(2,0,273) = A
(11,-2,50) = A+ 2FE
(11,2,50) = A+ 4FE

V///
1 und 3,8, N3; N7; R13
(3,0,182) = A’
(17,7,35) = A’ +2F
(17,-7,35) = A’ +4F

v

5und 7,8, N3; N7; N13
(5,2,110) = FE
(21,0,26) =3F

(5,-2,110) = 5E

V//
5und 7,8; R3; N7; R13
(10,2,55) = A+ E
(13,0,42) = A+ 3E
(10,—2,55) = A+ 5F

V////
5und 7,8; R3; R7; N13
(15,-3,37) = A+ FE
(7,0,78) = A’ + 3F
(15,3,37) = A’ + 5E

V///I/ V//////

1 und 3,8; R3; N7; N13 5und 7,8; N3; R7; R13
(6,0,91) = A+ A (23,11,29) = A+ A+ F
(19,9,33) = A+ A" +2F (14,0,39) = A+ A’ + 3F
(19,-9,33) = A+ A’ +4F (23,-11,29) = A+ A’ +5E
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SECHSTER ABSCHNITT.

VERSCHIEDENE ANWENDUNGEN DER VORANGEGANGENEN
UNTERSUCHUNGEN.

308.

Wie reich die hohere Arithmetik an Wahrheiten ist, die auch in anderen Teilen
der Mathematik niitzlich sind, haben wir bereits an mehreren Stellen angedeutet.
Einige Anwendungen, die eine ausfiihrlichere Darstellung verdienen, gesondert zu be-
handeln, schien uns nicht unniitz. Dabei wollen wir diesen Gegenstand, der leicht
mehrere Bande fiillen konnte, weniger erschopfen als vielmehr durch einige Beispiele
erlautern. In diesem Abschnitt behandeln wir zuerst die Zerlegung von Briichen in
einfachere, dann die Umwandlung gewohnlicher Briiche in Dezimalbriiche. Danach
erkldren wir ein neues Ausschlussverfahren zur Lésung unbestimmter Gleichungen
zweiten Grades. Schliefllich geben wir neue, bequeme Methoden an, Primzahlen von
zusammengesetzten Zahlen zu unterscheiden und die Faktoren der letzten zu ermit-
teln. Im folgenden Abschnitt begriinden wir die allgemeine Theorie einer besonderen
Art von Funktionen, die sich durch die ganze Analysis sehr weit erstreckt, soweit sie
mit der hoheren Arithmetik sehr eng zusammenhéngt. Insbesondere wollen wir die
Theorie der Kreisteilung, von der bisher nur die ersten Grundlagen bekannt geworden
sind, durch neue Ergebnisse erweitern.

Zerlequng von Briichen in einfachere.

309.

AUFGABE. Einen Bruch 7, dessen Nenner n das Produkt zweier teilerfremder
Zahlen a,b ist, in zwei andere mit den Nennern a,b zerlegen.

Lésung. Die gesuchten Briiche seien £, %. Dann muss bz 4 ay = m gelten. Also
ist « eine Wurzel der Kongruenz bz = m (mod. a), die sich nach Abschnitt II finden
ldsst, wahrend dann y= =22 bx gilt.

Bekanntlich hat die Kongruenz br = m unendlich viele Wurzeln, die aber nach
a kongruent sind, und nur eine positive, die kleiner als a ist. Es kann allerdings

auch vorkommen, dass y negativ wird. Wir brauchen kaum zu bemerken, dass y

auch durch die Kongruenz ay = m (mod. b) und x durch die Gleichung x = =72
gefunden werden kann. — Zum Beispiel ist fiir den gegebenen Bruch 58 die Zahl 4
der Wert des Ausdrucks 2% (mod. 7). Daher zerlegt sich 57 in + Z.

310.

Ist ein Bruch 7+ gegeben, dessen Nenner n das Produkt beliebig vieler paarweise
teilerfremder Faktoren a,b, c,d usw. ist, so kann er nach dem vorigen Artikel zunéichst
in zwei mit den Nennern a und bed usw. zerlegt werden; der zweite wieder in zwei
mit den Nennern b und cd usw.; der letzte wiederum in zwei und so fort. Schlielich
erhalt der gegebene Bruch die Form

m s

~
i +b+c+d+usw
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Die Zahler a, 5,7, usw. konnen offenbar positiv und kleiner als ihre jeweiligen Nen-
ner gewéhlt werden, aufler dem letzten. Sind die iibrigen bestimmt, so ist der letzte
nicht mehr beliebig und kann auch negativ oder gréfler als sein Nenner werden, da
wir m < n nicht voraussetzen. Dann ist es meist zweckméfig, ihn in die Form £k zu
bringen, wobei ¢ positiv und kleiner als e, dagegen k eine ganze Zahl ist. Schliefllich
konnen a, b, c usw. offenbar als Primzahlen oder Primzahlpotenzen gewéhlt werden.

Bez’spz'el Der Bruch 3331’ mit dem Nenner = 4.3.7.11, zerlegt sich auf diese Weise
in 1292131, 2;1301 1121 %—1 %; 4—% in %— ==. Schreibt man daher = —1 fiir — 11, so erhélt
man gy =3 +3+7+q -1

311.
8

Ein Bruch " lasst sich nur auf eine Weise in die Form ¢ + 7 + usw. F k bringen,
sodass «, 8 usw. positiv und kleiner als a, b usw. sind. Setzen wir ndmlich
m /3 Oé/ !/ ,y/

f+ + - +usw3Fk—f+ +—

- 2 2 +usw. F K

und auch o/, 3 usw. positiv und kleiner als a,b usw. voraus, so gilt notwendig
a=da, B=0, 7=+ usw. und k = k. Denn durch Multiplikation mit n = abc
usw. ergibt sich offenbar m = abed usw. = o’bed usw. (mod. a). Da bed usw. zu a
teilerfremd ist, gilt notwendig o = o/, also @ = o/, und ebenso 3 = 3 usw. Daraus
folgt auch sofort & = k’. Da nun vollig beliebig ist, zu welchem Nenner der Zahler
zuerst berechnet wird, lassen sich offenbar alle Zéhler ebenso bestimmen wie o im
vorigen Artikel, etwa § durch die Kongruenz facd usw. = m (mod. b), v durch
~vabd usw. = m (mod. ¢) usw. Die Summe aller so gefundenen Briiche ist entweder
gleich dem gegebenen Bruch 7, oder die Differenz ist eine ganze Zahl = k. Auf diese
Weise erhalten wir zugleich eine Kontrolle der Rechnung. So liefern im Beispiel des
vorigen Artikels die Werte der Ausdriicke 521 (mod. 4), 3% (mod. 3), 331 (mod. 7),

7308 ’ 132

% (mod. 11) unmittelbar die Zé&hler 1,2, 1,4 zu den Nennern 4,3,7,11. Die Summe

dieser Briiche iibersteigt, wie man findet, den gegebenen Bruch um eins.
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Umwandlung gewdohnlicher Briche in Dezimalbriiche.

312.

DEFINITION. Wird ein gewohnlicher Bruch in einen Dezimalbruch umgewandelt,
so nennen wir die Folge der Dezimalziffern”) ohne den etwa vorhandenen ganzzah-
ligen Teil, ob sie endlich ist oder unendlich fortlauft, die Mantisse des Bruchs. Wir
gebrauchen diesen sonst nur bei Logarithmen tiblichen Ausdruck in einem weiteren
Sinn. So ist zum Beispiel die Mantisse des Bruchs % gleich 125, die von ?—2 gleich 1875
und die von % gleich 054054 . . ., ins Unendliche fortgesetzt.

Aus dieser Definition folgt sofort, dass die Briiche %, 2t mit demselben Nenner glei-
che oder verschiedene Mantissen haben, je nachdem ihre Zahler [, m nach n kongruent
oder inkongruent sind. Eine endliche Mantisse dndert sich nicht, wenn rechts beliebig
viele Nullen angefiigt werden. Die Mantisse des Bruchs me erhalt man, indem man
die erste Ziffer der Mantisse von “* entfernt. Allgemein findet man die Mantisse von
10%m indem man die ersten v Ziffern der Mantisse von - entfernt. Die Mantisse von
% beginnt sofort mit einer signifikanten Ziffer, das heifit, einer von null verschiedenen,
wenn n nicht > 10 ist. Gilt dagegen n > 10, ist der Nenner keiner Potenz von 10
gleich und besteht er aus k Ziffern, so sind die ersten k — 1 Ziffern der Mantisse von
% Nullen, und erst die folgende, die k-te, ist signifikant. Daraus folgt leicht: Haben
%, = verschiedene Mantissen, das heif$t, sind I, m nach n inkongruent, so kénnen diese
Mantissen sicher nicht in den ersten k Ziffern iibereinstimmen, sondern miissen sich
spatestens in der k-ten Ziffer unterscheiden.

313.

AUFGABE. Aus dem gegebenen Nenner eines Bruchs > und den ersten k Ziffern
seiner Mantisse den Zdhler m finden, den wir kleiner als n voraussetzen.

Losung. Man betrachte diese k Ziffern als ganze Zahl, multipliziere sie mit n und
dividiere das Produkt durch .10%, oder entferne die letzten k Ziffern. Ist der Quotient
eine ganze Zahl, sind also die entfernten Ziffern Nullen, so ist er offenbar der gesuchte
Zéhler und die gegebene Mantisse vollstdndig. Andernfalls ist der gesuchte Zéhler
die néchstgroflere ganze Zahl, also jener Quotient um eins vermehrt, nachdem die
folgenden Dezimalziffern weggelassen wurden. Der Grund dieser Regel ergibt sich so
leicht aus den Bemerkungen am Ende des vorigen Artikels, dass eine ausfiihrlichere
Erklarung unnoétig ist.

Beispiel. Weill man, dass die ersten beiden Ziffern der Mantisse eines Bruchs mit
dem Nenner 23 gleich 69 sind, so haben wir das Produkt 23.69 = 1587. Entfernt man
dessen letzte beiden Ziffern und addiert eins, so ergibt sich der gesuchte Zahler = 16.

“Der Kiirze wegen beschrinken wir die folgende Untersuchung auf das gewohnliche Dezimalsystem,
da sie sich leicht auf jedes andere ausdehnen l&sst.
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314.

Wir beginnen mit Briichen, deren Nenner Primzahlen oder Primzahlpotenzen sind,
und zeigen spéter, wie sich die librigen darauf zuriickfithren lassen. Zunéchst bemer-
ken wir sofort, dass die Mantisse eines Bruchs ;%, von dessen Zihler a wir stets
voraussetzen, dass er durch die Primzahl p nicht teilbar ist, endlich ist und aus p Zif-
fern besteht, wenn p = 2 oder = 5. Im ersten Fall ist diese als ganze Zahl betrachtete
Mantisse = 5*a, im zweiten = 2*a. Dies ist so offensichtlich, dass es keiner Erklarung
bedarf.

Ist dagegen p eine andere Primzahl, so ist 10"a niemals durch p* teilbar, wie grof3
auch r gewahlt wird. Daher muss die Mantisse von F' = 1% unendlich fortlaufen. Es
sei 10¢ die kleinste Potenz von 10, die nach dem Modul p* der Einheit kongruent
ist. Man vergleiche Abschnitt III, wo wir gezeigt haben, dass e entweder der Zahl
(p — 1)p#~! gleich oder ein echter Teiler davon ist. Dann sieht man leicht, dass auch
10¢a die erste Zahl in der Reihe 10a, 100a, 1000a usw. ist, die nach demselben Modul
der Zahl a kongruent ist. Nun entstehen nach Art. 312 die Mantissen der Briiche
;PT“, 12# ... lgza, indem man von der Mantisse des Bruchs F' die erste Ziffer, die
ersten beiden ...e Ziffern der Reihe nach entfernt. Daher wiederholen sich in dieser
Mantisse offenbar nach den ersten e Ziffern, und nicht frither, dieselben Ziffern. Diese
ersten e Ziffern, deren unendliche Wiederholung die Mantisse bildet, kénnen wir die
Periode dieser Mantisse oder des Bruchs F' nennen. Offenbar ist die Lange der Periode,
das heifit, die Anzahl ihrer Ziffern (= e), vom Zéhler a vollig unabhéngig und nur
durch den Nenner bestimmt. So ist zum Beispiel die Periode von 1—11 gleich 09 und

die von 2 gleich 428571").

315.

Kennt man also die Periode eines Bruchs, so kann seine Mantisse auf beliebig viele

Ziffern fortgesetzt werden. Gilt ferner b = 10%a (mod. p*), so erhilt man offenbar

b

die Periode von i indem man die ersten A Ziffern der Periode von F', wobei wir

A < e voraussetzen diirfen, hinter die iibrigen e — A Ziffern stellt. Mit der Periode
von F' hat man somit zugleich die Perioden aller Briiche, deren Zahler den Zahlen
10a, 100a, 1000a usw. nach dem Nenner p* kongruent sind. So ergibt sich zum Beispiel,
da 6 = 3.10% (mod. 7), die Periode von g sofort aus der von % als 857142.

Ist nach dem Modul p* die Zahl 10 eine Primitivwurzel, nach Art. 57,89, so

liisst sich aus der Periode von - unmittelbar die Periode jedes anderen Bruchs 1%

m
gewinnen, dessen Zahler m durch p nicht teilbar ist. Man entfernt links so viele Ziffern
und fiigt sie rechts wieder an, wie der Index von m Einheiten hat, wenn 10 als Basis
gewahlt wird. Daraus wird deutlich, warum in diesem Fall in Tafel I stets die Zahl

10 als Basis gewahlt wurde; siehe Art. 72.

“Der angesehene Robertson bezeichnet Anfang und Ende der Periode durch zwei iiber die erste und
die letzte Ziffer gesetzte Punkte (Theory of circulating fractions, Philos. Trans. 1769 S. 207), was wir
hier nicht fiir notig halten.
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Ist dagegen 10 keine Primitivwurzel, so lassen sich aus der Periode von # nur

die Perioden derjenigen Briiche gewinnen, deren Zéahler einer Potenz von 10 nach
p* kongruent sind. Es sei 10¢ die kleinste Potenz von 10, die nach p* der Einheit
kongruent ist, ferner (p—1)p*~! = ef. Als Basis withle man eine solche Primitivwurzel
r, dass der Index von 10 gleich f wird, nach Art. 71. In diesem System haben die
Zahler der Briiche, deren Perioden aus der Periode von p% gewonnen werden konnen,
die Indizes f,2f,3f...ef — f. Ebenso gewinnt man aus der Periode von p% die
Perioden der Briiche, deren Zahler 107, 1007, 1000 usw. den Indizes f+1,2f+1,3f+1
usw. entsprechen. Aus der Periode des Bruchs mit dem Zahler rr, dessen Index 2 ist,
gewinnt man die Perioden der Briiche, deren Zahler die Indizes f +2,2f + 2,3 f + 2
usw. haben. Allgemein lassen sich aus der Periode des Bruchs mit dem Zahler * die
Perioden der Briiche gewinnen, deren Zéahler die Indizes f + 4,2f + ¢,3f + i usw.
haben. Daraus folgt leicht: Kennt man nur die Perioden der Briiche mit den Zahlern
Lr,rr,r3 ... 771 so lassen sich alle iibrigen allein durch Umstellung nach folgender
Regel ableiten. Der Index des Zéhlers m des gegebenen Bruchs 1% im System mit der
Basis 7 sei = i, wobei wir ihn kleiner als (p — 1)p#*~! voraussetzen. Durch Division
durch f setze man i = af 4+ (3, sodass «, 8 positive ganze Zahlen oder auch 0 sind
und B < f gilt. Dann entsteht die Periode von [% aus der Periode des Bruchs mit
dem Zahler r?, also 1, wenn 8 = 0, indem man die ersten « Ziffern dieser Periode
hinter die tibrigen stellt. Fiir &« = 0 behélt man also diese Periode selbst. Dies erklart
hinreichend, warum wir beim Aufstellen der Tafel I der in Art. 72 erlduterten Regel
gefolgt sind.
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316.

Nach diesen Grundsétzen haben wir fiir alle Nenner der Form p* unter 1000 eine
Tafel der notigen Perioden aufgestellt. Wir werden sie bei Gelegenheit vollstandig
oder auch noch weiter fortgesetzt verdffentlichen. Hier moge Tafel 111, die nur bis
100 reicht, als Beispiel geniigen; sie braucht kaum eine Erklarung. Fiir die Nenner,
nach denen 10 eine Primitivwurzel ist, enthélt sie die Perioden der Briiche mit dem
Zahler 1, namlich fir 7,17, 19, 23, 29,47, 59, 61, 97. Fiir die ibrigen gibt sie f Perioden
zu den Zahlern 1,7,rr,...7/~1 die durch die beigefiigten Zahlen (0), (1), (2) usw.
unterschieden sind. Als Basis r wurde stets dieselbe Primitivwurzel wie in Tafel 1
gewéhlt. Daraus lésst sich also die Periode jedes Bruchs, dessen Nenner in dieser Tafel
vorkommt, nach den Regeln des vorigen Artikels ermitteln, nachdem der Index des
Zéhlers aus Tafel I berechnet wurde. Bei so kleinen Nennern kénnen wir die Aufgabe
aber ebenso leicht ohne Tafel I 16sen. Durch gewodhnliche Division berechnen wir so
viele Anfangsziffern der gesuchten Mantisse, wie nach Art. 313 nétig sind, um sie von
allen anderen mit demselben Nenner zu unterscheiden; fiir Tafel IIT nicht mehr als 2.
Dann durchsuchen wir sdmtliche Perioden zum gegebenen Nenner, bis wir auf jene
Anfangsziffern stoflen, die den Beginn der Periode zweifellos anzeigen. Wir miissen
jedoch bemerken, dass diese Ziffern auch getrennt sein kénnen: Die erste oder mehrere
koénnen das Ende einer Periode bilden, die iibrige oder die iibrigen deren Anfang.

Beispiel. Gesucht ist die Periode von %. Hier hat man nach dem Modul 19 aus
Tafel I die Beziehung ind. 12 = 2ind. 2 + ind. 3 = 39 = 3 (mod. 18), nach Art. 57. Da
es in diesem Fall nur eine Periode zum Zéhler 1 gibt, miissen ihre ersten drei Ziffern
an das Ende gestellt werden. So entsteht die gesuchte Periode 631578947368421052.
— Der Beginn der Periode hétte sich ebenso leicht aus den ersten beiden Ziffern 63
finden lassen.

Sucht man die Periode von %, so gilt nach dem Modul 53 die Beziehung ind. 45 =
2ind.3 + ind.5 = 49. Die Anzahl der Perioden ist hier 4 = f, und es gilt 49 =
12f 4 1. Daher miissen von der mit (1) bezeichneten Periode die ersten 12 Ziffern
hinter die letzte gestellt werden. Die gesuchte Periode ist somit 8490566037735. Die
Anfangsziffern 84 sind in diesem Fall in der Tafel getrennt.

Wir bemerken noch, dass sich mit Tafel III auch die Zahl finden lasst, die nach
einem gegebenen Modul, der darin unter der Uberschrift des Nenners vorkommt, ei-
nem gegebenen Index entspricht, wie wir in Art. 59 versprochen haben. Denn nach
dem Vorangegangenen lésst sich offenbar die Periode des Bruchs finden, dessen Zah-
ler, obwohl unbekannt, dem gegebenen Index entspricht. Es geniigt, daraus so viele
Anfangsziffern zu entnehmen, wie der Nenner Ziffern hat. Aus ihnen ergibt sich nach
Art. 313 der Zahler, also die gesuchte Zahl zum gegebenen Index.

317.

Nach dem Vorangegangenen ldsst sich die Mantisse jedes Bruchs, dessen Nenner
eine Primzahl oder eine Primzahlpotenz innerhalb der Grenzen der Tafel ist, ohne
Rechnung auf beliebig viele Ziffern bestimmen. Mithilfe der Untersuchungen am An-
fang dieses Abschnitts reicht der Umfang der Tafel aber viel weiter: Er umfasst alle
Briiche, deren Nenner Produkte von Primzahlen oder Primzahlpotenzen innerhalb
ihrer Grenze sind. Denn ein solcher Bruch léasst sich in andere zerlegen, deren Nenner
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diese Faktoren sind. Diese konnen auf beliebig viele Stellen in Dezimalbriiche umge-
wandelt werden; dann bleibt nur, sie zu addieren. Wir brauchen kaum zu bemerken,
dass die letzte Ziffer der so entstehenden Summe kleiner als die richtige sein kann. Der
Fehlbetrag kann aber offenbar nicht so viele Einheiten erreichen, wie einzelne Briiche
addiert werden. Daher ist es zweckméfBig, diese auf einige Ziffern mehr zu berechnen,
als man fiir den gegebenen Bruch an richtigen Ziffern benotigt. Als Beispiel betrach-
ten wir den Bruch % = F"), dessen Nenner das Produkt der Zahlen 16,9, 5,49,
13,47, 59 ist. Nach den obigen Regeln findet man F' = 1+ % + % + % + % + % + 4—77 + %.
Diese einzelnen Briiche werden wie folgt in Dezimalbriiche umgewandelt:

1 =1
1+ = 0,6875

2 =08

§ = 0,4444444444 4444444444 44
£ = 0,4489795918 3673469387 75
T = 0,3846153846 1538461538 46
£ = 0,1489361702 1276595744 68
22 = 0,8813559322 0338983050 84
F = 4,7958315233 1271954166 17

Der Fehlbetrag dieser Summe gegeniiber dem richtigen Wert ist sicher kleiner als fiinf
Einheiten an der letzten, zweiundzwanzigsten Stelle. Daher kénnen die ersten einund-
zwanzig Ziffern dadurch nicht geédndert werden. Setzt man die Rechnung auf mehr
Ziffern fort, so erhélt man anstelle der letzten beiden Ziffern 17 die Ziffern 1893936 . . .
— Auch ohne unseren Hinweis wird jeder sehen, dass dieses Verfahren, gew6hnliche
Briiche in Dezimalbriiche umzuwandeln, besonders fiir den Fall geeignet ist, dass vie-
le Dezimalziffern verlangt werden. Geniigen wenige, so konnen gewohnliche Division
oder Logarithmen meist ebenso bequem angewandt werden.

* . . . . . . . .
)Dieser Bruch ist einer von denen, die der Quadratwurzel aus 23 so nahe wie méglich kommen; sein
Uberschuss ist kleiner als sieben Einheiten an der zwanzigsten Dezimalstelle.
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318.

Da nun die Umwandlung der Briiche, deren Nenner aus mehreren verschiedenen
Primzahlen zusammengesetzt sind, auf den Fall zuriickgefiihrt ist, dass der Nenner
eine Primzahl oder eine Primzahlpotenz ist, fiigen wir iiber ihre Mantissen nur wenige
Bemerkungen hinzu. Enthélt der Nenner weder den Faktor 2 noch 5, so besteht auch
hier die Mantisse aus Perioden. Denn auch in diesem Fall erreicht man in der Reihe
10,100, 1000 schlieBlich ein Glied, das nach dem Nenner der Einheit kongruent ist.
Zugleich gibt dessen Exponent, der sich nach Art. 92 leicht bestimmen ldsst, die vom
Zahler unabhéngige Lange der Periode an, sofern dieser zum Nenner teilerfremd ist.
— Hat der Nenner dagegen die Form 2¢5° N, wobei N eine zu 10 teilerfremde Zahl
ist und o und S Zahlen sind, von denen wenigstens eine nicht 0 ist, so beginnt die
Mantisse nach den ersten « oder g Ziffern aus Perioden zu bestehen, je nachdem
« oder (B grofler ist. Diese stimmen in ihrer Linge mit den Perioden von Briichen
mit dem Nenner N iiberein. Dies folgt sehr leicht daraus, dass sich jener Bruch
in zwei andere mit den Nennern 2*5% und N zerlegen lisst, von denen der erste
nach den ersten « oder § Ziffern abbricht. — Wir kénnten iiber diesen Gegenstand
viele weitere Bemerkungen hinzufiigen, besonders iiber Kunstgriffe, eine Tafel wie
III moglichst schnell aufzustellen. Der Kiirze wegen lassen wir sie hier umso lieber
weg, als schon sowohl der angesehene Robertson am angefiihrten Ort als auch der
angesehene Bernoulli (Nouv. Mém. de [’Ac. de Berlin 1771 p. 273) vieles hierzu
mitgeteilt haben.
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Lésung der Kongruenz xx = A durch das Ausschlussverfahren.

319.

Die Losbarkeit der Kongruenz xx = A (mod. m), die mit der unbestimmten Glei-
chung zz = A + my ibereinstimmt, haben wir in Abschnitt IV (Artikel 146) so
behandelt, dass nichts weiter zu wiinschen iibrig zu bleiben scheint. Was jedoch die
Ermittlung der Unbekannten selbst betrifft, haben wir schon oben (Artikel 152) be-
merkt, dass indirekte Verfahren den direkten bei weitem vorzuziehen sind. Ist m eine
Primzahl, auf welchen Fall sich die tibrigen leicht zuriickfithren lassen, so konnten wir
zu diesem Zweck die Indextafel I, nach der Bemerkung in Artikel 316 mit IIT verbun-
den, verwenden, wie wir in Artikel 60 allgemeiner gezeigt haben; doch wére dieses
Verfahren auf den Umfang der Tafel beschrinkt. Aus diesen Griinden hoffen wir,
dass das folgende allgemeine und bequeme Verfahren den Liebhabern der Arithmetik
willkommen sein wird.

Zunichst bemerken wir, dass es geniigt, nur diejenigen Werte von x zu ermitteln,
die positiv und nicht grofler als %m sind, da jeder andere Wert nach dem Modul
m einem von ihnen oder dessen Negativem kongruent ist. Bei einem solchen Wert
von x muss der Wert von y zwischen den Grenzen —% und %m — % liegen. Das
Verfahren, das sich unmittelbar anbietet, bestiinde also darin, fiir jeden innerhalb
dieser Grenzen liegenden Wert von y (die Gesamtheit dieser Werte wollen wir mit
Q bezeichnen) den Wert von A + my, den wir mit V' bezeichnen, zu berechnen und
nur diejenigen beizubehalten, fiir die V' ein Quadrat wird. Ist m eine kleine Zahl (z.
B. unter 40), so ist dieser Versuch so kurz, dass er kaum einer Abkiirzung bedarf;
ist dagegen m grof, so ldsst sich die Arbeit durch das folgende Ausschlussverfahren

beliebig verkiirzen.
320.

Es sei E eine beliebige ganze, zu m teilerfremde Zahl gréfler als 2, und alle ihre
verschiedenen quadratischen Nichtreste (d. h. nach E inkongruenten Nichtreste) seien
a, b, c usw.; schlieflich seien die Wurzeln der Kongruenzen

A+my=a, A+my=0>b, A+ my=c usw.nach dem Modul £

die Zahlen «, 8, usw., die alle positiv und kleiner als F gewahlt werden diirfen. Gibt
man also y einen Wert, der einer der Zahlen «, 8, usw. nach E kongruent ist, so ist
der daraus entstehende Wert von V' = A+ my einer der Zahlen a, b, ¢c usw. kongruent,
also ein Nichtrest von E, und kann daher kein Quadrat sein. Somit kénnen aus {2
sofort alle Zahlen der Formen Et + a, Et + 3, Et 4+ v usw. als unbrauchbar ausge-
schlossen werden, und es geniigt, die iibrigen, deren Gesamtheit €’ sei, zu erproben.
Bei dieser Operation kann man der Zahl ' den Namen Ausschlusszahl geben.

Nimmt man nun eine andere geeignete Zahl E’ als Ausschlusszahl, so findet man
auf genau dieselbe Weise ebenso viele Zahlen o, 3,7 usw., wie sie verschiedene
quadratische Nichtreste hat, denen y nach dem Modul E’ nicht kongruent sein kann.
Daher darf man wiederum aus ' alle Zahlen der Formen E't + o/, E't + 8/, E't ++/
usw. entfernen. So kann man mit immer weiteren Ausschlusszahlen fortfahren, bis
die Menge der Zahlen aus {2 so weit verkleinert ist, dass es nicht schwieriger erscheint,
alle iibrigen tatséchlich zu erproben, als neue Ausschliisse vorzunehmen.
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Beispiel. Ist die Gleichung xx = 22 4 97y gegeben, so sind die Grenzen der Werte
22 1 22

von y gleich —52 und 247 — §. Da der Wert 0 offenbar unbrauchbar ist, umfasst
Q also die Zahlen 1,2,3...24. Fir F = 3 gibt es nur den einen Nichtrest a = 2;
daraus folgt o = 1. Somit sind aus €2 alle Zahlen der Form 3t + 1 auszuschlieflen;
die Anzahl der verbleibenden Zahlen €’ ist 16. Ebenso hat man fiir £ = 4 die Werte
a=2,b=3,also a = 0,8 = 1; daher miissen die Zahlen der Formen 4t und 4t + 1
verworfen werden, und es bleiben diese acht: 2,3,6,11,14,15,18,23. Ebenso findet
man fiir £ = 5, dass die Zahlen der Formen 5¢ und 5t 4+ 3 zu verwerfen sind; es
bleiben 2,6,11,14. Die Ausschlusszahl 6 wiirde die Zahlen der Formen 6t + 1 und
6t + 4 entfernen; diese, die mit den Zahlen der Form 3t + 1 iibereinstimmen, fehlen
aber bereits. Die Ausschlusszahl 7 entfernt die Zahlen der Formen 7t + 2,7t + 3,
7t + 5 und lasst 6,11,14 {ibrig. Setzt man diese fiir y ein, so erhilt man der Reihe
nach V = 604, 1089, 1380, wovon allein der zweite Wert ein Quadrat ist; daraus folgt
T = F33.
321.

Die mit der Ausschlusszahl E ausgefiithrte Operation entfernt unter den Werten
von V', die den Werten von y in ) entsprechen, alle quadratischen Nichtreste von
FE, lasst aber die Reste derselben Zahl unberiihrt. Daher ist leicht einzusehen, dass
sich die Verwendung der Ausschlusszahlen E und 2F nicht unterscheidet, wenn F
ungerade ist, da in diesem Fall ¥ und 2F dieselben Reste und Nichtreste haben.
Werden also die Zahlen 3,4, 5 usw. nacheinander als Ausschlusszahlen verwendet, so
sind die Zahlen 6, 10, 14 usw., die das Doppelte ungerader Zahlen sind, als tiberfliissig
zu iiberspringen. Ferner ist klar, dass die beiden mit den Ausschlusszahlen E, E’
ausgefithrten Operationen alle Werte von V' entfernen, die Nichtreste beider Zahlen
E, E’ oder einer von ihnen sind, und diejenigen iibrig lassen, die Reste beider sind.
Haben nun E und E’ keinen gemeinsamen Teiler, so sind alle entfernten Zahlen
Nichtreste und alle {ibrigen Reste des Produkts EE’. Daher bewirkt die Verwendung
der Ausschlusszahl EE’ in diesem Fall offenbar genau dasselbe wie die Verwendung
der beiden Zahlen E, E’ und ist somit nach diesen iiberfliissig. Man darf also auch
alle Ausschlusszahlen {iberspringen, die sich in zwei teilerfremde Faktoren zerlegen
lassen, und braucht nur Primzahlen, die m nicht teilen, oder Primzahlpotenzen zu
verwenden. Schlielich ist klar, dass nach Verwendung der Ausschlusszahl p*, einer
Potenz der Primzahl p, die Ausschlusszahl p oder p” bei v < p iiberfliissig wird. Da
nédmlich p* unter den Werten von V' nur seine Reste iibrig gelassen hat, sind erst recht
keine Nichtreste von p oder einer beliebigen niedrigeren Potenz p” mehr vorhanden.
Ist aber p oder p” bereits vor p* verwendet worden, so kann die letztere offenbar nur
solche Werte von V' entfernen, die zugleich Reste von p (oder p”) und Nichtreste von
p sind. Daher geniigt es, nur solche Nichtreste von p* fiir a, b, ¢ usw. zu nehmen.

322.

Die Berechnung der Zahlen «, 3,y usw., die einer gegebenen Ausschlusszahl E
entsprechen, wird durch die folgenden Bemerkungen erheblich verkiirzt. Es seien 2,
B, € usw. Wurzeln der Kongruenzen my = a,my = b,my = ¢ usw. (mod. E) und k
eine Wurzel von my = —A; dann gilt offenbar a = A+ k, =B + k,v = €+ k usw.
Miisste man nun 2L, B, € usw. tatsdchlich durch Losung dieser Kongruenzen ermitteln,
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so ware dieser Weg zur Bestimmung von «, 3, v usw. gewiss nicht kiirzer als der oben
gezeigte; doch ist dies keineswegs notig. Ist ndmlich erstens F eine Primzahl und m
ein quadratischer Rest von E, so folgt aus Artikel 98, dass 2, 9B, € usw., die die Werte
der Ausdriicke -, %, < usw. (mod. E) sind, verschiedene Nichtreste von £ sind und
daher mit «, 5,7y usw. vollstéandig ibereinstimmen, wenn man von ihrer Reihenfolge
absieht, die hier keine Rolle spielt. Ist dagegen unter derselben Voraussetzung m ein
Nichtrest von F, so stimmen die Zahlen 2(, B, € usw. mit simtlichen quadratischen
Resten aufler 0 iiberein. Ist F das Quadrat einer ungeraden Primzahl, = pp, und p
bereits als Ausschlusszahl verwendet worden, so geniigt es nach dem vorigen Artikel,
fiir a, b, c usw. diejenigen Nichtreste von pp zu nehmen, die Reste von p sind, d. h. die
Zahlen p,2p,3p...pp —p (also sdmtliche Zahlen unter pp auBer 0, die durch p teilbar
sind). Daraus ist leicht einzusehen, dass sich fiir 2,8, € usw. genau dieselben Zahlen
ergeben miissen, nur in anderer Reihenfolge. Setzt man ebenso nach Verwendung der
Ausschlusszahlen p und pp nun E = p3, so geniigt es, fiir a,b, c usw. die Produkte
der einzelnen Nichtreste von p mit pp zu nehmen. Dann ergeben sich fiir 2, B, € usw.
entweder dieselben Zahlen oder die Produkte von pp mit den einzelnen Resten von
p aufler 0, je nachdem, ob m Rest oder Nichtrest von p ist. Nimmt man allgemein
fir E eine beliebige Primzahlpotenz, etwa p*, nachdem alle niedrigeren Potenzen
bereits verwendet worden sind, so ergeben sich fir 2,95, ¢ usw. die Produkte von
pH~! entweder mit sdmtlichen Zahlen kleiner als p, stets aufler 0, wenn p gerade ist;
oder mit samtlichen Nichtresten von p kleiner als p, wenn p ungerade ist und mRp
gilt; oder mit sdmtlichen Resten, wenn mNp gilt. — Ist £ = 4, also a = 2,b = 3,
so hat man fiir 2A,B entweder 2 und 3 oder 2 und 1, je nachdem, ob m = 1 oder
= 3 (mod. 4) gilt. Setzt man nach Verwendung der Ausschlusszahl 4 nun E = 8,
so hat man o = 5, woraus sich fiir 2 die Werte 5,7,1,3 ergeben, je nachdem, ob
m = 1,3,5,7 (mod. 8) gilt. Ist nun allgemein F eine beliebige hohere Potenz von
zwei, etwa 2#, nachdem die niedrigeren bereits verwendet worden sind, so muss man
a =21 b = 3.2#72 setzen, wenn p gerade ist. Daraus folgt A = 2+~ B = 3.2¢2
oder = 272 je nachdem, ob m = 1 oder = 3 gilt. Ist dagegen p ungerade, so muss
man a = 5.2#73 setzen; dann ist A gleich dem Produkt der Zahl 2#73 mit 5,7, 1 oder
3, je nachdem, ob m = 1,3,5 oder 7 (mod. 8) gilt.

Sachkundige werden sich im Ubrigen leicht einen Apparat ausdenken, mit dem
die unbrauchbaren Werte von y mechanisch aus ) entfernt werden kénnen, nachdem
die Zahlen «, 3,~ usw. fir so viele Ausschlusszahlen berechnet worden sind, wie
notig erscheinen; doch kénnen wir hier weder darauf noch auf andere Hilfsmittel zur
Verkiirzung der Arbeit eingehen.
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Lésung der unbestimmten Gleichung mzxx 4+ nyy = A durch Ausschliisse.

323.

In Abschnitt V haben wir gezeigt, wie man sdmtliche Darstellungen einer gegebe-
nen Zahl A durch die bindre Form mxx + nyy, also die Losungen der unbestimmten
Gleichung mzz + nyy = A, nach einem allgemeinen Verfahren findet, dessen Kiir-
ze ebenfalls nichts zu wiinschen iibrig zu lassen scheint, wenn sdmtliche Werte des
Ausdrucks /—mn nach dem Modul A selbst und nach der durch ihre quadratischen
Faktoren geteilten Zahl bereits vorliegen. Hier wollen wir jedoch fiir den Fall, dass
mn positiv ist, eine Losung erldutern, die viel bequemer als die direkte ist, wenn man
fir diese jene Werte erst berechnen muss. Wir setzen dabei voraus, dass die Zahlen
m, n und A positiv und paarweise teilerfremd sind, da sich die iibrigen Falle leicht
auf diesen zuriickfithren lassen. Offenbar geniigt es auch, positive Werte von x,y zu
ermitteln, weil die iibrigen daraus allein durch Anderung der Vorzeichen folgen.

Offenbar muss = so beschaffen sein, dass W, wofiir wir V' schreiben wollen,
positiv, ganzzahlig und ein Quadrat wird. Die erste Bedingung verlangt, dass x nicht
grofer als |/ % ist; die zweite ist bei n = 1 von selbst erfiillt und verlangt andernfalls,
dass der Wert des Ausdrucks % (mod. n) ein quadratischer Rest von n ist. Bezeichnen
wir sémtliche verschiedenen Werte des Ausdrucks / % (mod. n) mit +r, +r" usw.,
so muss z unter einer der Formen nt + r,nt — r,nt + r’ usw. enthalten sein. Am
einfachsten wére es daher, simtliche Zahlen dieser Formen unterhalb der Grenze / %
(die Gesamtheit dieser Zahlen wollen wir mit € bezeichnen) fiir « einzusetzen und
nur diejenigen beizubehalten, fiir die V' ein Quadrat wird. Wie man diesen Versuch
beliebig verkiirzen kann, werden wir im nichsten Artikel zeigen.

324.

Das Ausschlussverfahren, mit dem wir dies erreichen wollen, besteht wie in der
vorigen Untersuchung darin, mehrere Zahlen nach Belieben zu wéhlen, die auch hier
Ausschlusszahlen heiflen sollen, zu untersuchen, fiir welche Werte von x der Wert
von V ein quadratischer Nichtrest dieser Ausschlusszahlen wird, und solche Werte
von z aus € zu entfernen. Durch Uberlegungen, die den in Artikel 321 dargelegten
vollig entsprechen, ergibt sich, dass man nur Primzahlen oder Primzahlpotenzen als
Ausschlusszahlen verwenden muss. Bei einer Ausschlusszahl der letzteren Art sind
unter den Werten von V nur diejenigen ihrer Nichtreste auszuschliefen, die Reste
sdmtlicher niedrigerer Potenzen derselben Primzahl sind, sofern die Ausschliisse mit
diesen bereits vorgenommen worden sind.

Die Ausschlusszahl sei also E = p#, einschliefllich des Falles p = 1, wobei p eine
Primzahl ist, die m nicht teilt, und wir nehmen an”), dass p” die héchste Potenz
derselben Primzahl ist, durch die n teilbar ist. Es seien a,b,c usw. quadratische
Nichtreste von FE: samtliche, wenn p© = 1, und die notwendigen, also diejenigen,
die Reste der niedrigeren Potenzen sind, wenn p > 1. Man berechne die Wurzeln
der Kongruenzen mz = A — na,mz = A — nb,mz = A — nc usw. (mod. Ep” =
pHtY), die «, B, usw. seien. Dann ist leicht einzusehen, dass, wenn fiir einen Wert

Der Kiirze wegen behandeln wir die beiden Félle, in denen n durch p teilbar beziehungsweise nicht
teilbar ist, gemeinsam; im letzteren muss man v = 0 setzen.
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von z die Kongruenz xzz = a (mod. EpY) gilt, der entsprechende Wert von V =
a (mod. F), also ein Nichtrest von E wird; ebenso verhélt es sich mit den {ibrigen
Zahlen (,~v usw. Umgekehrt ist ebenso leicht einzusehen, dass, wenn ein Wert von
x die Kongruenz V = a (mod. E) liefert, fiir denselben Wert zz = o (mod. Ep¥)
gilt. Somit liefern alle Werte von x, fir die zz keiner der Zahlen «, 8, usw. nach
dem Modul Ep” kongruent ist, solche Werte von V', die keiner der Zahlen a, b, ¢ usw.
nach dem Modul E kongruent sind. Man wéhle nun unter den Zahlen «, 5,y usw.
samtliche quadratischen Reste von Ep” aus, die g,¢’,¢” usw. seien, berechne die
Werte der Ausdriicke v/g,v/¢".v/¢" usw. (mod. Ep”) und nehme an, dass sich daraus
+h,+h', +£h" usw. ergeben. Dann ist klar, dass man samtliche Zahlen der Formen
Ep“t + h, Ep¥t +£ b/, Ep’t & h" usw. sicher aus  entfernen kann und dass keinem
Wert von x, der nach diesem Ausschluss in §2 verbleibt, ein Wert von V' der Formen
Fu+a, Eu+ b, Eu+ c usw. entsprechen kann. Ferner ist offenbar, dass solche Werte
von V schon von selbst aus keinem Wert von = entstehen kénnen, wenn sich unter den
Zahlen «, B,y usw. keine quadratischen Reste von Ep” finden; in diesem Fall kann
man die Zahl F daher nicht als Ausschlusszahl verwenden. — Man kann beliebig
viele solche Ausschlusszahlen anwenden und so die Menge der Zahlen in € beliebig
verkleinern.

Sehen wir nun zu, ob man auch Primzahlen, die m teilen, oder Potenzen solcher
Primzahlen als Ausschlusszahlen verwenden darf. Es sei B der Wert des Ausdrucks
% (mod. m). Offenbar wird V stets B nach dem Modul m kongruent, welcher Wert
auch fiir z genommen wird; zur Losbarkeit der gegebenen Gleichung ist daher not-
wendig, dass B ein quadratischer Rest von m ist. Bezeichnet nun p einen beliebigen
ungeraden Primteiler von m, der nach Voraussetzung weder n noch A teilt und somit
auch B nicht teilt, so ist fiir jeden Wert von x V' ein Rest von p und damit auch
jeder Potenz von p; daher kénnen p und seine Potenzen nicht als Ausschlusszahlen
dienen. Auf genau dieselbe Weise ist, wenn m durch 8 teilbar ist, zur Losbarkeit der
gegebenen Gleichung notwendig, dass B = 1 (mod. 8) gilt. Dann wird auch V fiir
jeden Wert von = = 1 (mod. 8), und daher eignen sich die Zweierpotenzen nicht zum
Ausschluss. — Wenn aber m durch 4, jedoch nicht durch 8 teilbar ist, so muss aus
demselben Grund B = 1 (mod. 4) gelten; der Wert des Ausdrucks 2 (mod. 8) ist
daher entweder 1 oder 5 und werde mit C bezeichnet. Man sieht leicht, dass fiir einen
geraden Wert von x hier V' = C, fiir einen ungeraden dagegen V = C + 4 (mod. 8)
gilt. Daher sind die geraden Werte zu verwerfen, wenn C' = 5, und die ungeraden,
wenn C = 1. — Ist schlieSlich m durch 2, jedoch nicht durch 4 teilbar, so sei wie
zuvor C' der Wert des Ausdrucks % (mod. 8), der 1,3,5 oder 7 ist; und D sei der

Wert von %Tm (mod. 4), der 1 oder 3 ist. Da nun der Wert von V' offenbar stets
= C — 2Dzz (mod. 8) wird, also fiir gerades x = C und fiir ungerades = C' — 2D,
folgt daraus leicht, dass alle ungeraden Werte von x zu verwerfen sind, wenn C = 1;
alle geraden, wenn C = 3 und D = 1 oder C = 7 und D = 3; und dass sdmtliche
tibrigen Werte V' = 1 (mod. 8), also einen Rest jeder Zweierpotenz liefern. In den
anderen Fillen dagegen, ndmlich wenn C' = 5 oder C =3 und D = 3 oder C =7
und D =1, wird V = 3,5 oder 7 (mod. 8), ob man = gerade oder ungerade nimmt.
Daraus geht hervor, dass die gegebene Gleichung in diesen Féllen iiberhaupt keine
Losung besitzt.
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Da wir im Ubrigen auf genau dieselbe Weise, wie wir hier den Wert von = durch
Ausschliisse zu finden gezeigt haben, mit den nétigen Anderungen auch den Wert
von y ermitteln konnen, ldsst sich das Ausschlussverfahren stets auf zwei Arten zur
Loésung des gegebenen Problems anwenden, sofern nicht m = n = 1, wobei beide
zusammenfallen. Meist ist diejenige vorzuziehen, fiir die €2 weniger Glieder enthélt,
was man leicht im Voraus abschétzen kann. — Schlieflich brauchen wir kaum zu be-
merken, dass, wenn nach einigen Ausschliissen sdmtliche Zahlen aus €2 verschwunden
sind, dies als sicheres Zeichen der Unlosbarkeit der gegebenen Gleichung anzusehen
ist.

325.

Beispiel. Es sei die Gleichung 3xx + 455yy = 10857362 gegeben, die wir auf
zwel Arten losen wollen: erstens, indem wir die Werte von x, dann die Werte von
y ermitteln. Die Grenze der ersteren ist in diesem Fall \/3619120%, die zwischen
1902 und 1903 liegt; der Wert des Ausdrucks % (mod. 455) ist 354, und die Wer-
te des Ausdrucks /354 (mod. 455) sind +82,+£152, £173,+212. Daher besteht
aus den folgenden 33 Zahlen: 82,152,173,212, 243,282,303, 373,537,607, 628, 667,
698, 737,758, 828,992, 1062, 1083, 1122,1153,1192,1213, 1283, 1447,1517,1538, 1577,
1608, 1647, 1668, 1738, 1902. Die Zahl 3 lasst sich in diesem Fall nicht zum Ausschluss
verwenden, weil sie m teilt. Fir die Ausschlusszahl 4 haben wir a = 2,b = 3, also
a=0,8=3; g=0, und die Werte des Ausdrucks /g (mod. 4) sind 0 und 2. Somit
sind alle Zahlen der Formen 4t und 4t+2, d. h. alle geraden Zahlen, aus €2 zu entfernen;
die sechzehn iibrigen seien mit Q' bezeichnet. Fiir E = 5, wobei diese Ausschlusszahl
auch n teilt, haben die Kongruenzen mz = A — 2n und mz = A — 3n (mod. 25)
die Wurzeln 9 und 24, die beide Reste von 25 sind; die Werte der Ausdriicke /9
und /24 (mod. 25) sind +3, +7. Entfernt man aus €’ sdmtliche Zahlen der For-
men 25t + 3, 25t + 7, so bleiben diese zehn (Q"”): 173, 373,537,667, 737,1083,1213,
1283,1517,1577. Fir E = 7 haben die Kongruenzen mz = A — 3n, mz = A — 5n,
mz = A—6n (mod. 49) die Wurzeln 32, 39, 18, die samtlich Reste von 49 sind, und die
Werte der Ausdriicke /32, /39, /18 (mod. 49) sind £+9, +23, £19. Entfernt man aus
Q" die Zahlen der Formen 49t +9, 49t +19, 49t + 23, so bleiben diese funf (2"): 537,
737, 1083,1213,1517. Fir £ = 8 haben wir a = 5, also a = 5, einen Nichtrest von &;
daher ldsst sich die Ausschlusszahl 8 nicht verwenden. Die Zahl 9 ist aus demselben
Grund zu iiberspringen wie 3. Fiir ¥ = 11 sind die Zahlen a,b usw. gleich 2,6, 7,8,
10; v = 0; somit «, 8 usw. = 8,10, 5,0, 1, von denen drei Reste von 11 sind, ndmlich
0,1, 5. Daraus folgt, dass aus " die Zahlen der Formen 11¢, 11t &1, 11t &4 zu ver-
werfen sind, worauf 537,1083, 1213 iibrig bleiben. Bei der Probe ergeben sich fiir V
der Reihe nach die Werte 21961, 16129, 14161, von denen allein der zweite und dritte
Quadrate sind. Die gegebene Gleichung besitzt daher zwei Lésungen mit positiven
Werten von z,y, ndmlich x = 1083,y = 127 und x = 1213,y = 119.
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Zweitens. Will man die andere Unbekannte derselben Gleichung durch Ausschliisse
ermitteln, so bringe man diese in die Form 455zx 4 3yy = 10857362, indem man =z
mit y vertauscht, um sdmtliche Bezeichnungen der Artikel 323,324 beibehalten zu
konnen. Die Grenze der Werte von z liegt hier zwischen 154 und 155; der Wert des
Ausdrucks % (mod. n) ist 1, und die Werte von /1 (mod. 3) sind +1 und —1. Daher
enthélt () samtliche Zahlen der Formen 3t + 1 und 3t — 1, d. h. alle durch 3 nicht
teilbaren Zahlen bis einschliefllich 154, deren Anzahl 103 ist. Wendet man die oben
gegebenen Regeln an, so findet man, dass fiir die Ausschlusszahlen 3; 4; 9; 11; 17;
19; 23 die Zahlen der Formen 9t + 4; 4t, 4t £ 2, also alle geraden Zahlen; 27¢ £+ 1,
27t +10; 11¢, 11t 1, 116 +£3; 17t £ 3, 17t +£4, 17t £5, 17t +£7; 19t + 2, 19t + 3,
19t £8, 19t +9; 23t, 23t + 1, 23t +5, 23t + 7, 23t £ 9, 23t + 10 zu verwerfen sind.
Nach deren Entfernung bleiben 119, 127 iibrig, die allein V' einen quadratischen Wert
geben und dieselben Lésungen liefern, zu denen wir oben gelangt sind.

345



Untersuchungen tuber héhere Arithmetik

326.

Das vorangehende Verfahren ist schon fiir sich so bequem, dass es kaum etwas zu
wiinschen iibrig ldsst. Dennoch kann es durch verschiedene Hilfsmittel noch erheblich
verkiirzt werden, von denen wir hier nur wenige beriihren kénnen. Wir beschrinken
die Untersuchung daher auf den Fall, dass die Ausschlusszahl eine ungerade Primzahl
ist, die A nicht teilt, oder eine Potenz einer solchen Primzahl, zumal sich die {ibrigen
Félle entweder darauf zuriickfithren oder durch ein dhnliches Verfahren behandeln
lassen. Nehmen wir erstens an, dass die Ausschlusszahl E' = p eine Primzahl ist, die
keine der Zahlen m,n teilt, und die Werte der Ausdriicke %, -, —%b, — % usw.
(mod. p) der Reihe nach k, 2,8, € usw. sind. Dann findet man die Zahlen «, 3, usw.
durch die Kongruenzen o = k+2, 8 = k+9B, v = k+€ usw. (mod. p). Die Zahlen 2,
B, € usw. lassen sich jedoch durch ein Hilfsmittel, das dem in Artikel 322 verwendeten
vollig entspricht, ohne Berechnung der Kongruenzen ermitteln. Sie stimmen entweder
mit sémtlichen Nichtresten oder mit sdmtlichen Resten von p, aufler 0, iiberein, je
nachdem, ob der Wert des Ausdrucks —™ (mod. p) oder, was hier auf dasselbe
hinausléuft, die Zahl —mn ein Rest oder ein Nichtrest von p ist. So hat man im
Beispiel 11 des vorigen Artikels fiir £ = 17 den Wert k = 7; —mn = —1365 = 12 ist
ein Nichtrest von 17. Daher sind die Zahlen 2,8 usw. gleich 1, 2,4, 8,9, 13, 15,16 und
die Zahlen «, 8 usw. gleich 8,9,11,15,16,3,5,6. Davon sind 8,9, 15,16 Reste; somit
ergeben sich fir +h, b’ usw. die Werte 45, 3,7,4. — Wer ofter solche Probleme zu
16sen hat, wird sich die Arbeit erheblich erleichtern, wenn er fiir mehrere Primzahlen p
die Werte von h, b/ usw., die den einzelnen Werten von k (1,2,3...p—1) entsprechen,
unter beiden Voraussetzungen berechnet: dass —mn Rest beziehungsweise Nichtrest
von p ist. Ferner bemerken wir, dass die Anzahl der Zahlen h, —h, h’ usw. stets %(p— 1)
ist, wenn sowohl k als auch —mn Reste oder beide Nichtreste von p sind; %(p -3),
wenn die erste Zahl R. und die zweite N R. ist; und %(p—i— 1), wenn die erste NR. und
die zweite R. ist. Den Beweis dieses Satzes miissen wir jedoch auslassen, um nicht zu
ausfiihrlich zu werden.

Zweitens lassen sich die Félle, in denen E eine Primzahl ist, die n teilt, oder
eine Potenz einer ungeraden Primzahl, die n teilt oder nicht teilt, noch bequemer
behandeln. Wir fassen sédmtliche Falle zusammen und setzen unter Beibehaltung
aller Bezeichnungen des Artikels 324 nun n = n’p”, sodass n’ durch p nicht teilbar ist.
Die Zahlen a, b, ¢ usw. sind die Produkte von p#~! entweder mit siamtlichen Zahlen
kleiner als p, aufler 0, oder mit sémtlichen Nichtresten von p unterhalb p, je nachdem,
ob u gerade oder ungerade ist; sie seien allgemein durch up”~! bezeichnet. Es sei k
der Wert des Ausdrucks % (mod. p**). Dieser ist durch p nicht teilbar, weil dieselbe
Eigenschaft bei A vorausgesetzt wird; ferner ist klar, dass sdmtliche Zahlen «, g,
~v usw. der Zahl k£ nach dem Modul p kongruent sind und daher p* nichts aus 2
ausschlielt, wenn kNp gilt. Gilt dagegen kRp und somit auch kRp‘™, so sei r ein
Wert des Ausdrucks y/k (mod. p**¥), der durch p nicht teilbar ist, und e der Wert
von _QLn;r (mod. p). Dann gilt a = rr + 2erap” (mod. p*t"), woraus leicht folgt,
dass a ein Rest von p#t” ist und die Werte des Ausdrucks y/a (mod. p#t") gleich
+(r + eap”) sind. Somit sind sdmtliche Zahlen h,h’, h” usw. durch r + ueptt¥—1
darstellbar. Schlieflich folgt daraus leicht, dass die Zahlen h,h’,h” usw. entstehen,
indem man r zu den Produkten von p#t¥~! entweder mit simtlichen Zahlen unter p,
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aufler 0, addiert, wenn p gerade ist; oder mit simtlichen Nichtresten von p unter dieser
Grenze, wenn u ungerade ist und eRp oder, was hier dasselbe bedeutet, —2mrn’Rp
gilt; oder mit siamtlichen Resten, aufler 0, wenn p ungerade ist und —2mrn/ Np gilt.

Sobald die Zahlen h, h' usw. fiir die einzelnen Ausschlusszahlen, die man verwenden
will, ermittelt sind, lisst sich im Ubrigen auch der Ausschluss selbst durch mechani-
sche Operationen ausfiihren, die sich jeder in diesen Dingen Erfahrene leicht selbst
ausdenken kann, wenn es der Miihe wert erscheint.

Schliefllich miissen wir bemerken, dass jede Gleichung azx + 2bxy + cyy = M,
in der bb — ac eine negative Zahl = —D ist, leicht auf die oben betrachtete Form
zuriickgefiihrt werden kann. Bezeichnen wir ndmlich den gréfiten gemeinsamen Teiler
der Zahlen a, b mit m und setzen

D
a=ma. b=mb, —=dc—mbbt =n, dr+bty=2a
m

so ist jene Gleichung offenbar zu ma’z’ + nyy = o’ M dquivalent und ldsst sich nach
den oben angegebenen Regeln 16sen. Von deren Loésungen sind aber nur diejenigen
beizubehalten, in denen 2’ — b’y durch a’ teilbar ist, aus denen sich also ganzzahlige
Werte von x ergeben.

FEin anderes Verfahren zur Losung der Kongruenz xox = A, wenn A negativ ist.

327.

Wie die in Abschnitt V angegebene direkte Losung der Gleichung axx + 2bxy +
cyy = M die Werte des Ausdrucks /(bb — ac) (mod. M) als bekannt voraussetzt, so
liefert umgekehrt fiir den Fall, dass bb — ac negativ ist, die oben erlduterte indirekte
Losung ein sehr bequemes Verfahren zur Ermittlung jener Werte. Besonders bei einem
sehr grofien Wert von M ist es dem Verfahren des Artikels 322 und der folgenden
Artikel bei weitem vorzuziehen. Wir nehmen jedoch an, dass M eine Primzahl ist
oder wenigstens ihre Faktoren, falls sie zusammengesetzt ist, noch unbekannt sind.
Wiisste man némlich, dass die Primzahl p die Zahl M teilt und M = ptM’ gilt,
wobei M’ den Faktor p nicht mehr enthélt, so wire es viel bequemer, die Werte des
Ausdrucks /(bb — ac) fiir die Moduln p* und M’ einzeln zu ermitteln, die ersteren
aus den Werten nach dem Modul p, Artikel 101, und die Werte nach dem Modul M
durch deren Verbindung abzuleiten, Artikel 105.

Gesucht seien also samtliche Werte des Ausdrucks /—D (mod. M), wobei D und
M als positiv und M unter einer Form der Teiler von xx + D enthalten vorausgesetzt
werden, Artikel 147 und die folgenden. Andernfalls stiinde ndmlich von vornherein
fest, dass keine Zahlen dem gegebenen Ausdruck geniigen kénnen. Die gesuchten Wer-
te, von denen stets je zwei entgegengesetzt sind, seien 4r, &7/, &r” usw., und es gelte
D+rr=Mh, D+7r'v' = MK, D+ r"r" = Mh"” usw. Die Klassen, zu denen die
Formen (M,r,h), (M,—r,h), (M, b)), (M,—r" h"), (M,r" h"). (M,—r" h") usw.
gehoren, seien der Reihe nach mit €, —¢€, ¢, —¢', ¢”, —¢€” usw. und ihre Gesamtheit
mit & bezeichnet. Diese Klassen sind im Allgemeinen zwar als unbekannt anzusehen.
Dennoch ist klar, erstens, dass sie samtlich positiv und eigentlich primitiv sind, zwes-
tens, dass sie alle zu demselben Geschlecht gehoren, dessen Charakter sich leicht aus
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der Beschaffenheit der Zahl M, d. h. aus ihren Beziehungen zu den einzelnen Primtei-
lern von D und auflerdem zu 4 oder 8, wenn diese nétig sind, erkennen lasst, Artikel
230. Da vorausgesetzt ist, dass M unter einer Form der Teiler von zx + D enthal-
ten ist, kénnen wir von vornherein sicher sein, dass diesem Charakter notwendig ein
Geschlecht positiver, eigentlich primitiver Formen der Determinante —D entspricht,
selbst wenn der Ausdruck \/—D (mod. M) moglicherweise keine Losungen besitzt. Da
dieses Geschlecht somit bekannt ist, lassen sich sdmtliche darin enthaltenen Klassen
ermitteln; sie seien C,C’, C” usw. und ihre Gesamtheit G.

Somit ist klar, dass jede Klasse €, —€ usw. mit einer Klasse in GG identisch sein muss.
Es kann auch vorkommen, dass mehrere Klassen in & untereinander und somit mit
derselben Klasse in G identisch sind. Enthélt G nur eine einzige Klasse, so stimmen
gewiss alle Klassen in & mit dieser {iberein. Wéahlt man daher aus den Klassen C,
C',C" usw. die einfachsten Formen f, f’, f” usw., je eine aus jeder, so befindet sich
unter diesen eine Form aus jeder Klasse in &. Ist nun axx + 2bxy + cyy eine Form
in der Klasse €, so gibt es durch sie zwei Darstellungen der Zahl M, die zum Wert r
gehoren; ist die eine x = m,y = n, so ist die andere x = —m,y = —n. Nur der Fall
D =1 ist auszunehmen, in dem es vier Darstellungen gibt; siehe Artikel 180.

Hieraus folgt, dass, wenn sédmtliche Darstellungen der Zahl M durch die einzelnen
Formen f, f’, f” usw. nach dem oben angegebenen indirekten Verfahren ermittelt
und daraus die Werte des Ausdrucks /—D (mod. M) abgeleitet werden, zu denen
die einzelnen Darstellungen gehoren, Artikel 154 und die folgenden, man samtliche
Werte dieses Ausdrucks erhélt, und zwar jeden zweimal oder, wenn D = 1, viermal.
Q. E. F. Finden sich unter f, f/ usw. Formen, durch die M nicht darstellbar ist, so
zeigt dies an, dass sie zu keiner Klasse in & gehoren und deshalb unberiicksichtigt
bleiben miissen. Lésst sich aber M durch keine jener Formen darstellen, so muss —D
ein quadratischer Nichtrest von M sein. — Bei diesen Operationen sind noch die
folgenden Bemerkungen zu beachten.

I. Unter den hier verwendeten Darstellungen der Zahl M durch die Formen f, f’
usw. sind solche zu verstehen, bei denen die Werte der Unbestimmten teilerfremd
sind. Ergeben sich andere, bei denen diese Werte einen gemeinsamen Teiler 1 haben,
was nur vorkommen kann, wenn pp die Zahl M teilt, und gewiss vorkommt, wenn
—-DR l% gilt, so miissen sie fiir den vorliegenden Zweck ganz unberiicksichtigt bleiben,
obwohl sie in anderer Hinsicht niitzlich sein kénnen.

IT. Unter sonst gleichen Umsténden ist die Arbeit offenbar umso leichter, je kleiner
die Anzahl der Klassen f, f/, f” usw. ist, und daher am kiirzesten, wenn D eine der
65 in Artikel 303 angegebenen Zahlen ist, fiir die jedes Geschlecht nur eine einzige
Klasse enthélt.

ITI. Da je zwei solche Darstellungen © = m,y = n und * = —m,y = —n stets
zu demselben Wert gehoren, geniigt es offenbar, nur diejenigen Darstellungen zu
betrachten, in denen y positiv ist. Verschiedene Darstellungen dieser Art entsprechen
daher stets verschiedenen Werten des Ausdrucks /—D (mod. M), sodass die Anzahl
sémtlicher verschiedener Werte der Anzahl aller sich ergebenden Darstellungen dieser
Art gleich ist, stets mit Ausnahme des Falles D = 1, in dem die erstere Anzahl die
Haélfte der letzteren ist.
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IV. Da mit dem einen der beiden entgegengesetzten Werte +r, —r auch der andere
unmittelbar bekannt ist, lassen sich die Operationen noch etwas verkiirzen. Ergibt
sich der Wert r aus einer Darstellung der Zahl M durch eine Form in der Klasse C, d.
h. gilt € = C, so entsteht der entgegengesetzte Wert —r offenbar aus einer Darstellung
durch eine Form in der zu C' entgegengesetzten Klasse. Diese unterscheidet sich von
der Klasse C, sofern letztere nicht ambig ist. Sind also nicht sdmtliche Klassen in
G ambig, so braucht man von den ibrigen nur die Hélfte zu betrachten, ndmlich je
eine aus jedem entgegengesetzten Paar. Die andere kann unberiicksichtigt bleiben, da
man schon ohne Rechnung voraussieht, dass sich aus ihr die entgegengesetzten Werte
zu denen der ersteren ergeben. Ist dagegen C' ambig, so entstehen daraus die beiden
Werte r und —r zugleich. Wurde ndmlich aus C' die ambige Form axx + 2bxy + cyy
gewahlt und ergab sich der Wert r aus der Darstellung x = m,y = n, so ergibt sich
der Wert —r aus ¢ = —m — %T”, Yy =n.

V. Im Fall D = 1 gibt es insgesamt nur eine Klasse, aus der, wie wir annehmen
diirfen, die Form zxz + yy gewéhlt worden sei. Ergibt sich der Wert r aus der Dar-

stellung x = m,y = n, so ergibt sich derselbe aus * = —m,y = —n; r =n,y = —m;
x = —n,y = m und der entgegengesetzte Wert —r aus ¢ = m,y = —n;x = —m,
y=mn; x=n,y=m; = —n,y = —m. Daher geniigt von diesen acht Darstellungen,

die eine einzige Zerlegung bilden, eine, wenn wir nur dem daraus erhaltenen Wert
seinen entgegengesetzten zuordnen.

VI. Der Wert des Ausdrucks v/—D (mod. M), zu dem die Darstellung M = amm+
2bmn + cnn gehort, ist nach Artikel 155 gleich p(mb + nc) — v(ma + nb) oder einer
beliebigen hierzu nach M kongruenten Zahl, wobei u,v so gewahlt sind, dass pum +
vn = 1 gilt. Bezeichnen wir einen solchen Wert mit v, so gilt

mv = pm(mb + nc) — v(M — mnb — nnc)
= (um + vn)(mb + nc) = mb + nc (mod. M)

Somit ist v ein Wert des Ausdrucks % (mod. M); ebenso findet man, dass v
ein Wert des Ausdrucks —%“'”b (mod. M) ist. Diese Formeln sind haufig derjenigen
vorzuziehen, aus der sie abgeleitet wurden.

328.

Beispiele. 1. Gesucht sind sémtliche Werte des Ausdrucks
/—1365 (mod. 5428681 = M). Die Zahl M ist hier =1,1,1,6,11 (mod. 4,3,5,7,13)
und somit unter einer Form der Teiler von zx + 1, xx 4+ 3, xx — 5 sowie unter einer
Form der Nichtteiler von xx 4+ 7, zax — 13, also unter einer Form der Teiler von
zx + 1365 enthalten. Der Charakter des Geschlechts, in dem sich die Klassen &
befinden, ist daher 1,4; R3; R5; N7; N13. Dieses Geschlecht enthélt nur eine
Klasse, aus der wir die Form 6xx 4 6zy + 229yy wahlen. Um sédmtliche
Darstellungen der Zahl M durch diese zu finden, setzen wir 2z + y = 2/, woraus
32’z + 455yy = 2M folgen muss. Diese Gleichung besitzt vier Losungen, in denen y
positiv ist, namlich y = 127, 2/ = +1083, y = 119, 2’ = £1213. Daraus ergeben
sich vier Losungen der Gleichung 6zx + 6zy 4+ 229yy = M, in denen y positiv ist:

478
127

—605
127

547
119

—666
119

X

Y
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Die erste Losung liefert fiir v den Wert des Ausdrucks 32%7 oder —% (mod. M),

woraus man 2350978 erhélt; die zweite liefert den entgegengesetzten Wert
—2350978, die dritte 2600262 und die vierte den entgegengesetzten Wert —2600262.

I1. Sollen die Werte des Ausdrucks /—286 (mod. 4272943 = M) gefunden werden,
so ergibt sich als Charakter des Geschlechts, in dem die Klassen & enthalten sind,
1und 7,8; R11; R13. Es ist somit das Hauptgeschlecht, das drei Klassen enthélt,
dargestellt durch die Formen (1,0, 286), (14, 6,23), (14, —6,23). Die dritte darf man
als der zweiten entgegengesetzt unberiicksichtigt lassen. Durch die Form zx + 286yy
findet man zwei Darstellungen der Zahl M, in denen y positiv ist, ndmlich y = 103,
x = 41113, woraus sich die Werte 1493445, —1493445 des gegebenen Ausdrucks
ergeben. Durch die Form (14,6, 23) ist aber M nicht darstellbar; daraus folgt, dass
es auler den beiden gefundenen keine weiteren Werte gibt.

III. Ist der Ausdruck /—70 (mod. 997331) gegeben, so miissen die Klassen & in
dem Geschlecht liegen, dessen Charakter 3 und 5,8; R5; N7 ist. Dieses enthélt nur
eine Klasse, deren darstellende Form (5,0, 14) ist. Fithrt man jedoch die Rechnung
aus, so findet man, dass die Zahl 997331 durch die Form (5,0, 14) nicht darstellbar
ist; daher muss —70 ein quadratischer Nichtrest jener Zahl sein.
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Zwei Verfahren zur Unterscheidung von zusammengesetzten Zahlen und Primzahlen
und zur Ermittlung der Faktoren der ersteren.

329.

Dass die Aufgabe, Primzahlen von zusammengesetzten Zahlen zu unterscheiden
und die letzteren in ihre Primfaktoren zu zerlegen, zu den wichtigsten und niitzlichs-
ten der gesamten Arithmetik gehort und den Fleil und Scharfsinn der Mathematiker
sowohl der &lteren als auch der neueren Zeit beschéftigt hat, ist so bekannt, dass
es iiberfliissig wére, ausfiihrlich dariiber zu sprechen. Dennoch miissen wir zugeben,
dass sdmtliche bisher vorgeschlagenen Verfahren entweder auf sehr besondere Félle
beschréinkt oder so miithsam und langwierig sind, dass sie schon bei Zahlen inner-
halb der Grenzen der von verdienstvollen Ménnern aufgestellten Tafeln, also bei Zah-
len, fir die aufwendige Verfahren iiberfliissig sind, selbst die Geduld eines geiibten
Rechners erschopfen; auf groflere Zahlen lassen sie sich meist kaum anwenden. Jene
allgemein verfiigbaren Tafeln, von denen wir hoffen diirfen, dass sie nach und nach
weiter fortgesetzt werden, reichen zwar in den meisten gewohnlichen Féllen gewiss
aus. Dennoch bietet sich einem erfahrenen Rechner nicht selten Gelegenheit, aus der
Zerlegung grofler Zahlen in Faktoren erhebliche Vorteile zu ziehen, die einen méafligen
Zeitaufwand reichlich aufwiegen. Auflerdem scheint es die Wiirde der Wissenschaft zu
verlangen, sdmtliche Hilfsmittel zur Losung eines so eleganten und beriihmten Pro-
blems sorgfaltig weiterzuentwickeln. Aus diesen Griinden zweifeln wir nicht, dass die
beiden folgenden Verfahren, deren Wirksamkeit und Kiirze wir aus langer Erfahrung
bestétigen konnen, den Liebhabern der Arithmetik willkommen sein werden. Im Ub-
rigen liegt es in der Natur der Aufgabe, dass jedes Verfahren zunehmend aufwendiger
wird, je groBer die Zahlen sind, auf die es angewandt wird. Bei den folgenden Verfah-
ren wachsen die Schwierigkeiten jedoch sehr langsam; Zahlen mit sieben, acht oder
sogar noch mehr Ziffern sind besonders durch das zweite stets mit Erfolg behandelt
worden, und zwar mit der ganzen Geschwindigkeit, die man bei so groien Zahlen ver-
niinftigerweise erwarten darf. Nach sdmtlichen bisher bekannten Verfahren wiirden
sie eine Arbeit verlangen, die selbst einem unermiidlichen Rechner unertriglich wére.

Bevor man die folgenden Verfahren verwendet, ist es stets sehr niitzlich, die Divi-
sion der gegebenen Zahl durch einige der kleinsten Primzahlen zu versuchen, etwa
durch 2,3,5,7 usw. bis 19 oder noch weiter. So vermeidet man nicht nur, es zu be-
reuen, einen solchen Teiler durch schwierige und aufwendige Verfahren gefunden zu
haben, obwohl er sich durch blofie Division viel leichter hiitte finden lassen™); auch
kann das zweite Verfahren, wenn keine dieser Divisionen gelingt, die dabei entste-
henden Reste mit grolem Nutzen verwenden. Ist zum Beispiel die Zahl 314159265 in
ihre Faktoren zu zerlegen, so gelingt die Division durch 3 zweimal, danach auch die
Division durch 5 und 7, sodass man 314159265 = 9.5.7.997331 erhélt. Daher geniigt
es, die Zahl 997331, die durch 11,13, 17,19 nicht teilbar ist, genauer zu untersuchen.
Ebenso werden wir bei der gegebenen Zahl 43429448 den Faktor 8 abtrennen und die
aufwendigeren Verfahren auf den Quotienten 5428681 anwenden.

“'Umso mehr, als sich im Allgemeinen unter sechs Zahlen kaum eine findet, die durch keine der
Zahlen 2,3,5...19 teilbar ist.
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330.

Das ERSTE VERFAHREN beruht auf dem Satz, dass jede positive oder megative
Zahl, die quadratischer Rest einer anderen Zahl M ist, auch ein Rest jedes Teilers
von M ist. Bekanntlich ist, wenn M durch keine Primzahl unterhalb /M teilbar ist,
M gewiss eine Primzahl. Sind aber sdmtliche Primzahlen unterhalb dieser Grenze,
die M teilen, gleich p,q usw., so besteht M entweder aus diesen allein oder ihren
Potenzen oder kann nur einen weiteren Primfaktor grofier als /M enthalten. Diesen
findet man, indem man M durch p,q usw. so oft wie moglich dividiert. Bezeichnen
wir die Gesamtheit aller Primzahlen unterhalb /M, mit Ausnahme derjenigen, durch
die eine Division bereits erfolglos versucht worden ist, mit €2, so geniigt es offenbar,
samtliche Primteiler von M, die in 2 enthalten sind, zu finden. Weifl man nun auf
irgendeinem Weg, dass eine Zahl r, die kein Quadrat ist, quadratischer Rest von M
ist, so kann keine Primzahl, fiir die r ein N R. ist, ein Teiler von M sein. Daher darf
man aus {) sdmtliche solchen Primzahlen entfernen, die meist ungefihr die Hélfte
aller ausmachen. Weifl man auflerdem von einer weiteren Zahl, die kein Quadrat ist,
r’, dass sie ein Rest von M ist, so kann man unter den nach dem ersten Ausschluss in
Q verbleibenden Primzahlen wiederum diejenigen ausschlieflen, fiir die 7’ ein NV R. ist.
Diese machen wiederum ungefahr die Halfte aus, sofern die Reste » und 7’ unabhéngig
sind, d. h. sofern nicht der eine von selbst notwendig Rest sdmtlicher Zahlen ist, von
denen der andere Rest ist; dies wire der Fall, wenn rr’ ein Quadrat wéare. Sind noch
weitere Reste von M bekannt, r” r"” usw., die alle von den iibrigen unabhéngig
sind”, so lassen sich mit jedem &hnliche Ausschliisse vornehmen. Dadurch nimmt
die Menge der Zahlen in €2 sehr rasch ab, sodass bald entweder alle entfernt sind, in
welchem Fall M gewiss eine Primzahl ist, oder nur so wenige tibrig bleiben, darunter
offenbar sdmtliche Primteiler von M, falls es solche gibt, dass die Division durch sie
ohne Miihe versucht werden kann. Bei einer Zahl, die eine Million nicht wesentlich
iibersteigt, geniigen meist sechs oder sieben Ausschliisse reichlich; bei einer Zahl mit
acht oder neun Ziffern neun oder zehn. Uber zwei Punkte miissen wir nun noch
sprechen: erstens, wie sich geeignete und geniigend viele Reste von M finden lassen,
und zweitens, wie man den Ausschluss selbst am bequemsten ausfithrt. Wir werden
jedoch die Reihenfolge dieser Fragen umkehren, zumal die zweite zeigen wird, welche
Reste sich fiir diesen Zweck besonders eignen.

Y1st das Produkt beliebig vieler der Zahlen r,r’,r” usw. ein Quadrat, so ist jede von ihnen, etwa
r, Rest jeder Primzahl, die keine dieser Zahlen teilt und die Rest der iibrigen Zahlen ', 7" usw. ist.
Damit also beliebig viele Reste als unabhéngig betrachtet werden kénnen, darf kein Produkt aus zweien,
dreien usw. ein Quadrat sein.
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331.

In Abschnitt IV haben wir ausfithrlich gezeigt, wie man die Primzahlen, deren
Rest eine gegebene Zahl r ist (die wir als durch kein Quadrat teilbar voraussetzen
diirfen), von denen unterscheidet, deren Nichtrest sie ist, oder die Teiler des Aus-
drucks zz — r von den Nichtteilern: Alle ersteren sind unter gewissen Formeln der
Art rz 4+ a, rz + b usw. oder der Art 4rz + a, 4rz + b usw. enthalten, die letzteren
unter anderen dhnlichen Formeln. Wenn r eine sehr kleine Zahl ist, lassen sich die
Ausschliisse mithilfe dieser Formeln sehr bequem durchfithren; zum Beispiel sind alle
Zahlen der Form 4z + 3 auszuschlieflen, wenn r = —1 gilt; alle Zahlen der Formen
8243 und 8245, wenn z = 2 gilt, usw. Doch koénnen wir nicht immer solche Reste der
vorgelegten Zahl M finden, und fiir einen grofen Wert von r ist die Anwendung der
Formeln nicht bequem genug. Es ist daher ein gewaltiger Vorteil und erleichtert die
Ausschlussarbeit auflerordentlich, wenn fiir eine hinreichend grofle Menge positiver
und negativer, durch kein Quadrat teilbarer Zahlen (r) bereits eine Tafel vorliegt,
in der die Primzahlen, deren Reste die einzelnen (r) sind, von denen unterschieden
werden, deren Nichtreste sie sind. Eine solche Tafel ldsst sich ebenso einrichten wie
die diesem Werk am Ende beigefiigte und oben schon beschriebene Probe; damit sie
aber flir den gegenwértigen Zweck hinreichend grofien Nutzen bietet, miissen die am
Rand stehenden Primzahlen (die Moduln) viel weiter, etwa mindestens bis 1000 oder
10000, fortgesetzt werden. Auflerdem wird die Anwendung erheblich bequemer, wenn
unter den Uberschriften auch zusammengesetzte und negative Zahlen aufgenommen
werden, obwohl dies, wie Abschnitt IV zeigt, nicht unbedingt noétig ist. Am bequems-
ten wird der Gebrauch einer solchen Tafel, wenn man ihre einzelnen senkrechten
Spalten ausschneidet und auf Streifen oder Stdbe (&hnlich den Neperschen) klebt,
sodass die jeweils bendtigten, ndmlich diejenigen zu den Zahlen 7, 7/,7” usw., den
Resten der vorgelegten, in Faktoren zu zerlegenden Zahl, einzeln untersucht werden
konnen. Legt man sie richtig neben die erste Spalte der Tafel (welche die Moduln
enthélt), das heifit so, dass die Stellen der einzelnen Stébe, die derselben Primzahl
der ersten Spalte entsprechen, mit ihr in gerader Richtung oder auf derselben waa-
gerechten Linie liegen, so erkennt man offenbar auf einen Blick die Primzahlen, die
nach den Ausschliissen mit den Resten r,7/,r” in Q iibrig bleiben: Es sind gerade
diejenigen Zahlen der ersten Spalte, neben denen sich auf allen benachbarten Stidben
ein Strich befindet; alle Zahlen, neben denen auf irgendeinem Stab eine leere Stelle
liegt, sind zu verwerfen. Ein Beispiel wird dies hinreichend verdeutlichen. Weifl man
auf irgendeine Weise, dass die Zahlen —6,+13, —14, +17,+37, —53 Reste von 997331
sind, so sind die erste Spalte (die in diesem Fall bis 997, der Primzahl unmittelbar
unter /997331, reichen muss) und die Streifen mit den Uberschriften —6, 413 usw.
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zusammenzulegen. Hier ist ein Teil des so entstehenden Schemas:

—6 | +13 | =14 | +17 | +37 | =53

— = ot ow

1
13 - | - | - -
17 - - -
19 - | - -
23 - | - -

113 - | - -
127 - | - | = | = | = | -
131 — | — | -
usw.

Wie man hier auf einen Blick erkennt, dass von den Primzahlen, die in diesem
Teil des Schemas enthalten sind, allein 127 nach den Ausschliissen mit den Resten
—6,13 usw. in (Q iibrig bleibt, so zeigt das vollstdndige, bis 997 fortgesetzte Schema,
dass tberhaupt keine andere in 2 lbrig bleibt; versucht man die Division, so findet
man, dass 997331 tatséchlich durch 127 teilbar ist. Auf diese Weise ist jene Zahl also
in die Primfaktoren 127 x 7853 zerlegt").

Aus dieser Darstellung geht auflerdem hinreichend hervor, dass Reste, die nicht
zu grof} sind oder sich wenigstens in nicht zu grofle Primfaktoren zerlegen lassen,
besonders nitzlich sind: Der unmittelbare Gebrauch der Hilfstafel reicht nicht iiber
die Zahlen in ihren Uberschriften hinaus, und der mittelbare umfasst nur solche, die
sich in Faktoren zerlegen lassen, welche in der Tafel enthalten sind.

332.

Wir werden drei verschiedene Verfahren angeben, um Reste einer gegebenen Zahl
M zu finden. Threr Darstellung schicken wir zwei Beobachtungen voraus, mit deren
Hilfe man aus weniger geeigneten Resten einfachere ableiten kann. Erstens: Ist eine
Zahl akk, die durch das Quadrat kk teilbar ist (das als zu M teilerfremd vorausgesetzt
wird), ein Rest von M, so ist auch a ein Rest; deshalb sind Reste, die durch grofle
Quadrate teilbar sind, ebenso niitzlich wie kleine, und wir werden voraussetzen, dass
aus allen Resten, welche die folgenden Verfahren liefern, die quadratischen Faktoren
sofort entfernt worden sind. Zweitens: Sind zwei oder mehr Zahlen Reste, so ist auch
ihr Produkt ein Rest. Verbindet man diese Beobachtung mit der vorigen, so léasst
sich sehr hdufig aus mehreren Resten, die nicht alle einfach genug sind, ein anderer

“'Der Autor wiirde den recht umfangreichen Apparat der hier beschriebenen Tafel, den er fiir seinen
eigenen Gebrauch anfertigen liel, gern verdffentlichen, wenn die geringe Zahl derer, denen er niitzlich
sein kann, zur Deckung der Kosten eines solchen Unternehmens ausreichte. Méchte sich inzwischen ein
Freund der Arithmetik, nachdem er die Grundsétze griindlich verstanden hat, aus eigener Kraft eine
solche Tafel anlegen, so wird es dem Autor grofie Freude machen, ihm alle Hilfsmittel und Kunstgriffe
brieflich mitzuteilen.

354



Untersuchungen tuber héhere Arithmetik

sehr einfacher ableiten, sofern jene viele gemeinsame Faktoren enthalten. Aus diesem
Grund sind auch solche Reste sehr geeignet, die aus vielen nicht zu grofien Faktoren
bestehen, und es wird zweckmaéflig sein, sie alle sofort in ihre Faktoren zu zerlegen.
Die Bedeutung dieser Beobachtungen wird durch Beispiele und héufigen Gebrauch
besser verstdndlich als durch Regeln.

I. Das einfachste und fiir diejenigen, die durch hiufige Ubung schon einige Ge-
wandtheit erworben haben, bequemste Verfahren besteht darin, M oder allgemeiner
irgendein Vielfaches von M auf beliebige Weise in zwei Teile kM = a + b zu zerlegen
(seien beide positiv oder einer positiv und der andere negativ). Ihr Produkt mit um-
gekehrtem Vorzeichen ist dann ein Rest von M; denn es ist —ab = aa = bb (mod. M)
und daher —ab R M. Die Zahlen a,b sind so zu wéhlen, dass ihr Produkt durch ein
grofles Quadrat teilbar und der Quotient entweder klein oder wenigstens in nicht
zu grofle Faktoren zerlegbar ist; dies ldsst sich immer ohne Schwierigkeit erreichen.
Besonders empfiehlt es sich, fiir a ein Quadrat oder das Doppelte oder Dreifache
eines Quadrats usw. zu nehmen, das von der Zahl M um eine entweder kleine oder
in bequeme Faktoren zerlegbare Zahl abweicht. So findet man zum Beispiel

997331 = 999% — 2.5.67
=994% + 5.11.13% = 2.7062 + 3.17.3?
=3.575% 4+ 11.31.4% = 3.577% — 7.13.42
=3.578% — 7.19.37 = 11.299% + 2.3.5.29.42
= 11.301% 4 5.122

usw. Daraus erhdlt man die folgenden Reste: 2.5.67, —5.11, —2.3.17, —3.11.31,
3.7.13, 3.7.19.37,—2.3.5.11.29; die letzte Zerlegung liefert den Rest —5.11, den wir
schon haben. Anstelle der Reste —3.11.31, —2.3.5.11.29 kénnen wir 3.5.31, 2.3.29
nehmen, die aus ihrer Verbindung mit —5.11 entstehen.
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II. Das zweite und dritte Verfahren beruhen darauf, dass, wenn zwei binédre Formen
(A, B,C), (A, B',C") derselben Determinante M oder —M oder allgemeiner +kM
zum selben Geschlecht gehoren, die Zahlen AA’, AC’, A’C Reste von kM sind. Dies
erkennt man ohne Miihe daran, dass jede charakteristische Zahl der einen Form, etwa
m, auch eine charakteristische Zahl der anderen ist und somit mA, mC, mA’, mC’
sdmtlich Reste von kM sind. Ist also (a,b,a’) eine reduzierte Form mit positiver
Determinante M oder allgemeiner kM, und sind (a’, V', a”), (a”,b”,a"”") usw. Formen
aus ihrer Periode, also ihr dquivalent und erst recht im selben Geschlecht enthalten,
so sind die Zahlen aa’, aa”, aa” usw. simtlich Reste von M. Eine grofie Anzahl von
Formen einer solchen Periode ldsst sich mithilfe des Algorithmus aus Artikel 187 sehr
leicht berechnen; die einfachsten Reste ergeben sich meistens, wenn man a = 1 setzt;
diejenigen, die zu grofle Faktoren enthalten, sind zu verwerfen. Hier sind die Anféange
der Perioden der Formen (1,998, —1327) und (1, 1412, —918), deren Determinanten
997331, 1994662 sind:

(1, 998, —1327
(—1327, 329, 670

) (1, 1412, —918)
)| (—918, 1342,  211)
(670, 341, —1315) (211, 1401, —151)
(—1315, 974, 37) | (=151, 1317, 1723)
(37, 987, —626) | (1723, 406, —1062)
(—626, 891,  325)| (—1062, 656,  1473)
(325, 734, —1411) | (1473, 817, —901)
(—1411, 677,  382) | (—901, 985,  1137)
(382, 851, —T715) usw.

Es sind also Reste der Zahl 997331 samtliche Zahlen —1327,670 usw.; ldsst man
diejenigen mit zu groflen Faktoren beiseite, so erhdlt man die folgenden: 2.5.67, 37,
13,-17.83, —5.11.13, —2.3.17, —2.59, —17.53. Den Rest 2.5.67 sowie —5.11, der
aus der Verbindung des dritten mit dem fiinften entsteht, hatten wir schon oben
gefunden.

III. Ist C irgendeine von der Hauptklasse verschiedene Klasse von Formen mit
negativer Determinante —M oder allgemeiner —kM und ihre Periode 2C, 3C usw.
(Artikel 307), so gehoren die Klassen 2C, 4C usw. zum Hauptgeschlecht, dagegen
3C, 5C usw. zum selben Geschlecht wie C'. Ist also (a, b, c) eine (einfachste) Form
aus C' und (d/,b, ') eine Form aus irgendeiner Klasse jener Periode, etwa aus nC,
so ist entweder a’ oder aa’ ein Rest von M, je nachdem, ob n gerade oder ungerade
ist (im ersten Fall offenbar auch ¢/, im zweiten ac’, ca’ und cc’). Die Periode, das
heifit die einfachsten Formen in ihren Klassen, lasst sich mit erstaunlicher Leichtigkeit
entwickeln, wenn a sehr klein ist, insbesondere im Fall = 3, was sich immer erreichen
lasst, wenn kM = 2 (mod. 3) gilt. Hier ist der Anfang der Periode der Klasse, welche
die Form (3,1, 332444) enthélt:

C (3, 1, 332444) | 6C  (729. —209, 1428)
2C (9, —2, 110815) | 7C (476, 209, 2187)
3C (27, 7, 36940) | 8C (1027, 342, 1085)
) )
) )

4C (81, 34, 12327) | 9C (932, —437, 1275
5C (243, 34,  4109) | 10C (425, 12, 2347
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Daraus gehen die Reste (unter Verwerfung der unbrauchbaren) 3.476, 1027, 1085,
425 hervor, oder (nach Entfernung der quadratischen Faktoren) 3.7.17, 13.79, 5.7.31,
17. Verbindet man diese passend mit den acht in II gefundenen Resten, so erhélt man
leicht die folgenden zwolf: —2.3, 13, —2.7,17, 37, —53, —5.11, 79, —83, —2.59,
—2.5.31, 2.5.67; die ersten sechs sind dieselben, die wir in Artikel 331 verwendet
haben. Die Reste 19 und —29 hitten hinzugefiigt werden kénnen, wenn wir auch die
in I gefundenen hétten verwenden wollen; die iibrigen dort erhaltenen hingen bereits
von denen ab, die wir hier entwickelt haben.

333.

Das ZWEITE VERFAHREN, eine gegebene Zahl M in Faktoren zu zerlegen, geht
von der Betrachtung der Werte eines Ausdrucks wie \/—D (mod. M) aus und stiitzt
sich auf die folgenden Beobachtungen.

I. Ist M eine Primzahl oder eine Potenz einer Primzahl (wobei die Primzahl unge-
rade ist und D nicht teilt), so ist —D ein Rest oder Nichtrest von M, je nachdem, ob
M unter einer Form der Teiler oder einer Form der Nichtteiler von xz + D enthalten
ist; im ersten Fall hat der Ausdruck /—D (mod. M) nur zwei verschiedene Werte,
die entgegengesetzt sind.

II. Ist dagegen M zusammengesetzt, etwa = pp'p” usw., wobei p, p’, p” usw. Prim-
zahlen (verschiedene, ungerade, die D nicht teilen) oder Potenzen solcher Primzahlen
bezeichnen, so ist —D nur dann ein Rest von M, wenn es ein Rest der einzelnen p,
p’,p” usw. ist, das heifit, wenn diese Zahlen alle unter Formen der Teiler von xzx + D
enthalten sind. Bezeichnet man die Werte des Ausdrucks /—D nach den Moduln p,
P, p” usw. jeweils mit +r, £/, £r” usw., so entstehen samtliche Werte desselben
Ausdrucks nach dem Modul M, indem man die Zahlen ermittelt, die nach p entweder
= r oder = —r, nach p’ entweder = 7’ oder = —r’ usw. sind. Thre Anzahl ist daher
= 2# wobei p die Anzahl der Zahlen p,p’, p” usw. bezeichnet. Sind diese Werte also
R,—R,R',—R', R" usw., so gilt von selbst R = R nach allen p,p’, p” usw., aber nach
keiner von ihnen R = — R. Daher ist der grofite gemeinsame Teiler von M und R— R
gleich M, und 1 ist der grofite gemeinsame Teiler von M und R + R. Zwei Werte
aber, die weder identisch noch entgegengesetzt sind, wie R und R’, miissen nach ei-
ner oder mehreren der Zahlen p, p’, p” usw., jedoch nicht nach allen, kongruent sein,
und nach den tibrigen gilt R = —R/; folglich ist das Produkt der ersteren der grof-
te gemeinsame Teiler von M und R — R’ und das Produkt der letzteren der grofite
gemeinsame Teiler von M und R + R’. Daraus folgt leicht: Berechnet man alle grofi-
ten gemeinsamen Teiler von M und den Differenzen zwischen den einzelnen Werten
des Ausdrucks /—D (mod. M) und einem beliebig gegebenen Wert, so enthilt ihre
Menge die Zahlen 1, p, p’, p” usw. und alle Produkte aus je zweien, dreien usw. dieser
Zahlen. Auf diese Weise lassen sich also aus den Werten jenes Ausdrucks die Zahlen
p,p,p" usw. ermitteln.

Da ferner das Verfahren aus Artikel 327 die einzelnen Werte auf die Werte von Aus-
driicken der Form 7' (mod. M) zuriickfiihrt, wobei der Nenner n zu M teilerfremd ist,
brauchen diese Ausdriicke selbst fiir den gegenwiértigen Zweck nicht einmal berechnet
zu werden. Denn der grofite gemeinsame Teiler von M und der Differenz zwischen

. . / .. . . . .. .
R und R', die mit ™, " {ibereinstimmen, ist offenbar auch der gréfite gemeinsame
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Teiler von M und nn/(R — R'). Oder, was dasselbe ist, von M und mn’ — m/n, zu
dem nn’(R — R') nach dem Modul M kongruent ist.

334.

Die vorstehenden Beobachtungen lassen sich auf unser Problem auf zwei Arten
anwenden. Die erste entscheidet nicht nur, ob die vorgelegte Zahl M eine Primzahl
oder zusammengesetzt ist, sondern liefert im letzteren Fall auch die Faktoren selbst;
die zweite hat den Vorteil, dass sie meist eine raschere Rechnung erméglicht, liefert
aber manchmal die Faktoren der zusammengesetzten Zahlen, die auch sie vollstédndig
von den Primzahlen unterscheidet, erst nach mehrmaliger Wiederholung.

I. Man suche eine negative Zahl —D, die ein quadratischer Rest von M ist; dazu
konnen die in Artikel 332 unter I und II angegebenen Verfahren dienen. An sich ist
die Wahl des Restes beliebig, und anders als beim vorigen Verfahren braucht D hier
keine kleine Zahl zu sein; doch wird die Rechnung umso kiirzer, je kleiner die Anzahl
der Klassen bindrer Formen in den einzelnen eigentlich primitiven Geschlechtern mit
der Determinante —D ist. Deshalb sind besonders solche Reste geeignet, die unter
den 65 Zahlen aus Artikel 303 enthalten sind, falls sich solche anbieten. So wére fiir
M = 997331 von allen oben gefundenen negativen Resten —102 am besten geeignet.
Man ermittle alle verschiedenen Werte des Ausdrucks /—D (mod. M); ergeben sich
nur zwei (entgegengesetzte), so ist M sicher eine Primzahl oder eine Potenz einer
Primzahl; sind es mehr, etwa 2¥, so ist M aus p verschiedenen Primzahlen oder
Potenzen von Primzahlen zusammengesetzt, die man als Faktoren mit dem Verfahren
des vorigen Artikels ermitteln kann. Ob diese Faktoren Primzahlen oder Potenzen
von Primzahlen sind, lésst sich an sich sehr leicht erkennen; auflerdem zeigt schon
das Verfahren, durch das man die Werte des Ausdrucks /—D findet, von selbst
alle Primzahlen an, von denen irgendeine Potenz M teilt. Ist ndmlich M durch das
Quadrat einer Primzahl 7 teilbar, so hat jene Rechnung sicher auch eine oder mehrere
Darstellungen der Zahl M, M = amm + 2bmn + cnn, geliefert, in denen der grofite
gemeinsame Teiler der Zahlen m,n gleich 7 ist (und zwar deshalb, weil in diesem
Fall —D auch ein Rest von % ist). Ist dagegen keine Darstellung entstanden, in der
m und n einen gemeinsamen Teiler haben, so ist dies ein sicheres Zeichen dafiir, dass
M durch kein Quadrat teilbar ist und daher alle p, p’, p” usw. Primzahlen sind.

Beispiel. Mit dem oben angegebenen Verfahren findet man vier Werte des Aus-
drucks /—408 (mod. 997331), die mit den Werten von :l:%, :l:% ibereinstim-
men; die grofiten gemeinsamen Teiler von 997331 mit 3.1664 — 113.2824 und 3.1664 +
113.2824, also mit 314120 und 324104, sind 7853 und 127, woraus wie oben 997331 =
127.7853 folgt.

II. Man nehme irgendeine negative Zahl — D, sodass M unter einer Form der Teiler
von xx + D enthalten ist. An sich ist die Wahl einer solchen Zahl beliebig; der Be-
quemlichkeit halber ist aber vor allem darauf zu achten, dass die Anzahl der Klassen
in den Geschlechtern mit der Determinante —D moglichst klein ist. Eine solche Zahl
zu finden, bereitet iibrigens keine Schwierigkeit, wenn man durch Probieren vorgeht;
denn gewohnlich ist unter einer betréchtlichen Menge versuchter Zahlen M fiir un-
gefihr ebenso viele unter einer Form der Teiler wie unter einer Form der Nichtteiler
enthalten. Es wird daher am zweckméfigsten sein, den Versuch mit den 65 Zahlen aus
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Artikel 303 (und zwar mit den grofiten) zu beginnen und, falls sich keine als geeignet
erweisen sollte (was jedoch im Allgemeinen nur einmal unter 16384 Féllen eintritt),
zu anderen iiberzugehen, bei denen die einzelnen Geschlechter je zwei Klassen ent-
halten. — Dann ermittle man die Werte des Ausdrucks /—D (mod. M) und leite,
wenn sich welche finden, daraus die Faktoren von M auf genau dieselbe Weise wie
oben ab; ergeben sich dagegen keine Werte, sodass —D ein Nichtrest von M ist, so
kann M sicher weder eine Primzahl noch eine Potenz einer Primzahl sein. Wiinscht
man in diesem Fall die Faktoren selbst, so muss man entweder dieselbe Operation
mit anderen Werten fiir D wiederholen oder zu einem anderen Verfahren greifen.

So findet man zum Beispiel durch Probieren, dass 997331 unter einer Form der
Nichtteiler von zx + 1848, xx + 1365, xx 4+ 1320, aber unter einer Form der Teiler
von zx + 840 enthalten ist; fiir die Werte des Ausdrucks 1/—840 (mod. 997331) erhalt
man die Ausdriicke :l:%, i%, aus denen dieselben Faktoren wie zuvor folgen. —
Wer weitere Beispiele wiinscht, moge Artikel 328 heranziehen: Das erste zeigt, dass
5428681 = 307.17683 gilt; das zweite, dass 4272943 eine Primzahl ist; das dritte, dass
997331 sicher aus mehreren Primzahlen zusammengesetzt ist.

* %
*

Der Umfang dieses Werkes hat uns hier nur erlaubt, die Hauptpunkte der beiden
Verfahren zur Ermittlung der Faktoren auszufiihren; eine eingehendere Untersuchung
zusammen mit weiteren Hilfstafeln und anderen Hilfsmitteln behalten wir uns fiir eine
andere Gelegenheit vor.
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SIEBENTER ABSCHNITT
UBER
DIE GLEICHUNGEN, WELCHE DIE KREISTEILUNGEN BESTIMMEN.

335.

Unter den gldnzendsten Fortschritten, welche die Mathematik durch die Arbeiten
neuerer Mathematiker erfahren hat, nimmt die Theorie der vom Kreis abhingigen
Funktionen zweifellos einen besonders hervorragenden Platz ein. Die gréfiten Mathe-
matiker neuerer Zeit haben dieser wunderbaren Art von Gréflen, zu der wir bei den
verschiedenartigsten Untersuchungen so hédufig gelangen und deren Hilfe kein Teil
der gesamten Mathematik entbehren kann, ihren Fleifl und Scharfsinn so beharrlich
gewidmet und daraus ein so weitreichendes Gebiet geschaffen, dass man kaum hét-
te erwarten konnen, irgendein Teil dieser Theorie, geschweige denn ein elementarer
und gewissermaflen an ihrer Schwelle liegender, kénne noch wesentliche Fortschrit-
te erfahren. Ich spreche von der Theorie der trigonometrischen Funktionen zu den
mit dem Umfang kommensurablen Bogen, oder von der Theorie der regelméfligen
Vielecke; dieser Abschnitt wird zeigen, wie wenig davon bisher entwickelt worden ist.
Die Leser konnten sich wundern, dass eine solche Untersuchung gerade in diesem
Werk angestellt wird, das hauptséchlich einem auf den ersten Blick ganz andersarti-
gen Gegenstand gewidmet ist; doch wird die Behandlung selbst hinreichend deutlich
machen, wie eng dieser Gegenstand mit der hoheren Arithmetik verbunden ist.

Die Grundsétze der Theorie, deren Darstellung wir beginnen, reichen iibrigens viel
weiter, als wir sie hier ausdehnen. Sie lassen sich nicht nur auf die Kreisfunktionen,
sondern mit gleichem Erfolg auf viele andere transzendente Funktionen anwenden,
zum Beispiel auf diejenigen, die vom Integral [ ﬁ abhéngen, und auflerdem
auf verschiedene Arten von Kongruenzen. Da wir aber iiber jene transzendenten
Funktionen ein umfangreiches besonderes Werk vorbereiten und die Kongruenzen
in der Fortsetzung der arithmetischen Untersuchungen ausfiihrlich behandelt werden
sollen, schien es uns angebracht, hier nur die Kreisfunktionen zu betrachten. Ja, auch
diese, die wir in grofiter Allgemeinheit behandeln kénnten, werden wir mit den in den
folgenden Artikeln darzulegenden Hilfsmitteln auf den einfachsten Fall zuriickfiihren,
sowohl der Kiirze wegen als auch, damit die vollig neuen Grundsétze dieser Theorie
leichter verstanden werden.

Die Untersuchung wird auf den einfachsten Fall zuriickgefiihrt, in dem die Anzahl
der Teile, in welche der Kreis geteilt werden soll, eine Primzahl ist.
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336.

Bezeichnet man den Umfang des Kreises oder vier rechte Winkel mit P und setzt
voraus, dass m,n ganze Zahlen sind und n das Produkt aus den paarweise teilerfrem-
den Faktoren a, b, c usw. ist, so lasst sich der Winkel A = mTP nach Artikel 310 auf
die Form A = (£ + % + I 4 usw.)P bringen; die ihm entsprechenden trigonometri-
schen Funktionen lassen sich nach bekannten Verfahren aus den Funktionen zu den
Teilen %, ﬁTP usw. ableiten. Da man fiir a, b, ¢ usw. Primzahlen oder Potenzen von
Primzahlen nehmen kann, geniigt es offenbar, die Teilung des Kreises in Teile zu be-
trachten, deren Anzahl eine Primzahl oder eine Primzahlpotenz ist; das Vieleck mit
n Seiten erhdlt man dann unmittelbar aus den Vielecken mit a, b, ¢ usw. Seiten. Hier
werden wir die Untersuchung jedoch auf den Fall beschrénken, in dem die Anzahl
der Teile, in welche der Kreis geteilt werden soll, eine (ungerade) Primzahl ist, und
zwar vor allem aus folgendem Grund. Bekanntlich lassen sich die Kreisfunktionen
zum Winkel 7;—5 aus den Funktionen zu mTfD durch Losung einer Gleichung vom Grad
p ableiten, und ebenso aus jenen durch eine Gleichung vom selben Grad die Funk-

tionen zu TZf usw.; ist also das Vieleck mit p Seiten schon gegeben, so erfordert die

Bestimmung des Vielecks mit p* Seiten notwendig die Losung von A — 1 Gleichungen
vom Grad p. Zwar lisst sich die folgende Theorie auch auf diesen Fall ausdehnen,
doch gelangt man auf diesem Weg ebenfalls zu ebenso vielen Gleichungen vom Grad
p, die sich, wenn p eine Primzahl ist, in keiner Weise auf niedrigere Grade zuriickfiih-
ren lassen. So wird zum Beispiel unten gezeigt, dass sich das Vieleck mit 17 Seiten
geometrisch konstruieren ldsst; bei der Bestimmung des Vielecks mit 289 Seiten kann
man dagegen eine Gleichung vom Grad 17 keinesfalls vermeiden.

Gleichungen fiir die trigonometrischen Funktionen der Bdgen, die ein Teil oder
mehrere Teile des ganzen Umfangs sind; Zurickfihrung der trigonometrischen
Funktionen auf die Wurzeln der Gleichung 2" — 1 = 0.

337.

Es ist bekannt, dass sich die trigonometrischen Funktionen aller Winkel %, wobei
k samtliche Zahlen 0,1, 2...n—1 durchlauft, durch die Wurzeln von Gleichungen vom
Grad n ausdriicken lassen: namlich die Sinus durch die Wurzeln von (I)

1 .o 1nn-3 ., 1nn—-4n-5 , 4
— g4 0 Y
4 16 1.2 64 1.2.3

1
+ usw. £ an =0

die Kosinus durch die Wurzeln von (II)

o lnx”_2 1 nn— an_4 _lnn—-4n-5 , g
4 16 1.2 64 1.2.3
1
+ usw. + on 1% " on 1 = 0
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und schlieflich die Tangenten durch die Wurzeln von (III)

nn—1 _ o, nn—-1n—-2n-3
1.2 1.2.34
—usw. tnx =0

n n—4

't —

Diese Gleichungen (die allgemein fiir jeden ungeraden Wert von n gelten, II aber
auch fiir gerade Werte) lassen sich durch Setzen von n = 2m + 1 leicht auf den Grad
m zuriickfithren: I und III, indem man die linke Seite durch x dividiert und y fiir zz
einsetzt. Gleichung IT hat offenbar die Wurzel = 1 (= cos0), und von den iibrigen
sind stets je zwei gleich (cos % = coS W, cos% = cos% usw.); daher ist
ihre linke Seite durch  — 1 teilbar und der Quotient ein Quadrat. Zieht man daraus
die Quadratwurzel, so wird Gleichung II auf

1 1 1
™+ ixm_l — E(m — 1Da™ 2% - g(m — 2)z™m 3
1lm—-2m-3 ., _4
+ 16 1.2
S MM TR me5  sw. = 0
327 12 v

zuriickgefiihrt, deren Wurzeln die Kosinus der Winkel %, %, % .. mTP sind. Weitere
Zuriickfiihrungen dieser Gleichungen, jedenfalls fir den Fall, dass n eine Primzahl
ist, standen bisher nicht zur Verfiigung.

Keine dieser Gleichungen ist jedoch so leicht zu behandeln und fiir unseren Zweck
so geeignet wie " — 1 = 0, deren Wurzeln bekanntlich sehr eng mit den Wurzeln
jener zusammenhéngen. Schreibt man nédmlich der Kiirze wegen i fiir die imaginére

GroBe /—1, so werden die Wurzeln der Gleichung 2™ — 1 = 0 dargestellt durch
kP . kP

cos — +1is8in — =7,
n n

wobei fiir k£ sdmtliche Zahlen 0,1,2...n—1 zu nehmen sind. Da % = cos % —isin %

gilt, werden also die Wurzeln der Gleichung I durch %(r — %) oder durch 215%

dargestellt, die Wurzeln der Gleichung II durch %(T‘ + %) = 15—:7’ und schlieflich die

Wurzeln der Gleichung IIT durch 1(11;7::) Deshalb werden wir unsere Untersuchung
auf die Betrachtung der Gleichung 2™ — 1 = 0 griinden und dabei n als ungerade
Primzahl voraussetzen. Um die Reihenfolge der Untersuchungen nicht unterbrechen

zu miissen, schicken wir hier den folgenden Hilfssatz voraus.
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338.
AUFGABE. Zur gegebenen Gleichung

(W)...2™ + Az™ ! 4 usw. =0,

ist eine Gleichung (W') zu finden, deren Wurzeln die A-ten Potenzen der Wurzeln
der Gleichung (W) sind, wobei A einen gegebenen positiven ganzzahligen Exponenten
bezeichnet. Lisung. Bezeichnet man die Wurzeln der Gleichung W mit a, b, ¢ usw., so
miissen die Wurzeln der Gleichung W’ gleich a, b*, ¢* usw. sein. Nach dem bekannten
Newtonschen Satz kann man aus den Koeflizienten der Gleichung W die Summen
beliebiger Potenzen der Wurzeln a, b, ¢ usw. finden. Man suche also die Summen

a + 0N+ +usw.,  a® + b+ usw. usw.

bis zu @™ + ™ + ™ + usw.

aus denen man dann umgekehrt nach demselben Satz die Koeffizienten der Gleichung
W' ableiten kann. Q. E. F. — Zugleich geht daraus hervor, dass, wenn alle Koeffizi-
enten in W rational sind, auch alle in W’ rational werden. Auf einem anderen Weg
lasst sich zwar beweisen, dass, wenn jene alle ganze Zahlen sind, auch diese alle ganze
Zahlen werden; bei diesem fiir unseren Zweck nicht so nétigen Satz halten wir uns
hier jedoch nicht auf.

339.

Die Gleichung 2™ — 1 = 0 (unter der von nun an stets mitzuverstehenden Voraus-
setzung, dass n eine ungerade Primzahl ist) hat nur eine reelle Wurzel, z = 1; die
iibrigen n — 1 Wurzeln sind in der Gleichung

"t P huswo 42 +1=0
enthalten und alle imaginér. IThre Menge werden wir mit €2 und die Funktion

2 " 2 tusw.+x+1 mit X

" — 27 ygw. und

bezeichnen. Ist also r irgendeine Wurzel aus €2, so gilt 1 = r
allgemein r¢"* = 1 fiir jeden ganzzahligen Wert von e, ob positiv oder negativ; daraus
ist klar, dass, wenn A, nach n kongruente ganze Zahlen sind, r* = r# gilt. Sind
dagegen X, i nach dem Modul n inkongruent, so sind 7 und 7* ungleich; denn in
diesem Fall ldsst sich eine ganze Zahl v so wihlen, dass (A — p)v = 1 (mod. n)
gilt, woraus r®—H¥ = ¢ folgt und daher r*~# sicher nicht = 1 ist. Ferner ist klar,
dass jede Potenz von r ebenfalls eine Wurzel der Gleichung z" — 1 = 0 ist; da die
GréBen 1 (= 70),r,7r...7" 1 alle verschieden sind, stellen sie also sémtliche Wurzeln
der Gleichung ™ — 1 = 0 dar, und somit stimmen r,rr,73...r"~! mit Q {iberein.
Allgemeiner folgt daraus leicht, dass  mit 7€, %€, r3¢ ., .r(n=1e {ihereinstimmt, wenn
e irgendeine durch n nicht teilbare ganze Zahl ist, ob positiv oder negativ. Es gilt
daher

X =(z—r)(x—r*)(z—r)..  (z- r(”_l)e)
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woraus
re 426 e 4y p(nhe o -1,

und 14+7¢ 424 4 pnDe

folgt.

Zwei Wurzeln wie r und % (= r""1) oder allgemein r¢ und 7~¢ werden wir reziprok
nennen; offenbar ist das Produkt der beiden einfachen Faktoren x —r und z — % reell,
= xx — 2zxcosw + 1, wobei der Winkel w entweder dem Winkel % oder einem seiner
Vielfachen gleich ist.

340.

Bezeichnet man also eine Wurzel aus €2 mit r, so werden sdmtliche Wurzeln der
Gleichung ™ — 1 = 0 durch Potenzen von r ausgedriickt; ein auf beliebige Weise
aus mehreren Wurzeln dieser Gleichung gebildetes Produkt ldsst sich daher durch 7
darstellen, wobei A entweder 0 oder positiv und < n ist. Bezeichnet nun ¢(t, u,v...)
eine ganzrationale algebraische Funktion der Unbestimmten ¢, u, v usw., die sich als
Summe von Gliedern der Form ht®ufv? ... ausdriicken lisst, so ist klar: Setzt man
fir t,u,v usw. einige der Wurzeln der Gleichung ™ — 1 = 0 ein, etwa t = a,u = b,
v = ¢ usw., so liasst sich ¢(a,b,c...) auf die Form

A+ Ar+ Alrr + A3+ 4+ AV L

bringen, wobei die Koeffizienten A, A’ usw. (von denen auch einige fehlen und somit
= 0 sein konnen) bestimmte Groflen sind. Auflerdem sind alle diese Koeffizienten
ganze Zahlen, wenn sdmtliche bestimmten Koeffizienten in ¢(¢,u,v...), das heifit
alle h, ganze Zahlen sind. Setzt man danach fir ¢,u,v... jeweils aa, bb, cc. .. ein, so
wird jedes Glied wie ht®uPv7 ..., das sich vorher auf r zuriickfithren lieB, nun zu
r29. Daraus folgt leicht

w(aa,bb,cc...) = A+ Alrr + A"rt 4 A0S 4 4 AP T2
Ebenso gilt allgemein fiir jeden ganzzahligen Wert von A
e(ar b, )= A+ A 4 AP 4 AT DA

Dieser Satz ist von grofiter Bedeutung und bildet die Grundlage der folgenden Un-
tersuchungen. — Daraus folgt auflerdem

0(1,1,1...)=p(a™ b, c"..)= A+ A + A"+ ...+ A

sowie
o(a,b,c...)+ @laa,bb,cc...) + p(a®, b3 c...)
+.o.+e(a™ bt ") =nA
Diese Summe ist also immer eine ganze, durch n teilbare Zahl, wenn alle bestimmten
Koeffizienten in ¢(t,u,v...) ganze Zahlen sind.
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Theorie der Wurzeln der Gleichung ™ —1 =0 (wobei n als Primzahl vorausgesetzt
wird). Lasst man die Wurzel 1 weg, so sind die ibrigen () in der Gleichung

X =g 42" 2 4 usw. + 2 + 1 = 0 enthalten. Die Funktion X ldsst sich nicht in
Faktoren niedrigeren Grades zerlegen, deren Koeffizienten alle rational sind.

341.
SATZ. Ist die Funktion X durch die Funktion niedrigeren Grades

P=g +A2* '+ Ba* 2+ . + Ko+ L

teilbar, so konnen die Koeffizienten A, B ... L nicht samtlich ganze Zahlen sein.

Beweis. Es sei X = PQ und P die Gesamtheit der Wurzeln der Gleichung P =
0, 9Q die Gesamtheit der Wurzeln der Gleichung ) = 0, sodass 2 aus F und 2
zusammen besteht. Ferner sei SR die Gesamtheit der zu den Wurzeln in 8 reziproken
Wurzeln, & die Gesamtheit der zu den Wurzeln in 9 reziproken Wurzeln. Die in R
enthaltenen Wurzeln seien die Wurzeln der Gleichung R = 0 (die, wie man leicht
sieht, z* + %:c’\_l + usw. + %x + % = 0 lautet), die in & enthaltenen die Wurzeln
der Gleichung S = 0. Offenbar bilden auch die Wurzeln R und & zusammen die
Gesamtheit €2, und es gilt RS = X. Wir unterscheiden nun vier Félle.

I. Wenn ‘B mit R {ibereinstimmt und daher P = R gilt. In diesem Fall sind
die Wurzeln in 3 offenbar stets paarweise reziprok, und somit ist P das Produkt
aus %)\ quadratischen Faktoren der Form zx — 2xcosw + 1; da ein solcher Faktor
= (z — cosw)? + sinw? ist, siecht man leicht, dass P fiir jeden reellen Wert von x
notwendig einen positiven reellen Wert annimmt. Die Gleichungen, deren Wurzeln
jeweils die Quadrate, Kuben, vierten Potenzen ... und Potenzen mit dem Exponenten
n — 1 der Wurzeln in P sind, seien P’ = 0, P’ = 0,P"” = 0,...P" = 0, und die
Werte, welche die Funktionen P, P/, P"” ... P" bei Setzen von x = 1 annehmen, seien
jeweils p,p/,p” ... p”. Dann ist nach dem Vorhergehenden p eine positive Grofie, und
aus ganz demselben Grund sind auch p’,p” usw. positiv. Nun ist p der Wert der
Funktion (1 —¢)(1 — u)(1 — v) usw., den sie annimmt, wenn man fiir ¢, u, v usw. die
Wurzeln in ‘B einsetzt; p’ ist der Wert derselben Funktion, wenn man fiir ¢, u, v usw.
die Quadrate jener Wurzeln einsetzt, usw.; auflerdem ist der Wert fiir t = 1,u = 1,
v = 1 usw. offenbar = 0. Daher ist die Summe p + p’ + p”... + p” eine durch n
teilbare ganze Zahl. Ferner sieht man leicht, dass das Produkt PP'P"... = X* ist
und daher pp'p” ... = n* gilt. Waren nun alle Koeffizienten in P rational, so wéren
nach Artikel 338 auch alle in P/, P” usw. rational; nach Artikel 42 miissten aber alle
diese Koeffizienten ganze Zahlen sein. Daher wiren auch p, p’, p” usw. simtlich ganze
Zahlen; da ihr Produkt n? ist und fiir ihre Anzahl n —1 > \ gilt, miissten notwendig
einige von ihnen (mindestens n—1—\) gleich = 1, die iibrigen aber gleich n oder einer
Potenz von n sein. Sind also ¢ von ihnen gleich = 1, so ist die Summe p + p’ + usw.
offenbar = ¢ (mod. n) und somit sicher nicht durch n teilbar. Die Annahme kann
daher nicht bestehen.

II. Wenn 3 und R zwar nicht iibereinstimmen, aber einige gemeinsame Wurzeln
enthalten, sei T deren Gesamtheit und 7' = 0 die Gleichung, deren Wurzeln sie sind.
Dann ist T' der grofite gemeinsame Teiler der Funktionen P, R (wie aus der Theorie
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der Gleichungen bekannt ist). Die Wurzeln in ¥ sind aber offenbar stets paarweise
reziprok; daher konnen nach dem zuvor Bewiesenen die Koeffizienten in 1" nicht alle
rational sein. Dies wéren sie jedoch sicher, wenn alle in P und damit auch alle in
R rational wéren, wie unmittelbar aus der Art des Verfahrens zur Bestimmung des
grofiten gemeinsamen Teilers folgt. Die Annahme ist daher absurd.

III. Wenn Q und & entweder iibereinstimmen oder wenigstens gemeinsame Wur-
zeln enthalten, konnen auf genau dieselbe Weise die Koeffizienten in @) nicht alle
rational sein; sie wiren es aber, wenn alle in P rational wéren. Dies ist also unméog-
lich.

IV. Haben dagegen weder ¢ mit R noch Q mit & irgendeine gemeinsame Wurzel,
so miissen alle Wurzeln 8 in & und alle £ in R enthalten sein, woraus P = S und
@ = R folgt. Daher ist X = P(@) das Produkt aus P und R, das heif3t

aus 20+ Az '+ Kx+ L
K A 1

A o1 4 -

und =z —I—La: ...+Lx+L

woraus durch Setzen von x = 1
nL=(1+A...+K+L)?

folgt. Waren nun alle Koeffizienten in P rational und daher nach Artikel 42 auch
ganze Zahlen, so miisste L, das den letzten Koeffizienten in X, nédmlich die Einheit,
teilen muss, notwendig = +1 sein; daraus folgte, dass +n eine Quadratzahl wére. Da
dies der Voraussetzung widerspricht, kann die Annahme nicht bestehen.

Aus diesem Satz geht also hervor, dass, wie man auch X in Faktoren zerlegt,
deren Koeffizienten wenigstens zum Teil irrational sind und sich daher nur durch
eine Gleichung héheren Grades bestimmen lassen.

Das Ziel der folgenden Untersuchungen wird erldutert.

342.

Das Ziel der folgenden Untersuchungen, das kurz zu erldutern niitzlich sein wird,
besteht darin, X SCHRITTWEISE in immer mehr Faktoren zu zerlegen und dabei ihre
Koeffizienten durch Gleichungen méglichst niedrigen Grades zu bestimmen, bis man
so zu Linearfaktoren oder zu den Wurzeln 2 selbst gelangt. Wir werden ndmlich
zeigen: Zerlegt man die Zahl n — 1 auf beliebige Weise in ganzzahlige Faktoren «, 3,
usw. (fiir die man jeweils Primzahlen nehmen kann), so lasst sich X in a Faktoren vom
Grad ”Tfl zerlegen, deren Koeffizienten durch eine Gleichung vom Grad « bestimmt
werden; jeder dieser Faktoren wiederum in § andere vom Grad T;—_l mithilfe einer
Gleichung vom Grad 8 usw. Bezeichnet also v die Anzahl der Faktoren «, 8, usw.,
so fiithrt sich die Bestimmung der Wurzeln €2 auf die Losung von v Gleichungen der
Grade «, 8, v usw. zuriick. Zum Beispiel sind fiir n = 17, wo n — 1 = 2.2.2.2 gilt, vier
quadratische Gleichungen zu l6sen; fiir n = 73 drei quadratische und zwei kubische.

Da im Folgenden sehr oft Potenzen der Wurzel r zu betrachten sind, deren Expo-
nenten wiederum Potenzen sind, und solche Ausdriicke nur mit Miihe zu setzen sind,
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werden wir zur Erleichterung des Drucks kiinftig die folgende Abkiirzung verwenden.
Fiir 7, 77,73 usw. schreiben wir [1], [2],[3] usw. und allgemein fiir 7*, wobei X irgend-
eine ganze Zahl bezeichnet, [A]. Solche Ausdriicke sind also noch nicht vollstéindig be-
stimmt, werden es aber, sobald fiir 7 oder [1] eine bestimmte Wurzel aus Q gewéhlt
wird. Allgemein sind somit [A], [p] gleich oder ungleich, je nachdem, ob A, u nach
dem Modul n kongruent oder inkongruent sind; ferner gilt [0] = 1; [A].[u] = [X + ul;
[A]Y = [\v]; die Summe [0]4[A]+[2A] ...+ [(n—1)]] ist entweder 0 oder n, je nachdem,
ob A durch n nicht teilbar oder teilbar ist.

Sdamtliche Wurzeln Q@ werden in gewisse Klassen (Perioden) eingeteilt.

343.

Ist fiir den Modul n die Zahl g eine Zahl derjenigen Art, die wir in Abschnitt 111
primitive Wurzel genannt haben, so sind die n — 1 Zahlen 1, g, gg...¢" 2 den Zahlen
1,2,3...n—1 nach dem Modul n kongruent, wenn auch in anderer Reihenfolge: Jede
Zahl der einen Folge hat in der anderen eine kongruente Zahl. Daraus folgt unmit-
telbar, dass die Wurzeln [1],[g],[gg] - .. [¢" 2] mit Q iibereinstimmen; ganz ebenso
stimmen allgemeiner

(AL [Agl, [Agg] ... [Ag" %] mit

iiberein, wobei A irgendeine durch n nicht teilbare ganze Zahl bezeichnet. Da ferner
g" ! =1 (mod. n) gilt, sieht man ohne Miihe, dass die beiden Wurzeln [Ag*], [\g"]
identisch oder verschieden sind, je nachdem, ob u,r nach n — 1 kongruent oder in-
kongruent sind. Ist also G eine andere primitive Wurzel, so stimmen die Wurzeln
[1],[g]---[g" %] auch mit [1],[G]...[G™?] {iberein, wenn man von der Reihenfolge
absieht. Auflerdem beweist man aber leicht: Ist e ein Teiler von n — 1 und setzt
man n — 1 = ef, ¢¢ = h, G° = H, so sind auch die f Zahlen 1,h, hh... . hI~!
den Zahlen 1, H, H? ... H/~! nach n kongruent (ohne Riicksicht auf die Reihenfolge).
Nehmen wir ndmlich G = ¢* (mod. n) an, und sei u eine beliebige positive Zahl
< f und v der kleinste Rest von pw (mod. f). Dann gilt ve = pwe (mod. n — 1),
daher ¢g¥¢ = gH“¢ = G*¢ (mod. n) oder H* = h"; das heifit, jede Zahl der letzteren
Folge 1, H, H? usw. hat in der Folge 1,h,hh... eine kongruente Zahl, und ebenso
umgekehrt. — Daraus ist klar, dass die f Wurzeln [1], [A], [Rh] ... [R/ 1] mit [1], [H],
[H?]...[H/~] identisch sind; allgemeiner sicht man auf dieselbe Weise leicht, dass

[A], [AR], [ARA] ... (AR
mit [\, [NH], [NH?]... [\H/7Y
iibereinstimmen. Die Summe von solchen f Wurzeln [A]+[\h] +usw.+[Ah/71], die, da
sie sich bei Wahl einer anderen primitiven Wurzel fiir g nicht &ndert, als unabhéngig

von g anzusehen ist, bezeichnen wir mit (f;\); die Gesamtheit derselben Wurzeln
nennen wir die Periode (f,\), wobei die Reihenfolge der Wurzeln unbeachtet bleibt").

“m Folgenden diirfen wir die Summe auch den Zahlenwert der Periode oder einfach die Periode
nennen, wenn keine Mehrdeutigkeit zu befiirchten ist.
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— Bei der Darstellung einer solchen Periode ist es zweckméBig, die einzelnen Wurzeln,
aus denen sie besteht, auf den einfachsten Ausdruck zuriickzufiihren, namlich fiir die
Zahlen A\, Ah, Ahh usw. die kleinsten Reste nach dem Modul n einzusetzen; nach deren
Grofle kénnen, wenn man will, auch die Glieder der Periode geordnet werden.

Zum Beispiel besteht fiir n = 19, wo 2 eine primitive Wurzel ist, die Periode
(6,1) aus den Wurzeln [1], [8], [64], [512], [4096], [32768] oder [1],[7],[8], [11],[12], [18].
Ebenso besteht die Periode (6,2) aus [2],[3], [5], [14], [16], [17]. Die Periode (6, 3) ist
mit der vorigen identisch. Die Periode (6,4) enthélt [4], [6], [9], [10], [13], [15].

Verschiedene Sdtze tber die Perioden der Wurzeln §Q.

344.

Bei diesen Perioden ergeben sich unmittelbar die folgenden Beobachtungen:

I. Da Ab/ = A, ARSTE = Ah usw. (mod. n) gilt, bestehen offenbar aus densel-
ben Wurzeln, aus denen (f, \) besteht, auch (f, Ah), (f, \hh) usw.; bezeichnet also
allgemein [\'] irgendeine Wurzel aus (f, A), so ist diese Periode mit (f, \) vollstédndig
identisch. Haben also zwei Perioden mit gleich vielen Wurzeln (die wir gleichartig
nennen werden) irgendeine Wurzel gemeinsam, so sind sie offenbar identisch. Daher
kénnen nicht zwei Wurzeln gemeinsam in einer Periode enthalten sein, wahrend in ei-
ner anderen gleichartigen nur eine von ihnen vorkommt. Ferner ist klar: Gehoren zwei
Wurzeln [A], [\] zu derselben Periode mit f Gliedern, so ist der Wert des Ausdrucks
’\Tl (mod. n) irgendeiner Potenz von h kongruent, oder man kann ' = A\g”® (mod. n)
setzen.

II. Ist f =n —1, e =1, so stimmt die Periode (f,1) offenbar mit € {iberein; in
den iibrigen Fillen besteht 2 aus e Perioden (f,1),(f,q),(f,99)--.(f,g°!). Diese
Perioden sind also sémtlich voneinander verschieden, und offenbar stimmt jede an-
dere gleichartige Periode (f, A) mit einer von ihnen tberein, sofern [A] zu Q gehort,
das heifit, wenn A durch n nicht teilbar ist. Die Periode (f,0) oder (f,kn) besteht
dagegen offenbar aus f Einheiten. Ebenso leicht sieht man, dass, wenn A irgendeine
durch n nicht teilbare Zahl ist, auch die Gesamtheit der e Perioden (f,\), (f,Ag),
(f,2Agg) ... (f, Ag"1) mit Q {ibereinstimmt. — So besteht zum Beispiel fiir n = 19,
f = 6 die Gesamtheit € aus den drei Perioden (6, 1), (6,2), (6,4), auf deren eine sich
jede andere gleichartige aufler (6,0) zurtckfithren lasst.

III. Ist n — 1 das Produkt aus drei positiven Zahlen a, b, ¢, so besteht offenbar jede
Periode mit bc Gliedern aus b Perioden mit ¢ Gliedern, namlich (bc, A) aus (¢, M), (c,
Ag%), (¢, Ag%?) ... (c, A\g?~?); daher werden diese als in jener enthalten bezeichnet. So
besteht fiir n = 19 die Periode (6, 1) aus den drei Perioden (2,1),(2,8),(2,7), deren
erste die Wurzeln r, 7', deren zweite 7%, 7! und deren dritte 7, 2 enthélt.
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345.

SATZ. Es seien (f, ), (f, 1) zwei gleichartige, identische oder verschiedene Peri-
oden, und (f,\) bestehe aus den Wurzeln [A], [N], [\"] usw. Dann ist das Produkt aus
(f,\) und (f,p) eine Summe von f gleichartigen Perioden, namlich

=LA+ )+ (LN + )+ (FN + p) +usw. =W

Beweis. Es sei wie oben n — 1 = ef; g sei eine primitive Wurzel fir den Modul n

und h = ¢¢, woraus nach dem Vorhergehenden (f, ) = (f, Ah) = (f, Ahh) usw. folgt.
Das gesuchte Produkt ist daher

= [u].(f, \) + [uh].(f, \h) + [hh].(f, A\hh) 4 usw.

und somit

= [A+p] +Mh+p] 4+ DR ]

+[Ah+ ph]  +[Ahh+ph] . 4 AR+ ph)

+[Ahh 4 phh] +[AR3 4 phh) ...+ [N 4 phh) usw.
Dieser Ausdruck enthélt insgesamt ff Wurzeln. Summiert man hier jede senkrechte
Spalte fiir sich, so erhélt man offenbar

(oA p) + (F AN+ )+ 4 (04 0)

Man sieht ohne Miihe, dass dieser Ausdruck mit W iibereinstimmt, da die Zahlen A,
X, X" usw. nach Voraussetzung den Zahlen X\, Ah, Ahh ... Ahf~! nach dem Modul n
kongruent sein miissen (in welcher Reihenfolge, ist hier gleichgiiltig) und daher auch

A4+, N +p, N+ p usw. den Zahlen
A4, AN+ g, Nh+p.. M/~ Q. E. D.

Wir fiigen diesem Satz die folgenden Folgerungen hinzu:
I. Bezeichnet k eine beliebige ganze Zahl, so ist das Produkt aus (f, kA) und (f,

kp)
= (fikOA+ ) + (f, kN 4 p) + (f, KN + ) + usw.

II. Da die einzelnen Teile, aus denen W besteht, entweder mit der Summe (f,
0), die = f ist, oder mit einer von (f,1), (f,q), (f,99)-..(f,g° 1) iibereinstimmen,
lasst sich W auf die folgende Form bringen

W =af+b(f,1)+V'(f,g9) +V"(f 99)
4+ ...+ ba(f,ge_l)

Dabei sind die Koeffizienten a, b, b’ usw. positive ganze Zahlen (oder einige auch = 0).
Ferner ist klar: Das Produkt aus (f,kA) und (f, ku) wird dann zu

=af +b(f,k)+V(f kg)+ ... +b°(f, kg®™h)

So wird zum Beispiel fiir n = 19 das Produkt aus der Summe (6.1) und sich selbst
oder das Quadrat dieser Summe = (6,2) + (6,8) + (6,9) + (6.12) + (6,13) + (6,
19) =6 +2(6,1) + (6,2) +2(6,4).
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III. Da sich das Produkt aus jedem einzelnen Teil von W und einer gleichartigen
Periode (f,v) auf eine entsprechende Form bringen lisst, ist klar, dass auch das
Produkt aus den drei Perioden (f,\).(f, u).(f,v) durch c¢f +d(f,1)...+d*(f, g ')
dargestellt werden kann und die Koeffizienten ¢, d usw. ganze und positive Zahlen
(oder = 0) sind; auBerdem gilt fiir jeden beliebigen ganzzahligen Wert von k

(fs kX)-(f, kp).(f, kv) = f + d(f, k) + d'(f, kg) + usw.

Ebenso erstreckt sich dieser Satz auf Produkte aus beliebig vielen gleichartigen Peri-
oden, und es ist gleichgiiltig, ob diese Perioden samtlich verschieden oder zum Teil
oder samtlich identisch sind.

IV. Daraus folgt: Werden in irgendeiner ganzrationalen algebraischen Funktion
F = ¢(t,u,v...) fiir die Unbestimmten ¢, u,v usw. jeweils die gleichartigen Perioden
(f,A), (f, 1), (f,v) usw. eingesetzt, so ldasst sich ihr Wert auf die Form

A+ B(f,1)+B'(f,9)+B"(f.99) + ...+ B(f.¢° ")

bringen, und die Koeffizienten A, B, B’ usw. sind samtlich ganze Zahlen, wenn alle
festen Koeffizienten in F' ganze Zahlen sind. Werden danach fiir ¢, u,v usw. jeweils
(f, kN, (f, kp), (f, kv) usw. eingesetzt, so fithrt sich der Wert von F auf A + B(f,
k) + B'(f,kg) + usw. zuriick.

346.

SATZ. Nimmt man an, dass A eine durch n nicht teilbare Zahl ist, und schreibt
man der Kirze wegen p fir (f,\), so ldsst sich jede andere gleichartige Periode (f,
W), wobei auch p als durch n nicht teilbar vorausgesetzt wird, auf die folgende Form
bringen

a+ Bp+app+ ...+ 0p!

wobei die Koeffizienten a, 8 usw. feste rationale Gréfien sind.

Beweis. Wir bezeichnen zur Abkiirzung die Perioden (f, A\g), (f, Agg), (f, A\g®) usw.
bis (f, A\g®~!), deren Anzahl e — 1 ist und mit deren einer (f, ) notwendig iiberein-
stimmt, mit p’, p”, p"” usw. Man hat dann unmittelbar die Gleichung

/11

O=14+p+p +p"+p" +usw. ... .. )

Entwickelt man aber nach den Regeln des vorigen Artikels die Werte der Potenzen
von p bis zur Potenz mit dem Exponenten e — 1, so ergeben sich e — 2 weitere
Gleichungen der folgenden Art.

O=pp+A+ap+dp +dp"+d"p" +usw. .. (10
0=p>+B+bp+0p +0"p" +6"p" +usw. .. (Il
0=p*+CHep+p +"p"+"p" +usw. .. (IV) usw.

Dabei sind sdmtliche Koeffizienten A, a,a’ usw., B, b, b’ usw. usw. ganze Zahlen und,
was sorgféltig zu beachten ist und aus dem vorigen Artikel unmittelbar folgt, von A
vollig unabhéngig; das heif$t, dieselben Gleichungen gelten auch dann noch, welchen
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anderen Wert man A auch gibt. Diese Bemerkung erstreckt sich offenbar auch auf
Gleichung I, sofern man A als durch n nicht teilbar annimmt. — Nehmen wir (f, u) =
p’ an; denn man sieht sehr leicht, dass, wenn (f, ;) mit einer anderen der Perioden p”,
p""" usw. iibereinstimmt, zu den folgenden vollig analoge Schliisse angewendet werden
kénnen. Da die Anzahl der Gleichungen I, IT, IIT usw. e — 1 ist, lassen sich die Gréfien
p”, p"" usw., deren Anzahl = e — 2 ist, nach bekannten Methoden daraus eliminieren,
sodass sich eine von ihnen freie Gleichung der folgenden Art (Z) ergibt

0 =2A+ Bp + Cpp + usw. + Mp° L + 9y’

Dies kann so geschehen, dass alle Koeffizienten 2,95 ... 97 ganze Zahlen und sicher
nicht alle = 0 sind. Gilt hier nun nicht 91 = 0, so ist unmittelbar klar, dass sich p’
daraus in der im Satz angegebenen Weise bestimmt. Es bleibt also zu zeigen, dass
91 = 0 nicht eintreten kann.

Nimmt man 9t = 0 an, so wird Gleichung Z zu Mp®~! 4 usw. + Bp + A = 0;
da sie sicher nicht iiber den Grad e — 1 hinausgeht, kénnen ihr nicht mehr als e — 1
verschiedene Werte von p geniigen. Da aber die Gleichungen, aus denen Z abgeleitet
wurde, von A unabhéngig sind, ist klar, dass auch Z nicht von A abhéngt, also gilt,
welche durch n nicht teilbare ganze Zahl man auch fiir A nimmt. Daher wird Gleichung
Z erfiillt, welcher von den e Summen (f,1),(f,9),(f,99)...(f,g° ') man p auch
gleichsetzt. Daraus folgt unmittelbar, dass diese Summen nicht sdmtlich ungleich
sein konnen, sondern wenigstens zwei einander gleich sein miissen. Die eine von zwei
solchen gleichen Summen enthalte die Wurzeln [(], [('], [¢”] usw., die andere [n], [1/],
["] usw.; wir nehmen an (was zuléssig ist), dass alle Zahlen (,(’, (" usw., n,7',n”
usw. positiv und < n sind; offenbar sind sie auch sédmtlich verschieden und keine = 0.
Die Funktion

¢+ 3¢ + 28 +usw. — 2" — 27 — 2" — usw.

hat kein hoheres Glied als "~ !. Bezeichnen wir sie mit Y, so gilt offenbar ¥ = 0,
wenn man x = [1] setzt. Daher enthélt Y den Faktor z — [1], den sie mit der im Vor-
hergehenden durch X bezeichneten Funktion gemeinsam hat; dass dies aber absurd
ist, lasst sich leicht zeigen. Hatte ndmlich Y mit X irgendeinen gemeinsamen Faktor,
so hétte der grofite gemeinsame Teiler der Funktionen X,Y (dass dieser sicher nicht
bis zum Grad n — 1 reichen kann, geht schon daraus hervor, dass Y durch x teilbar
ist) ausschlieBlich rationale Koeffizienten, wie aus der Art der Rechenoperationen zur
Bestimmung des grofiten gemeinsamen Teilers zweier solcher Funktionen, deren Ko-
effizienten alle rational sind, unmittelbar folgt. In Artikel 341 haben wir aber gezeigt,
dass X keinen Faktor eines Grades unter n — 1 enthalten kann, dessen Koeffizienten
samtlich rational sind. Daher kann die Annahme, dass 91 = 0 gilt, nicht bestehen.

Beispiel. Fir n = 19, f = 6 gilt pp = 6 + 2p + p' + 2p”; daraus und aus 0 =
1+p+p +p" folgt p’ =4 —pp, p”" = —5 — p + pp. Daher

(6,2) =4—(6,1)%, (6,4) = —5—(6,1)+ (6,1)*

(6a 4) =4- (67 2)27
(6,1) =4 —(6,4)%, (6,2) = —5— (6,4) + (6,4)*
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347.

SATZ. Ist F = ¢(t,uv...) eine symmetrische”) algebraische ganzrationale Funk-
tion von f Unbestimmten t,u,v usw., und fithrt man nach Finsetzen der f in der
Periode (f,\) enthaltenen Wurzeln fir diese Unbestimmten den Wert von F nach
den Regeln des Artikels 340 auf die Form

A+ AT+ A"]2) +usw. = W

zuriick, so haben die Wurzeln, die in diesem Ausdruck zu einer und derselben beliebi-
gen Periode mit f Gliedern gehdren, gleiche Koeffizienten.

Beweis. Es seien [p], [q] zwei Wurzeln, die zu einer und derselben Periode gehoren,
und p, g seien positiv und kleiner als n. Dann ist zu zeigen, dass [p] und [g] in W
denselben Koeffizienten haben. Es sei ¢ = pg”® (mod. n); ferner seien die in (f, \)
enthaltenen Wurzeln [A], [\], [\’] usw., wobei wir die Zahlen A\, X', \” usw. als positiv
und kleiner als n voraussetzen. Schliellich seien die kleinsten positiven Reste der
Zahlen \g"¢, X' ¢g¥¢, \" g"¢ usw. nach dem Modul n die Zahlen p, ¢/, u” usw.; diese sind
offenbar mit den Zahlen X, X, \” usw. identisch, wenn auch in anderer Reihenfolge.
Aus Artikel 340 folgt nun, dass sich

p([Ag™], Vg™ V7)) = (D)

auf
A+ A'lg"?] + A"[267°] + usw.

oder auf A+ A'[0] + A”[0] + usw. = (W)

zurtickfihren lasst, wobei 6,0" usw. die kleinsten Reste der Zahlen ¢“¢,2¢"¢ usw.
nach dem Modul n bezeichnen. Daraus ist klar, dass [¢] in (W') denselben Koeffizi-
enten hat wie [p] in (W). Man sieht aber ohne Miihe, dass die Entwicklung des Aus-
drucks (I) dasselbe ergibt wie die Entwicklung von o([u], [i'].[1] usw.), da u = Ag"©,
w = Ng¥e usw. (mod. n) gilt. Dieser Ausdruck ergibt seinerseits dasselbe wie ¢([\],
[M],[\] usw.), weil die Zahlen pu, ¢/, p” usw. sich von A\, X', \” usw. nur in der Rei-
henfolge unterscheiden, auf die es bei einer symmetrischen Funktion nicht ankommt.
Daraus folgt, dass W’ mit W vollstandig identisch ist; daher hat die Wurzel [¢] in W
denselben Koeffizienten wie [p]. Q. E. D.
Daraus ist klar, dass sich W auf die Form

A+a(f,1) +d(f.9) +d"(f,99)... +a(f,g°")

zurickfithren lasst, wobei die Koeffizienten A, a .. .a® feste Grofen sind, die auBlerdem
ganze Zahlen sind, wenn alle rationalen Koeffizienten in F' ganze Zahlen sind. — So
fiihrt sich zum Beispiel, wenn n = 19, f = 6, A = 1 gilt und die Funktion ¢ die Summe
der paarweisen Produkte der Unbestimmten bezeichnet, ihr Wert auf 3+ (6, 1)+ (6,4)
zuriick.

“Bekanntlich heiBen diejenigen Funktionen symmetrisch, in denen alle Unbestimmten auf dieselbe
Weise vorkommen, oder deutlicher, die sich nicht &ndern, wie man auch die Unbestimmten untereinander
vertauscht; solche Funktionen sind zum Beispiel die Summe aller Unbestimmten, ihr Produkt, die
Summe ihrer paarweisen Produkte usw.
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Ferner sieht man leicht: Setzt man danach fiir ¢, u,v usw. die Wurzeln aus einer
anderen Periode (f,k)) ein, so wird der Wert von F' zu

A+a(f,k)+d(f kg)+a"(f, kgg) + usw.

348.
In jeder Gleichung

ol —axl V4 Bl 72— a3 =0

sind die Koeflizienten «, 8, usw. symmetrische Funktionen der Wurzeln, némlich
« die Summe aller Wurzeln, 8 die Summe ihrer paarweisen Produkte, v die Summe
ihrer Produkte zu je dreien usw. Daher ist in der Gleichung, deren Wurzeln die in
der Periode (f, A) enthaltenen Wurzeln sind, der erste Koeffizient = (f, A), wahrend
sich jeder der iibrigen auf eine Form wie

A+a(f,1)+d(f,g)...+a(f,g°")

bringen ldsst, wobei alle A,a,a’ usw. ganze Zahlen sind. Auflerdem ist klar, dass
die Gleichung, deren Wurzeln die in irgendeiner anderen Periode (f, kA) enthaltenen
Wurzeln sind, aus jener hervorgeht, wenn man in jedem Koeffizienten (f,1) durch
(f, k) ersetzt; ebenso (f, g) durch (f, kg) und allgemein (f,p) durch (f, kp). Auf diese
Weise kann man also e Gleichungen z = 0, 2’ = 0, 2” = 0 usw. angeben, deren Wurzeln
die in (f,1), in (f,9), (f,gg9) usw. enthaltenen Wurzeln sind, sobald die e Summen
(f,1),(f,9),(f,g99) usw. bekannt sind oder vielmehr, sobald eine beliebige von ihnen
gefunden ist, da sich nach Artikel 346 aus einer alle iibrigen rational ableiten lassen.
Damit ist zugleich die Funktion X in e Faktoren vom Grad f zerlegt; denn das
Produkt aus den Funktionen z, 2/, 2” usw. ist offenbar = X.

Beispiel. Fiir n = 19 ist die Summe aller Wurzeln in der Periode (6,1) = (6,1) = «;
die Summe ihrer paarweisen Produkte ist = 3+ (6,1) + (6,4) = [3; ebenso findet man
fiir die Summe der Produkte zu je dreien = 2 + 2(6,1) + (6,2) = =, fir die Summe
der Produkte zu je vieren = 3 + (6,1) + (6,4) = 4, fiir die Summe der Produkte zu
je fiinfen = (6,1) = € und fiir das Produkt aller Wurzeln = 1. Daher umfasst die
Gleichung

z=a% -z’ + B2t —yad + Sz —ex+1=0
samtliche in (6,1) enthaltenen Wurzeln. Setzt man nun in den Koeffizienten «, f3, vy
usw. fiir (6, 1), (6,2),(6,4) jeweils (6,2), (6,4),(6,1) ein, so erhalt man die Gleichung
z = 0, welche die Wurzeln in (6,2) umfasst; wendet man dieselbe Vertauschung
hier nochmals an, so erhélt man die Gleichung 2” = 0, welche die Wurzeln in (6,4)
umfasst, und das Produkt zz/2" ist = X.
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349.

Meist ist es bequemer, besonders wenn f eine grofie Zahl ist, die Koeffizienten 3, v
usw. nach dem Newtonschen Satz aus den Potenzsummen der Wurzeln abzuleiten. Es
ist ndmlich unmittelbar klar, dass die Summe der Quadrate der in (f, \) enthaltenen
Wurzeln = (f,2)), die Summe ihrer Kuben = (f,3)\) usw. ist. Schreiben wir also der
Kiirze wegen fur (f,\), (f,2)), (f,3\) usw. q,¢', ¢" usw., so gilt

a=q, 28=aq—¢q, 3y=Bq—ad +¢" usw.

Dabei sind die Produkte aus zwei Perioden nach Artikel 345 sofort in Summen von
Perioden umzuwandeln. So werden in unserem Beispiel, wenn wir fiir (6,1), (6,2),
(6,4) jeweils p,p/,p” schreiben, die GroBen q,q',q”,¢"”,¢"",¢" jeweils = p,p',p’, p",
p’,p"; daher

a=p, 28=pp—p =6+2p+2p”

3v=0B+p+p")p—pp' +p =6+6p+3p

46 =2+2p+p - B+p+p")p

+pp —p" =12+ 4p+4p” usw.

Es geniigt tibrigens, nur die Hélfte der Koeffizienten auf diese Weise zu berechnen.
Denn es lasst sich ohne Schwierigkeit beweisen, dass die letzten in umgekehrter Rei-
henfolge entweder den ersten gleich sind, ndmlich der letzte = 1, der vorletzte = «,
der davor = 8 usw., oder aus diesen jeweils hervorgehen, wenn man fir (f, 1), (f,g)
usw. (f,—1),(f,—g) usw. oder (f,n—1), (f,n— g) usw. einsetzt. Der erste Fall tritt
ein, wenn f gerade ist, der zweite, wenn f ungerade ist; der letzte Koeffizient ist aber
stets = 1. Dies beruht auf dem Satz in Artikel 79; doch halten wir uns der Kiirze
wegen bei diesem Gegenstand nicht auf.
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350.

SATZ. Es sei n — 1 das Produkt aus drei positiven ganzen Zahlen «,,y; die
Periode (B, ), die By Glieder hat, bestehe aus (3 kleineren Perioden mit v Gliedern,
namlich (v, A).(v, X), (7, \") usw. Wir nehmen an, dass in einer Funktion von 3
Unbestimmten von derselben Art wie in Artikel 347, namlich in F = p(t,u,v...), fir
die Unbestimmten t, u, v usw. jeweils die Summen (7, \), (v, \'), (v, \) usw. eingesetzt
werden und ithr Wert nach den Regeln des Artikels 345, IV, auf

A+a(y,1)+d(7,9)... +a(y,¢*™%)
ot d(y, gy =W

zuriickgefiihrt wird. Dann behaupte ich: Ist F' eine symmetrische Funktion, so haben
die Perioden in W, die in derselben Periode mit By Gliedern enthalten sind, das
heifit allgemein solche wie (vy,g") und (v, g ™), wobei v eine beliebige ganze Zahl
bezeichnet, dieselben Koeffizienten.

Beweis. Da die Periode (87, Ag®) mit (57, A) identisch ist, miissen die kleineren
Perioden (v, Ag®), (v, XN g%), (v, \"g%*) usw., aus denen die erstere offenbar besteht,
mit denen iibereinstimmen, aus denen die letztere besteht, wenn auch in anderer
Reihenfolge. Nimmt man also an, dass nach ihrem jeweiligen Einsetzen fir ¢, u,v
usw. F'in W' iibergeht, so stimmt W’ mit W iiberein. Nach Artikel 347 gilt aber

W' = A+a(y,9%) +d'(v,¢*")
R ag(y,gaﬁ) co ae('y,go‘5+o‘_1)
= A+a(y,9%) +d(v,9°)
4 at(y, 1) 4 d(y, g™

Da dieser Ausdruck mit W iibereinstimmen muss, muss der erste, zweite, drit-
te usw. Koeffizient in W (von a an gerechnet) jeweils mit dem Koeffizienten an
der entsprechenden Stelle aus o + 1, + 2, + 3 usw. iibereinstimmen. Daraus
folgt ohne Miihe, dass allgemein die Koeffizienten der Perioden (v, g"), (v, g*™"),
(7, g?tH) ... (7, g¥H), die an den Stellen p+ 1,a+p+1,2a+p+1...va+pu+1
stehen, einander gleich sein miissen. ). E. D.

Daraus ist klar, dass sich W auf die Form

A+a(By,1)+d(B7,9) ... +a (By, 9% ")

bringen lésst, wobei alle Koeffizienten A, a usw. ganze Zahlen sind, wenn alle festen
Koeffizienten in F' ganze Zahlen sind. Ferner sieht man leicht: Setzt man danach
fiir die Unbestimmten in F' die § Perioden mit « Gliedern ein, die in einer anderen
Periode mit v Gliedern, namlich in (87v, Ak), enthalten sind und offenbar (v, Ak),
(v, Nk), (7, \"k) usw. sind, so ist der daraus hervorgehende Wert A + a(Bv,k) +
' (By,gk) ... +a*(Br, 9 k).

Ubrigens ist klar, dass sich der Satz auch auf den Fall erstreckt, in dem o = 1 oder
By = n — 1 gilt; hier sind ndmlich alle Koeffizienten in W gleich, sodass sich W auf
die Form A + a(B, 1) zurtickfiihrt.
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351.

Behalten wir also sdmtliche Bezeichnungen des vorigen Artikels bei, so ist klar,
dass sich jeder Koeffizient der Gleichung, deren Wurzeln die 8 Summen (7, A), (v, \'),
(7, A") usw. sind, auf eine Form wie

A+a(By,1) +d (By,9) ... +a(By,9*Y)

zuriickfiithren ldsst und alle Zahlen A, a usw. ganze Zahlen sind. Die Gleichung, deren
Wurzeln die § Perioden mit v Gliedern sind, die in einer anderen Periode (87, k\)
enthalten sind, geht aus jener hervor, wenn man iiberall in den Koeffizienten jede
beliebige Periode (87, pu) durch (8v,ku) ersetzt. Ist also o = 1, so werden sdmtli-
che B Perioden mit v Gliedern durch eine Gleichung vom Grad § bestimmt, deren
einzelne Koeffizienten sich auf die Form A + a(f7,1) bringen lassen und daher be-
kannte Grofien sind, da (8v,1) = (n—1,1) = —1 gilt. Ist dagegen a > 1, so sind die
Koeffizienten der Gleichung, deren Wurzeln sdmtliche Perioden mit v Gliedern sind,
die in einer gegebenen Periode mit S+ Gliedern enthalten sind, bekannte Grofien,
sobald die Zahlenwerte aller o Perioden mit 3 Gliedern bekannt sind. — Ubrigens
ldsst sich die Berechnung der Koeffizienten dieser Gleichungen oft bequemer ausfiih-
ren, besonders wenn ( nicht sehr klein ist, indem man zuerst die Potenzsummen der
Wurzeln ermittelt und daraus nach dem Newtonschen Satz die Koeffizienten ableitet,
ebenso wie oben in Artikel 349.

Beispiel I. Gesucht ist fiir n = 19 die Gleichung, deren Wurzeln die Summen (6, 1),
(6,2),(6,4) sind. Bezeichnen wir diese Wurzeln jeweils mit p,p/, p” und die gesuchte
Gleichung mit

23— Azx+ Bxr —C =0
so folgt

/ 1

A=p+p' +p", B=pp'+p" +0", C=ppp"

Daher ist
A=(18,1)=—-1

Ferner gilt
pp' =p+2p" +3p", pp" =2p+3p"+p",
p/p//:3p+p/+2p//

und damit
B=6(p+p +p")=6(18,1) = —6

Schliefllich erhalt man

C=(p+2p+3p")p" =3(6,0) +11(p+p' + p")
—18—11=7

Daher lautet die gesuchte Gleichung

2 +ar—6x—7=0
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Nach der anderen Methode haben wir
p+p +p" =1

pp=6+2p+p +2p", pp'=6+2p+p" +2p,

/11

P’y =6+2p" +p+2p

und somit
I/BR/)

pp+p'p +p"p" =18 +5(p+p' +p") =13
sowie ebenso
p3 +p13 +p//3 — 36+34(p+p/+p//) — 2

Daraus wird nach dem Newtonschen Satz dieselbe Gleichung wie zuvor abgeleitet.
II. Gesucht ist fir n = 19 die Gleichung, deren Wurzeln die Summen (2, 1), (2,7),
(2,8) sind. Bezeichnet man diese jeweils mit ¢, q’, ¢", so findet man

g+d +4¢"=(6,1),
9 +a¢" +d'¢" = (6,1) +(6,4), qd'qd" =2+ (6,2)

Mit den Bezeichnungen des vorigen Beispiels ist daher die gesuchte Gleichung
23 —prz+(p+plr—-2-p =0

Die Gleichung, deren Wurzeln die Summen (2, 2), (2, 3), (2,5) sind, die in (6,2) ent-
halten sind, geht aus der vorhergehenden hervor, wenn man fiir p, p’, p” jeweils p/, p”,
p einsetzt; flihrt man dieselbe Substitution nochmals aus, so entsteht die Gleichung,
deren Wurzeln die Summen (2,4), (2,6). (2,9) sind, die in (6,4) enthalten sind.

Auf den vorhergehenden Untersuchungen beruht die Lésung der Gleichung X = 0.

352.

Die vorstehenden Satze mit den angefiigten Folgerungen enthalten die Hauptpunk-
te der gesamten Theorie, und das Verfahren zur Bestimmung der Werte der Wurzeln
Q kann nun kurz angegeben werden.

Zuerst wahle man eine Zahl g, die fiir den Modul n eine primitive Wurzel ist,
und ermittle die kleinsten Reste der Potenzen von g bis ¢" 2 nach dem Modul n.
Man zerlege n — 1 in Faktoren, und zwar in Primfaktoren, wenn man das Problem
auf Gleichungen moglichst niedrigen Grades zuriickfithren will. Diese seien in vollig
beliebiger Reihenfolge «, 8, ..., und man setze

n—1 n—1

=By...C=a, =7...(=0b, usw.
a af

Man teile sdmtliche Wurzeln 2 in a Perioden mit a Gliedern ein; jede einzelne von
diesen wiederum in 8 Perioden mit b Gliedern, jede einzelne von diesen erneut in ~
Perioden usw. Nach dem vorigen Artikel suche man die Gleichung vom Grad «, (A),
deren Wurzeln jene o Summen mit a Gliedern sind; ihre Werte werden also durch
Loésung dieser Gleichung bekannt.
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Hier entsteht aber eine Schwierigkeit, da ungewiss erscheint, welcher Wurzel der
Gleichung (A) die einzelnen Summen gleichzusetzen sind, ndmlich welche Wurzel mit
(a,1), welche mit (a,g) usw. bezeichnet werden soll. Dies lasst sich folgendermafien
beheben. Mit (a,1) kann man eine beliebige Wurzel der Gleichung (A) bezeichnen.
Denn jede Wurzel dieser Gleichung ist eine Summe aus a Wurzeln von 2, und es
ist vollig beliebig, welche Wurzel aus € mit [1] bezeichnet wird. Daher diirfen wir
offenbar annehmen, dass irgendeine der Wurzeln, aus denen eine beliebige gegebene
Wurzel der Gleichung (A) besteht, durch [1] dargestellt wird; dann wird jene Wurzel
der Gleichung (A) zu (a,1). Die Wurzel [1] ist dadurch aber noch nicht vollstiandig
bestimmt; es bleibt weiterhin vollig beliebig oder unbestimmt, welche der Wurzeln,
die (a,1) bilden, wir fir [1] nehmen wollen. Sobald aber (a,1) bestimmt ist, lassen
sich daraus auch alle {ibrigen Summen mit a Gliedern rational ableiten (Artikel 346).
Daraus geht zugleich hervor, dass man durch Losung dieser Gleichung nur eine einzige
Wurzel zu ermitteln braucht. — Fiir diesen Zweck kann auch das folgende, weniger
direkte Verfahren verwendet werden. Man wéhle fiir [1] eine bestimmte Wurzel, das
heifst, man setze [1] = cos %—i—i sin %, wobei man die ganze Zahl k beliebig, jedoch so
wahlt, dass sie durch n nicht teilbar ist. Dann bezeichnen auch [2], [3] usw. bestimmte
Wurzeln und daher auch die Summen (a, 1), (a, g) usw. bestimmte Gréfen. Berechnet
man diese mit leichter Feder aus Sinustafeln, ndmlich so genau, dass sich entscheiden
ldsst, welche grofler und welche kleiner sind, so kann kein Zweifel bleiben, durch
welche Bezeichnungen die einzelnen Wurzeln der Gleichung (A) zu unterscheiden
sind.

Sind auf diese Weise sdmtliche  Summen mit a Gliedern gefunden, so suche man
nach dem vorigen Artikel die Gleichung (B) vom Grad 3, deren Wurzeln die 5 Sum-
men mit b Gliedern sind, die in (a,1) enthalten sind; sdmtliche Koeffizienten dieser
Gleichung sind bekannte Grofien. Da noch beliebig ist, welche der a = 5b Wurzeln
unter (a,1) mit [1] bezeichnet wird, kann eine beliebige gegebene Wurzel der Glei-
chung (B) durch (b, 1) ausgedriickt werden, weil man offenbar annehmen darf, dass
eine der b Wurzeln, aus denen sie besteht, mit [1] bezeichnet wird. Man suche also
durch Losung der Gleichung (B) eine beliebige Wurzel, setze sie = (b, 1) und leite
daraus nach Artikel 346 alle {ibrigen Summen mit b Gliedern ab. Dadurch erhalten
wir zugleich eine Probe fiir die Rechnung, da diejenigen Summen mit b Gliedern,
die zu denselben Perioden mit a Gliedern gehoren, stets bekannte Summen ergeben
miissen. — In einigen Féllen kann es ebenso einfach sein, o — 1 weitere Gleichungen
vom Grad (8 zu ermitteln, deren Wurzeln jeweils die einzelnen 8 Summen mit b Glie-
dern sind, die in den iibrigen Perioden mit a Gliedern, (a,g), (a, gg) usw., enthalten
sind, und alle Wurzeln sowohl dieser Gleichungen als auch der Gleichung B durch
Losung zu bestimmen. Dann muss man aber ebenso wie oben mithilfe einer Sinusta-
fel entscheiden, welchen Perioden mit b Gliedern die einzelnen so erhaltenen Wurzeln
gleichzusetzen sind. Fiir diese Entscheidung kénnen auch verschiedene andere Kunst-
griffe verwendet werden, die hier nicht vollstdndig erldutert werden kénnen; einen fir
den Fall 5 = 2, der besonders niitzlich ist und sich durch Beispiele kiirzer als durch
Regeln erldutern lasst, wird man jedoch in den folgenden Beispielen kennenlernen.

Sind auf diese Weise die Werte aller a8 Summen mit b Gliedern gefunden, so
kénnen daraus auf ganz dhnliche Weise durch Gleichungen vom Grad ~ sdmtliche
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afy Summen mit ¢ Gliedern bestimmt werden. Man muss ndmlich entweder eine
Gleichung vom Grad 7, deren Wurzeln die v Summen mit ¢ Gliedern sind, die unter
(b,1) enthalten sind, nach Artikel 350 ermitteln, durch ihre Losung eine beliebige
Wurzel finden und = (¢, 1) setzen und schliefllich daraus nach Artikel 346 alle iibrigen
gleichartigen Summen ableiten; oder ebenso insgesamt a8 Gleichungen vom Grad
aufstellen, deren Wurzeln jeweils die v Summen mit ¢ Gliedern in den einzelnen
Perioden mit b Gliedern sind, die Werte sédmtlicher Wurzeln aller dieser Gleichungen
durch Losung bestimmen und schliellich ihre Reihenfolge ebenso wie oben mithilfe
einer Sinustafel oder fiir v = 2 durch den unten in den Beispielen zu zeigenden
Kunstgriff festlegen.

Fahrt man auf diese Weise fort, so erhilt man offenbar schlieflich samtliche 2%
Summen mit ¢ Gliedern. Stellt man daher nach Artikel 348 die Gleichung vom Grad
¢ auf, deren Wurzeln die ¢ Wurzeln aus €2 sind, die in (¢, 1) enthalten sind, so sind
ihre Koeffizienten sdmtlich bekannte Grofien. Findet man durch Losung eine beliebige
Wurzel dieser Gleichung, so darf man diese = [1] setzen, und alle iibrigen Wurzeln
Q) werden durch deren Potenzen erhalten. Wenn man will, konnen auch alle Wurzeln
jener Gleichung durch Losung ermittelt werden und auflerdem durch Loésung von
"T_l — 1 weiteren Gleichungen vom Grad (, die jeweils alle { Wurzeln in den einzelnen
iibrigen Perioden mit ¢ Gliedern darstellen, alle {ibrigen Wurzeln €2 gefunden werden.

Ubrigens ist klar, dass, sobald die erste Gleichung (A) geldst ist oder die Werte
aller  Summen mit a Gliedern bekannt sind, nach Artikel 348 unmittelbar auch die
Zerlegung der Funktion X in a Faktoren vom Grad a gegeben ist. Ferner wird nach
Losung der Gleichung (B) oder nachdem die Werte aller o Summen mit b Gliedern
gefunden sind, jeder jener Faktoren wiederum in  oder X in a8 Faktoren vom Grad
b zerlegt usw.
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353.

Erstes Beispiel fiir n = 19. Da hier n — 1 = 3.3.2 gilt, ist die Bestimmung der
Wurzeln Q auf die Loésung zweier kubischer Gleichungen und einer quadratischen
Gleichung zuriickzufiihren. Dieses Beispiel wird umso leichter verstédndlich sein, als
die n6tigen Operationen grofitenteils schon im Vorhergehenden enthalten sind. Wahlt
man fiir die primitive Wurzel g die Zahl 2, so ergeben sich die folgenden kleinsten
Reste ihrer Potenzen (die Exponenten der Potenzen stehen in der ersten Zeile iiber
den Resten):

0.1.2.3. 4. 5.6. 7.8 9.10. 11. 12. 13. 14. 15. 16. 17
1. 2.4.8.16. 13. 7. 14. 9. 18. 17. 15. 11. 3. 6. 12. 5. 10

Hieraus léasst sich nach den Artikeln 344 und 345 leicht die folgende Einteilung
sdmtlicher Wurzeln € in drei Perioden mit je sechs Gliedern und jeder einzelnen von
diesen in drei Perioden mit je zwei Gliedern ableiten:

2,1)... [1,[18]
6,1) 2,8)... [8],[11]
2,7)... [7,[12]
(2,2)... [2,[17]
Q=(18,1){ (6,2){ (2,16)... [3],[16]
(2,14)... [5],[14]
(2,4)... [4],[15]
(6,4)4 (2,13)... [6],[13]
\ (2,9)...  [9],[10]

Die Gleichung (A), deren Wurzeln die Summen (6, 1), (6, 2), (6,4) sind, ergibt sich
als 23 + 2o — 62 — 7 = 0; eine ihrer Wurzeln findet man gleich —1,2218761623.
Bezeichnen wir diese mit (6,1), so wird

(6,2) =4 — (6,1)? = 2,5070186441
(6,4) = =5 — (6,1) + (6,1)* = —2.2851424818
Damit ist X in drei Faktoren vom Grad 6 zerlegt, wenn diese Werte in Artikel 348

eingesetzt werden.
Die Gleichung (B), deren Wurzeln die Summen (2,1), (2.7), (2, 8) sind, lautet

z® — (6, 1)z + ((6,1) + (6,4))z — 2 — (6,2) =0

oder
3+ 1,2218761623xx — 3,5070186441x — 4,5070186441 = 0

Eine ihrer Wurzeln findet man gleich —1,3545631433, die wir mit (2, 1) bezeichnen
werden. Nach dem Verfahren von Artikel 346 erhélt man aber die folgenden Gleichun-
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gen, in denen der Kiirze wegen ¢ fir (2, 1) geschrieben wird:

(2,2) =qq—2, (2,3)=¢"—3q,

(2,4) =q¢* —4qq+2, (2,5)=¢" —5¢°+5q
(2,6) = ¢° — 6" + 9qq — 2,
(2,7):q7—7q5+14q3—7q

(2,8)

(2,9)

Bequemer als nach den Regeln von Artikel 346 lassen sich diese Gleichungen im
vorliegenden Fall durch die folgenden Uberlegungen aufstellen. Setzt man

1] cos ¥ g P
= cos g +isin 5
so folgt
18] — cos P ;g 180P
= cos —g isin —g
kP . . kP
= cos — —isin —,
19 19
und daher (2,1) = 2cos %, sowie allgemein
A = cos P g NP
= cos — o= +isin —o-,

und daher (2,\) = [\ 4+ [18\] = [A] + [\ = 2cos>‘f—gp Ist also 3¢ = cosw, so
gilt (2,2) = 2cos2w,(2,3) = 2cos3w usw.; daraus erhdlt man nach den bekannten
Gleichungen fiir die Kosinuswerte vielfacher Winkel dieselben Formeln wie oben. —
Aus diesen Formeln ergeben sich nun die folgenden Zahlenwerte:

(2,2) = —0,1651586909 |  (2,6) = 0,4909709743
(2,3) = 1,5782810188 | (2,7) = —1,7589475024
(2,4) = —1,9727226068 | (2,8) = 1,8916344834
(2,5) = 1,0938963162 | (2,9) = —0,8033908493

Die Werte von (2,7), (2,8) kénnen auch aus der Gleichung (B) gewonnen werden,
deren beide iibrigen Wurzeln sie sind. Der Zweifel, welche dieser Wurzeln (2,7) und
welche (2, 8) ist, ldsst sich entweder durch eine N&dherungsrechnung nach den vorste-
henden Formeln oder durch Sinustafeln beheben. Schon ein fliichtiger Blick in diese
zeigt, dass (2,1) = 2 cosw gilt, wenn man w = 1—79P setzt; daraus muss

49 8
(2,7) = 2cos EP = 2cos ER

und (2,8) = 2cos 3P = 2cos ;5P folgen. Ebenso lassen sich die Summen (2,2),

(2,3),(2,5) auch durch die Gleichung

2® — (6,2)xx + ((6,1) + (6,2))z — 2 — (6,4) =0
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finden, deren Wurzeln sie sind; die Ungewissheit, welche Wurzeln jeweils jenen Sum-
men gleichzusetzen sind, wird auf genau dieselbe Weise wie zuvor beseitigt. Ebenso
kénnen auch die Summen (2,4), (2,6), (2,9) durch die Gleichung

23 — (6,4)xz + ((6,2) + (6,4))z —2 — (6,1) =0

ermittelt werden.

Schliefilich sind [1] und [18] die Wurzeln der Gleichung zz — (2,1)z + 1 = 0, von
denen die eine = 3(2,1) + /(1 — 1(2,1)%) = 3(2,1) +iy/(3 — 1(2,2)), die andere
= 1(2,1)—iy/(3—1(2,2)) ist; daraus ergeben sich die Zahlenwerte = —0,6772815716+
0,7357239107¢. Die sechzehn iibrigen Wurzeln kénnen entweder durch Entwicklung
der Potenzen einer beliebigen dieser beiden Wurzeln oder durch Lésung von acht
anderen dhnlichen Gleichungen abgeleitet werden. Bei dem letzteren Verfahren muss
man entweder durch Sinustafeln oder durch den im folgenden Beispiel zu erldutern-
den Kunstgriff entscheiden, bei welcher Wurzel der imaginére Teil das positive und
bei welcher das negative Vorzeichen erhalten soll. So wurden die folgenden Werte
gefunden, wobei das obere Zeichen zur ersten und das untere zur zweiten Wurzel
gehoren soll:

[1] und [18] = —0,6772815716 + 0,7357239107;
2] und [17] = —0,0825793455 F 0,9965844930;
3] und [16] = 0,7891405094 + 0,6142127127i
[4] und [15] = —0,9863613034 =+ 0,1645945903i
[5] und [14] = 0,5469481581 F 0,8371664783i
[6] und [13] = 0,2454854871 + 0,9694002659i
[7] und [12] = —0,8794737512 F 0,4759473930i
8] und [11] = 0,9458172417 F 0,3246994692i
9] und [10] = —0.4016954247 + 0,9157733267:

354.

Zweites Beispiel fir n = 17. Hier gilt n — 1 = 2.2.2.2, weshalb die Berechnung
der Wurzeln 2 auf vier quadratische Gleichungen zuriickzufiihren ist. Als primitive
Wurzel wéihlen wir hier die Zahl 3, deren Potenzen die folgenden kleinsten Reste nach
dem Modul 17 liefern:

0.1.2. 3. 4.5 6. 7. 8 9.10.11. 12. 13. 14. 15
1. 3.9.10. 13. 5. 15. 11. 16. 14. 8. 7. 4.12. 2. 6

Hieraus ergeben sich die folgenden Einteilungen der Menge 2 in zwei Perioden mit
je acht, vier mit je vier und acht mit je zwei Gliedern:

(2,1)... [1],[16]

.1 G (213)... [ [13]

B9 L9 8.0

0 (161 @Y 2.15)... [21.[15]
=(16.1) L] (23). 314
o9 6

’ .10)... 71,11
“ 10){(2@1) ] [11]
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Die Gleichung (A), deren Wurzeln die Summen (8, 1), (8, 3) sind, ergibt sich nach
den Regeln von Artikel 351 als xx + © — 4 = 0. Thre Wurzeln berechnet man zu
—3+1/17 =1,5615528128 und —1 — 1,/17 = —2,5615528128. Die erste setzen wir
= (8,1), weshalb die zweite notwendig = (8, 3) zu setzen ist.

Ferner ergibt sich die Gleichung, deren Wurzeln die Summen (4,1) und (4,9)
sind, als (B) : 2z — (8,1)z — 1 = 0. Ihre Wurzeln sind 1(8,1) + /(4 + (8,1)%) =
3(8,1) & 3/(12 + 3(8,1) + 4(8, 3)). Diejenige, bei der die WurzelgréBe das positive
Vorzeichen erhélt und deren Zahlenwert 2,0494811777 ist, setzen wir = (4, 1); dann
muss die andere, bei der die Wurzelgréfie negativ genommen wird und deren Wert
—0,4879283649 ist, mit (4,9) bezeichnet werden. Die iibrigen Summen mit vier Glie-
dern, namlich (4,3) und (4,10), kénnen jedoch auf zwei Arten bestimmt werden.
Erstens durch das Verfahren von Artikel 346, das die folgenden Formeln liefert, in
denen zur Abkiirzung fiir (4,1) der Buchstabe p geschrieben wird:

3 1
(4,3) = —5 3 5p?’ = 0,3441507314

3 1
(4,10) = 5 +H2p—pp— 5p3 = —2,9057035442

Dasselbe Verfahren liefert auch die Formel (4,9) = —1 — 6p + pp + p?, aus der
sich derselbe Wert ergibt, den wir zuvor angegeben haben. Zweitens lassen sich die
Summen (4, 3), (4,10) auch durch Losung der Gleichung bestimmen, deren Wurzeln
sie sind. Diese Gleichung lautet zz — (8,3)z — 1 = 0, weshalb ihre Wurzeln 3(8,3) +
2V/(4+(8,3)%) oder 3(8,3)+2/(12+4(8,1)+3(8,3)) und (8,3) — 3/(12+4(8,1) +
3(8,3)) sind. Der Zweifel, welche Wurzel mit (4,3) und welche mit (4, 10) bezeichnet
werden muss, wird durch den folgenden Kunstgriff beseitigt, den wir in Artikel 352
erwdhnt haben. Man entwickle das Produkt aus (4,1) — (4,9) und (4,3) — (4, 10);
dabei ergibt sich 2(8,1) —2(8,3)") Der Wert dieses Ausdrucks ist nun offenbar positiv,
namlich = 4+2,/17, und auch der erste Faktor des Produkts, (4,1) —(4,9), ist positiv,
namlich = ++/(12 4 3(8, 1) +4(8, 3)). Daher muss notwendig auch der andere Faktor
(4,3)—(4, 10) positiv sein, und folglich ist (4, 3) der ersten Wurzel, bei der das positive
Vorzeichen vor der Wurzelgrofe steht, und (4, 10) der zweiten gleichzusetzen. Hieraus
ergeben sich dieselben Zahlenwerte wie oben.

Nachdem sédmtliche Summen mit vier Gliedern gefunden sind, gehen wir zu den
Summen mit zwei Gliedern tiber. Die Gleichung (C), deren Wurzeln (2,1),(2,13)
sind, die in (4,1) enthalten sind, ergibt sich als zx — (4,1)x + (4,3) = 0. Ihre Wur-
zeln sind 3(4,1) £ 1/(—4(4,3) + (4,1)2) oder $(4,1) £ 1/(4 + (4,9) — 2(4, 3)). Die-
jenige, bei der die Wurzelgréfie positiv genommen wird und deren Wert sich als
= 1,8649444588 ergibt, setzen wir = (2,1); dann wird (2,13) der anderen gleich,
deren Wert = 0,1845367189 ist. Will man die {ibrigen Summen mit zwei Gliedern
nach dem Verfahren von Artikel 346 bestimmen, so koénnen fir (2,2), (2,3),(2,4),

“Das eigentliche Wesen dieses Kunstgriffs besteht darin, dass man a priori vorhersehen konnte, dass
das entwickelte Produkt keine Summen mit vier Gliedern enthalten wiirde, sondern sich allein durch
Summen mit acht Gliedern darstellen liefle. Den Grund dafiir, der hier der Kiirze wegen iibergangen
werden muss, werden mit dem Gegenstand Vertraute sehr leicht erkennen.
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(2,5),(2,6),(2,7),(2,8) dieselben Formeln verwendet werden, die wir im vorigen Bei-
spiel fiir die ebenso bezeichneten Grofien angegeben haben, namlich (2,2), (oder
(2,15)), = (2,1)2 — 2 usw. Will man sie dagegen lieber paarweise durch Lésung einer
quadratischen Gleichung berechnen, so findet man fir (2,9),(2,15) die Gleichung
zz — (4,9)z + (4,10) = 0, deren Wurzeln 3(4,9) £ 51/(4+ (4,1) — 2(4,10)) sind. Wie
hier iiber das doppelte Vorzeichen zu entscheiden ist, lasst sich auf dieselbe Weise
wie oben bestimmen. Entwickelt man ndmlich das Produkt aus (2,1) — (2,13) und
(2,9) — (2,15), so erhélt man —(4,1) + (4,9) — (4,3) + (4, 10). Da dies offenbar nega-
tiv, der Faktor (2,1) — (2, 13) aber positiv ist, muss notwendig (2,9) — (2, 15) negativ
sein; daher ist in dem zuvor angegebenen Ausdruck fir (2,15) das obere, positive
und fiir (2,9) das untere, negative Vorzeichen zu wéhlen. Daraus berechnet man
(2,9) = —1,9659461994, (2,15) = 1,4780178344. — Da ebenso aus der Entwicklung
des Produkts aus (2,1) — (2,13) und (2,3) — (2,5) der Ausdruck (4,9) — (4,10) und
damit eine positive Grofie hervorgeht, schlieBen wir, dass der Faktor (2,3) — (2,5)
positiv ist. Eine &hnliche Rechnung wie zuvor liefert dann

(2,3) = 3(4,3) + 3/(4 + (4,10) — 2(4,9))
= 0,8914767116

(2,5) = 3(4,3) — 33/(4 + (4,10) — 2(4,9))
= —0,5473259801

Schlielich erhélt man durch ganz entsprechende Operationen

(2,10) = §(4,10) — 3/(4+ (4,3) — 2(4,1))
= —1,7004342715

(2,11) = 3(4,10) + 3/(4 + (4,3) — 2(4,1))
= —1,2052692728

Es bleibt, zu den Wurzeln  selbst herabzusteigen. Die Gleichung (D), deren
Wurzeln [1] und [16] sind, lautet zz— (2, 1)z+1 = 0, woraus sich die Wurzeln (2, 1)+
5v/((2,1)2 — 4) oder vielmehr $(2,1) £iy/(4 — (2,1)?) oder 1(2,1) £ 3i\/(2 — (2,15))
ergeben. Fiir [1] wihlen wir das obere, fiir [16] das untere Vorzeichen. Die vierzehn
tibrigen Wurzeln erhélt man entweder durch die Potenzen von [1] oder durch Losung
von sieben quadratischen Gleichungen, von denen jede zwei Wurzeln liefert; dabei
ldsst sich die Ungewissheit iiber die Vorzeichen der Wurzelgréfien durch denselben
Kunstgriff wie zuvor beseitigen. So sind [4] und [13] die Wurzeln der Gleichung zx —
(2,13)2+1 = 0 und daher 3(2,13)£2i\/(2—(2,9)). Aus der Entwicklung des Produkts
aus [1] —[16] und [4] —[13] ergibt sich aber (2,5) — (2, 3) und damit eine negative reelle
GroBe. Da nun [1] — [16] gleich +i/(2 — (2, 15)) ist, also das Produkt der imaginéren
GroBe ¢ mit einer positiven reellen Grofle, muss auch [4] — [13] das Produkt von 4
mit einer positiven reellen Grofie sein, da it = —1 gilt. Daraus folgt, dass fir [4]
das obere und fur [13] das untere Vorzeichen zu nehmen ist. Ebenso findet man fiir
die Wurzeln [8] und [9] den Ausdruck 3(2,9) + 1i,/(2 — (2,1)). Da das Produkt aus
[1] — [16] und [8] — [9] gleich (2,9) — (2,10) und daher negativ ist, muss fiir [8] das
obere und fiir [9] das untere Vorzeichen gewéhlt werden. Berechnen wir die iibrigen
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Wurzeln auf dieselbe Weise, so erhalten wir die folgenden Zahlenwerte, wobei die
oberen Vorzeichen zu den ersten und die unteren zu den zweiten Wurzeln gehoren
sollen:

1], [16] 0,9324722294 + 0,3612416662i
2], [15] 0,7390089172 -+ 0,6736956436i
3], [14] 0,4457383558 =+ 0,8951632914i
[4], [13] ... 0,0922683595 = 0,9957341763i
5], [12] ... —0,2736629901 =+ 0,9618256432i
6], [11] — 0,6026346364 + 0,7980172273i
7], [10] — 0,8502171357 + 0,5264321629i
8], [9] — 0,9829730997 + 0,1837495178i

* %
*

Das Vorstehende kénnte zwar zur Losung der Gleichung ™ — 1 = 0 und damit
auch zur Bestimmung der trigonometrischen Funktionen ausreichen, die zu Bogen
gehoren, welche mit dem Umfang kommensurabel sind. Wegen der Bedeutung des
Gegenstands konnen wir diese Untersuchung jedoch nicht abschlieffen, ohne zuvor
aus der Fiille sowohl der ihn erlduternden Beobachtungen als auch der mit ihm ver-
wandten oder von ihm abhéngigen Sdtze einiges hier anzufiigen. Dabei werden wir
vor allem solche auswéhlen, die sich ohne einen umfangreichen Apparat anderer Un-
tersuchungen erledigen lassen; wir wollen sie nur als Proben dieser sehr umfassenden,
kiinftig ausfiihrlich zu behandelnden Theorie betrachtet wissen.
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Weitere Untersuchungen iber die Perioden der Wurzeln.
Summen mit einer geraden Anzahl von Gliedern sind reelle Gréfien.

355.

Da n stets als ungerade vorausgesetzt wird, gehort 2 zu den Faktoren von n — 1,
und die Menge (2 besteht aus %(n—l) Perioden mit zwei Gliedern. Eine solche Periode
wie (2, \) besteht aus den Wurzeln [A] und [)\g%(”fl)], wobei g wie oben eine beliebige
primitive Wurzel fiir den Modul n bezeichnet. Es gilt aber g%("*l) = —1 (mod.n)
und daher )\g%("fl) = —\ (siehe Artikel 62), woraus [)\g%(”fl)] = [—)] folgt. Setzt
man also [A] = cos 2 + isin 22 und daher [—A] = cos 2 — isin 2 50 ergibt sich
die Summe (2, \) = 2cos %. Daraus ziehen wir hier nur den Schluss, dass der Wert
jeder Summe mit zwei Gliedern eine reelle Grofle ist. Da sich jede Periode, deren
Gliederzahl gerade = 2q ist, in a Perioden mit je zwei Gliedern zerlegen lésst, ist
allgemeiner klar, dass der Wert jeder Summe, deren Gliederzahl gerade ist, stets
eine reelle Grofle ist. Wird also in Artikel 352 unter den Faktoren «, 3, usw. der
Faktor zwei fiir die letzte Stelle aufgespart, so werden sdmtliche Operationen bis zu
den Summen mit zwei Gliedern durch reelle Grolen ausgefiihrt; imaginare Groéfien
werden erst dann eingefiihrt, wenn man von diesen Summen zu den Wurzeln selbst

iibergeht.

Uber die Gleichung, die die Verteilung der Wurzeln Q in zwei Perioden bestimmt.

356.

Die Hilfsgleichungen, durch die fiir jeden Wert von n die Summen bestimmt wer-
den, welche die Menge € bilden, verdienen héchste Aufmerksamkeit: Sie hdangen auf
bemerkenswerte Weise mit den verborgensten Eigenschaften der Zahl n zusammen.
Hier wollen wir die Untersuchung jedoch auf die folgenden zwei Fille beschranken:
Erstens behandeln wir die quadratische Gleichung, deren Wurzeln die Summen mit
%(n — 1) Gliedern sind; zweitens, fiir den Fall, dass n — 1 den Faktor 3 enthéilt, die
kubische Gleichung, deren Wurzeln die Summen mit %(n — 1) Gliedern sind.

Schreiben wir der Kiirze wegen m fiir 3(n — 1) und bezeichnen wir mit g eine
beliebige primitive Wurzel fiir den Modul n, so besteht die Menge 2 aus zwei Perioden
(m,1) und (m, g); die erste enthiilt die Wurzeln [1], [gg], [¢?] - . . [¢" 3], die zweite [g],
[9%],[¢%] . .. [¢"?]. Die kleinsten positiven Reste der Zahlen gg, g*...¢" 3 nach dem
Modul n seien in beliebiger Reihenfolge R, R/, R” usw.; ebenso seien die Reste von
g,9%,6°...g" 2 gleich N, N, N” usw. Dann stimmen die Wurzeln, aus denen (m, 1)
besteht, mit [1], [R], [R'],[R"] usw. iiberein und die Wurzeln der Periode (m,g) mit
[N], [N'],[N"] usw. Nun ist klar, dass sémtliche Zahlen 1, R, R', R"” usw. quadratische
Reste der Zahl n sind; da sie sdmtlich verschieden und kleiner als n sind und ihre
Anzahl = 3(n—1), also gleich der Anzahl aller positiven Reste von n unterhalb n ist,
stimmen diese Reste genau mit jenen Zahlen iiberein. Daraus folgt unmittelbar, dass
samtliche Zahlen N, N, N” usw., die sowohl untereinander als auch von 1, R, R’ usw.
verschieden sind und zusammen mit diesen alle Zahlen 1,2,3...n —1 erschépfen, mit
samtlichen positiven quadratischen Nichtresten von n unterhalb n iibereinstimmen
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miissen. Setzt man nun voraus, dass die Gleichung, deren Wurzeln die Summen (m, 1),
(m, g) sind,
xx—Ar+ B =0

lautet, so gilt
A:(ma1)+(mvg):_1a B:(m,l)X(m,g)

Das Produkt aus (m, 1) und (m,g) ist nach Artikel 345
=(m,N+1)+(m N +1)+ (m,N'+1) + usw. = W

und lasst sich daher auf eine Form wie a(m,0) + B(m,1) + vy(m,g) bringen. Zur
Bestimmung der Koeflizienten «, 8,y bemerken wir erstens, dass a + 8+ v = m gilt
(da die Anzahl der Summen in W = m ist); zweitens, dass § = v gilt (dies folgt
aus Artikel 350, weil das Produkt (m,1) x (m,g) eine symmetrische Funktion der
Summen (m, 1), (m, g) ist, aus denen die grofiere Summe (n — 1, 1) besteht); drittens:
Da samtliche Zahlen N + 1, N’ + 1, N” + 1 usw. strikt zwischen den Grenzen 2 und
n+1 liegen, ist klar, dass entweder keine Summe in W auf (m, 0) zuriickgefithrt wird
und daher o = 0 gilt, wenn unter den Zahlen N, N, N” usw. die Zahl n — 1 nicht
vorkommt; oder genau eine, ndmlich (m,n), sodass o = 1 gilt, wenn n — 1 unter den
Zahlen N, N’, N"” usw. vorkommt. Daraus schlieflen wir, dass im ersten Fall o = 0,
B=~= %m, im zweiten a = 1, § = v = %(m — 1) gilt. Zugleich folgt daraus, da
die Zahlen /8 und 7 notwendig ganz sind, dass der erste Fall eintritt, also n — 1 (oder,
was dasselbe ist, —1) unter den Nichtresten von n nicht vorkommt, wenn m gerade,
also n von der Form 4k + 1 ist; der zweite Fall tritt dagegen ein, also n — 1 oder
—1 kommt unter den Nichtresten von n vor, wenn m ungerade, also n von der Form
4k + 3 ist”). Daher ist das gesuchte Produkt wegen (m,0) = m, (m,1) + (m,g) = —1
im ersten Fall = —%m, im zweiten = %(m + 1), und die gesuchte Gleichung lautet in
jenem Fall zx +x — %(n —1) =0, deren Wurzeln —% + %\/n sind, in diesem dagegen
zz 42+ ;(n+1) =0, deren Wurzeln —1 + 1i\/n sind.

Welche Wurzel aus €2 also auch fur [1] gewéhlt wurde, die Differenz zwischen den
Summen X[9R] und X[, wobei fiir R sdmtliche positiven quadratischen Reste und
fir M sédmtliche positiven quadratischen Nichtreste von n unterhalb n einzusetzen
sind, ist = £y/n fir n = 1 und = +iy/n fir n = 3 (mod. 4). Ebenso folgt daraus
leicht, wenn k eine beliebige ganze, durch n nicht teilbare Zahl bezeichnet, dass

ERP ENP
¥ cos — ¥ cos = +y/n und
Y sin MAP Y sin ally =0
n n

fir n = 1 (mod. 4) gilt; dagegen ist fiir n = 3 (mod. 4) jene Differenz = 0, diese =
+./n. Diese Sétze sind wegen ihrer Eleganz sehr bemerkenswert. Ubrigens bemerken

") Auf diese Weise haben wir einen neuen Beweis des Satzes erhalten, dass —1 ein Rest aller Primzahlen
von der Form 4k + 1 und ein Nichtrest aller der Form 4k + 3 ist, der oben (Artikel 108, 109 und 262)
bereits auf mehrere verschiedene Arten bewiesen wurde. Will man diesen Satz lieber voraussetzen, so
braucht man zur Unterscheidung der beiden verschiedenen Félle die Bedingung nicht zu berticksichtigen,
dass 3, schon an sich ganze Zahlen sind.
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wir, dass die oberen Vorzeichen immer gelten, wenn fiir k£ die Einheit oder allgemeiner
ein quadratischer Rest von n genommen wird, die unteren, wenn fiir £ ein Nichtrest
gewdhlt wird, und dass sich diese Séitze unter Wahrung oder vielmehr Steigerung
ihrer Eleganz auch auf beliebige zusammengesetzte Werte von n ausdehnen lassen.
Uber diese Dinge, die einer tieferen Untersuchung bediirfen, miissen wir hier jedoch
schweigen und ihre Betrachtung einer anderen Gelegenheit vorbehalten
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Beweis des in Abschnitt IV erwdhnten Satzes.

357.

Die Gleichung vom Grad m, deren Wurzeln die m Wurzeln in der Periode (m, 1)
sind, sei
2™ —az™ 4 b2 —usw. =0

oder z = 0. Dann ist a = (m,1), und jeder der iibrigen Koeffizienten b usw. hat
eine Form wie 24 B(m, 1) + €(m, g), wobei 2, B, € ganze Zahlen sind (Artikel 348).
Bezeichnen wir mit 2’ die Funktion, in die z {ibergeht, wenn tiberall (m,1) durch
(m, g) und (m,g) durch (m, gg) oder, was dasselbe ist, durch (m,1) ersetzt wird, so
sind die Wurzeln der Gleichung 2z’ = 0 die in (m, g) enthaltenen Wurzeln, und das
Produkt ist " q
22 = . X
z—1
Damit lasst sich z auf eine Form wie R+ S(m, 1) +T'(m, g) bringen, wobei R, S, T
Polynome in z sind, deren samtliche Koeffizienten ebenfalls ganze Zahlen sind. Dann
gilt

2 =R+ S(m,g) +T(m,1)

Schreiben wir nun der Kiirze wegen p und ¢ fiir (m, 1) bzw. (m, g), so folgt

22 =2R+(S+T)p+q) — (T -5)(p—q)
=2R-S-T—(T—-S)(p—q)

und ebenso
2/ =2R-S—-T+(T-S)(p—q)

Setzen wir daher
2R—-S-T=Y, T-S=Z7

so ergibt sich 4X =YY — (p — ¢)2ZZ und, da (p — ¢)? = £n gilt,
4X =YY FnsZ

Dabei gilt das obere Vorzeichen, wenn n von der Form 4k + 1 ist, das untere, wenn
n von der Form 4k + 3 ist. Dies ist der Satz, dessen Beweis wir oben (Artikel 124)
versprochen haben. Man sieht leicht, dass die beiden hochsten Glieder der Funktion
Y stets 22™ 4 2™~ ! sind und das hochste Glied der Funktion Z gleich 2! ist.
Die ubrigen Koeffizienten, die offenbar sédmtlich ganze Zahlen sind, dndern sich mit
der unterschiedlichen Beschaffenheit der Zahl n und lassen sich nicht durch eine
allgemeine analytische Formel angeben.

Beispiel. Fiir n = 17 ergibt sich die Gleichung, deren Wurzeln die acht in (8, 1)
enthaltenen Wurzeln sind, nach den Regeln von Artikel 348 als

2% —pr’ + (4 +p+29)2° — (4p + 3¢)2” + (6 + 3p + 5g)a*
—(4p+3¢)x® + (4+p+2¢)zx —pr+1=0
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Daraus folgt
R =%+ 42% + 62* + 4z + 1

S=—a2"+25— 42 + 32 — 423 + 2z — 2
T =225 — 32° 4+ 52* — 323 + 222

und hieraus
Y =228 + 27 + 525 + 72° + 42*

+7:L"3—|—5:L“:U+x—|—2
Z=o"42+2°+2* + 3+ + 2

Hier sind noch einige weitere Beispiele:

n|Y Z

3 |2x+1 1

5 |[2xx+x+2 T

7T\203 +ax—ax—2 Tx + .

11 [ 22% 4 2* — 223 + 220 — 2 — 2 t+x

13220+ 25 +4z* —a +daz+2+2 |2+ 23 +2

19 | 229 + 28 — 427 + 328 + 525 —52% |28 —aS 4+ 2P+t — 2P + 2

— 3 +dzx—z—2
23 | 2z 4+ 210 — 5% — 828 — 7" — 4a | 210 + 2% — 27 — 226 — 245
+Az® + T2t + 823 + 5xr —x — 2 —zttaz+z

Uber die Gleichung fir die Verteilung der Wurzeln Q in drei Perioden.

358.

Wir gehen zur Betrachtung der kubischen Gleichungen tiber, durch die fiir den Fall,
dass n von der Form 3k + 1 ist, die drei Summen mit %(n — 1) Gliedern bestimmt
werden, welche die Menge () bilden. Es sei g eine beliebige primitive Wurzel fiir den
Modul n und wir setzen %(n— 1) = m, wobei der so bestimmte Wert eine gerade ganze
Zahl ist. Dann sind die drei Summen, aus denen 2 besteht, (m,1),(m,g), (m, gg),
fir die wir jeweils p,p’, p” schreiben werden. Offenbar enthalt die erste die Wurzeln

[1],[9%), [9°] - [9" "], die zweite [g],[g"]...[g" "] und die dritte [gg],[g°]...[g"?].
Setzen wir voraus, dass die gesuchte Gleichung

2° — Azx + Br —C =0

lautet, so gilt

/s

A=p+p' +p", B=pp'+p'p" +p",

C — pp/p//
woraus sich sogleich A = —1 ergibt. Die kleinsten positiven Reste der Zahlen
g3, ¢%...¢" % nach dem Modul n seien in beliebiger Reihenfolge 2, B, ¢ usw., und

A sei deren Menge nach Hinzunahme der Zahl 1. Ebenso seien 2U',8’, ¢’ usw. die
kleinsten Reste der Zahlen g, g%, ¢” ... ¢" 2 und & deren Menge; schlieflich seien A",
B” ¢" usw. die kleinsten Reste von gg, ¢°, ¢% ... ¢" 2 und K" deren Menge. Dann sind
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samtliche Zahlen in K, &, &” verschieden und stimmen mit 1,2,3...n — 1 iiberein.
Vor allem ist hier zu bemerken, dass die Zahl n—1 notwendig in & vorkommt, da man
leicht sieht, dass sie der Rest von gSTm ist. Daraus folgt auch leicht, dass zwei Zahlen
wie h,n — h stets in derselben der drei Mengen 8, &, & vorkommen. Ist nidmlich
die eine der Rest der Potenz ¢*, so ist die andere der Rest der Potenz g)‘+37m oder
der Potenz g)‘_%m, wenn A > 22 gilt. Mit dem Zeichen (88) bezeichnen wir die
Anzahl der Zahlen in der Reihe 1,2,3...n — 1, die sowohl selbst als auch zusammen
mit den unmittelbar folgenden, um eine Einheit gréfleren Zahlen in & enthalten sind.
Ebenso sei (RR') die Anzahl der Zahlen in derselben Reihe, die selbst in £, deren
unmittelbare Nachfolger aber in & enthalten sind. Damit ist zugleich die Bedeutung
der Zeichen (RR”), (R R), (R'R'), (RR"), (R"R), (R"R'), (R"K") unmittelbar klar. Ich
behaupte nun erstens, dass (RR') = (R'R) gilt. Sind némlich h, ', h” usw. sdmtliche
Zahlen der Reihe 1,2,3...n — 1, die selbst in K enthalten sind, deren néchstgrofere
Zahlen h +1,h' + 1, h” + 1 usw. aber in & enthalten sind, und deren Anzahl daher
= (RA) ist, so sind offenbar sdmtliche Zahlen n —h — 1, n — h' —1,n — h"” — 1 usw.
in & und die ndchstgroferen n — h,n — h' usw. in & enthalten. Da es insgesamt
(R'R) solche Zahlen gibt, kann gewiss nicht (R'8) < (RR') gelten; ebenso beweist
man, dass (RR) < (R'RK) nicht gelten kann. Daher miissen diese Zahlen notwendig
gleich sein. Auf ganz dieselbe Weise beweist man (RR”) = (R”R), (R'R") = (R"R).
Zweitens: Da auf jede Zahl aus K mit Ausnahme der grofiten, n — 1, notwendig eine
unmittelbar folgende Zahl kommt, die entweder in K, in & oder in K& enthalten ist,
ist die Summe (8R) 4 (RR') 4+ (RR”) gleich der um eine Einheit verminderten Anzahl
sdmtlicher Zahlen in &, also = m — 1. Aus einem &hnlichen Grund gilt

(ﬁ/ﬁ) _|_ (ﬁ,ﬁ,) _|_ (ﬁ,ﬁ”)

— (ﬁ”ﬁ) _|_ (R//ﬁ/) + (ﬁ”ﬁ”) =m
Nach diesen Vorbereitungen entwickeln wir nach den Regeln von Artikel 345 das
Produkt pp’ in (m,2A" + 1) + (m, B’ + 1) + (m,€ + 1) + usw.. Dieser Ausdruck
lasst sich, wie man leicht sieht, auf (R'R)p + (XK )p’ + (R'R”)p” zuriickfithren. Da
nach Artikel 345 I das Produkt p'p” daraus entsteht, wenn man (m, 1), (m, g), (m, gg)
jeweils durch (m,g), (m, gg), (mg?®), das heifit p,p’,p" jeweils durch p’, p”,p ersetzt,
gilt p'p" = (R'R)p' + (R K )p" + (R R”)p und auf ganz dhnliche Weise p’p = (R'R)p” +

(RR)p + (R'R")p'. Hieraus folgt unmittelbar erstens

B=m(p+p +p')=-m

zweitens: Da sich auf dhnliche Weise wie zuvor pp’ auch pp” auf (R"8)p+ (R'R)p’ +
(R"R")p" zuriickfithren lasst und dieser Ausdruck mit dem vorigen identisch sein
muss, gilt notwendig (R”R) = (R’R’) und (R'K") = (R'R). Setzen wir nun

(ﬁ/ﬁ//) — (ﬁ”ﬁ/) — a,

(ﬁ”ﬁ”) — (ﬁ/ﬁ) — (Rﬁ/) — b,

(ﬁ/ﬁ/) — (ﬁ”ﬁ) — (ﬁﬁ//) —c
so ergibt sich m — 1 = (RR) + (RR') + (RR") = (RR) +b+cund a+ b+ c = m,
also (RR) = a — 1. Damit sind jene neun unbekannten Grofien auf drei, a,b, ¢, oder
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vielmehr wegen der Gleichung a + b 4+ ¢ = m auf zwei zuriickgefithrt. Schlieflich ist
klar, dass sich das Quadrat pp in (m,1+ 1)+ (m, A+ 1) + (m,B + 1) + (m,C +
1) + usw. entwickeln lésst. Unter den Teilen dieses Ausdrucks findet sich (m,n), das
auf (m,0) oder auf m zuriickgefithrt wird; die tibrigen Teile lassen sich offenbar auf
(RR)p + (RR)p' + (RR")p" zuriickfithren, sodass pp = m + (a — 1)p + bp’ + cp” gilt.
So haben wir durch die vorstehenden Untersuchungen diese vier Umformungen

erhalten.
pp=m+ (a—1)p+bp +cp”
pp' =bp +cp' + ap”
pp// — Cp+ap/ +bp//
/I

p'p" = ap+bp' +cp”
Dabei besteht zwischen den drei Unbekannten a, b, ¢ die Bedingungsgleichung

und auflerdem ist sicher, dass sie ganze Zahlen sind. Daraus folgt

C =pxp'p" = app+ bpp + cpp”
=am + (aa + bb + cc — a)p
+ (ab+ be + ac)p’ + (ab + be + ac)p”

Da aber pp'p” eine symmetrische Funktion der Summen p,p’,p” ist, miissen die
Koeffizienten, mit denen diese im vorstehenden Ausdruck multipliziert werden, not-
wendig gleich sein (Artikel 350). Daher erhalten wir die neue Gleichung

aa +bb+cc—a=ab+bc+ac ... (1)

und daraus C' = am + (ab+ be+ ac)(p+p' + p”) oder, wegen I und p+p' 4 p"” = —1,

Obwohl nun C' hier von drei Unbekannten abhéngt, zwischen denen nur zwei
Gleichungen bestehen, geniigen diese dennoch zusammen mit der Bedingung, dass
a,b,c ganze Zahlen sind, zur vollstdndigen Bestimmung von C. Um dies zu zeigen,
schreiben wir die Gleichung II als

12a + 12b 4+ 12¢ + 4 = 36aa + 36bb + 36¢c
— 36ab — 36ac — 36bc
—24a +12b4+ 12¢ + 4

Die linke Seite wird nach I zu = 12m + 4 = 4n; die rechte lasst sich auf
(6a — 3b — 3¢ — 2)% +27(b — ¢)?

oder, wenn wir k fiir 2a—b—c schreiben, auf (3k—2)2+27(b—c)? zuriickfithren. Daraus
ist klar, dass sich die Zahl 4n (das heifit allgemein das Vierfache einer beliebigen
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Primzahl von der Form 3m + 1) durch die Form xzx + 27yy darstellen ldsst. Dies
lasst sich zwar ohne Schwierigkeit aus der allgemeinen Theorie der bindren Formen
ableiten, doch ist es recht bemerkenswert, dass eine solche Zerlegung mit den Werten
von a, b, c zusammenhéngt. Die Zahl 4n lasst sich aber stets nur auf eine einzige Weise
in ein Quadrat und das 27-Fache eines Quadrats zerlegen, was wir folgendermafien
beweisen”). Setzen wir

dn = tt + 2Tuu = t't' + 27u'v’

voraus, so gilt erstens
(tt' — 27un’)? + 27(tu’ + t'u)? = 16nn

zweitens
(tt' + 27un’)? + 27(tu’ — t'u)? = 16nn

drittens
(tu' + t'u) (tu’ — t'u) = dn(u'v’ — uu)

Aus der dritten Gleichung folgt, dass n, da es eine Primzahl ist, eine der Zahlen
tu' + t'u, tu’ — t'u teilt; aus der ersten und zweiten ist aber klar, dass jede dieser
Zahlen kleiner als n ist. Daher muss diejenige, die durch n teilbar ist, notwendig
= 0 sein, und somit auch v/’ — uu = 0, woraus v'v/ = wu und t't’ = tt folgt; jene
beiden Zerlegungen unterscheiden sich also nicht. Setzen wir daher die Zerlegung
von 4n in ein Quadrat und das 27-Fache eines Quadrats als bekannt voraus (man
kann sie entweder nach dem direkten Verfahren von Abschnitt V oder nach dem
in den Artikeln 323 und 324 angegebenen indirekten Verfahren ermitteln), gilt also
4n = MM +27N N, so sind die Quadrate (3k —2)?2, (b— ¢)? bestimmt, und wir haben
nun anstelle der Gleichung II zwei Gleichungen erhalten. Man sieht aber leicht, dass
nicht nur das Quadrat (3k — 2)2, sondern auch die Wurzel 3k — 2 selbst vollstéindig
bestimmt ist. Da diese notwendig entweder = +M oder = —M sein muss, wird die
Zweideutigkeit dadurch beseitigt, dass k eine ganze Zahl sein muss. Daher setzt man
3k —2 = +M oder = —M, je nachdem, ob M von der Form 3z + 1 oder 3z + 2 ist!).
Danun k=2a—b—c=3a—mgilt, ista=(m+k), b+c=m—a=12m—k),
sodass
C =aa—bc=aa— %(b+c)2+%(b70)2
=im+k)?—£(2m—k)*+ NN
= Lkk+ tkm+ INN
gilt; damit sind sdmtliche Koeffizienten der gesuchten Gleichung gefunden. Q.FE.F.
— Diese Formel wird noch einfacher, wenn fiir NN sein Wert aus der Gleichung
(3k —2)2 + 2TNN = 4n = 12m + 4 eingesetzt wird; nach ausgefiihrter Rechnung
ergibt sich
C = §(m+k+3km) = §(m+kn)

I Dieser Satz lieBe sich unmittelbarer aus den Grundsétzen von Abschnitt V beweisen.

DOffenbar kann M nicht von der Form 3z sein, da sonst 4n durch 3 teilbar wiire. — Die Zweideutig-
keit, ob b —c = N oder = —N zu setzen ist, braucht hier nicht beriicksichtigt zu werden und lasst sich
auch der Natur der Sache nach auf keine Weise beseitigen, da sie von der Wahl der primitiven Wurzel
g abhéngt: Fiir einige primitive Wurzeln ist die Differenz b — ¢ positiv, fiir andere negativ.

393



Untersuchungen iiber hohere Arithmetik

Derselbe Wert liisst sich auch auf (3k —2) NN + k3 — 2kk + k — km +m zuriickfiihren.
Dieser Ausdruck ist zwar zur Anwendung weniger geeignet, zeigt aber unmittelbar,
dass C, wie es sein soll, sicher eine ganze Zahl ist.

Beispiel. Fiir n = 19 gilt 4n = 49+ 27, also 3k —2 = +7,k =3, C = }(6+57) =7,
und die gesuchte Gleichung ist 2° 4+ 2z — 62 — 7 = 0, wie oben (Artikel 351). —
Ebenso ergibt sich fiir n = 7,13,31,37,43,61,67 der Wert von k jeweils als 1, —1, 2,
-3,—-2,1,—1, woraus C' =1,—1,8,—11,—-8,9, —5 folgt.

Obwohl das in diesem Artikel geldste Problem recht verwickelt ist, wollten wir
es dennoch nicht unterdriicken, sowohl wegen der Eleganz seiner Losung als auch,
weil es Gelegenheit gab, verschiedene Kunstgriffe anzuwenden, die auch bei anderen
Fragen mit grofem Nutzen verwendet werden kénnen”.

Folgerung. Es sei ¢ eine Wurzel der Gleichung 2 — 1 = 0; dann gilt (p + ep’ + eep”’)® = 2(M +
Ny27
Van

p=—1+ 2eon v
M =+1 (mod.3); 1= M(1.2.3...m)* (mod.n)

M
N,/ — 27). Man setze = sin ¢; dann gilt

Van

= cos @,

Setzt man 3z 4 1 = y so wird die Gleichung y* — 3ny — Mn = 0.
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Zurickfithrung der Gleichungen, mit denen die Wurzeln Q gefunden werden, auf
reine Potenzgleichungen.

359.

Die vorstehenden Untersuchungen betrafen das Auffinden der Hilfsgleichungen;
nun wollen wir eine besonders bemerkenswerte Eigenschaft ihrer Ldsung darlegen.
Bekanntlich sind alle Bemiihungen der gréfiten Geometer, die allgemeine Losung der
Gleichungen tiber den vierten Grad hinaus oder (um genauer zu bestimmen, was ich
suche) DIE ZURUCKFUHRUNG GEMISCHTER GLEICHUNGEN AUF REINE POTENZGLEI-
CHUNGEN zu finden, bisher stets vergeblich gewesen, und es bleibt kaum ein Zwei-
fel, dass dieses Problem eher etwas Unmogliches verlangt als etwas, das die Kréfte
der heutigen Analysis tibersteigt. (Man vergleiche unsere Bemerkungen zu diesem
Gegenstand in Demonstr. nova etc. art. 9.) Dennoch steht fest, dass es unzahlige
gemischte Gleichungen jedes Grades gibt, die eine solche Zuriickfithrung auf reine
Potenzgleichungen zulassen, und wir hoffen, dass es den Geometern willkommen sein
wird, wenn wir zeigen, dass unsere Hilfsgleichungen immer hierzu gehéren. Wegen
des grofien Umfangs dieser Untersuchung geben wir jedoch hier nur die Hauptpunkte
an, die zum Nachweis der Mdoglichkeit notig sind, und verschieben die ausfiihrlichere
Behandlung, die dieser Gegenstand in hohem Mafle verdient, auf ein anderes Mal.
Vorauszuschicken sind einige allgemeine Beobachtungen iiber die Wurzeln der Glei-
chung z¢ — 1 = 0, die auch den Fall einschlieflen, dass e zusammengesetzt ist.

I. Diese Wurzeln werden (wie aus den elementaren Lehrbiichern bekannt ist) durch
cos k?P + 4 sin ’%P dargestellt, wobei fiir k die e Zahlen 0,1,2,3...e — 1 oder beliebige
andere, ihnen modulo e kongruente Zahlen zu nehmen sind. Eine Wurzel wird fiir
k = 0 oder allgemein fiir k£, wenn es durch e teilbar ist, = 1; jedem anderen Wert von
k entspricht eine von 1 verschiedene Wurzel.

II. Da (cos % + isin %))‘ = cos % + isin %, ist klar: Entspricht die Wurzel
R einem Wert von k, der zu e teilerfremd ist, so ist in der Folge R, RR, R3, usw.,
das Glied an der Stelle e zwar = 1, alle vorhergehenden Glieder sind aber von 1
verschieden. Daraus folgt sofort, dass alle e GroBen 1, R, RR,R?... R°~! ungleich
sind; und da sie offenbar alle die Gleichung z¢ — 1 = 0 erfiillen, stellen sie sdmtliche
Wurzeln dieser Gleichung dar.

III. Schliefllich hat man unter derselben Voraussetzung

1+ R+ R L RMNeD

fiir jed;en ganzzahligen Wert von A, der nicht durch e teilbar ist; denn die Summe ist
= 11%1;‘2;, und der Zahler dieses Bruches wird = 0, der Nenner dagegen nicht = 0. Ist
jedoch A\ durch e teilbar, so wird jene Summe offenbar = e.

360.

Es sei, wie stets im Vorhergehenden, n eine Primzahl, g eine Primitivwurzel modu-
lo n und n — 1 das Produkt dreier positiver ganzer Zahlen «, 3, . Der Kiirze wegen
werden wir die Untersuchung gleich so anlegen, dass sie auch die Félle einschliefit,
in denen « gleich eins ist oder v = 1 gilt; wenn v = 1, sind anstelle der Summen
(7,1), (v, 9), usw., die Wurzeln [1], [g], usw., zu nehmen. Wir setzen also voraus, dass
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aus allen als bekannt angenommenen o Summen von S Gliedern (8v,1), (87, g),
(87,99) .. (Bv, g% 1) die Summen von v Gliedern abzuleiten sind. Diese Aufgabe
haben wir oben auf eine gemischte Gleichung vom Grad § zuriickgefiihrt; nun wollen
wir zeigen, wie man sie durch eine reine Potenzgleichung von demselben Grad 16st.
Zur Abkiirzung bezeichnen wir die Summen

(v, 1), (7, 9%), (7, 9%%) ... (v, g% )

innerhalb von (87, 1) der Reihe nach mit a, b, c...m; die Summen

a+1) aﬁ—a—l—l)

(1,9), (1, 9) ... (v, 9

innerhalb von (87, g) der Reihe nach mit o',V ... m'; die Summen

oz+2) aﬁ—a+2)

(7,99); (7, 9°7) - (7,9

der Reihe nach mit a”,b” ... m”; und so weiter bis zu denjenigen, die in (B, g® 1)
enthalten sind.

I. Nun bezeichne R unbestimmt eine Wurzel der Gleichung z” — 1 = 0, und es
werde angenommen, dass die Entwicklung der Potenz mit dem Exponenten [ der

Funktion
t=a+Rb+RRc...+ R 'm

nach den Regeln von Artikel 345

N+ Aa+Bb+Ce...+Mm
+Ad+BY+Cd ...+ Mm

+ A//a// + B//b// + C//C” + M//mll
+usw. =T

ergibt, wobei alle Koeffizienten N, A, B, A, usw., Polynome in R sein werden. Ferner
werde angenommen, dass sich die Potenzen mit dem Exponenten 3 zweier anderer

Funktionen
w= R+ Rb+ RRc...+ R* 'm,

W' =b+ Rc+ RRd...+ R°?m+ R la
der Reihe nach in U und U’ entwickeln. Aus Artikel 350 erkennt man leicht, dass,

da v aus t hervorgeht, indem man die Summen a, b, c...m der Reihe nach mit b, c,

d...a vertauscht,
U =N+Ab+ Bc+Cd...+Ma

+ AV +Bd+Cd ...+ Md
+ A/lb/l _|_ B//C// + C//dl/ L + M”CL//
+ usw.

sein wird.
Weiter ist klar: Da v = Ru/, wird U = RPU’ sein, sodass wegen R® = 1 die
entsprechenden Koeffizienten in U und U’ gleich sind. Schliellich unterscheiden sich
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t und u nur dadurch, dass a in ¢ mit der Einheit und in « mit R® multipliziert wird.
Daher erkennt man leicht, dass alle entsprechenden Koeffizienten (also diejenigen,
mit denen dieselben Summen multipliziert werden) in 7" und U gleich sind und somit
auch alle entsprechenden Koeffizienten in 7" und U’. Daraus folgt endlich A = B = C,
usw., = M; A’ = B’ = C’, usw., A” = B" = C”, usw., usw. Dadurch lisst sich T auf
eine Form wie

N+ A(Bv,1) + A'(By, 9) + A" (B, g9) usw.

zuriickfithren, wobei jeder einzelne Koeffizient N, A, A’, usw., auf eine Form wie
pROT 4+ p'RP2 4+ p"RP73 4 usw.

gebracht werden kann, in der p,p’, p”, usw., gegebene ganze Zahlen sind.

II. Nimmt man fiir R eine bestimmte Wurzel der Gleichung 2% — 1 = 0 (deren
Losung wir bereits als bekannt voraussetzen), und zwar eine solche, von der kei-
ne niedrigere Potenz als diejenige mit dem Exponenten § der Einheit gleich ist, so
wird auch T eine bestimmte Grofie sein, aus der sich ¢ durch die reine Potenzglei-
chung t? — T = 0 ableiten lisst. Da diese Gleichung aber § Wurzeln hat, néamlich ¢,
Rt,RRt...RP 1, kann es zweifelhaft erscheinen, welche Wurzel man wéhlen muss.
Dass diese Wahl vollig beliebig ist, wird jedoch auf folgende Weise leicht klar. Man
muss sich erinnern, dass nach der Bestimmung aller Summen von 8y Gliedern die
Wurzel [1] nur insoweit bestimmt ist, als irgendeine der 87 in (87, 1) enthaltenen
Wurzeln mit diesem Zeichen bezeichnet werden muss; und dass es daher vollig be-
liebig ist, welche der 8 Summen, aus denen (f87v,1) besteht, wir mit a bezeichnen
wollen. Nehmen wir nun an, dass bei Bezeichnung einer bestimmten Summe mit a
t = T wird. Dann erkennt man leicht: Will man nachher die eben mit b bezeichnete
Summe mit a bezeichnen, so werden diejenigen, die vorher ¢,d...a,b waren, nun b,
c...m,a, und der Wert von t wird jetzt = % = TRA~!. Ebenso wird, wenn man mit
a die urspriinglich mit ¢ bezeichnete Summe bezeichnen will, der Wert von t TRA~2,
und so weiter: ¢ kann als gleich jeder der Grofen T, TR, TRF2 usw., d.h. jeder
Waurzel der Gleichung #® — T' = 0 angesehen werden, je nachdem man annimmt, dass
diese oder jene in (f7, 1) enthaltene Summe mit (v, 1) bezeichnet wird. Q. E. D.

III. Nachdem die Grofle ¢ auf diese Weise bestimmt ist, muss man S — 1 andere
suchen, die aus ¢ hervorgehen, wenn man in seinem Ausdruck fiir R nacheinander
RR,R3 R*...RP einsetzt, namlich

t'=a+ RRb+ R'c...+ R*?m,

" =a+ R3%+ R°c...+ R*3m usw.
Die letzte ist bereits bekannt, da sie offenbar = a + b+ c... + m = (87, 1) wird;
die {ibrigen lassen sich folgendermafien finden. Entwickelt man nach den Regeln von
Artikel 345, ebenso wie vorher in I t?, das Produkt t?~2¢’, so wird man mit einer dem

vorigen Verfahren vollig entsprechenden Methode beweisen, dass sich das Ergebnis
auf eine Form wie

N+ A(By, 1) + A (By,9) + A" (B, g9) usw. = T"

zuriickfithren lisst, in der M, A, A’, usw., Polynome in R sind, sodass T’ eine bekannte

.. . / . . . .
Grofle ist, aus der man t' = TTtt erhélt. Nimmt man in genau derselben Weise an,
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dass die Entwicklung des Produkts t?~3t" T" ergibt, so wird dieser Ausdruck eine
ahnliche Form haben, und aus seinem bekannten Wert wird man daher ¢ durch die
Gleichung t" = %lts ableiten; ebenso wird ¢ durch eine Gleichung wie " %l#
gefunden, in der 7" eine bekannte Grofe ist, und so weiter.

Diese Methode wére nicht anwendbar, wenn ¢t = 0 eintreten konnte, woraus auch
T =T =T" usw., = 0 sein miisste; doch lasst sich beweisen, dass dies unmoglich
ist, auch wenn wir den Beweis wegen seiner Lange hier weglassen miissen. — Es gibt
auch besondere Kunstgriffe, mit denen sich die Briiche TTI, TT”, usw., in Polynome in
R verwandeln lassen, sowie kiirzere Methoden, im Fall a = 1 die Werte von t,t”,
usw., zu finden. Dies alles miissen wir hier ohne weitere Erorterung tibergehen.

IV. Sobald schlieBlich ¢, ¢, ¢", usw., gefunden sind, hat man nach Beobachtung III
des vorigen Artikels sofort ¢+t +t” +usw. = Ba, womit der Wert von a bekannt ist;
daraus lassen sich nach Artikel 346 die Werte aller iibrigen Summen von v Gliedern
ableiten. — Die Werte von b, ¢, d, usw., konnen auch aus den folgenden Gleichungen
gewonnen werden, deren Grund jedem aufmerksamen Leser leicht ersichtlich sein
wird:

Bb = RPN 4+ RP2¢' 4+ RO=3¢" 4 usw.
Bec = RP=2p 4 R26—4 4 R26-64 4w
Bd = R3P73t + R3¢ + R3¢ + usw. usw.

Von der grofien Zahl der Beobachtungen zur vorstehenden Untersuchung beriihren
wir hier nur eine. Was die Losung der reinen Potenzgleichung z? — T = 0 angeht,
so hat T offenbar in den meisten Féllen einen imaginaren Wert P + (@), sodass jene
Losung bekanntlich teils von der Teilung eines Winkels (dessen Tangens = % ist),
teils von der Teilung eines Verhéltnisses (der Einheit zu /(PP + QQ)) in S Teile
abhéngt. Dabei ist sehr bemerkenswert (was wir hier jedoch nicht weiter ausfiihren),
dass sich der Wert von %\/(PP + QQ) stets rational durch schon bekannte Grofien
ausdriicken lasst, sodass aufler der Ausziehung einer Quadratwurzel zur Losung nur
die Teilung eines Winkels erforderlich ist, z. B. fiir § = 3 nur die Dreiteilung eines
Winkels.

Da schliefflich nichts hindert, @ = 1,y = 1 und somit 8 = n — 1 zu setzen, ist klar,
dass sich die Losung der Gleichung 2" — 1 = 0 sogleich auf die Losung der reinen
Potenzgleichung vom Grad n — 1, ndmlich 2"~ ! —T = 0, zuriickfithren lisst, wobei T
durch die Wurzeln der Gleichung 2"~ ! — 1 = 0 bestimmt wird. Daraus folgt mithilfe
der eben gemachten Beobachtung, dass die Teilung des ganzen Kreises in n Teile 1°
die Teilung des ganzen Kreises in n — 1 Teile, 2° die Teilung eines anderen Bogens,
der nach Ausfithrung jener Teilung konstruiert werden kann, in n — 1 Teile und 3°
die Ausziehung einer einzigen Quadratwurzel erfordert; und es lasst sich tatséchlich
zeigen, dass diese stets /n ist.
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Anwendung der vorstehenden Untersuchungen auf die trigonometrischen Funktionen.
FEine Methode, die Winkel zu bestimmen, denen die einzelnen Wurzeln €2

entsprechen.
361.
Es bleibt uns noch, den Zusammenhang zwischen den Wurzeln €2 und den trigo-
nometrischen Funktionen der Winkel %, %, % . w néher zu betrachten. Die

Methode, die wir zum Auffinden der Wurzeln 2 angegeben haben, ldsst noch ungewiss
(sofern nicht wéahrend der Arbeit die Sinustafeln in der oben beschriebenen Weise be-
nutzt wurden, was jedoch weniger unmittelbar wére), welche Wurzeln den einzelnen

Winkeln entsprechen, d. h. welche Wurzel = cos % + i sin %, welche = cos % +isin %
ist, usw. Diese Ungewissheit ldsst sich leicht beheben, wenn man bedenkt, dass die

Kosinus der Winkel £, 22 32 (n=DP g1 0wihrend abnehmen (sofern man auch

n’>n’mn 2n
die Vorzeichen beriicksichtigt) und ihre Sinus alle positiv sind; die Winkel M,

n
(nf)P, (ni’)P . (";i)P dagegen haben der Reihe nach dieselben Kosinus wie jene,
aber negative Sinus, deren absolute Betrége den Sinus jener Winkel gleich sind. Da-
her entsprechen von den Wurzeln €2 diejenigen beiden mit den gréfiten reellen Teilen
(die einander gleich sind) den Winkeln %, w: dem ersten die Wurzel, in der die
imagindre Grofle ¢ mit einer positiven Grofle multipliziert ist, dem zweiten diejenige,
in der ¢ mit einer negativen Grofle multipliziert ist. Von den n — 3 {ibrigen Wurzeln

entsprechen wiederum diejenigen mit den grofiten reellen Teilen den Winkeln %,
(n—2)P
n

, und so weiter. — Sobald die Wurzel, der der Winkel % entspricht, erkannt

ist, lassen sich diejenigen, die den tibrigen Winkeln entsprechen, auch dadurch unter-
scheiden, dass, wenn jene = [\] gesetzt wird, den Winkeln %, %, %, usw., offenbar

die Wurzeln [2)], [3A], [4A], usw., entsprechen. So sieht man im Beispiel von Artikel
353 sofort, dass dem Winkel 5P keine andere Wurzel als [11] und dem Winkel 13 P

o

die Wurzel [8] entsprechen kann; ebenso entsprechen den Winkeln %P, %P, 13—9P, 9P,
usw., die Wurzeln [3], [16], [14], [5], usw. Im Beispiel von Artikel 354 entspricht dem
Winkel &P offenbar die Wurzel [1], dem Winkel P die Wurzel [2], usw. Auf diese

Weise sind also die Kosinus und Sinus der Winkel <, %, usw., vollstdndig bestimmt.
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Tangens, Kotangens, Sekans und Kosekans werden aus Sinus und Kosinus ohne
Division abgeleitet.

362.

Was die iibrigen trigonometrischen Funktionen dieser Winkel angeht, so lieflen sie
sich aus den entsprechenden Kosinus und Sinus mit den allgemein bekannten Metho-
den leicht ableiten: ndmlich die Sekans- und Tangenswerte, indem man die Einheit
und die Sinus durch die Kosinus dividiert, sowie die Kosekans- und Kotangenswer-
te, indem man die Einheit und die Kosinus durch die Sinus dividiert. Bequemer
erhélt man jedoch dasselbe meist mit den folgenden Formeln, ohne Divisionen, al-

lein durch Additionen. Es sei w irgendeiner der Winkel %, % .. (n_nl)P, und es sei
cosw + isinw = R, sodass R eine der Wurzeln 2 ist; dabei gilt
1+ RR
1 1
cosw = 5(R+ 5) = SR
. 1\ i(1—-RR)
SInw = Z(R_ E) = T
Daraus folgt
secw = 28 tan w—w
“1+RR YT IfRR
cosecw = LRZ cotangw = w
T RR-1 Y= "RR—1

Nun wollen wir zeigen, wie man die Zéhler dieser vier Briiche so umformen kann,
dass sie durch ihre Nenner teilbar werden.

I. Wegen R = R"! = R?"*! wird 2R = R + R*"*!, welcher Ausdruck offenbar
durch 1+ RR teilbar ist, da n ungerade ist. Daraus folgt

secw=R—R + R —R"...+ R>!

und daher (da wegen sinw = —sin(2n — 1)w, sin3w = —sin(2n — 3)w, usw., offenbar
sinw — sin 3w + sinbw . .. +sin(2n — 1)w = 0 gilt)

secw = cosw — cos 3w + cos bw . .. + cos(2n — 1)w
oder schliellich (da cosw = cos(2n — 1)w, cos3w = cos(2n — 3)w, usw.),
= 2(cosw — cos 3w + cosbw . .. F cos(n — 2)w) + cos nw

wobei das obere oder untere Vorzeichen gilt, je nachdem n die Form 4k+1 oder 4k+3
hat. Offenbar lasst sich diese Formel auch so darstellen:

secw = +(1 —2cos2w +2cosdw... £ 2cos(n — 1)w)
II. Setzt man ebenso 1 — R?"*2 fiir 1 — RR ein, so ergibt sich
tangw = i(1 — RR+ R* — RS... — R™™)
oder (da1— R?" =0, RR — R?>" 2 = 2isin2w, R* — R?"~* = 2jsin 4w, usw.),

tang w = 2(sin 2w — sin4w + sinbw . . . F sin(n — 1)w)
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III. Da 1+ RR+ R*... + R?"2 = 0 gilt, wird
n=n-1-RR-R'. R"?
=(1-1)+1-RR)+(1—-RY)...+(1—-R"?)
und jeder einzelne Teil dieser Summe ist durch 1 — RR teilbar. Daraus folgt

n 4
=1+(1 1
T RR +(1+RR)+(1+RR+R")

+(1+RR+R* ..+ R™™
=(n—-1)+(m—-2RR+ (n—-3)R*...+ R
sodass man durch Multiplikation mit 2, Subtraktion von
0=(n—1)(1+RR+R*...+R™7?

und erneute Multiplikation mit R

2nR 3 5
1_RR—(n DR+ (n—3)R°+ (n—5)R°...

o (n . 3)R2n73 - (n o 1)R2n71

erhélt, woraus sich sofort ergibt:
1
cosecw = —((n — 1) sinw + (n — 3)sin3w. ..
n
— (n—1)sin(2n — 1)w)

2
= =((n—1)sinw + (n — 3)sin3w
n

+ usw. + 2sin(n — 2)w)
Diese Formel léasst sich auch so darstellen:
2
cosecw = ——(2sin2w + 4sin4w + 6sinbw . .. + (n — 1) sin(n — 1)w)
n

IV. Durch Multiplikation des oben angegebenen Wertes von 1~ mit 1+ RR und
Subtraktion von
0=(mn-1)(1+RR+R" ..+ R™?
ergibt sich
n(l1+ RR)
"1-RR
woraus sofort folgt:

=(n—2)RR+(n—4)R*+(n—6)R°... — (n —2)R*"2

cotangw = %((n — 2)sin 2w + (n — 4) sin 4w
+ (n—6)sinbw... — (n —2)sin(n — 2)w
= %((n —2)sin2w + (n — 4) sindw . ...
+ 3sin(n — 3)w + sin(n — 1)w)

Diese Formel lasst sich auch folgendermaflen darstellen:

2
cotangw = ——(sinw + 3sin3w... + (n — 2) sin(n — 2)w)
n
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Eine Methode, den Grad der Gleichungen fiir trigonometrische Funktionen
schrittweise zu senken.

363.

Wie sich unter der Voraussetzung n — 1 = ef die Funktion X in e Faktoren vom
Grad f zerlegen ldsst, sobald die Werte aller e Summen von f Gliedern bekannt
sind (Artikel 348), so lasst sich dann auch, wenn man voraussetzt, dass Z = 0 eine
Gleichung vom Grad n—1 ist, deren Wurzeln die Sinus oder beliebige andere trigono-
metrische Funktionen der Winkel %, % . W
vom Grad f zerlegen. Die Hauptpunkte dieses Verfahrens sind die folgenden.

Es bestehe Q aus den e Perioden von f Gliedern (f,1) = P, P'.P" usw.; die
Periode P aus den Wurzeln [1],[a], [b], [c], usw.; P" aus [d/],[V'],[], usw.; P" aus
[a"],[b"], [¢"], usw., usw. Der Wurzel [1] entspreche der Winkel w, also den Wurzeln
[a], [b], usw., die Winkel aw, bw, usw., den Wurzeln [a'], [b'], usw., die Winkel a'w,
b'w, usw., und den Wurzeln [a”], [b"], usw., die Winkel a"w,b"w, usw., usw. Dann
erkennt man leicht, dass alle diese Winkel zusammengenommen mit den Winkeln
%, %, % e W hinsichtlich der trigonometrischen Funktionen™ {ibereinstimmen.
Bezeichnet man daher die betreffende Funktion durch das dem Winkel vorangestellte
Zeichen ¢ und setzt das Produkt aus den e Faktoren

sind, die Funktion Z in e Faktoren

T —pw, T —paw, —@Ebw USW.

=Y, das Produkt aus x — pad'w,z — pb'w, usw., = Y’, das Produkt aus z — ¢a’w,
x — ob"w, usw., = Y und so weiter, so ist notwendig das Produkt YY'Y"” ... = Z.
Nun bleibt zu zeigen, dass sich alle Koeffizienten in den Funktionen Y,Y’,Y” usw.,
auf eine Form wie

A+ B(f,1)+C(f.9)+ D(f,99) ...+ L(f,9°")

zuriickfiithren lassen. Danach sind offenbar alle als bekannt anzusehen, sobald die
Werte aller Summen von f Gliedern bekannt sind. Dies werden wir folgendermafien
erreichen.

Wie cosw = 3[1] + 3[1]"71, sinw = —%i[1] + $i[1]"7!, so lassen sich nach dem
vorigen Artikel auch die iibrigen trigonometrischen Funktionen des Winkels w auf eine
Form wie 2A+B[1]+¢[1]?2+D[1]34usw. zuriickfithren. Man erkennt ohne Schwierigkeit,
dass die Funktion des Winkels kw dann = A+B[k]+€[k]? +D[k]3+usw. wird, wobei k
eine beliebige ganze Zahl bezeichnet. Da nun jeder Koeflizient in Y ein symmetrisches
Polynom in ¢w, paw, pbw, usw., ist, ist klar: Setzt man fiir diese Groéflen ihre Werte
ein, so wird jeder Koeffizient ein symmetrisches Polynom in [1], [a], [b], usw.; daher
lassen sie sich nach Artikel 347 auf die Form A+ B(f,1)+C(f, g)+usw. zuriickfiihren.
Mit genau derselben Begriindung kann man auch alle Koeffizienten in Y, Y”, usw.,
auf eine dhnliche Form zurtckfithren. Q. E. D.

)In dieser Hinsicht stimmen zwei Winkel iiberein, deren Differenz dem ganzen Kreisumfang oder
irgendeinem Vielfachen davon gleich ist. Solche Winkel kénnten wir nach dem Kreisumfang kongruent
nennen, wenn man die Kongruenz in einem etwas weiteren Sinne verstehen wollte.
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364.

Zum Problem des vorigen Artikels fligen wir noch einige Beobachtungen hinzu.

I. Da die einzelnen Koeffizienten in Y’ Funktionen der in der Periode P’ (die man
= (f,d’) setzen darf) enthaltenen Wurzeln sind, die mit den durch die entsprechenden
Koeffizienten gegebenen Funktionen der Wurzeln in P in Y iibereinstimmen, ist aus
Artikel 347 klar, dass sich Y/ aus Y ableiten lasst, wenn man iiberall in Y fiir (f, 1),
(f,9),(f,99), usw., der Reihe nach (f,d),(f,d’g),(f,a’gg), usw., einsetzt. Ebenso
wird Y aus Y abgeleitet, indem man tiberall in Y fiir (f,1),(f, g), (f,g99), usw., der
Reihe nach (f,a”), (f,a"g),(f,a"gg), usw., usw., einsetzt. Sobald also die Funktion Y’
entwickelt ist, folgen die iibrigen Funktionen Y, Y”, usw., daraus ohne Schwierigkeit.

II. Setzt man

Y =2/ —az/™' 4+ B2l 72 — usw.

voraus, so sind die Koeffizienten «, 5, usw., der Reihe nach die Summe der Wurzeln
der Gleichung Y =0 d.h. der Gréen ¢w, paw, pbw, usw., die Summe der Produkte
aus je zweien und so weiter. Meist erhédlt man diese Koeflizienten aber viel bequemer
mit einer der in Artikel 349 angegebenen dhnlichen Methode, indem man die Summe
der Wurzeln pw, paw, pbw, usw., die Summe ihrer Quadrate, Kuben, usw., berechnet
und daraus nach dem Newtonschen Satz jene Koeflizienten ableitet. — Bezeichnet ¢
den Tangens, Sekans, Kotangens oder Kosekans, so gibt es noch weitere Abkiirzungen,
die wir hier jedoch ohne Erorterung iibergehen.

ITI. Besondere Betrachtung verdient der Fall, dass f gerade ist und daher jede
Periode P, P’, P", usw., aus % f Perioden von je zwei Gliedern besteht. Es bestehe P
aus (2,1),(2,a),(2,b),(2,¢), usw. Dann stimmen die Zahlen 1,a, b, ¢, usw., und n—1,
n —an — b,n — ¢, usw., zusammengenommen mit 1,a, b, ¢, usw., iiberein oder sind
ihnen wenigstens (was hier auf dasselbe hinauslauft) modulo n kongruent. Es gilt aber
o(n — 1w = +pw, p(n —a)w = tyaw, usw., wobei die oberen Vorzeichen gelten,
wenn ¢ den Kosinus oder Sekans bezeichnet, die unteren, wenn ¢ den Sinus, Tangens,
Kotangens oder Kosekans bezeichnet. Daraus folgt, dass in den ersten beiden Féllen
unter den Faktoren, aus denen Y besteht, stets je zwei gleich sind und daher Y ein
Quadrat ist, und zwar Y = yy, wenn y gleich dem folgenden Produkt gesetzt wird:

T — pw, T— paw, T — pbw usw.

Ebenso sind in denselben Féllen die iibrigen Funktionen Y’,Y”, usw., Quadrate.
Setzt man namlich voraus, dass P’ aus (2,a'),(2,0'),(2,¢), usw., P” aus (2,a"),
(2,6”),(2,¢"), usw., usw., besteht und dass das Produkt aus = — pd'w,z — pb'w,
x — pcw, usw., = 3/, das Produkt aus z — pa’w,r — pb"w, usw., = 3" ist, und so
weiter, so wird Y/ = o/y/, Y = 43", usw. Auch die Funktion Z ist dann ein Quadrat
(vgl. oben Artikel 337), dessen Quadratwurzel gleich dem Produkt aus y,y',y”, usw.,
ist. Ferner erkennt man leicht, dass v/, 3", usw., ebenso aus y abgeleitet werden, wie
wir oben in I gesagt haben, dass Y/, Y”, usw., aus Y folgen. Auch jeder Koeffizient

in y lasst sich auf die Form

A+ B(f,1)+C(f,g) + usw.
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zuriickfithren, da die Summen der einzelnen Potenzen der Wurzeln der Gleichung
y = 0 offenbar die Hélften der Potenzen der Wurzeln der Gleichung ¥ = 0 sind
und sich somit auf eine solche Form zuriickfithren lassen. In den letzten vier Féllen
dagegen ist Y das Produkt aus den Faktoren

zx — (pw)?, zz — (paw)?, zz — (Pbw)? usw.
und hat daher die Form
ol —xal 7%+ /m:f_4 — Uusw.

Offenbar lassen sich die Koeffizienten A, i, usw., aus den Summen der Quadrate, vier-
ten Potenzen, usw., der Wurzeln ¢w, paw, pbw, usw., ableiten; und ebenso verhalten
sich die Funktionen Y’ Y”, usw.

Beispiel 1. Es sei n = 17, f = 8, und ¢ bezeichne den Kosinus. Daraus folgt

_ (.8, 1,7 7.6 3.5, 15 4
Z—(x + 5w 1T 727 + 15

5.3 5 1 1\2
+T6x —§I$—§$+%)

und man muss daher y/Z in zwei Faktoren vierten Grades y,y’ zerlegen. Die Periode
P = (8,1) besteht aus (2,1),(2,9),(2,13),(2,15), weshalb y das Produkt aus den
Faktoren

T —ow, T—pw, T — pldw, T — pldw

ist. Setzt man $[k] + 3[n — k] fiir pkw ein, so findet man

ow + 9w + 13w + plbw = %(8, 1),
(pw)? + (99w)? + (p13w)? + (p15w)® = 2+ 3(8,1)
Ebenso ist die Summe der Kuben = 2(8,1)+ £(8,3), die Summe der vierten Potenzen
= 1% + %(87 1). Bestimmt man hieraus nach dem Newtonschen Satz die Koeffizienten
in y, so ergibt sich
y=a'—3(8,1)z® + 1((8,1) +2(8,3))zz
—5((8,1) +3(8,3))z + 15((8,1) + (8,3))
Dagegen wird y' aus y abgeleitet, indem man (8,1) mit (8, 3) vertauscht. Setzt man
also fiir (8,1), (8,3) die Werte —% + 2./17,—% — 1,/17 ein, so ergibt sich
y=at+ (3 - i\/17)1:3 — 2+ 117z
+ (3 +iV/INz — &
y =2+ (3 + 1172 — (3 - L/17)ax
+ (1~ §V17 — 15

Ebenso lasst sich y/Z in vier Faktoren zweiten Grades zerlegen, deren erster (r —
ow)(x — pl3w), zweiter (z — @9w)(z — @lbw), dritter (x — p3w)(x — ¢bw) und vierter
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(x — pl0w)(x — pllw) ist. Alle Koeffizienten dieser Faktoren kénnen durch die vier
Summen (4,1),(4,9), (4,3), (4,10) ausgedriickt werden. Offenbar ist aber das Pro-

dukt aus dem ersten und zweiten Faktor y, das Produkt aus dem dritten und vierten
/

Y.
Beispiel 11. Soll bei unverénderten iibrigen Voraussetzungen ¢ den Sinus bezeich-

nen, sodass
7 — 416 _ %x14+ %xm _ %1,10
+%x8—%x6+%x4—ﬁx:¢+ﬁggﬁ
in zwei Faktoren achten Grades y,y’ zu zerlegen ist, so ist y das Produkt aus vier
quadratischen Faktoren

zx — (pw)?, zx — (p9w)?, zz — (p13w)?, 22 — (P15w)?

Da nun pkw = —3i[k] + 3i[n — k], wird

(go/cw)Q = —%[2]{] + %[n] — i[2n — 2k]
= 3 — 1[2k] — }[2n — 2]

Hieraus ergibt sich fiir die Summe der Quadrate der Wurzeln pw, 09w, pl3w.plbw
der Wert 2 — i(& 1), fiir die Summe ihrer vierten Potenzen = % - %(8, 1), fur die
5

Summe ihrer sechsten Potenzen = 2 — 2(8,1) — £;(8,3) und fiir die Summe ihrer

achten Potenzen g—‘;’ - %(8, 1) — 3—12(8, 3). Daraus folgt

Y= 28— (2 — %(8, 1))936
+(3 - 15(8,1) + 5(8,3)2"
— (3 — (8 1) + g1(8,3))zx
= 52:(8,1) + 52:(8,3)

Man leitet 3" aus y durch Vertauschung von (8,1),(8,3) ab, sodass man durch Ein-
setzen der Werte dieser Summen

y=a® — (%7 — %\/17)376 + (% — 312\/17)374
17 _ 71 17 1
y =a® — (& + L1728 + (3 + Sv17)at
— (3 + LV1Tzx + 5L + LV1T
erhélt. Ebenso lédsst sich Z in vier Faktoren zerlegen, deren Koeffizienten durch Sum-

men von vier Gliedern ausgedriickt werden kénnen; dabei ist das Produkt aus zweien
y und das Produkt aus den beiden iibrigen y'.
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Teilungen des Kreises, die sich durch quadratische Gleichungen oder durch
geometrische Konstruktionen ausfithren lassen.

365.

Durch die vorstehenden Untersuchungen haben wir also die Teilung des Kreises in
n Teile, wenn n eine Primzahl ist, auf die Losung so vieler Gleichungen zuriickgefiihrt,
wie es Faktoren gibt, in die sich die Zahl n — 1 zerlegen lasst; die Grade dieser Glei-
chungen werden durch die Grofle der Faktoren bestimmt. Ist daher n — 1 eine Potenz
der Zahl 2, was fir die Werte 3, 5, 17, 257, 65537, usw., von n eintritt, so fithrt die
Teilung des Kreises auf lauter quadratische Gleichungen, und die trigonometrischen
Funktionen der Winkel %, %, usw., lassen sich durch mehr oder weniger komplizierte
Quadratwurzeln (je nach der Grofle von n) ausdriicken. In diesen Féllen lisst sich
also die Teilung des Kreises in n Teile oder die Zeichnung eines regelméfligen Vielecks
mit n Seiten offenbar durch geometrische Konstruktionen ausfithren. So erhélt man
z.B. fiir n = 17 aus den Artikeln 354 und 361 leicht den folgenden Ausdruck fiir den
Kosinus des Winkels %P:

— 15 + 16V17 + 15/ (34 — 2/17)
+ 2V/(17 + 317 — /(34 — 2\/17)
—2(/(34+2//17))

Die Kosinus der Vielfachen dieses Winkels haben eine dhnliche Form, die Sinus aber
ein Wurzelzeichen mehr. Es ist wahrlich sehr verwunderlich, dass, obwohl schon zu
Euklids Zeiten die geometrische Teilbarkeit des Kreises in drei und fiinf Teile be-
kannt war, diesen Entdeckungen wéhrend eines Zeitraums von 2000 Jahren nichts
hinzugefiigt wurde und alle Geometer es als gewiss verkiindeten, dass sich aufler
diesen Teilungen und denjenigen, die sich von selbst daraus ergeben, ndmlich den
Teilungen in 15, 3.2#,5.2# 15.2* sowie in 2* Teile, keine weiteren durch geometrische
Konstruktionen ausfithren lieen. — Ferner ldsst sich leicht beweisen, dass, wenn die
Primzahl n = 2™ + 1 ist, auch der Exponent m keine anderen Primfaktoren als die
Zahl 2 enthalten kann und daher entweder = 1 oder = 2 oder einer hoheren Po-
tenz der Zahl 2 gleich sein muss. Ware namlich m durch irgendeine ungerade Zahl
¢ (groBer als die Einheit) teilbar und m = (7, so wire 2™ + 1 durch 27 + 1 teilbar
und daher notwendig zusammengesetzt. Alle Werte von n, bei denen wir auf blof3
quadratische Gleichungen gefiihrt werden, sind also in der Form 22” 4+ 1 enthalten;
so erhélt man die fiinf Zahlen 3, 5, 17, 257, 65537, wenn man v = 0,1,2, 3,4 oder
m =1,2,4,8,16 setzt. Keineswegs lasst sich aber die Teilung des Kreises fiir alle in
dieser Form enthaltenen Zahlen geometrisch ausfithren, sondern nur fiir diejenigen,
die Primzahlen sind. Zwar hatte Fermat, durch Induktion irregefiihrt, behauptet, al-
le in dieser Form enthaltenen Zahlen miissten Primzahlen sein; doch bemerkte der
berithmte Euler als Erster, dass diese Regel schon fiir v = 5 oder m = 32 falsch ist,
da die Zahl 232 + 1 = 4294967297 den Faktor 641 enthélt.

Enthalt dagegen n—1 andere Primfaktoren als 2, so gelangen wir immer zu héheren
Gleichungen: ndmlich zu einer oder mehreren kubischen Gleichungen, wenn 3 einmal
oder mehrmals unter den Primfaktoren von n — 1 vorkommt, zu Gleichungen fiinften
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Grades, wenn n— 1 durch 5 teilbar ist, und so weiter; UND WIR KONNEN MIT VOLLER
STRENGE BEWEISEN, DASS SICH DIESE HOHEREN GLEICHUNGEN IN KEINER WEISE
VERMEIDEN ODER AUF NIEDRIGERE ZURUCKFUHREN LASSEN, auch wenn uns die
Grenzen dieses Werkes nicht erlauben, diesen Beweis hier zu geben. Wir glaubten
dennoch, darauf hinweisen zu miissen, damit niemand hoffe, noch andere Teilungen
als die von unserer Theorie nahegelegten, z. B. Teilungen in 7, 11, 13, 19, usw., Teile,
auf geometrische Konstruktionen zuriickzufiihren und seine Zeit unniitz vergeude.

366.

Soll der Kreis in a® Teile geteilt werden, wobei a eine Primzahl bezeichnet, so ldsst
sich dies offenbar geometrisch ausfithren, wenn a = 2, aber fiir keinen anderen Wert
von a, sofern > 1. Denn dann muss man aufler den Gleichungen, die zur Teilung
in a Teile erforderlich sind, notwendig noch o — 1 weitere Gleichungen vom Grad a
losen; auch diese lassen sich in keiner Weise vermeiden oder im Grad senken. Die
Grade der notwendigen Gleichungen lassen sich also allgemein aus den Primfaktoren
der Zahl (a — 1)a®~! erkennen (also auch im Fall a = 1).

Soll schlieBlich der Kreis in N = a®b%¢Y ... Teile geteilt werden, wobei a, b, ¢, usw.,
verschiedene Primzahlen bezeichnen, so geniigt es, die Teilungen in a®,b?, ¢, usw.,
Teile ausgefiihrt zu haben (Artikel 336). Um daher die Grade der hierzu nétigen
Gleichungen zu erkennen, muss man die Primfaktoren der Zahlen

(a—1a*t, G- (c—1) ! usw.

oder, was hier auf dasselbe hinauslduft, ihres Produkts betrachten. Man beachte,
dass dieses Produkt die Anzahl der Zahlen ausdriickt, die zu N teilerfremd und
kleiner als diese Zahl sind (Artikel 38). Geometrisch lésst sich die Teilung also nur
dann ausfiihren, wenn diese Anzahl eine Zweierpotenz ist; enthélt sie dagegen an-
dere Primfaktoren als 2, etwa p,p’, usw., so lassen sich Gleichungen vom Grad p,
p’, usw., in keiner Weise vermeiden. Daraus folgt allgemein: Damit sich der Kreis
geometrisch in N Teile teilen ldsst, muss N entweder 2 oder eine héhere Potenz von
2, oder eine Primzahl der Form 2™ + 1, oder ein Produkt mehrerer solcher Prim-
zahlen, oder das Produkt aus einer oder mehreren solchen Primzahlen mit 2 oder
einer hoheren Potenz von 2 sein. Kiirzer gesagt darf N weder einen ungeraden Prim-
faktor enthalten, der nicht die Form 2™ + 1 hat, noch irgendeinen Primfaktor der
Form 2 + 1 mehr als einmal. Solche Werte von N unterhalb von 300 sind die fol-
genden 38: 2,3,4,5,6,8,10,12,15,16, 17,20, 24, 30, 32, 34, 40, 48, 51, 60, 64, 68, 80, 85,
96,102, 120, 128, 136, 160, 170, 192, 204, 240, 255, 256, 257, 272.
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NACHTRAGE.

Zu Artikel 28. Die unbestimmte Gleichung ax = by £ 1 wurde nicht zuerst vom
bertihmten Euler gelost (wie dort gesagt wird), sondern schon von Bachet de Me-
ziriac, einem Geometer des 17. Jahrhunderts und dem beriihmten Herausgeber und
Kommentator Diophants, dem der beriithmte La Grange diese Ehre zugesprochen hat
(Add. a I’Algébre d’Euler p. 525, wo zugleich die Art der Methode angegeben ist). Ba-
chet teilte seine Entdeckung in der zweiten Auflage seines Buches Problémes plaisans
et délectables qui se font par les nombres, 1624, mit; in der ersten Auflage (Lyon
1612), die ich allein einsehen konnte, findet sie sich noch nicht, wird aber bereits
angekiindigt.

Zu den Artikeln 151, 296, 297. Der beriihmte Le Gendre hat seinen Beweis in
seinem ausgezeichneten Werk FEssai d’une théorie des nombres, S. 214 ff., erneut dar-
gelegt, jedoch ohne wesentliche Anderung; daher bleibt diese Methode auch weiterhin
allen in Artikel 297 vorgebrachten Einwéanden ausgesetzt. Der Satz (auf dem eine der
Annahmen beruht), dass sich in jeder arithmetischen Folge I,1+ k, [+ 2k, usw., Prim-
zahlen finden, wenn k£ und [ keinen gemeinsamen Teiler haben, ist in diesem Werk
zwar auf S. 12 ff. ausfiihrlicher betrachtet worden; doch scheint den Anforderungen
geometrischer Strenge noch nicht geniigt zu sein. Aber auch dann, wenn dieser Satz
vollstdndig bewiesen ist, bleibt die andere Annahme bestehen (dass es Primzahlen
der Form 4n 4+ 3 gibt, fiir die eine gegebene, positiv genommene Primzahl der Form
4n+1 ein quadratischer Nichtrest ist), und ich weifl nicht, ob sie sich streng beweisen
lasst, ohne das Fundamentaltheorem selbst schon vorauszusetzen. Ferner ist zu be-
achten, dass der beriihmte Le Gendre diese letztere Annahme nicht stillschweigend
gemacht, sondern sie auch selbst nicht verschwiegen hat, S. 221.

Zu den Artikeln 288—293. Uber denselben Gegenstand, der hier als besondere
Anwendung der Theorie der terndren Formen dargestellt und hinsichtlich Strenge
und Allgemeinheit so vollstdndig behandelt zu sein scheint, dass nichts mehr zu
wiinschen bleibt, hat der beriihmte Le Gendre im dritten Teil seines Werkes auf
S. 321400 eine viel umfangreichere Untersuchung angestellt.”) Er benutzte ganz
andere Prinzipien und Methoden als wir, geriet auf diesem Wege jedoch in mehrere
Schwierigkeiten, die es ihm unmoglich machten, die Hauptsétze durch einen strengen
Beweis zu stiitzen. Diese Schwierigkeiten hat er selbst offen angegeben; doch lassen
sie sich, wenn wir nicht irren, vielleicht leichter beheben als die Schwierigkeit, dass
auch in dieser Untersuchung der eben erwéhnte Satz (In jeder arithmetischen Folge,
usw.) vorausgesetzt wird, S. 371, am Ende der Anmerkung.

Zu Artikel 306 VIII. Im dritten Tausend negativer Determinanten wurden 37 ir-
regulidre gefunden, von denen 18 den Irregularitdtsindex 2 und die 19 iibrigen den
Index 3 haben.

)Auch ohne unseren Hinweis werden sich die Leser hiiten, unsere terndren Formen mit dem zu
verwechseln, was der berithmte Le Gendre forme trinaire d’un nombre genannt hat. Mit diesem Ausdruck
bezeichnete er ndmlich die Zerlegung einer Zahl in drei Quadrate.
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Zum selben Artikel X. Die hier gestellte Frage konnte vor Kurzem vollstandig gelost
werden. Diese Untersuchung, die mehrere Teile sowohl der héheren Arithmetik als
auch der Analysis auf bemerkenswerte Weise erhellt, werden wir so bald wie mdglich
in der Fortsetzung dieses Werkes mitteilen. Sie hat auch gezeigt, dass der Koeffizient
m in Artikel 304 = ym = 2,3458847616 ist, wobei v dieselbe Gréfle wie in Artikel 302
und 7, wie dort, den halben Umfang eines Kreises vom Radius 1 bezeichnet.
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TABELLEN.

TABELLE I. (Artikel 58, 91)

2.3.5.7.11 13.77.19.23.29 31.37.41.43.47 53.59.61.67.71 73.79.83.89
3 271
51 2]1.3
7 312.1.5
91| 2|1.%.5.4
111 2|1.8.4.7
131]] 6]5.8.9.7.11
16]] 5|=.3.1.2.1 3
171/ 10| 10.11.7.9.13 12
19|/ 10 | 17.5.2.12.6 13.8
23 1/101]8.20.15.21.3 12.17.5
25| 2]1.7.%.5.16 19.13.18.11
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291110 ]11.27.18.20.23 2.7.15.24
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TABELLE II. (Artikel 99).

+2

+3

+5

+7

+11

+13

+17

+19

+23

+29

+31

+37

+41

+43

+47

+53

+59

+61

+67

+71

+73

+79

+83

+89

+97

11
13
17
19
23
29
31
37
41
43
47
53
59
61
67
71
73
79
83
89
97
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TABELLE III. (Artikel 316).
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73
79
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89

97
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INHALT.
WIDMUNG .« .« ot ettt e ettt e e e e e e e e e S. 3.
VORREDE . ..t ettt ettt ettt e e e et e S. 5.
ERSTER ABSCHNITT. Die Kongruenz von Zahlen im Allgemeinen . ........ S. 9.

Kongruente Zahlen, Moduln, Reste und Nichtreste, Artikel 1 f.
Kleinste Reste, 4.

Elementare Satze tiber kongruente Zahlen, 5.

Einige Anwendungen, 12.

ZWEITER ABSCHNITT. Kongruenzen ersten Grades ....................... S. 14.

Vorbereitende Sétze iiber Primzahlen, Faktoren usw., Artikel 13.

Losung der Kongruenzen ersten Grades, 26.

Bestimmung einer Zahl, die nach gegebenen Moduln gegebenen Resten kongruent
ist, 32.

Lineare Kongruenzen mit mehreren Unbekannten, 37.

Verschiedene Sétze, 38.

DRITTER ABSCHNITT. Reste von Potenzen ........... ... ... i, S. 38.

Die Reste der Glieder einer mit der Einheit beginnenden geometrischen Folge
bilden eine periodische Folge, Artikel 45.

Zuerst werden Primzahlmoduln betrachtet.

Setzt man den Modul = p, so teilt die Anzahl der Glieder der Periode die Zahl
p — 1, Artikel 49.

Der Fermatsche Satz, 50.

Wie vielen Zahlen Perioden entsprechen, deren Gliederzahl ein gegebener Teiler
von p — 1 ist, Artikel 52.

Primitive Wurzeln, Basen, Indizes, 57.

Der Algorithmus der Indizes, 58.

Die Wurzeln der Kongruenz x™ = A, Artikel 60.

Der Zusammenhang der Indizes in verschiedenen Systemen, 69.

Fiir besondere Zwecke geeignete Basen, 72.

Eine Methode zur Bestimmung primitiver Wurzeln, 73.

Verschiedene Sétze iiber Perioden und primitive Wurzeln, 75.

(Der Wilsonsche Satz, 76).

Moduln, die Potenzen von Primzahlen sind, Artikel 82.

Moduln, die Zweierpotenzen sind, 90.

Aus mehreren Primzahlen zusammengesetzte Moduln, 92.
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VIERTER ABSCHNITT. Kongruenzen zweiten Grades ...................... S. 73.

Quadratische Reste und Nichtreste, Artikel 94.

Ist der Modul eine Primzahl, so ist die Anzahl der Reste, die kleiner als er sind,
gleich der Anzahl der Nichtreste, 96.

Ob eine zusammengesetzte Zahl Rest oder Nichtrest einer gegebenen Primzahl ist,
héngt von der Beschaffenheit ihrer Faktoren ab, 98.

Zusammengesetzte Moduln, 100.

Ein allgemeines Kriterium dafiir, ob eine gegebene Zahl Rest oder Nichtrest einer
gegebenen Primzahl ist, 106.

Untersuchungen tber Primzahlen, fiir die gegebene Zahlen Reste oder Nichtreste
sind, 107.

Der Rest —1, Artikel 108.

Die Reste +2 und —2, Artikel 112.

Die Reste +3 und —3, Artikel 117.

Die Reste +5 und —5, Artikel 121.

Uber +7, Artikel 124.

Vorbereitung der allgemeinen Untersuchung, 125.

Durch Induktion wird ein allgemeiner (fundamentaler) Satz aufgestellt, und Fol-
gerungen werden daraus gezogen, 130.

Ein strenger Beweis dieses Satzes, 135.

Eine entsprechende Methode zum Beweis des Satzes aus Artikel 114, 145.

Losung des allgemeinen Problems, 146.

Lineare Formen, die alle Primzahlen enthalten, fiir die eine beliebige gegebene
Zahl Rest oder Nichtrest ist, 147.

Die Arbeiten anderer iiber diese Untersuchungen, 151.

Nicht reine Kongruenzen zweiten Grades, 152.

FUNFTER ABSCHNITT. Formen und unbestimmte Gleichungen zweiten S. 120.
Grades - v vttt e et
Das Ziel der Untersuchung; Definition und Bezeichnung der Formen, Artikel 153.
Darstellung von Zahlen; die Determinante, 154.
Werte des Ausdrucks /(bb — ac) (mod. M), zu denen die Darstellung der Zahl M
durch die Form (a, b, c) gehort, 155.
FEine Form, die eine andere enthélt oder unter einer anderen enthalten ist; eigent-
liche und uneigentliche Transformationen, 157.
Eigentliche und uneigentliche Aquivalenz, 158.
Entgegengesetzte Formen, 159, benachbarte Formen, 160.
Gemeinsame Teiler der Koeffizienten von Formen, 161.
Der Zusammenhang aller gleichartigen Transformationen einer gegebenen Form in
eine gegebene Form, 162.
Ambige Formen, 163.
Ein Satz tiber den Fall, dass eine Form unter einer anderen zugleich eigentlich und
uneigentlich enthalten ist, 164.
Allgemeines tiber Darstellungen von Zahlen durch Formen und ihren Zusammen-
hang mit Transformationen, 166.
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Formen negativer Determinante, 171.

Besondere Anwendungen auf die Zerlegung von Zahlen in zwei Quadrate, in ein
Quadrat und das Doppelte eines Quadrats sowie in ein Quadrat und das Dreifa-
che eines Quadrats, 182.

Formen positiver, nichtquadratischer Determinante, 183.

Formen mit quadratischer Determinante, Artikel 206.

Formen, die unter anderen enthalten, ihnen aber nicht dquivalent sind, 213.

Formen der Determinante 0, Artikel 215.

Die allgemeine Losung sdmtlicher unbestimmter Gleichungen zweiten Grades mit
zwei Unbekannten durch ganze Zahlen, 216.

Historische Anmerkungen, 222.

Weitere Untersuchungen tiber Formen.

Einteilung der Formen gegebener Determinante in Klassen, Artikel 223; der Klas-
sen in Ordnungen, 226.

Einteilung der Ordnungen in Geschlechter, 228.

Komposition der Formen, 234.

Komposition der Ordnungen, 245, der Geschlechter, 246, der Klassen, 249.

Bei gegebener Determinante enthalten die einzelnen Geschlechter derselben Ord-
nung gleich viele Klassen, 252.

Vergleich der Anzahlen von Klassen in den einzelnen Geschlechtern verschiedener
Ordnungen, 253.

Die Anzahl der ambigen Klassen, 257.

Mindestens der Hélfte aller fiir eine gegebene Determinante angebbaren Charak-
tere konnen keine eigentlich primitiven Geschlechter entsprechen (bei negativer
Determinante positive), 261.

Ein zweiter Beweis des Fundamentaltheorems und der iibrigen Satze {iber die Reste
—1,42,-2, 262.

Die Hilfte der Charaktere, denen keine Geschlechter entsprechen kénnen, wird
naher bestimmt, 263.

Eine besondere Methode zur Zerlegung von Primzahlen in zwei Quadrate, 265.

Ein Ezkurs mit einer Abhandlung tiber terndre Formen, Artikel 266 ff.

FEinige Anwendungen auf die Theorie der bindren Formen.

Bestimmung einer Form, aus deren Verdopplung eine gegebene binare Form des
Hauptgeschlechts entsteht, 286.

Allen Charakteren aufler den in den Artikeln 262, 263 als unmoglich erkannten
entsprechen tatsédchlich Geschlechter, 287 III.

Die Theorie der Zerlegung sowohl von Zahlen als auch von bindren Formen in drei
Quadrate, 288.

Beweis der Fermatschen Sétze, dass jede ganze Zahl in drei Dreieckszahlen oder
vier Quadrate zerlegt werden kann, 293.

Losung der Gleichung axx + byy + czz = 0, Artikel 294.
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Die Methode, mit der der beriihmte Le Gendre das Fundamentaltheorem behan-
delte, 296.

Darstellung der Null durch beliebige ternare Formen, 299.

Die allgemeine Losung unbestimmter Gleichungen zweiten Grades mit zwei Unbe-
kannten durch rationale Gréfien, 300.

Die durchschnittliche Anzahl der Geschlechter. 301; der Klassen, 302.

Ein besonderer Algorithmus der eigentlich primitiven Klassen; reguldre und irre-
gulidre Determinanten usw., 305.

SECHSTER ABSCHNITT. Verschiedene Anwendungen der vorangegangenen  S. 380.
Untersuchungen . ...
Zerlegung von Briichen in einfachere, Artikel 309.
Umwandlung gewohnlicher Briiche in Dezimalbriiche, 312.
Losung der Kongruenz xxz = A durch die Ausschlussmethode, 319.
Losung der unbestimmten Gleichung maxx + nyy = A durch Ausschliisse, 323.
Eine andere Methode zur Losung der Kongruenz zx = A fiur den Fall, dass A
negativ ist, Artikel 327.
Zwei Methoden, zusammengesetzte Zahlen von Primzahlen zu unterscheiden und
die Faktoren der Ersteren zu bestimmen, 329.

SIEBTER ABSCHNITT. Gleichungen, welche die Kreisteilung bestimmen.... S. 412.

Die Untersuchung wird auf den einfachsten Fall zuriickgefiihrt, in dem die Anzahl
der Teile, in die der Kreis geteilt werden soll, eine Primzahl ist, Artikel 336.

Gleichungen fiir trigonometrische Funktionen von Bbgen, die ein Teil oder mehrere
Teile des ganzen Umfangs sind; Zuriickfithrung der trigonometrischen Funktio-
nen auf Wurzeln der Gleichung ™ — 1 = 0, Artikel 337.

Theorie der Wurzeln dieser Gleichung (wobei vorausgesetzt wird, dass n eine Prim-
zahl ist).

Lésst man die Wurzel 1 weg, so sind die tibrigen Wurzeln (2) in der Gleichung
X ="+ 2" 2 4 usw. + = + 1 = 0 enthalten.

Die Funktion X lésst sich nicht in Faktoren niedrigeren Grades zerlegen, deren
Koeffizienten sdmtlich rational sind, 341.

Das Ziel der folgenden Untersuchungen wird dargelegt, 342.

Alle Wurzeln Q werden in bestimmte Klassen (Perioden) eingeteilt, 343.

Verschiedene Satze iiber diese Perioden, 344 ff.

Auf diese Untersuchungen wird die Losung der Gleichung X = 0 gegriindet, Artikel
352.

Beispiele fiir n = 19, wobei die Aufgabe auf zwei kubische Gleichungen und eine
quadratische zuriickgefiihrt wird, und fir n = 17, wobei sie auf vier quadratische
zuriickgefiihrt wird, Artikel 353. 354.

Weitere Untersuchungen iiber diesen Gegenstand.

Summen mit einer geraden Anzahl von Gliedern sind reelle Gréfen, 355.

Die Gleichung, welche die Einteilung der Wurzeln 2 in zwei Perioden bestimmt,
356.

Beweis des im vierten Abschnitt erwédhnten Satzes, 357.

Die Gleichung zur Einteilung der Wurzeln € in drei Perioden, 358.

416



Untersuchungen tuber héhere Arithmetik

Zuriickfiihrung der Gleichungen, durch die die Wurzeln 2 gefunden werden, auf
reine Gleichungen, 359.
Anwendung der vorangegangenen Untersuchungen auf trigonometrische Funktio-

nen.
Eine Methode zur Bestimmung der Winkel, denen die einzelnen Wurzeln €) ent-

sprechen, 361.

Tangens, Kotangens, Sekans und Kosekans werden ohne Division aus Sinus und
Kosinus abgeleitet, 362.

Eine Methode zur schrittweisen Senkung des Grades der Gleichungen fiir trigono-
metrische Funktionen, 363.

Kreisteilungen, die sich durch quadratische Gleichungen oder durch geometrische
Konstruktionen ausfithren lassen, 365.

NACHTRAGE . « « v et ettt e e e e e e i S. 465.

TABELLEN .« ottt ettt et e e e e e e e e S. 467.

GEDRUCKT IN GOSLAR BEI E. W. G. KIRCHER.
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ANHANG.

HANDSCHRIFTLICHE AUFZEICHNUNGEN VON GAUSS.

Zu Artikel 40. Kommt eine dritte Zahl C hinzu, so sei X' der grifite gemeinsame
Teiler der Zahlen \,C, und man bestimme Zahlen k,~ so, dass kA +~yC = N ist;
daraus folgt ka A+ kBB +~C = N. Offenbar ist aber X' ein gemeinsamer Teiler der
Zahlen A, B.C', und zwar der gréfite; denn gdbe es einen grofieren = 6, so wdre

!/
ka.% + k‘ﬁg —{—*y.% = % ganze Zahl, Q. E. A.

Damit ist das Gesuchte erreicht, wenn man ka = a, k =b, v =c¢, N = u setzt.

Zu Artikel 114. Der Beweis lisst sich eleganter so fiihren: (a®" —a™)? = 24 (a*" +
1)(a®"—2), (a®+a™)? = —2+(a*+1)(a®"+2), und daher \/2 = +(a®"—a"), \/—2 =
+(a®" + a™) (mod. 8n + 1)

Zu den in Artikel 256 VI angegebenen 16 positiven Determinanten der Form 8n—+5,
flir die die Anzahl der eigentlich primitiven Klassen dreimal so grofl ist wie die der
uneigentlich primitiven, ‘37, .. 573’, sind hinzugefigt: 677, 701, 709, 757, 781, 813,
829, 877, 885, 901, 909, 925, 933, 973, 997; somit sind es unter 125 insgesamt 31.

Zu den Worten des Artikels 301: Auf diese Weise findet man fiir die Summe der
Anzahlen der Geschlechter fiir Determinanten —: bis —100 das Ergebnis = 234, 4,
wéahrend sie tatséchlich 233 betriagt. — — Von —1 bis —3000, Tabelle 11166, Formel
11167,9.

Zu Artikel 336. Waren alle Zahlen der Form 22" + 1 Primzahlen, so wdre ein
hinreichend angendherter Ausdruck fir die Anzahl der hier betrachteten Zahlen (N),

. . . . 1 (log M 2
die kleiner als die gegebene Zahl M sind, der folgende: 5 ( Tog 2 ) .

Zu dem Satz in Artikel 42 tiber die Teiler eines Polynoms mit ganzzahligen Koef-
fizienten — — 1797, 22. Juli.

Zu den Worten des Artikels 130: Nachdem wir streng bewiesen haben, dass jede
Primzahl der Form 4n+ 1, sowohl positiv als auch negativ genommen, Nichtrest einer
kleineren Primzahl ist, — — Diesen Beweis entdeckten wir 1796, am 8. April.

Zu Artikel 131. Das Fundamentaltheorem wurde im Mdrz 1795 durch Induktion
entdeckt. Der erste Beweis, der in diesem Abschnitt mitgeteilt wird, wurde im April
1796 gefunden.

Zu den Worten des Artikels 133: Gehen wir bei der Untersuchung (des Funda-
mentaltheorems) noch allgemeiner vor. Betrachten wir zwei beliebige ungerade, zu-
einander teilerfremde Zahlen mit beliebigen Vorzeichen, P und Q. — — 1796, 29.
April.

Zu den Worten des Artikels 145: Auflerdem héitten damals die Sdtze iiber die Reste
+2 und —2 vorausgesetzt werden miissen; da unser Beweis jedoch ohne diese Satze
vollstandig gefiihrt ist, gewinnen wir daraus eine neue Methode, sie zu beweisen. —
— 1797, 4. Februar.
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Zur Uberschrift des fiinften Abschnitts: Formen und unbestimmte Gleichungen
zweiten Grades. — — Seit dem 22. Juni 1796.

Zu den Worten des Artikels 234: .. wir gehen zu einem anderen héchst wichtigen,
bisher von niemandem beriihrten Gegenstand iiber, der Komposition der Formen. —
— Diese Untersuchungen wurden im Herbst 1798 begonnen.

Zu den Worten des Artikels 262: Aus diesem Prinzip kénnen wir eine neue Me-
thode gewinnen, nicht nur das Fundamentaltheorem, sondern auch die iibrigen Sétze
des vorigen Abschnitts iiber die Reste —1,+2, —2 zu beweisen, — — Die Grundla-
gen dieser Methode zeigten sich zuerst 1796, am 27. Juli; ausgearbeitet und in thre
gegenwdrtige Form gebracht wurden sie aber im Frihjahr 1800.

Zu den Worten des Artikels 266: .. da aber noch mehrere hierher gehérige, und
zwar besonders schone Wahrheiten {ibrig bleiben, deren eigentliche Quelle in der
Theorie der terndren Formen zweiten Grades zu suchen ist, schalten wir hier einen
kurzen Exkurs iiber diese Theorie ein, — — 14. Februar 1799.

Zu den Worten des Artikels 272: ndmlich indem wir zuerst zeigen, wie sich jede
ternédre Form auf eine einfachere Form zuriickfiihren lasst, und dann, dass die Anzahl
der einfachsten Formen (zu denen man durch solche Reduktionen gelangt) fir jede
gegebene Determinante endlich ist. — — 1800, 13. Februar.

Zu den Worten des Artikels 287 TII: Auf ganz dhnliche Weise wird bewiesen, dass
in der uneigentlich primitiven Ordnung alle Charaktere, die nach den Vorschriften
des Artikels 264 II, III allein als moglich erkannt werden, moglich sind, seien sie P
oder (). — Diese Satze usw. — — Sie wurden erstmals im April 1798 mit Beweisen
versehen.

Zu den Worten des Artikels 302: Die durchschnittliche Anzahl der Klassen aber
(die keiner Definition bediirfen wird) wéchst sehr regelméBig, — — Die erste Idee zu
Beginn des Jahres 1799.

Zu den Worten des Artikels 306 X: Schliellich bemerken wir: Da alle in diesem
und im vorigen Artikel betrachteten Eigenschaften vor allem von der Zahl n abhén-
gen, die etwas Ahnliches ist wie p — 1 im dritten Abschnitt, verdient diese Zahl die
grofite Aufmerksamkeit; daher wére es hochst wiinschenswert, einen allgemeinen Zu-
sammenhang zwischen ihr und der zugehorigen Determinante zu entdecken. — — Es
ist uns wunschgemdafi—und so vollstindig—gelungen, dass nichts mehr zu wiinschen
tbrig bleibt. 30. November—3. Dezember 1800.

Zu Artikel 365. Dass sich der Kreis geometrisch in 17 Teile teilen ldsst, entdeckten
wir 1796, am 30. Marz.
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SCHLUSSBEMERKUNG ZUR NEUEN AUSGABE.

Dieser erste Band von GAUSS’ Werken ist ein Wiederabdruck der sieben Abschnit-
te der Disquis. Arithm., die 1801 im Oktavformat erschienen. Der achte Abschnitt,
auf den an mehreren Stellen verwiesen wird und den GAUSS wohl anfangs mit den
iibrigen verdffentlichen wollte, findet sich unter seinen Handschriften. Da er dessen
Ausarbeitung aber nicht in gleicher Weise abgeschlossen hat wie die der ersten sie-
ben Abschnitte, wird er sich in dieser Ausgabe den arithmetischen Abhandlungen
des Nachlasses anschlieflen.

Textédnderungen wurden in den Disqu. Ar. nur an den folgenden Stellen vorgenom-
men:

In Artikel 125 wurden die beiden Einschiibe (wenn > 5) und (> 17; aber —13N3,
—17N5) eingefugt.

In Artikel 126. Beweis. wurde ‘in der Reihe (I) sind a Glieder durch p teilbar, b
Glieder durch p?, ¢ Glieder durch p3 usw. an die Stelle von ‘in der Reihe (I) sind a
Glieder durch p, aber nicht durch p? teilbar, b Glieder durch p?, aber nicht durch p?,
¢ Glieder durch p3, aber nicht durch p* usw. gesetzt.

In Artikel 128 III folgten auf ‘Denn wenn +b oder —b = r (mod. p) ist, so ist
bb = rr (mod. 2p), und daher ist das Glied 3 (a — bb) durch p teilbar. in der Ausgabe
von 1801 noch die Worte ‘und noch viel mehr 2(a — bb).’; diese wurden weggelassen.

In Artikel 129 wurde iiberall 2y/a+1 an die Stelle von 2y/a und demnach 9 an die
Stelle von 4 als diejenige Zahl gesetzt, unter die a jedenfalls nicht sinkt.

In Artikel 139 lautete der Schluss der Untersuchung iiber den Fall (4): ‘Man er-
kennt leicht, dass sich aus dieser Gleichung a’pRh, *ahpRa', +aa’hRp herleiten
lasst; dies stimmt mit dem in (2) Gefundenen tberein. In den iibrigen Fallen ist
der Beweis derselbe. Dies wurde entsprechend der Anmerkung gedndert, die GAUSS
dem Artikel 2 der Abhandlung Theorematis arithmetici demonstratio nova beigefiigt
hat: ‘Es wird nicht unangebracht sein, hier einen kleinen Fehler anzugeben und zu
berichtigen, der sich durch eine mir unbekannte Nachlédssigkeit in die Darstellung
jenes Beweises eingeschlichen hat. Auf Seite (108) sind von Zeile (14) an die folgen-
den Uberlegungen einzusetzen: Man erkennt leicht, dass sich aus dieser Gleichung
a'pRh ... («); £ahRad' ...(d); ahRp...(v) herleiten lasst. Aus («), das mit («) in
(2) iibereinstimmt, folgt ebenso wie dort, dass entweder zugleich hRp, hRa’' oder
hNp, hNa' gilt. Im ersten Fall wiirde aber aus (§) folgen, dass aRa’ gilt, entgegen
der Voraussetzung; daher ist ANp und somit nach (y) auch aNp.

In Artikel 171 wurde nach einer handschriftlichen Bemerkung ‘in der A weder
groBer als / %D, C', noch kleiner als 2B ist’ an die Stelle von ‘in der A nicht > 4/ %D,
B nicht > %A, C nicht < A ist’ gesetzt.

In Artikel 174. Zweite Methode. wurde ‘Da a nicht > \/gD sein wird, werden
offenbar alle auf diese Weise entstehenden Formen reduziert sein. an die Stelle von
‘Entstehen auf diese Weise Formen, in denen a > +/ %D ist, so sind sie zu verwerfen;
alle Uibrigen werden dagegen offenbar reduziert sein. gesetzt.
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In Artikel 256 VI enthélt die frithere Ausgabe unter den positiven Determinanten
der Form 8n + 5, fiir die die Anzahl der Klassen in der eigentlich primitiven Ordnung
dreimal so grof3 ist wie die in der uneigentlich primitiven, auch die Determinante 397
zu ihr gehoren jedoch gleich viele Klassen beider Arten.

In Artikel 302 wird nach einer handschriftlichen Bemerkung die Anzahl der Klassen
fiir das zweite Tausend negativer Determinanten mit 28595 angegeben und nicht mit
28603 wie in der fritheren Ausgabe.

In Artikel 303 werden die Anzahlen der Determinanten fiir die Klassifikationen II.
4; I1. 5; IV. 2 nach den im Nachlass gefundenen Tafeln mit 31, 44, 69 angegeben und
nicht mit 32, 42, 68 wie in der fritheren Ausgabe.

In Artikel 325 wurde ‘23t, 23t +1, 23t+5, 23t+7, 23t +9, 23t + 10. Nach deren
Streichung bleiben 119, 127 iibrig, die allein V' einen quadratischen Wert geben’ an
die Stelle von ‘23t, 23t +5, 23t+£7, 23t +9, 23t + 10. Nach deren Streichung bleiben
119, 127, 137 ibrig, von denen nur die ersten beiden V einen quadratischen Wert
geben. gesetzt.

In Artikel 360 IV wurden die Worte ‘wihrend bei den meisten anderen kubischen
Gleichungen, deren Wurzeln sémtlich reell sind, die Dreiteilung sowohl eines Winkels
als auch eines Verhaltnisses nicht vermieden werden kann.” weggelassen, die auf ‘zum
Beispiel fiir § = 3 allein die Dreiteilung eines Winkels’ folgten und deren Unrichtigkeit
GAUSS in seinem Handexemplar vermerkt hat.

Die Anmerkungen auf den Seiten 80, 102, 133, 211, 263, 265, 449 sind dem hand-
schriftlichen Nachlass entnommen.

Um die Ubersicht zu erleichtern, wurde die duere Form der neuen Ausgabe ge-
geniiber dem Druck dieses Werkes von 1801 in einigen Punkten veradndert. Dazu
glaubte man sich umso mehr berechtigt, als GAUSS nach eigener Aussage auch in
anderen Punkten auf Platzersparnis Riicksicht nahm. Viele Formeln, die in der Text-
zeile standen, wurden gesondert herausgesetzt. Die Inhaltsangaben, die gesammelt
vor dem Werk standen, wurden auch den einzelnen Abteilungen vorangestellt und
nicht nur den Abschnitten wie in der ersten Ausgabe; die allgemeineren darunter
wurden als Seiteniiberschriften verwendet.

GOTTINGEN,
GEDRUCKT IN DER DIETERICHSCHEN UNIVERSITATS-DRUCKEREI
W. FR. KAESTNER.
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