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Diese Auswahl enthélt die historischen Titelblatter und die ersten fiinf vollstandi-
gen Abhandlungen des zweiten Bandes: Einen neuen Beweis eines arithmetischen
Satzes (Artikel 1-7); die Summation einiger besonderer Reihen (Artikel 1-36); Neue
Beweise und Erweiterungen des Fundamentaltheorems in der Theorie der quadra-
tischen Reste, mit der Einleitung, dem fiinften Beweis (Artikel 1-3), dem sechsten
Beweis (Artikel 1-6) und dem neuen Algorithmus (Artikel 1-6); sowie beide Ab-
handlungen zur Theorie der biquadratischen Reste (Artikel 1-23 und 24-76). Es
folgen fiinf Selbstbesprechungen von 1808-1831 und sieben Besprechungen fremder
Schriften von 1809-1831. Letztere behandeln irrationale Wurzelgrofien, die Fakto-
rentafeln von Chernac und Burckhardt, Erchingers Siebzehneckkonstruktion und
Seebers positive ternire quadratische Formen.

Die Nachlassstudien enthalten die Lésung einer reinen Kongruenz, Lehre von den
Resten, sechstes Kapitel, erster Teil (Artikel 237-252); die Allgemeinen Untersu-
chungen iiber Kongruenzen, achtes Kapitel (Artikel 330-375 wie gedruckt, ein-
schliefllich des unvollendeten Schlusses von Artikel 375), mit R. Dedekinds his-
torischen Bemerkungen; und die Weitere Entwicklung der Untersuchungen iiber
reine Gleichungen, vollstdndig wie gedruckt (Artikel 1-19), mit Dedekinds Bemer-
kungen. Es folgt das Fragment Beweis einiger Sétze iiber die Perioden der Klassen
bindrer quadratischer Formen, mit beiden Sétzen, dem unvollendeten Schluss des
zweiten Beweises und Sterns historischer Bemerkung.

Es folgen die mit [I.] und [I1.] bezeichneten Fassungen der ersten Abhandlung Uber
den Zusammenhang zwischen der Anzahl der Klassen, in die bindre quadratische
Formen zerfallen, und ihrer Determinante, vollstindig wie gedruckt, jeweils mit
Titel und Artikeln 1-8. Die Fassung [II.] wurde 1837 vorgelegt. Es folgen die Frag-
mente III-X mit ihren historischen Herausgeberanmerkungen. Dazu kommen his-
torische Bemerkungen zu [I.]-[X.]. Die Geometrische Seite der ternidren Formen
schliefit sich mit ihren beiden Diagrammen, kristallographischen Tabellen und Sche-
rings historischen Bemerkungen an.



Die urspriinglich deutschen Titelangaben, Besprechungen, der Abteilungstitel des
Nachlasses, die Fragmente IIT-IV und VIII-X, die geometrischen Notizen und die
historischen Bemerkungen sind in modernem Deutsch wiedergegeben. Ihre histori-
schen Originale werden gesondert mitgeliefert. Der Nachlasstext Zur Theorie der
biquadratischen Reste, Fassung [L.], ist vollstindig wie gedruckt mit Artikeln 1-19
und allen fiinf Diagrammen enthalten. Es folgt die Fassung [II.], Vorbereitungen
zur allgemeinen Theorie der biquadratischen Reste, vollstindig wie gedruckt mit
beiden vorbereitenden Abschnitten und Artikeln 1-12. Die Fassung [III.], Theorie
der biquadratischen Reste, folgt vollstindig wie gedruckt mit Titel und Artikeln
1-14, einschlieBlich der gemeinsamen Uberschrift 7-8. Es folgt die Fassung [IV.]
vollstéandig wie gedruckt, Artikel 1-5; ihre zweite Methode endet nach dem vierten
Schritt. Es folgt die Fassung [V.] vollstindig wie gedruckt, Artikel 1-17, mit ihrer
bearbeitbaren Gitterzeichnung. Es folgt die Fassung [V1.] vollstandig wie gedruckt,
Artikel 1-6. Scherings vollstédndige historische Bemerkungen zu [I.]-[VL.] folgen. Die
urspriinglich deutschen Texte dieser Fassungen sind in modernem Deutsch wieder-
gegeben; ihre historischen Originale werden gesondert mitgeliefert. Zur Theorie der
komplexen Zahlen folgt vollsténdig wie gedruckt: sechs Bruchstiicke [I.]-[V1.] tiber
die Zerlegung der Kuben, die nichste ganze Zahl, Mensuren von Zahlen, Einheiten
und Kongruenzen, gefolgt von Scherings historischen Bemerkungen. Die urspriing-
lich deutschen Passagen sind in modernem Deutsch wiedergegeben; ihre histori-
schen Originale werden gesondert mitgeliefert. Die vollstdndige historische Tafel
des quadratischen Charakters der Primzahlen von 2 bis 997 als Reste in Bezug auf
die Primzahlen von 3 bis 503 als Teiler folgt. Die vollstandige historische Tafel zur
Umwandlung gewohnlicher Briiche mit Nennern aus dem ersten Tausend in Dezi-
malbriiche folgt. Die vollstdndige historische Tafel der Haufigkeit der Primzahlen
mit ihren Matrizen und abschlieBenden Bemerkungen folgt. Der vollsténdige Brief
von Gauss an Enke vom 24. Dezember 1849 mit seinen Tabellen und der Erorterung
der Haufigkeit der Primzahlen folgt. Der urspriinglich deutsche Brief ist in moder-
nem Deutsch wiedergegeben; sein historisches Original wird gesondert mitgeliefert.
Die vollstdndige historische Tafel der Anzahl der Klassen bindrer quadratischer
Formen mit ihren negativen und positiven Determinanten und allen gedruckten
Zusammenstellungen folgt. Historische Werte und Abkiirzungen bleiben erhalten.
Der deutsche Titel ist in modernem Deutsch wiedergegeben; die historische Quelle
wird gesondert mitgeliefert.



Die vollstéandige historische Tafel zur Kreisteilung mit allen neun Faktorentafeln
und ihren gedruckten Verzeichnissen folgt. Der urspriinglich deutsche Titel und die
Uberschriften sind in modernem Deutsch wiedergegeben; die historische Quelle wird
gesondert mitgeliefert. Die Neue Quadratur des Kreises folgt mit ihren vier vollstan-
digen gedruckten Rechnungen und der Bogentafel einschlieflich ihrer historischen
Leerstellen. Zur Berechnung der gewohnlichen Logarithmen folgt vollsténdig wie
gedruckt mit ihren Tafeln und dem eingeklammerten historischen Herausgeberbe-
richt. Das deutsche Original wird gesondert mitgeliefert; der deutsche Leseband
enthélt eine moderne deutsche Fassung. Die ersten zehntausend Quadrate, die In-
dizes der Primzahlen im hoheren Zahlenbereich und die Hilfstafel zur Losung der
unbestimmten Gleichung mit dem Ausschlussverfahren folgen vollstindig wie ge-
druckt. Die deutschen Originaltexte werden gesondert mitgeliefert; der deutsche Le-
seband enthélt moderne deutsche Fassungen. Der achte Abschnitt, Ausfiihrlichere
Betrachtung einiger Untersuchungen zur Kreisteilung, folgt bis zum vollstdndigen
gedruckten Ende in Artikel 373 einschliefilich der Unterbrechung in Artikel 371.
Beide Briefe von Gauss an Dirichlet vom 13. September 1826 und 30. Mai 1828 fol-
gen vollstdndig mit ihren Zahlentafeln. Die deutschen Originale werden gesondert
mitgeliefert; der deutsche Leseband enthéilt moderne deutsche Fassungen. Andere
Béande von Gauss’ Werken liegen auflerhalb dieses Lesebands. Der vollstandige ers-
te Band ist im gesammelten Leseband enthalten.

Historische Vorlage: Carl Friedrich Gauss, Werke, zweiter Band, zweiter Abdruck,
Gottingen, 1876.

Mit OpenAI GPT-6.1 Sol KI-tibersetzt ins Deutsche.

Es folgen Scherings vollstdndige historische Schlussbemerkungen, das historische
Inhaltsverzeichnis und der Gottinger Druckvermerk. Die urspriinglich deutschen
Passagen sind in modernem Deutsch wiedergegeben; die historischen Originale wer-
den gesondert mitgeliefert.



Quellen und Terminologie der Ubersetzungen

Historischer Text: Carl Friedrich Gauss, Werke, zweiter Band, zweiter Abdruck,
Gottingen, 1876. Historische Herausgeberbeitrége behalten ihre eigene
Urheberschaft und ihre Unterschriften. Urspriinglich deutsche Passagen sind im
deutschen Leseband in modernem Deutsch wiedergegeben; ihre historischen
Originale werden gesondert mitgeliefert.

Diese englischen und deutschen Ausgaben sind mit OpenAI GPT-6.1 Sol
Kl-iibersetzt; auch der Satz wurde durch KI erstellt. Die folgenden menschlichen
Ubersetzer und Autoren sind mit ihren Schriften Quellen fiir die jeweils bezeichnete
Terminologie und den Sprachgebrauch. Mathematische Vorlage bleibt Gauss’
originalsprachlicher Text.

H. Maser.

Deutscher Ubersetzer und Herausgeber, Carl Friedrich Gauss’ Untersuchungen
dber hohere Arithmetik, Berlin: Julius Springer, 1889. Entsprechende arithmetische
Passagen und deutsche mathematische Terminologie.
https://archive.org/details/carlfriedrichgaOOgausgoog

James Caddall Morehead und Adam Miller Hiltebeitel.

Ubersetzer von Gauss’ General Investigations of Curved Surfaces of 1827 and 1825,
Princeton University Library, 1902; Project Gutenberg 36856, TeX-Ausgabe.
Verwandte englische geometrische Terminologie und Ausdrucksweise.
https://www.gutenberg.org/ebooks/36856

Paul Taylor; Bernard Leak.

Taylors englische Ubersetzung von Gauss’ zweitem Beweis des Fundamentalsatzes
der Algebra, mit Korrekturen von Leak, 1983. Verwandte englische algebraische
Terminologie. Die herangezogene Online-Ausgabe nennt Dezember 1983 als
Ubersetzungsdatum, August 2003 fiir die LaTeX-Fassung und den 8. Juni 2007 als
letztes Anderungsdatum der zugrunde liegenden Quelle. Ihre Danksagung nennt
Mark Wainwright fiir die Riickgabe von Taylors Notizen und Nikita Danilov fiir die
Korrektur von Tippfehlern.

https://www.paultaylor.eu/misc/gauss.html

Ulrich Gortz.

Algebra, WS 2021/22, 3.1.1-3.1.3 und Anfang von 3.1.4; Lineare Algebra II, SS 2021,
18.4. Zeitgenossischer deutscher arithmetischer und algebraischer Sprachgebrauch.
https://math.ug/a-ws2122/sect0006.html
https://math.ug/la2-ss21/sec-quotient-ring.html

Nikolay Moshchevitin.

Eine Bemerkung tber positiv definite quadratische Formen und rationale Punkte,
arXiv:1510.06214v3. Verwandte zeitgendssische deutsche Terminologie
quadratischer Formen.

https://arxiv.org/abs/1510.06214v3

Tan O. Angell und Moreton Moore.

Projections of cubic crystals, IUCr, Tabelle 2. Englische kristallographische
Nomenklatur.
TUCr: Projections of cubic crystals, Tabelle 2


https://archive.org/details/carlfriedrichga00gausgoog
https://www.gutenberg.org/ebooks/36856
https://www.paultaylor.eu/misc/gauss.html
https://math.ug/a-ws2122/sect0006.html
https://math.ug/la2-ss21/sec-quotient-ring.html
https://arxiv.org/abs/1510.06214v3
https://www.iucr.org/what-we-do/education/pamphlets/projections-of-cubic-crystals

Th. Hahn, H. Klapper, U. Miiller und M. 1. Aroyo.

Point groups and crystal classes, International Tables for Crystallography A, 2016,
Kapitel 3.2. Namen der Kristallformen.
https://doi.org/10.1107/97809553602060000930
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Ein neuer Beweis eines arithmetischen Satzes

EIN NEUER BEWEIS
EINES ARITHMETISCHEN SATZES.

1.

Fragen der héheren Arithmetik zeigen sehr haufig eine eigentiimliche Er-
scheinung, die in der Analysis viel seltener vorkommt und ihren Reiz erheblich
steigert. Bei analytischen Untersuchungen kénnen wir meist erst dann zu neu-
en Wahrheiten gelangen, wenn wir die Prinzipien, auf denen sie beruhen und
die uns gleichsam den Weg zu ihnen 6ffnen miissen, zuvor griindlich beherr-
schen. In der Arithmetik dagegen treten sehr hiufig durch Induktion und
eine Art unerwarteten Gliicks neue Wahrheiten von grofiter Eleganz hervor,
deren Beweise so tief verborgen und in so grofie Dunkelheit gehiillt sind, dass
sie sich allen Versuchen entziehen und selbst den scharfsinnigsten Untersu-
chungen den Zugang verwehren. Auflerdem besteht zwischen arithmetischen
Wahrheiten, die auf den ersten Blick vollig verschiedenartig erscheinen, ein so
grofer und wunderbarer Zusammenhang, dass wir nicht selten, wiahrend wir
ganz anderes suchen, schliellich auf das Gliicklichste zu dem so sehr ersehn-
ten und zuvor in langen Uberlegungen vergeblich gesuchten Beweis gelangen,
und zwar auf einem ganz anderen Weg als dem erwarteten. Meist sind solche
Wahrheiten aber von der Art, dass man auf mehreren sehr verschiedenen We-
gen zu ihnen gelangen kann, und nicht immer sind die Wege, die sich zuerst
anbieten, die kiirzesten. Es muss daher gewiss hoch geschéitzt werden, wenn
es nach langer vergeblicher Untersuchung einer solchen Wahrheit, die dann
zwar bewiesen wurde, aber auf ziemlich verborgenen Umwegen, schliellich
gelingt, den einfachsten und eigentlichen Weg zu entdecken.

2.

Unter den im vorigen Artikel besprochenen Fragen nimmt der Satz einen
hervorragenden Platz ein, der fast die gesamte Theorie der quadratischen
Reste enthélt und in den Untersuchungen tber hohere Arithmetik (Abschnitt
IV) mit dem Namen Fundamentalsatz ausgezeichnet ist. Als erster Entdecker
dieses hochst eleganten Satzes ist ohne Zweifel der beriithmte LEGENDRE an-
zusehen, nachdem die groflen Geometer EULER und LAGRANGE schon lange
zuvor mehrere seiner besonderen Fiélle durch Induktion entdeckt hatten. Ich
halte mich hier nicht damit auf, die Beweisversuche dieser Ménner aufzuzih-
len; wer mochte, moge das eben erwahnte Werk nachlesen. Zur Bestatigung
des im vorigen Artikel Gesagten sei mir nur gestattet hinzuzufiigen, was meine
eigenen Versuche betrifft. Ich war im Jahr 1795 selbststandig auf den Satz ge-
stolen, als ich von allem, was in der héheren Arithmetik schon ausgearbeitet
worden war, noch gar nichts wusste und von allen Hilfsmitteln der Litera-
tur vollig abgeschnitten war. Doch ein ganzes Jahr lang quélte er mich und
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entzog sich meinen angestrengtesten Bemiihungen, bis ich schliellich den im
vierten Abschnitt jenes Werkes gegebenen Beweis fand. Spéater boten sich mir
drei weitere an, die auf ganz verschiedenen Prinzipien beruhen; einen davon
habe ich im fiinften Abschnitt gegeben, die iibrigen, die ihm an Eleganz nicht
nachstehen, werde ich bei anderer Gelegenheit veréffentlichen. Doch alle diese
Beweise scheinen zwar hinsichtlich ihrer Strenge nichts zu wiinschen tbrigzu-
lassen, sind aber aus zu verschiedenartigen Prinzipien hergeleitet, vielleicht
mit Ausnahme des ersten, der jedoch mit recht mithsamen Uberlegungen vor-
geht und durch ziemlich weitldufige Rechnungen belastet ist. Ich z6gere daher
nicht auszusprechen, dass bisher ein eigentlicher Beweis gefehlt hat. Nun mo-
gen die Sachkundigen beurteilen, ob der Beweis, den ich vor Kurzem entdeckt
habe und den die folgenden Seiten enthalten, diesen Namen verdient.

3.

SATZ. Es seip eine positive Primzahl; k eine beliebige, durch p nicht teilbare
ganze Zahl; es seien

A Gesamtheit der Zahlen 1, 2, 3 ....
B Gesamtheit dieser Zahlen %(p + 1),

(p—1)
(p+3), s(p+5) ....p—1

Ll TS

Man bilde die Produkte aus k und den einzelnen Zahlen in A und nehme
thre kleinsten positiven Reste modulo p, die offenbar alle verschieden sind
und teils zu A, teils zu B gehdren. Gehdren nun zu B insgesamt p Reste, so
ist k ein quadratischer Rest oder Nichtrest von p, je nachdem u gerade oder
ungerade ist.

Beweis. Die zu A gehorenden Reste seien a, o’ a” ...., die iibrigen, zu
B gehorenden b,0',b” .. ... Offenbar sind die Ergénzungen der letzteren, p —
b,p—b,p—b"...., samtlich von den Zahlen a, o/, a” .... verschieden, fiillen

aber mit diesen zusammen die Gesamtheit A aus. Wir haben also

1.2.3 ... ip-1)=add" .... (p=b)(p-0)(p-10") ....

Das letztere Produkt wird aber offenbar

(-D*ad’a” .... 00V ... =(-1)"k.2k.3k .... $(p— 1)k
(=1)#k2®D1.2.3 ... L(p—1)(mod.p)
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Daher ist

1= (—1)tk2@D

oder k31 = +1, je nachdem g gerade oder ungerade ist; daraus folgt
unser Satz unmittelbar.

4.

Durch die Einfithrung einiger geeigneter Bezeichnungen kénnen wir die
folgenden Uberlegungen erheblich verkiirzen. Das Zeichen (k, p) soll uns daher
die Anzahl derjenigen Produkte unter

k, 2k, 3k .... (p— 1)k,

bezeichnen, deren kleinste positive Reste modulo p dessen Hélfte {iberstei-
gen. Ist ferner x eine beliebige nicht ganze Grofle, so bezeichnen wir mit dem
Zeichen [z] die unmittelbar unter z liegende ganze Zahl, sodass x — [x] stets
eine positive Grofle zwischen den Grenzen 0 und 1 ist. Die folgenden Bezie-
hungen ergeben sich nun mit geringer Miihe:

L [z] 4+ [-z] = -1

II. [x] + h = [ + h], wenn h eine ganze Zahl ist.

IIL. [z]+ [h—2]=h —1.

IV. Ist 2 — [z] ein Bruch kleiner als 3, so ist [22] — 2[z] = 0; ist aber  — [z]
grofer als 3, so ist [22] — 2[z] = 1.

V. Liegt also der kleinste positive Rest der ganzen Zahl h modulo p
unter %p, so ist [%] -2 [ﬁ} = 0; liegt jener Rest aber iiber %p, so ist

2]

VI. Daraus folgt sogleich (k,p) =
2k 4k 6k -1k
Bl Gl 5
p p p p

Lp-1Dk
—9 m —9 [Qk] _9 [Sk} g2l DR
p p p p
VII. Aus VI und I ergibt sich ohne Miihe

(k.p) + (=k,p) =3(p—1)

Daraus folgt, dass —k dieselbe oder die entgegengesetzte Beziehung zu
p hat (insofern es dessen quadratischer Rest oder Nichtrest ist) wie +k, je
nachdem p die Form 4n + 1 oder die Form 4n + 3 hat. Im ersten Fall ist —1
offenbar ein Rest, im zweiten ein Nichtrest von p.



Ein neuer Beweis eines arithmetischen Satzes

VIII. Die in VI gegebene Formel werden wir folgendermaflen umformen.

Nach IIT ist

M:k—l— k]7
I 2 LD
w:k—l— %]7
L P L D
M:k‘—l— 51“]
I 2 L D

Wenden wir diese Ersetzungen auf die letzten % Glieder der oberen Reihe
in jenem Ausdruck an, so erhalten wir
erstens, wenn p die Form 4n 4+ 1 hat,

(k,p) = (k=1 (p—1)

{1 )

A+

< L

p

zweitens, wenn p die Form 4n + 3 hat,

(k,p) = $(k—1)(p+1)

S{E B B

A+

2] [ [H

3(p—3)k
p

s(p—1k
P

)
)

IX. Fir den besonderen Fall £ = 42 folgt aus den eben gegebenen Formeln

(2,p)

%(p F 1), wobei das obere oder untere Zeichen zu nehmen ist, je

nachdem p die Form 4n + 1 oder 4n + 3 hat. Somit ist (2, p) gerade, also 2Rp,
wenn p die Form 8n+ 1 oder 8n+ 7 hat; dagegen ist (2, p) ungerade und 2Np,
wenn p die Form 8n + 3 oder 8n + 5 hat.
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5.

SATZ. Es sei x eine positive nicht ganze Grofie, unter deren Vielfachen
x, 2x, 3x.... bis nx keines eine ganze Zahl ist; man setze [nx] = h, woraus
12 3

leicht folgt, dass auch unter den Vielfachen der reziproken Grifie -, %, % .. ...

bis % keine ganze Zahl vorkommt. Dann behaupte ich, es set

[z] + [22] + [3z] .. + [nx]

e B ]

Beweis. In der Reihe [z] + [22] 4+ [3z]. ... + [nz], die wir = {2 setzen, sind
die ersten Glieder bis einschliefllich des Gliedes an der Stelle [%] offenbar alle
= (; die folgenden bis zum Glied an der Stelle [%] sdmtlich = 1; die folgenden
bis zum Glied an der Stelle [%] sdmtlich = 2, und so weiter. Daher ist

o f]
+1x¥ _ :{
() I R RERE R
o[9[
o8]
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6.

SATZ. Bezeichnen k,p beliebige positive ungerade, zueinander teilerfremde
Zahlen, so ist

HE G
+ [+ m n m+

= ik—=1)(p-1).

Lp-Dk
Beweis. Nehmen wir, was erlaubt ist, £ < p an, so ist 2(—Lk kleiner als %k,

1(p
aber grofier als 3(k—1), also y = 1(k—1). Daraus ergibt sich offenbar
der vorliegende Satz unmittelbar aus dem vorhergehenden, wenn man dort
% =z, $(p—1)=n, also 1(k — 1) = h setzt.

Ubrigens lésst sich auf dhnliche Weise beweisen, dass, wenn k eine zu p
teilerfremde gerade Zahl ist, gilt:

N[

HE G
+ 2]+ m n [?;f]....+

Doch halten wir uns bei diesem fiir unser Vorhaben nicht notwendigen Satz
nicht auf.

(p— 1k
p

= jk(p—1)
4
zkp
k
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7.

Aus der Verbindung des vorhergehenden Satzes mit der Aussage VIII des
Artikels 4 folgt nun unmittelbar der Fundamentalsatz. Bezeichnen namlich
k., p beliebige verschiedene positive Primzahlen, und setzen wir

(k,p) + m + [2;] + |:3;::|+ F(p;l)k — L
(p,k)+[ﬂ+ [25] + [?Z)]Jr F(kgl)p] —M

so ist nach VIII des Artikels 4 klar, dass L und M stets gerade Zahlen sind.
Nach dem Satz des Artikels 6 ist aber

L+M=(k,p)+(pk)+3(k—1)(p—1)

Wann immer also §(k —1)(p— 1) gerade ist, was geschieht, wenn fiir beide
k,p oder wenigstens fiir eine von ihnen die Form 4n + 1 vorliegt, miissen (k, p)
und (p, k) notwendig entweder beide gerade oder beide ungerade sein. Ist
hingegen i(k — 1)(p — 1) ungerade, was geschieht, wenn beide k, p die Form
4n + 3 haben, so muss notwendig eine der Zahlen (k,p), (p, k) gerade, die
andere ungerade sein. Im ersten Fall sind daher die Beziechung von k zu p und
die Beziehung von p zu k (insofern eine der beiden ein Rest oder Nichtrest
der anderen ist) gleich, im zweiten entgegengesetzt.

Q. E. D.
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Summation einiger besonderer Reihen

SUMMATION

EINIGER BESONDERER REIHEN.

1.

Unter den bedeutenderen Wahrheiten, zu denen die Theorie der Kreistei-
lung den Zugang erdffnet hat, nimmt die in den Disquiss. Arithmet., Art. 356,
angegebene Summation einen hervorragenden Platz ein. Das liegt sowohl an
ihrer besonderen Eleganz und erstaunlichen Fruchtbarkeit, die eine andere
Untersuchung spéter ausfithrlicher darzustellen Gelegenheit geben wird, als
auch an den ungewohnlichen Schwierigkeiten ihres strengen und vollstédndi-
gen Beweises. Diese Schwierigkeiten hétte man umso weniger erwarten sol-
len, als sie weniger den Satz selbst als vielmehr eine gewisse Einschrénkung
des Satzes betreffen: Lasst man diese auler Betracht, so steht sofort ein Be-
weis zur Verfiigung, der sich sehr leicht aus der in jenem Werk entwickelten
Theorie ergibt. Der Satz wurde dort in folgender Form angegeben. FEs sei
n eine Primzahl; alle quadratischen Reste von n zwischen den Grenzen 1 und
n — 1 einschlielich seien unbestimmt durch a bezeichnet und alle Nichtreste
zwischen denselben Grenzen durch b, schlielich bezeichne w den Bogen @

und k eine beliebige feste ganze Zahl, die nicht durch n teilbar ist. Dann gilt
I. fiir einen Wert von n von der Form 4m + 1:

Ycosakw = —1 £ 3y/n

Y cosbkw = —% F 1\/n, und somit
Y cos akw — X cos bkw = ++/n

Ysinakw =0

Ysinbkw =0

II. fir einen Wert von n von der Form 4m + 3:

Y cosakw = —
Y cosbkw = —
Y sinakw = £1/n
Y sinbkw = F3/n
Ysinakw — Ysinbkw = £4/n

NI N

Diese Summationen sind an der angefiihrten Stelle mit voller Strenge be-
wiesen worden. Hier bleibt nur die Schwierigkeit, das Vorzeichen zu bestim-
men, das vor den Wurzelausdruck zu setzen ist. Ohne Miihe ldsst sich zwar
zeigen, dass dieses Vorzeichen insofern von der Zahl k abhéngt, als fiir alle
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Werte von k, die quadratische Reste von n sind, stets dasselbe Vorzeichen gel-
ten muss und fiir alle Werte von k, die quadratische Nichtreste von n sind, das
entgegengesetzte. Damit kommt es nur auf den Wert k£ = 1 an: Sobald das
fur diesen Wert geltende Vorzeichen bekannt ist, stehen auch die Vorzeichen
fir alle tibrigen Werte von k sofort zur Verfiigung. Doch gerade bei dieser
Frage, die auf den ersten Blick zu den leichteren zu gehoéren scheint, stoflen
wir auf unerwartete Schwierigkeiten, und die Methode, unter deren Fithrung
wir bisher ohne Hindernisse vorangekommen waren, verweigert jede weitere
Hilfe.

2.

Bevor wir weitergehen, wird es niitzlich sein, einige Beispiele unserer Sum-
mation zahlenméfig durchzurechnen; zuvor sollen jedoch einige allgemeine
Beobachtungen stehen.

I. Im Fall, dass n eine Primzahl von der Form 4m + 1 ist, seien alle
quadratischen Reste von n zwischen 1 und %(n —1) einschlieBlich unbestimmt
durch o’ und alle Nichtreste zwischen denselben Grenzen durch b’ dargestellt.
Bekanntlich sind dann alle n — a’ unter den a und alle n — b’ unter den b
enthalten. Da alle d’, b', n —a’, n — b/ zusammen offenbar die gesamte Menge
der Zahlen 1, 2, 3.... n — 1 ausfiillen, umfassen alle a’ zusammen mit allen
n—a’ samtliche a; ebenso umfassen alle b’ zusammen mit allen n—b' simtliche
b. Daher ist

Y cos akw = Y cosa’kw + X cos(n — a ) kw
¥ cos bkw = Y cos b'kw + ¥ cos(n — b ) kw
Y sinakw = Ysina’kw + Tsin(n — a’)kw
Y sinbkw = Ysinb'kw + Tsin(n — b)kw

Da nun cos(n —a’)kw = cos a’kw, cos(n —b')kw = cos b'kw, sin(n—a’)kw =
—sind’kw, sin(n — b/)kw = — sin b'kw gilt, ergibt sich unmittelbar
Y sinakw = Ysina'kw — Ysina’kw = 0
Y sinbkw = Ysinb'kw — Lsinb'kw = 0
Die Summation der Kosinus nimmt dagegen die Form

Y cos akw = 2Y cos a’kw
Y cos bkw = 2X cos b kw

an, sodass gelten muss:

1+ 4Y cosa'kw = +/n
1+ 4Y cosb'kw = Fy/n
2 cos a'kw — 2% cos b kw = ++/n

10
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II. Im Fall, dass n von der Form 4m + 3 ist, ist die Ergénzung jedes
Restes a zu n ein Nichtrest und die Ergénzung jedes b ein Rest. Somit stimmen
samtliche n —a mit sdmtlichen b und samtliche n — b mit sémtlichen a iiberein.
Daraus folgt

Y cos akw = Y cos(n — b)kw = X cos bkw

Da also sémtliche a und b zusammen alle Zahlen 1, 2, 3....n — 1 ausfiillen
und somit 3 cos akw + X cos bkw = cos kw + cos 2kw + cos 3kw +usw. + cos(n —
1)kw = —1 gilt, ergeben sich die Summationen

Y cos akw = —%
Y cos bkw = —%

unmittelbar. Ebenso ist

Y sinakw = ¥sin(n — b)kw = —X sin bkw
woraus ersichtlich ist, wie von den beiden Summationen
2¥ sinakw = £+/n
2 sinbkw = F/n
die eine von der anderen abhéngt.

3.

Hier folgen nun die Zahlenrechnungen fiir einige Beispiele:
I. Fir n =5 gibt es einen Wert von o/, ndmlich ¢’ = 1, und einen Wert
von b/, namlich o/ = 2. Es ist

cosw = +0,3090169944 cos 2w = —0,8090169944

und somit 1 +4cosw = +4/5, 1+4cos2w = —/5.
II. Fiir n = 13 gibt es drei Werte von a’, namlich 1, 3, 4, und ebenso viele
Werte von b, niamlich 2, 5, 6. Daraus berechnen wir

cosw = +0,8854560257 cos2w = +0,5680647467
cos 3w = +0,1205366803 cosbw = —0,7485107482
cosdw = —0,3546048870 cosbw = —0,9709418174
Summe = +0,6513878190 Summe = —1,1513878189

Daher 1 + 4¥ cosa'w = +4/13, 1+ 4¥ cosb/w = —/13.

11
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III. Fir n = 17 haben wir vier Werte von o/, namlich 1, 2, 4, 8, und
Daraus berechnen sich die

ebenso viele Werte von ¥, namlich 3, 5, 6, 7.

Kosinus:
cosw = +0,9324722294 cos3w = +0,4457383558
cos2w = +0,7390089172 cosdbw = —0,2736629901
cosdw = +0,0922683595 cosbw = —0,6026346364
cos 8w = —0,9829730997 cos 7w = —0,8502171357
Summe = +0,7807764064 Summe = —1,2807764065

Daher 1 + 4¥ cosd'w = +4/17,
IV. Fiir n = 3 gibt es nur einen Wert von a, namlich a = 1, dem

1+ 4¥ cosbw = —/17.

sinw = +0,8660254038

entspricht. Daher 2sinw = +4/3.

V. Fiir n =7 gibt es drei Werte von a, ndmlich 1, 2, 4. Daraus ergeben

sich die Sinus:

sinw = +0,7818314825
sin2w = +40,9749279122
sindw = —0,4338837391
Summe = +1,3228756556, und somit 2% sin aw = +4/7.

VI. Fiir n = 11 sind die Werte von a gleich 1, 3, 4, 5, 9. Thnen entsprechen

die Sinus:

sinw =

sin 3w
sin 4w
sin bw
sin 9w

+0,5406408175
10,9898214419
10,7557495744
+0,2817325568
—0,9096319954

Summe =

+1,6583123952, und daher 2X sin aw = +4/11.
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VII. Fir n = 19 sind die Werte von a gleich 1, 4, 5, 6, 7, 9, 11, 16, 17.
Thnen entsprechen die Sinus:

sinw = +0,3246994692

sindw = 40,9694002659

sinbw = 40,9965844930

sinbw = 40,9157733267

sin7w = 40,7357239107

sin9w = +0,1645945903
sin1llw = —0,4759473930
sin 16w = —0,8371664783
sin 17w = —0,6142127127
Summe = +2,1794494718, und somit 2¥ sin aw = ++/19.

4.

In allen diesen Beispielen erhélt der Wurzelausdruck das positive Vorzei-
chen. Dasselbe bestétigt sich leicht auch fiir die grofleren Werte n = 23, n = 29
usw.; daraus ergibt sich bereits eine hohe Wahrscheinlichkeit, dass dies eben-
so allgemein gilt. Ein Beweis dieser Erscheinung lasst sich jedoch nicht aus
den an der angefiithrten Stelle dargelegten Grundsétzen gewinnen; mit vollem
Recht ist sie als Gegenstand einer tieferen Untersuchung anzusehen. Diese
Abhandlung soll daher einen strengen Beweis dieses hochst eleganten Sat-
zes vorlegen, der zuvor mehrere Jahre lang auf verschiedene Weise vergeblich
versucht worden war und schliefilich durch ungewohnliche und recht subti-
le Uberlegungen gelang. Zugleich werden wir den Satz unter Wahrung, oder
vielmehr Steigerung, seiner Eleganz zu weit groflerer Allgemeinheit fiithren.
Als kronenden Abschluss werden wir schliefilich den erstaunlichen und sehr
engen Zusammenhang zwischen dieser Summation und einem anderen arith-
metischen Satz von hochster Bedeutung zeigen. Wir hoffen, dass diese Un-
tersuchungen den Geometern an sich willkommen sein werden und dass auch
die Methoden, durch die wir all dies erreichen konnten und die bei anderen
Gelegenheiten ebenfalls niitzlich sein kénnen, ihrer Aufmerksamkeit wiirdig
erscheinen werden.

5.

Unser Beweis geht aus der Betrachtung einer besonderen Art von Reihen
hervor, deren Glieder von Ausdriicken wie

(1—2™) (1 —2™ (1 —am2).. . . (1™ rt
l—2)1—zx)(1—2a3)..... (1 —zm)

abhéngen. Der Kiirze halber bezeichnen wir einen solchen Bruch mit (m, 1)
und schicken zunéchst einige allgemeine Beobachtungen tiber solche Funktio-

nen voraus.

13
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I. Ist m eine positive ganze Zahl kleiner als u, so verschwindet die Funk-
tion (m, ) offenbar, da der Zihler den Faktor 1 — 2% enthélt. Fiir m = pu
stimmen die Faktoren im Z&hler in umgekehrter Reihenfolge mit denen im
Nenner tiberein, woraus (u, u) = 1 folgt. Fiir den Fall schlieflich, dass m eine
positive ganze Zahl grofer als p ist, gelten die Formeln

1 — ghtl
(h+1,p)= q—z (n+1,1)
(1-— xu+2) (1- xu+1)
(1—-2x) (1 —2ax)
B (1 _ Iu+3)(1 _ Iu+2)(1 _ Iu+1)
43 = oy A=) -2

(n+2,p) = =(n+2,2)

= (u+3,3) usw.

oder allgemein

(m, p) = (m,m — p)

II. Ferner bestatigt sich leicht, dass allgemein

(ot 1) = (m— 1+ 1)+ 2™ 5 — 1, 1)

gilt. Da ebenso

(= L+ 1) = (= 2,0+ 1)+ 252 — 2, 1)

(m—=2,p+1)=(m—3,u+1)+a2""*3(m—3,p)

(m=3,u+1)=(m—4,pu+1)+2™ " 4(m—4,p), usw.
ist und diese Reihe bis zu

(H+2,p+1l)=(p+Lp+1)+z(p+1,p)
= (pp) +x(p+1,p)

fortgesetzt werden kann, sofern m eine positive ganze Zahl grofer als p+ 1
ist, ergibt sich

(m,p+1) = () + 2(p+ 1, p) + z2(p + 2, 1)
+ 23(p + 3, 1) + usw.
+a™ T (m = 1, p)

14
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Daraus ist ersichtlich: Ist fiir einen bestimmten Wert von p jede Funktion
(m, ) bei positivem ganzzahligem m ein Polynom, so muss auch jede Funk-
tion (m, p+1) ein Polynom sein. Da diese Voraussetzung fiir u = 1 zutrifft,
gilt sie also auch fir g = 2 und damit auch fiir 4 = 3 usw. Das heifit, all-
gemein ist fiir jeden positiven ganzzahligen Wert von m die Funktion (m, u)
ein Polynom; gleichbedeutend damit ist das Produkt

1—z™)(1—z™HQ —z™2) ... (1 — ™ H

teilbar durch

(1—2)1—-2*)(1-2)....(1 — 2"

15
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6.

Wir betrachten nun zwei Reihen, die beide zu unserem Ziel fithren kénnen.
Die erste Reihe ist

I—2™ (1—a™)(1—2m 1
1—x (1—2)(1—zx)
(=1 — (1 -2

1—2) (1—zz) (1-—a3)

1—

+ usw.

oder

1—(m,1)+ (m,2) — (m,3) + (m,4) — usw.

die wir der Kiirze halber mit f(z,m) bezeichnen. Zunéchst ist unmittel-
bar ersichtlich, dass diese Reihe, sobald m eine positive ganze Zahl ist, nach
ihrem Glied an der Stelle m + 1 (wobei = +£1 gilt) abbricht und dass ihre
Summe in diesem Fall daher ein endliches Polynom in x sein muss. Ferner
ergibt sich aus Art. 5, I, dass allgemein fir jeden Wert von m

und somit
flzm)=1—2™1 -1 —2m2)(m—-1,1)
+ (1 =23 (m-1,2)
— (1 — 2™ (m —1,3) + usw.
gilt. Offenbar ist aber
(1—2™ ) (m-1,1)=(1—2™ ) (m-2,1)
(1—2™ ) (m-1,2) = (1 —2™ ) (m—2,2)
(1—a2™ M (m—1,3) =1 —2™ ) (m—2,3), usw.

woraus wir die folgende Gleichung ableiten:

flx,m)=Q—az™ Yf(e,m—2)........ 1]

16
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7.

Da fir m = 0 die Gleichung f(x, m) = 1 gilt, ergibt die soeben gefundene
Formel

—

(z,2)=1—x

Fa,4) = (1 - 2)(1 - 29)

F,6) = (1 — 2)(1 — 2%)(1 - 2°)

f(z,8) =1 —xz)(1 —2*)(1—251 —27), usw.

z,

oder allgemein fiir jeden geraden Wert von m:

flzm)=0-2)1—2(1—2°)....1—2™ Y ... [2].
Da hingegen fiir m = 1 die Gleichung f(xz,m) = 0 gilt, ist auch

f(x,3)=0
f(x7 5) =
f(z,7) =0 usw

oder allgemein fiir jeden ungeraden Wert von m:

flx,m)=0

Die letztere Summation hitte man im Ubrigen schon daraus ableiten kon-
nen, dass in der Reihe

1—(m,1) 4+ (m,2) — (m,3) + usw. + (m,m — 1) — (m, m)
das letzte Glied das erste aufhebt, das vorletzte das zweite usw.

8.

Fiir unser Ziel geniigt zwar der Fall, dass m eine positive ungerade ganze
Zahl ist. Wegen der Eigenart des Gegenstands lohnt es sich aber, auch iiber
die Fille, in denen m gebrochen oder negativ ist, einiges hinzuzufiigen. Un-
sere Reihe bricht dann offenbar nicht mehr ab, sondern lduft ins Unendliche;
auflerdem sieht man leicht, dass sie divergent wird, sobald z ein Wert kleiner
als 1 gegeben wird. Thre Summation muss daher auf Werte von x beschréinkt
werden, die grofer als 1 sind.

17
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Nach Formel [1] in Art. 6 haben wir

1
f<m7_2>:1_l
x
1 1
f($7_4): 1 1
-2 1—=%
1 1 1
f(xz,—6) = . ) , USW.
1-11-Lr1- Xk

sodass sich der Wert der Funktion f(x,m) auch fiir einen negativen gera-
den ganzzahligen Wert von m in endlichen Gliedern angeben lésst. Fiir die
iibrigen Werte von m werden wir die Funktion f(x, m) dagegen auf folgende
Weise in ein unendliches Produkt umwandeln.

Wenn m einem negativen unendlichen Wert zustrebt, geht die Funktion
f(x,m) iber in

1 1 1

1 .
+m—1+$—1 rxx —1

n 1 1
r—1 zx—1 23-1

+ usw.

Diese Reihe ist also gleich dem unendlichen Produkt

1 1 1 1
1 - 1 - 1 - 1
1-1"1-LF'1-L'1- 1%

= po

usw. bis ins Unendliche.

Da ferner allgemein

flz,m) = flz,m —2X\). (1 —z™ (1 —2m3)
(1— 2™ ). (1 —zm 2+

ist, gilt

flz,m) = f(z,—00) . (1 —2™ (1 — 2™ %) (1 —2™)
usw. bis ins Unendliche.
1— mmfl 1— xmfi’) 1— xme 1— xmf7
T B I R I I

usw. bis ins Unendliche.

Dessen Faktoren ndhern sich im weiteren Verlauf offenbar immer mehr der
Einheit.
Besondere Aufmerksamkeit verdient der Fall m = —1. Hier ist

flx,-1) =14z 423 +270+ 2710 4 usw.

18
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Diese Reihe ist also gleich dem unendlichen Produkt

2 4 6

l—z* 1—27* 1—2a~
. . us
l—z1 1—g3 1—2g5

oder, wenn wir z fiir 7! schreiben,

W.

4 6

l—azx 11—z

l—2x "1 —23"1—2b
8

14+ 2422+ 2% + usw. =

1—=z
. T Usw.
1—z

Diese Gleichheit zwischen zwei recht verwickelten Ausdriicken, auf die wir
bei anderer Gelegenheit zuriickkommen werden, ist in der Tat sehr bemer-
kenswert.

9.
Als Zweites betrachten wir die folgende Reihe:

1—2™ $(1—xm)(1—xm_l)
1—x (1-2)1—zx)
3(1—a™) (1 —2m (1 —2m2)

IR e G g ) R

1+:c%

oder

1+ x%(m, 1) + x(m,2) + x%(m, 3) + zx(m,4) + usw.

die wir mit F'(z, m) bezeichnen. Wir beschrianken diese Untersuchung auf

den Fall, dass m eine positive ganze Zahl ist, sodass auch diese Reihe stets
1

mit ihrem Glied an der Stelle m + 1 abbricht, wobei = 2™ (m,m) gilt. Da

(m,m)=1, (m,m-—1)=(m,1), (m,m—2)=(m,2), usw.

ist, lasst sich die Reihe auch so darstellen:

F(z,m) = 22" 4 :E%(m_l)(m, 1)
+ 220" (m, 2) + 220" (1m, 3) + usw.

Daraus ergibt sich

(1+ a:%m“'%)F(a:,m) =1+ x%(m, 1)+ z(m,2)
+ 2 (m,3) 4 usw.
ta2.aM . 2™ Y (m, 1)

3
2

+ 22 . 2™ %(m,2) + usw.
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Da nun (Art. 5, II)
(m,1)+ 2™ = (m+1,1)
(m,2) + 2™ (m,1) = (m +1,2)
(m,3) + 2™ %(m,2) = (m + 1,3), usw.
gilt, erhalten wir

1

(1+22™3)F(e,m)=F(z,m+1) ....... 3]
Es ist aber F(x,0) = 1; daher gilt
F(z,1)=1+ 23
F(z,2) =
F(z,3)=(1+=z

)(1+x)
1+z)(1+=x

1+«

—~
Nl= N
(V]9

oder allgemein

3
2

F(z,m)=(1+22)(1+z)(1+2?)
(™)L 4]

10.

Nach diesen vorbereitenden Untersuchungen wollen wir unserem Ziel
nun ndherkommen. Fiir einen Primzahlwert von n sind die Quadrate 1, 4,

9....(3(n—1))% untereinander sémtlich inkongruent modulo n. Ihre kleinsten

Reste nach diesem Modul miissen daher mit den Zahlen a {ibereinstimmen,
und somit ist

Y cos akw = cos kw + cos 4kw + cos 9kw
+ usw. + cos(3(n — 1))%kw
Y sin akw = sin kw + sin 4kw + sin 9kw
+ usw. + sin(i(n — 1))%kw
Da ferner dieselben Quadrate 1, 4, 9....(5(n — 1))? in umgekehrter Rei-
henfolge zu (3(n+1))2, (3(n+3))% (3(n+5))%..... (n — 1)? kongruent sind,
gilt auch
S cos akw = cos((n +1))%kw
+ cos(3(n + 3))%kw + usw. + cos(n — 1)%kw
Y sinakw = sin(3(n + 1))%kw
+sin(3(n + 3))%*kw + usw. + sin(n — 1)%kw
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Wir setzen also

T =1+ cos kw + cos 4kw + cos Ykw
+ usw. + cos(n — 1)%kw

U= sinkw+ sin4kw + sin 9kw
+ usw. + sin(n — 1)%kw

Dann ist

1+2¥cosakw =T
2¥ sinakw = U

Daraus ist ersichtlich, dass die in Art. 1 angegebenen Summationen von
der Summation der Reihen 7" und U abhéngen. Wir lassen daher die erste-
ren beiseite, richten unsere Untersuchung auf diese Reihen und fithren sie
so allgemein durch, dass sie sowohl Primzahlwerte von n als auch beliebige
zusammengesetzte Werte umfasst. Wir setzen dabei voraus, dass die Zahl k
zu n teilerfremd ist: Der Fall, dass k und n einen gemeinsamen Teiler haben,
l&sst sich ohne Miihe auf diesen zuriickfiihren.

11.

Wir bezeichnen die imaginidre Grofle /—1 mit 7 und setzen

coskw +isinkw =r

Dann ist ™ = 1, oder r ist eine Wurzel der Gleichung ™ — 1 = 0. Man
sieht leicht, dass samtliche Zahlen k, 2k, 3k . ... (n — 1)k nicht durch n teilbar
und untereinander inkongruent modulo n sind. Daher sind die Potenzen von
r

1, e . et

sdmtlich verschieden, wéhrend jede von ihnen auch der Gleichung x™ —
1 = 0 geniigt. Aus diesem Grund stellen diese Potenzen alle Wurzeln der
Gleichung ™ — 1 = 0 dar.

Diese Schliisse wiirden nicht gelten, wenn k£ mit n einen gemeinsamen Tei-

ler hatte. Ware namlich v ein solcher gemeinsamer Teiler, so wére k. — durch
v

n teilbar und damit eine niedrigere Potenz als r™, namlich r, gleich der
Einheit. In diesem Fall stellen die Potenzen von r also héchstens - Wur-
zeln der Gleichung 2™ — 1 = 0 dar, und tatséchlich ergeben sie ebensyo viele
verschiedene Wurzeln, wenn v der grifite gemeinsame Teiler der Zahlen k, n
ist. In unserem Fall, in dem k und n als teilerfremd vorausgesetzt sind, ldsst
sich r zweckméfig eine eigentliche Wurzel der Gleichung z™ — 1 = 0 nennen.
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Im anderen Fall dagegen, in dem k und n einen (gréfiten) gemeinsamen Teiler
v hitten, wiirde r eine uneigentliche Wurzel jener Gleichung heiflen. Dann wé-
re aber dieselbe r offenbar eine eigentliche Wurzel der Gleichung zv —1=0.
Die einfachste uneigentliche Wurzel ist die Einheit, und im Fall, dass n eine
Primzahl ist, gibt es tiberhaupt keine anderen uneigentlichen Wurzeln.

12.

Setzen wir nun

n—1)2

W:1—|—7“+T4+r9+usw.+usw.—|—r(

so ist offenbar W = T + iU; somit ist T der reelle Teil von W, und U
geht aus dem imagindren Teil von W hervor, wenn der Faktor ¢ weggelassen
wird. Damit fiihrt sich die ganze Frage auf die Bestimmung der Summe W
zuriick. Hierzu ldsst sich entweder die in Art. 6 betrachtete Reihe verwenden
oder diejenige, deren Summation wir in Art. 9 gezeigt haben; die erstere ist
jedoch weniger geeignet, wenn n gerade ist. Dennoch hoffen wir, dass es den
Lesern willkommen sein wird, wenn wir den Fall, dass n ungerade ist, nach
zwei Methoden behandeln.

Zunéchst sei also n eine ungerade Zahl, r bezeichne eine beliebige eigent-
liche Wurzel der Gleichung z™ — 1 = 0, und in der Funktion f(x,m) werde
z=r und m =n — 1 gesetzt. Daraus ergibt sich offenbar

1—z™ 1— L 1
_= = —T
1—z 1—r
1—am 1 1—r2 9
= = —7r
1—2x 1—rr
1—xm_2_1—7’_3_ _3
T = —r 7, usw.
bis hin zu
1—2x _1—7“*””‘_ —m
1l—gm  1—pm -

(Es ist nicht tberfliissig, darauf hinzuweisen, dass diese Gleichungen nur
insoweit gelten, als r als eigentliche Wurzel vorausgesetzt ist: Wére r eine
uneigentliche Wurzel, so wiirden bei einigen dieser Briiche Zdhler und Nenner
zugleich verschwinden, und die Briiche wiirden somit unbestimmt).

Daraus leiten wir die folgende Gleichung ab:

from—1)=1+r"1 4772 4770 4 usw. 4+ p—3(n=Dn
=(1-r)1-r)1-7")..... (1—r"2)
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Dieselbe Gleichung gilt weiterhin, wenn wir  durch r* ersetzen, wobei A
eine beliebige zu n teilerfremde ganze Zahl bezeichnet: Dann ist auch 7 eine
eigentliche Wurzel der Gleichung  —1 = 0. Ersetzen wir also » durch 772
oder, was dasselbe ist, durch r =2, so erhalten wir

1472 70 4712 fusw. 4 (0 Dn
=(1—r A —r O —r 1. (1 -y )
Multiplizieren wir beide Seiten dieser Gleichung mit

oS D =y

L(n-1)?
so ergibt sich wegen
P22 L3
T(n—l)n—i—i n—1)2 _ Ti(n—f—l)Q
pOti(n=1)% _  5(n—5)?
n=2)(n—1)+3(n—1)> _ 5 (n+3)>

7

Pl2+5(n=1)? _ 5 (n-7)

T(n73)(n72)+%(n71)2 — Ti(n+5)27 USW.
die folgende Gleichung;:
pa=1? 4 3 (=3? L 3-8 4 w4+ 1
4+ pa(D? L3 (03)? g (nt5)?
+ usw. + (227
=(r—r Y —r ) =) (T -
oder, wenn wir die Glieder der linken Seite anders anordnen,
1+ 7+ + usw. + (17
=(r—r ) —r . "= [5]
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13.

Die Faktoren auf der rechten Seite der Gleichung [5] lassen sich auch fol-
gendermaflen schreiben:

r—r = —(7‘”_1 7"_”+1)
7"3 7"73 — —(7’”73 r7n+3)
P — S = — ("0 — ) usw.
bis hin zu
rn—2 _ T—n+2 —_ —(7“2 _ 7“_2)

Damit nimmt die Gleichung diese Form an:
W= (=1)2=D (2 — p=2) (4 = =) (r6 — p6)
B (,rn—l _ ,r—n-l-l)
Multiplizieren wir diese Gleichung mit [5] in ihrer urspriinglichen Form, so
ergibt sich
W2 = (=12 D —r (2 =) (P =)
N
wobei (—1)%("71) entweder = +1 oder = —1 ist, je nachdem, ob n die Form
4+ 1 oder die Form 4u + 3 hat. Daraus folgt
W2 = 427D (1 — p=2)(1 =41 = r79)
(1 =2y
Nun sieht man ohne Miihe, dass =2, r—4, r=6 ... +72""2 samtliche Wur-

zeln der Gleichung z" — 1 = 0 mit Ausnahme der Wurzel x = 1 darstellen.
Daher muss die folgende Gleichung identisch fiir eine Unbestimmte gelten:

(z—r H@—rHa-—r.. . (z—r 2?2
=" 4" 2 " S fusw. o+ 1
Setzen wir also x = 1, so erhalten wir
Q—r A —-rHA-r ... . QA=-r2H=p

und da offenbar r2"("=1) = 1 ist, geht unsere Gleichung in die folgende
iber:
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In dem Fall, dass n die Form 4u + 1 hat, ist somit

W ==£yn, undsomit T ==%n, U=0
Im anderen Fall dagegen, in dem n die Form 4 + 3 hat, ist

W ==+iy/n, undsomit T =0, U==%yn

14.

Die Methode des vorigen Artikels liefert nur den absoluten Wert der Sum-
men 7', U und lésst offen, ob fiir T' im ersten Fall und fiir U im zweiten Fall
= +y/n oder = —/n zu setzen ist. Dies lasst sich aber, wenigstens fiir den
Fall £ = 1, anhand der Gleichung [5] folgendermafien entscheiden. Da fiir
k=1

1

r—r - =2isinw
r3 — 73 = 2isin 3w
r® — 175 = 2/ sin 5w usw.

ist, geht jene Gleichung iiber in

W = (21’)%(”*1) sinwsin 3wsinbw . .. sin(n — 2)w

In dem Fall, dass n die Form 4y + 1 hat, finden sich nun in der Folge der
ungeraden Zahlen

1,3,5,7....5(n—3), 3(n+1)....(n—2)

1(n — 1) Zahlen, die kleiner als $n sind und denen offenbar positive Si-
nuswerte entsprechen. Die ibrigen %(n — 1) dagegen sind grofler als %n, und
ihnen entsprechen negative Sinuswerte. Das Produkt sdmtlicher Sinuswerte
ist daher gleich einer positiven Grofie, multipliziert mit (—1)%("_1). Somit ist
W gleich einer positiven reellen Gréfe, multipliziert mit i"~! oder mit 1, da
i* = 1 ist und n — 1 durch 4 teilbar ist: Die GroBe W ist also reell und positiv.

Daher gilt notwendig

W=+yn, T=+n

Im anderen Fall, in dem n die Form 4u + 3 hat, sind in der Folge der
ungeraden Zahlen

1,3,5,7....5(n—1), 3(n+3)....(n—2)
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die ersten I(n + 1) kleiner als 3n, die iibrigen I(n — 3) dagegen grofer.
Unter den Sinuswerten der Bégen w, 3w, 5w . ... (n — 2)w sind somit §(n —3)
negativ, und daher ist W das Produkt aus i%("_l), einer positiven reellen
Grofle und (—1)%(”73). Der dritte Faktor ist = ¢2(™3) und ergibt mit dem
ersten multipliziert i"~2 =i, da "3 = 1 ist. Somit gilt notwendig

W =+iy/n, und U=+n

15.

Wir werden nun zeigen, wie sich dieselben Ergebnisse aus der in Art. 9

betrachteten Reihe ableiten lassen. Ersetzen wir in der Gleichung [4] den

Ausdruck x% durch —y_l,

1= y72m 3 (1 _ nym)(l _ y72m+2)
B A ()
5 (1 _ y—2m)(1 2m+2)(1 y—2m+4)

(1- )(1 -y (1 -y
bis zum Glied an der Stelle m+1

so erhalten wir

1—y

+ usw.

=(1-y Hl+y HA-y ) +y
S(IxyT™ T
Waiéhlen wir hier flir y eine eigentliche Wurzel der Gleichung y* — 1 = 0,
etwa r, und setzen zugleich m =n — 1, so ist

e U
l—y2 1-r72
1_y72m+2 1_7n4 A
-y 4 1-r4- "
1_y—2m+4 1—T6 5
1—y6 16 "
bis hin zu
1_y—2 _ 1_r2n—2 :_r2n72

1— y—Zm 1 — p—2n+2

Dabei ist zu beachten, dass keiner der Nenner 1 — 72, 1 — =% usw. = 0

wird. Daher nimmt die Gleichung [7] diese Form an:
147+ 7 4 usw. 4 (01

=(1- r_l)(l + r_2)(1 — 7“_3) (14 7“_”+1)
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Multiplizieren wir auf der rechten Seite dieser Gleichung das erste Glied
mit dem letzten, das zweite mit dem vorletzten usw., so erhalten wir

(1+ 1"_4)(1 — 7“_”+4) =t e g

Man sieht leicht, dass diese Teilprodukte das folgende Produkt ergeben:

R (e (T

B (Tnf4 o r7n+4)(7qn72 _ r7n+2)

Dieses ist somit

=147+t pusw 4V =W

Diese Gleichung ist identisch mit der Gleichung [5], die in Art. 12 aus der
ersten Reihe abgeleitet wurde; die {ibrigen Schlussfolgerungen ergeben sich
dann auf dieselbe Weise wie in den Art. 13 und 14.

16.

Wir gehen zum anderen Fall iiber, in dem n eine gerade Zahl ist. Zunéchst
habe n die Form 4+ 2, sei also das Doppelte einer ungeraden Zahl. Offenbar
liefern die Zahlen tnn, (3n + 1) — 1, (3n + 2)% — 4 usw., oder allgemein
(2n + A)? — A\, bei Division durch n ungerade Quotienten und sind daher
modulo n zu %n kongruent. Daraus folgt, dass fiir eine eigentliche Wurzel r

der Gleichung ™ — 1 = 0, fiir die also rat = —1 ist, gilt:

rem)? = 1
T(%n-ﬁ-l)Q = _p
T(%n+2)2 _ 7,4
rGrt2? — 9 ysw.

Somit hebt in der Reihe

147+t + 12 4 usw. + (D

das Glied #G™* das erste auf, das néchste das zweite usw., sodass sich
ergibt:
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17.

Es bleibt der Fall, in dem n die Form 4u hat, also durch vier teilbar ist.
Hier ist allgemein (%n + A)2 — A\ durch n teilbar, und somit gilt

In+N)?2 _ AN

7”( r

In der Reihe

147+t + 12 4 usw. + (=D

ist daher das Glied 7(3™” dem ersten gleich, das néchste dem zweiten usw.,
sodass sich ergibt:

W =21+r4+7r"+7 + usw. + r(%”_l)Q)

Nehmen wir nun an, dass in der Gleichung [7] aus Art. 15 m = in — 1

gesetzt und fiir y eine eigentliche Wurzel der Gleichung ¢y — 1 = 0, etwa r,
gewdhlt wird. Dann erhélt die Gleichung, ebenso wie in Art. 15, die folgende
Form:

1

147+ 4+ usw. + (a7
— (= YA+ A=) (1=

oder
W=21-r"Ha4+r2Q-r A +r%
L (L—pmEnty g
Da ferner 73" = —1 und folglich
1472 = —r%"”(l _ T—§n+2)
1+ T74 — _T%n74(1 _ T*%n+4)
1+r 0= —r%”*G(l — 7’*%”%) usw.

ist und das Prodlukt delr Fakltoren —r%”_Q, —r%”_‘l, —r3"6 usw. bis zu
—r? gleich = (—1)1" 176" ~1" jst, ldsst sich die vorige Gleichung auch
folgendermaflen schreiben:

W= 2(=1)im i (L (1 - )
1—r 31 —-r....(1- r_%"“)
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Da
1—r =711 =t
1—7r 2= 721 —r "2
1—7r3 = =31 —r7""3) usw.

ist, erhalten wir

1—r L —r 21 —r 3. (1—r 2t

— (-1 %nfl TfénnJr%n 1— 7%n71
(=1) ( )

und damit
W =2(~1)3" 216" (1 — 2"
(1—r 2" 21— 72" 3) (1=t

Multiplizieren wir diesen Wert von W mit dem zuvor gefundenen und fiigen
1
auf beiden Seiten den Faktor 1 — r~2" hinzu, so ergibt sich

(1—r 2")W2 = 4(—1)"3p—17(1 — L)
1—r 1 —773)....(1 —r
Es ist aber

(1-— 7"_1)(1 — r_2)(1 — 7‘_3) (1= T_”'H) =n
Daraus folgt schliefilich
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Nun sieht man leicht, dass rim entweder = 44 oder = —1 ist, je nachdem,
ob k die Form 44 + 1 oder die Form 4 + 3 hat. Da ferner

2= (1+14)% —2i=(1-1)?
ist, ergibt sich in dem Fall, dass k die Form 4u + 1 hat,

W ==2(141i)/n, undsomit T =U==%\/n

im anderen Fall dagegen, in dem k die Form 44 + 3 hat,
W ==%(1-1i)y/n, undsomit T =-U==%/n

18.

Die Methode des vorigen Artikels lieferte die absoluten Werte der Funk-
tionen 7', U und gab die Bedingungen an, unter denen ihnen gleiche oder
entgegengesetzte Vorzeichen zu geben sind; die Vorzeichen selbst sind damit
aber noch nicht bestimmt. Fiir den Fall £ = 1 werden wir dies folgenderma-
Ben erganzen.

Setzen wir p = cos %w + i sin %w, sodass r = pp ist. Wegen p"” = —1 lasst
sich die Gleichung [8] offenbar folgendermafen schreiben:

W =2(14p"2)(1+p (1 +p" )1 +p7%)
(T (14 Y
oder, wenn wir die Faktoren anders anordnen,
W =2(1+p*)(1+p (1 + )1+ %)
(L pTMH (A ")

Nun ist
14 p2 = 2pcos %w
1+pt=2p"2cosw
14+ p % =2pcos gw
1+p 8= 2p*4 cOS 2w, USW.
bis hin zu

1
1+p "t = 2p7%"+2, cos(zn — 1w
1

1
14+ p"2= 2/)%”*1 cos(zn - i)w
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Somit ergibt sich

N

1
W =22"pa" cos - =
pi’ cos Jw cosw Hw
( )
---cos(yn — S )w

Die in dieses Produkt eingehenden Kosinuswerte sind offenbar sémtlich
positiv, der Faktor pi" dagegen ist = cos 450+ sin 450 = (141)y/3. Daraus
schlieflen wir, dass W das Produkt aus 1+ und einer positiven reellen Grofle
ist. Daher gilt notwendig

W=(01+1i)/n, T=+y/n U=+yn

19.

Es wird sich lohnen, sdmtliche bisher entwickelten Summationen hier in
einer Ubersicht zusammenzustellen. Allgemein gilt nimlich

T = ‘ U= ‘fﬁrnderForm

+/n | £v/n 4

+yn| 0 dp+1
0 0 4p+ 2
0 |£/n dp+3

und wenn wir k = 1 setzen, muss der Wurzelausdruck das positive Vorzei-
chen erhalten. Damit ist nun mit voller Strenge bewiesen, was wir in Art. 3
flir Primzahlwerte von n durch Induktion bemerkt hatten. Es bleibt nur noch
zu zeigen, wie sich die Vorzeichen in allen Féllen fiir beliebige Werte von k
bestimmen lassen. Bevor wir diese Aufgabe jedoch in ihrer ganzen Allge-
meinheit angehen kénnen, miissen wir zunéchst die Falle ndher betrachten,
in denen n eine Primzahl oder eine Primzahlpotenz ist.
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20.

Zunéchst sei n eine ungerade Primzahl. Nach den Ausfithrungen in Art. 10
ist offenbar W = 1 + 2%r% = 1 4+ 2XR% wenn R = cosw + isinw gesetzt
wird und a, ebenso wie dort, unbestimmt sdmtliche quadratischen Reste von n
zwischen 1 und n—1 bezeichnet. Bezeichnen wir ebenso durch b unbestimmt
sdmtliche quadratischen Nichtreste zwischen denselben Grenzen, so sieht man
ohne Miihe, dass sdmtliche Zahlen ak modulo n entweder zu sédmtlichen a
oder zu samtlichen b kongruent sind (ohne Riicksicht auf ihre Reihenfolge),
je nachdem, ob k ein Rest oder ein Nichtrest ist. Im ersten Fall ist daher

W =1+25R% =1+ R+ R'+ R? + usw. + RV’

und somit W = +4/n, wenn n die Form 4y + 1 hat, sowie W = +iy/n,
wenn n die Form 4y + 3 hat.
Im anderen Fall dagegen, in dem k ein Nichtrest von n ist, gilt

W =1+22Rb

Da nun sédmtliche a, b offenbar die gesamte Menge der Zahlen 1, 2, 3 ...
ausfiillen und folglich

YR+ YR =R+ R+ R*+usw. + R* 1= -1

ist, ergibt sich

W =—1-25R" = —(1+ R+ R*+ R® + usw. + R"~’)

und somit W = —/n, wenn n die Form 4p + 1 hat, sowie W = —i/n,
wenn n die Form 4p + 3 hat.
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Daraus folgt also:
FErstens, wenn n die Form 4u + 1 hat und k ein quadratischer Rest von n
ist,
T=+yn, U=0

zweitens, wenn n die Form 4p + 1 hat und k ein Nichtrest von n ist,

T=—-yn U=0

drittens, wenn n die Form 4 + 3 hat und k ein Rest von n ist,

T=0, U=+yn

viertens, wenn n die Form 4u + 3 hat und k ein Nichtrest von n ist,

21.

Zweitens sei n das Quadrat oder eine hohere Potenz einer ungeraden Prim-
zahl p, und es werde n = p?*q gesetzt, wobei ¢ entweder = 1 oder = p ist.
Zunéchst ist hier zu beachten, dass fiir eine beliebige ganze Zahl A, die nicht
durch p* teilbar ist, gilt:

P 70?2079 (A 3p7)?
+ usw. 4 A9’
_ 1 4 2P
PO sy,  2A PO

B 7”)‘)‘(1 _ rz,\n)

=0
1 —r2Ap7q

Man erkennt dann leicht die Gleichung

W =147 %7 4 o7 ugw, 4 (077’

Denn die iibrigen Glieder der Reihe

1+7+ 7+ 72 +usw. 4+ 7 D°

lassen sich in (p” — 1)q Teilreihen mit jeweils p* Gliedern aufteilen, deren
Summen durch die soeben angegebene Umformung verschwinden.

Daraus folgt im Fall ¢ = 1, also wenn n eine Primzahlpotenz mit geradem
Exponenten ist:

W =p” =+4y/n, und somit T'= +y/n, U =0
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Im anderen Fall dagegen, in dem ¢ = p, also n eine Primzahlpotenz mit
ungeradem Exponenten ist, setzen wir P = p. Dann ist p eine eigentliche
Wurzel der Gleichung 2P — 1 = 0, und zwar p = cos %3600 + ¢sin %36007 und
es ergibt sich

W=14p+p*+p° +usw. + p(pkﬂ_l)2

=P (Lt ptp' 40"+ usw. 4 p7")

Die Summe der Reihe 1+ p + p* + p% + usw. + p(/p_l)2 ist aber durch den
vorigen Artikel bestimmt. Daraus folgt unmittelbar

W =+/n=T, fallsp die Form 4+ 1 hat
W = +iy/n =iU, falls p die Form 4u + 3 hat
mit dem positiven oder negativen Vorzeichen, je nachdem, ob k ein Rest
oder ein Nichtrest von p ist.
22.

Aus den Ausfithrungen in den Art. 20 und 21 ldsst sich auch leicht der
folgende Satz ableiten, der uns weiter unten von erheblichem Nutzen sein
wird. Setzen wir

W =1+ 7"+ 4y 4 usw. + =17

wobei h eine beliebige, nicht durch p teilbare ganze Zahl bezeichnet, so gilt
in dem Fall n = p oder wenn n eine Potenz von p mit ungeradem Exponenten
ist:
W' = W, falls h ein quadratischer Rest von p ist
W' = —W, falls h ein quadratischer Nichtrest von p ist
Denn offenbar geht W/ aus W hervor, wenn fiir & der Ausdruck kh einge-
setzt wird. Im ersten Fall sind aber £ und kh hinsichtlich ihrer Eigenschaft
als Reste oder Nichtreste von p gleichartig, im zweiten Fall verschiedenartig.

In dem Fall dagegen, dass n eine Potenz von p mit geradem Exponenten
ist, gilt offenbar W’ = +,/n und somit stets W' = W.
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23.

In den Art. 20, 21 und 22 haben wir ungerade Primzahlen und deren
Potenzen betrachtet. Es bleibt daher der Fall, in dem n eine Zweierpotenz
ist.

Fir n = 2 ist offenbar W =1+1r =0.

Fiir n = 4 ergibt sich W = 147 +r* + 1% = 24+ 2r. Somit ist W = 2 + 24,
wenn k die Form 4p + 1 hat, und W = 2 — 2¢, wenn k die Form 4x + 3 hat.

Fiir n = 8 haben wir W = 1474744794916 1925 19236 1 49 — 94 494 294
=4r. Daher ist

W = (1+1)y/8, wenn k die Form 8u + 1 hat
W = (-1+41)/8, wenn k die Form 8u + 3 hat
W =(-1-14)y/8, wenn k die Form 8u + 5 hat
W =(1-1)y/8, wenn k die Form 8u + 7 hat

Ist n eine hohere Zweierpotenz, so setzen wir n = 22*q, wobei ¢ entweder
=1 oder = 2 und s groffer als 1 ist. Zunéchst ist hier zu beachten, dass fiir
eine beliebige ganze Zahl A, die nicht durch 2*~! teilbar ist, gilt:

P 4270 L (42.279)% | (A3.279)?

+ usw. 4 A2’

x+1 x+1
— T)\)\{l + 7n2 Agq + 7’2'2 Agq

3TN gy, (202 Ny

B T‘A)‘(l _ 702/\71) 0
1=
Man erkennt dann leicht die Gleichung

W _ 1 + T2274—2 + 7’4‘22%_2 + 7‘9'22%_2 + USW. + r(n72%_1)2

Setzen wir 2" = p, so ist p eine Wurzel der Gleichung %7 — 1 = 0, und
Zwar p = cos 4%3600 + ¢sin 4%3600; dann ergibt sich

W =1+p+p*+p” +usw. + p& "D’

=27 Y14 p+pt+ p° +usw. + p(4q71)2)
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Die Summe der Reihe 1+ p+ p* + p? + usw. + p(4q_1)2 ist aber durch unsere
Ausfiihrungen zu den Féllen n = 4, n = 8 bestimmt. Daraus schlieflen wir,
dass im Fall ¢ = 1, also wenn n eine Potenz der Zahl 4 ist,

W =(1419)2"=(141i)y/n, fallsk die Form 4p + 1 hat
W =(1-14)2"=(1—-1i)y/n, fallsk die Form 4u + 3 hat
gilt. Dies sind genau die fir n = 4 angegebenen Formeln;

im anderen Fall dagegen, in dem ¢ = 2, also n eine Zweierpotenz mit einem
ungeraden Exponenten grofler als 3 ist, gilt

+1)2%y/2 = (—1+1i)y/n, falls k die Form 8u + 3 hat
—1)2”\/2 = (=1 —1i)y/n, falls k die Form 8u + 5 hat
1—14)2%y/2=(1—1)y/n, fallsk die Form 8y + 7 hat

W =(1+4+14)2"/2=(1+1i)y/n, fallsk die Form 8u + 1 hat
W= (-1
W= (-1
W= (

was ebenfalls vollsténdig mit den fiir n = 8 angegebenen Formeln iiberein-
stimmt.
24.

Auch hier wird es sich lohnen, das Verhéltnis der Summe der Reihe

W' =1+ +r¥ 4% 4 usw. 4 M-’

zu W zu bestimmen, wobei h eine beliebige ungerade ganze Zahl bezeichnet.
Da W’ aus W durch Ersetzen von k durch kh hervorgeht, hingt der Wert
von W’ ebenso von der Form der Zahl kh ab, wie W von der Form von k

abhéngt. Setzen wir VVVVI = [, so gilt offenbar

I. im Fall n = 4 oder einer héheren Zweierpotenz mit geradem Exponen-
ten

=1, falls h die Form 4x + 1 hat

Il =—i, falls h die Form 4 + 3 hat, und k die Form 44 + 1 hat
l =+, falls h die Form 4u + 3 hat, und k dieselbe Form hat.
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II. im Fall n = 8 oder einer hoheren Zweierpotenz mit ungeradem Expo-
nenten

[ =1, falls h die Form 8u + 1 hat,

[ = —1, falls h die Form 8y + 5 hat,

[ = +1, falls entweder h die Form 8y + 3 hat, und k£ die Form 4u + 1 hat,
oder h die Form 8y + 7 hat, und k die Form 4u + 3 hat,

[ = —i, falls entweder h die Form 8y + 3 hat, und k die Form 4u + 3 hat,
oder h die Form 8y + 7 hat, und k die Form 4p + 1 hat.

Durch die vorigen Artikel ist die Bestimmung der Summe W fiir die Fille,
in denen n eine Primzahl oder eine Primzahlpotenz ist, vollstdndig abgeschlos-
sen. Es bleibt daher, auch die Félle zu erledigen, in denen n aus mehreren
Primzahlen zusammengesetzt ist; hierzu wird uns der folgende Satz den Weg
bahnen:

25.

SATZ. FEs sein das Produkt zweier teilerfremder positiver ganzer Zahlen
a, b, und es werde gesetzt

P=14+7r% 4 r4aa + yaa + usw. + T(bfl)zaa
Q=1+7r"% 4, 4 9% L ygw, + p(a=1)%bb

Dann behaupte ich, dass W = PQ) ist.

Beweis. Es bezeichne a unbestimmt die Zahlen 0,1,2,3....a — 1, § die
Zahlen 0,1,2,3....b — 1 und v die Zahlen 0,1,2,3....n — 1. Dann gilt
offenbar

P=xr® % Q=xpt W =5

Somit ist PQ = LreehfBtbbac wenn fiir o und f samtliche Werte in allen
moglichen Kombinationen eingesetzt werden. Da ferner 2abaf = 2afn ist,
ergibt sich PQ = $7(@8+52)?  Man sieht aber ohne Miihe, dass die einzelnen
Werte von af3 4+ ba voneinander verschieden und jeweils einem Wert von v
gleich sind. Daher ist PQ = " = W.

Auflerdem ist zu beachten, dass r®® eine eigentliche Wurzel der Gleichung
2% — 1 =0 und r* eine eigentliche Wurzel der Gleichung % — 1 = 0 ist.
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26.

Es sei nun n das Produkt dreier paarweise teilerfremder Zahlen a, b, c. Wird
bc = b gesetzt, so sind offenbar auch a und b’ teilerfremd; daher ist W das
Produkt der beiden Faktoren

1 4 rae +T4aa +T9aa + usw. _i_,r(b’fl)Qaa

ANJ NS ANJ . 211/
14 V8 4 2 POV gy, 4 (e D7D

Da aber 7% eine eigentliche Wurzel der Gleichung 2% — 1 = 0 ist, ist der
erste Faktor selbst das Produkt aus

L L
1+pcc+p4cc+pgcc+usw.+p(b—1)2cc

wenn r*® = p gesetzt wird. Daraus ist ersichtlich, dass W das Produkt
der drei Faktoren

_1)2
1+ ,rbbcc + ,r4bbcc + T9bbcc + usw. + T(a 1)“bbec
1 4 paacc 7,4aacc + T9aacc + usw. + T(b—1)2aacc

1 4 poabb 4 jdaabb | 9aabb 4 ooy T(c—l)Qaabb

ist, wobei rbbec paace  paabb jeweils eigentliche Wurzeln der Gleichungen

2 —1=0,2)-1=0, 2°—1 =0 sind.
27.

Daraus folgt leicht allgemein: Ist n das Produkt beliebig vieler paarweise
teilerfremder Faktoren a, b, c usw., so ist W das Produkt ebenso vieler Fakto-
ren, ndmlich

nn ann 9nn (a=1)%nn
l+re +rae 4re 4usw.+r aa

nn 4dnn 9Inn (b—l)2nn

147w 4ree +rw +usw.+r o

nn 4nn Inn (671)27111
l4+rec +rec +1rc +usw.+7r cc , USW.

nn nn nn

wobei 17aa, 786 | rec usw. eigentliche Wurzeln der Gleichungen % — 1 =0,
2’ —1=0. 2°—1 =0 usw. sind.
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28.

Aus diesen Grundsédtzen ergibt sich nun unmittelbar der Weg zur voll-
stdndigen Bestimmung von W fiir einen beliebigen Wert von n. Zerlegen
wir ndmlich n in Faktoren a, b, c usw., die entweder verschiedene Primzahlen
oilsr Potenzen verschiedener Primzahlen sind, und setzen raa = A, r'tv = B,

re = (C usw., so sind A, B,C usw. eigentliche Wurzeln der Gleichungen
z¢—1=0,2°—1=0, 2 — 1 =0 usw. und W das Produkt der Faktoren

1+ A+ A+ A% + usw. + Al@~D?
1+ B+ B*+ B + usw. + BO~Y’
1+ C+C*+ %+ usw. + eV’

Diese einzelnen Faktoren lassen sich aber anhand unserer Ausfiihrungen in
den Art. 20,21, 23 bestimmen, wodurch auch der Wert des Produkts bekannt
wird. Es wird niitzlich sein, die Regeln zur Bestimmung dieser Faktoren

hier in einer Ubersicht zusammenzustellen. Da die Wurzel A = %" . % ist,

wird die Summe 1+ A4 A* + A% + usw. + A(a_l)z, die wir mit L bezeichnen,
ebenso durch die Zahl %" bestimmt, wie in unserer allgemeinen Untersuchung
W durch k bestimmt wird. Nun sind zwolf Falle zu unterscheiden.

I. Ist a eine Primzahl der Form 4u + 1, etwa = p, oder eine Potenz einer
solchen Primzahl mit ungeradem Exponenten und zugleich %” ein quadrati-
scher Rest von p, so ist L = +/a.

II. Bleiben die iibrigen Bedingungen unverindert und ist %" ein quadra-
tischer Nichtrest von p, so ist L = —+/a.

III. Ist a eine Primzahl der Form 4+ 3, etwa = p, oder eine Potenz einer
solchen Primzahl mit ungeradem Exponenten und zugleich %" ein quadrati-
scher Rest von p, so ist L = +iv/a.

IV. Sind die iibrigen Bedingungen wie in III und ist %” ein quadratischer
Nichtrest von p, so ist L = —i/a.

V. Ist a das Quadrat oder eine hohere Potenz einer (ungeraden) Primzahl
mit geradem Exponenten, so ist L = +4/a.

VI. Ist a=2,so0ist L =0.

VII. Ist a = 4 oder eine hohere Zweierpotenz mit geradem Exponenten
und hat zugleich &2 die Form 4 + 1, so ist L = (1 +14)\/a.

VIII. Sind die iibrigen Bedingungen wie in VII und hat %" die Form
dp+ 3, so ist L = (1 —i)+/a.

IX. Ist a = 8 oder eine hohere Zweierpotenz mit ungeradem Exponenten
und hat zugleich %" die Form 8u + 1, so ist L = (1 +14)+/a.

X. Sind die {ibrigen Bedingungen wie in IX und hat %” die Form 8u + 3,
soist L = (—1+1i)/a.

XI. Bleiben die iibrigen Bedingungen unverdndert und hat %" die Form
8u+5,s0ist L =(—1—1)/a.
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XII. Bleiben die iibrigen Bedingungen unverdndert und hat %” die Form
8u+7,s0ist L =(1—1)\/a.
29.
Es sei beispielsweise n = 2520 =8 .9.5.7 und £ = 13. Dann erhalten
wir
fiir a = 8, nach Fall XII, L = (1—14)/8
fiir den Faktor 9, nach Fall V| zugehérige Summe = /9
fiir den Faktor 5, nach Fall I, zugehorige Summe = —./5
fiir den Faktor 7, nach Fall ITI, zugehorige Summe = +i/7.
Somit ist W = (1 — i) . (—i)./2520 = (—1 — i),/2520.
Fiir denselben Wert von n sei £ = 1; dann entsprechen den Faktoren die
folgenden Summen:

zum Faktor 8 die Summe (—1 + 7)4/8
zum Faktor 9 die Summe /9

zum Faktor 5 die Summe /5

zum Faktor 7 die Summe — i./7

Daraus ergibt sich das Produkt W = (1 + 4),/2520.
30.

Eine weitere Methode, die Summe W allgemein zu bestimmen, ergibt sich
aus unseren Ausfithrungen in den Art. 22. 24. Setzen wir cosw +isinw = p
und

nn

pes =a, pW =f, pe =7usw.
so dass r = pF, A=aF B =p* C=+F usw. gilt. Dann ist
1+ p+p*+p” +usw. + p("_l)2
das Produkt der Faktoren

14+ a+a*+a” +usw. + ala=1?
14 B8+ B+ 8% + usw. + g0~V
T4y +~* +4° + usw. + 7(6,1)27 usw.
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und somit W das Produkt der Faktoren

w= 1—i—p+p4—|—p9+usw.+p(”_1)2
1+ A4 A* + A% 4 usw. + A1’
A =
1 +a+at+a+usw. + ale—1)?
1+ B+ B+ B% + usw. + BO-V’

14 B+ B4+ B2+ usw. + BO-1?
o LECHCH+ OO fusw. + CC17

1yt A0+ usw. - y(eD?

Der erste Faktor w ist bereits durch die oben angegebenen Untersuchungen
bestimmt (Art. 19); die tibrigen Faktoren 2,8, € usw. ergeben sich aus den
Formeln der Art. 22. 24, die wir hier nochmals zusammenstellen, um alles
beisammen zu haben™). Hier sind zwolf Fille zu unterscheiden, namlich

I. Ist a eine (ungerade) Primzahl = p oder eine Potenz einer solchen Zahl
mit ungeradem Exponenten und k ein quadratischer Rest von p, so ist der
entsprechende Faktor [ = +1.

II. Bleiben die iibrigen Bedingungen unveréndert und ist k ein quadrati-
scher Nichtrest von p, so ist % = —1.

III. Ist a das Quadrat einer ungeraden Primzahl oder eine héhere Potenz
derselben mit geradem Exponenten, so ist 2l = +1.

IV. Ist a = 4 oder eine hohere Zweierpotenz mit geradem Exponenten
und hat zugleich k die Form 4u + 1, so ist 2 = +1.

V. Sind die iibrigen Bedingungen wie in IV, hat k die Form 4u 4 3 und
= die Form 4y + 1, so ist & = —i.

VI. Sind die iibrigen Bedingungen wie in IV, hat k die Form 4u + 3 und
= die Form 4p + 3, so ist & = +i.

VII. Ist a = 8 oder eine hohere Zweierpotenz mit ungeradem Exponenten
und hat k£ die Form 8y + 1, so ist 2 = +1.

VIII. Sind die iibrigen Bedingungen wie in VII und hat k die Form 8u+5,
so ist A = —1.

IX. Sind die {ibrigen Bedingungen wie in VII, hat k£ die Form 8u + 3 und
= die Form 4p + 1, so ist & = +i.

X. Sind die iibrigen Bedingungen wie in VII, hat & die Form 8u + 3 und
die Form 4 + 3, so ist A = —i.
XI. Sind die {ibrigen Bedingungen wie in VII, hat k£ die Form 8u + 7 und

3

o die Form 4p + 1, so ist & = —i.
XII.  Sind die iibrigen Bedingungen wie in VII, hat k£ die Form 847 und
o die Form 4p + 3, so ist & = +i.

n

“'Was dort k und h war, ist hier offenbar = und k fiir den zweiten Faktor, £ und k fiir den
dritten Faktor usw.
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Den Fall a = 2 iibergehen wir; hier wére 2 zwar = %, also unbestimmt,
doch gilt dann stets W = 0.

Die tiibrigen Faktoren B, € usw. hdngen von b, c usw. ebenso ab wie 2 von
a, soweit diese Zahlen in ihre Bestimmung eingehen.

31.

Nach dieser zweiten Methode gestaltet sich das erste Beispiel aus Art. 29
folgendermafen:

Der Faktor w ist = (1 + ),/2520

Fiir a = 8 ist der zugehorige Faktor 2 nach Fall VIII = —1

Zum zweiten Faktor von n, 9, gehort der Faktor + 1 (nach Fall II1.)
Zum Faktor 5 gehort der Faktor — 1 (nach Fall IT.)

Zum Faktor 7 gehort der Faktor — 1 (nach Fall IT.)

Daraus ergibt sich das Produkt W = (—1 —4),/2520, wie in Art. 29.
32.

Da sich der Wert von W nach zwei Methoden bestimmen lésst, von denen
die eine auf den Beziehungen der Zahlen %k, ”Tk, "—Ck usw. zu den Zahlen a, b, c
usw. beruht, die andere dagegen von den Beziehungen von k zu den Zahlen
a, b, c usw. abhingt, muss zwischen all diesen Beziehungen ein bedingter Zu-
sammenhang bestehen, so dass jede von ihnen aus den iibrigen bestimmbar
sein muss. Nehmen wir an, alle Zahlen a, b, c usw. seien ungerade Primzah-
len, und setzen wir k£ = 1. Wir teilen die Faktoren a, b, c usw. in zwei Klassen:
Die eine enthélt diejenigen von der Form 4y + 1, die mit p,p’,p” usw. be-
zeichnet werden; die andere besteht aus denen von der Form 4u + 3, die wir
mit ¢, q’, ¢" usw. bezeichnen. Die Anzahl der Letzteren bezeichnen wir mit m.
Dabei bemerken wir zunéchst, dass n die Form 4u + 1 hat, wenn m gerade
ist (hierzu gehort auch der Fall, dass iiberhaupt keine Faktoren der zweiten
Klasse vorhanden sind, also m = 0), dagegen n die Form 4u + 3 hat, wenn
m ungerade ist. Die Bestimmung von W nach der ersten Methode wird nun
folgendermaflen ausgefiihrt. Die Zahlen P, P’ P"” usw., Q, Q’, Q" usw. sollen
von den Beziehungen der Zahlen %, 1%, ]% Usw., %, g, % usw. zu den Zahlen

p,p,p" usw., q,¢,q" usw. jeweils so abhingen, dass wir setzen:
n
P = +1, wenn — ein quadratischer Rest von p ist
p
n
P = -1, wenn — ein quadratischer Nichtrest von p ist

und ebenso fiir die iibrigen. Dann ist W das Produkt der Faktoren P+/p,
P\, P"\/p" usw. iQ+/q, iQ'\/¢, iQ"+/q" usw., also

W =PPP'..QQQ" .. .i"/n
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Nach der zweiten Methode oder vielmehr unmittelbar nach den Regeln des
Art. 19 gilt

W = +4/n, wenn n die Form 4u + 1 hat,
oder gleichbedeutend, wenn m gerade ist
W = +iy/n, wenn n die Form 4u + 3 hat,

oder wenn m ungerade ist.

Beide Fille lassen sich gemeinsam durch die folgende Formel ausdriicken:

W = i™m /n

Daraus folgt also

PP'P"...QQ'Q"...=immm

Nun ist ¢"™~™ = 1, wenn m die Form 4 oder 4+ 1 hat, und = —1, wenn
m die Form 4p + 2 oder 4p + 3 hat. Daraus leiten wir den folgenden hochst
eleganten Satz ab:

SATZ. Es bezeichnen a,b, c usw. verschiedene positive ungerade Primzah-
len, deren Produkt = n gesetzt wird; unter ihnen seien m von der Form 4u+3,
die ibrigen von der Form 4u+ 1. Die Anzahl derjenigen unter diesen Zahlen
a,b, c usw., von denen jeweils 7, 3, = usw. Nichtreste sind, ist gerade, wenn
m die Form 4p oder 4u+ 1 hat, dagegen ungerade, wenn m die Form 4p + 2
oder 4 + 3 hat.

Setzen wir beispielsweise a = 3, b =5, ¢ = 7, d = 11, so haben wir drei
Zahlen von der Form 4u + 3, ndmlich 3, 7 und 11; dabei gilt 5.7 .11 R3;
3.7.11R5;3.5.11 R7; 3.5.7N11, also ist allein 5 ein Nichtrest von d.

33.

Das berithmte Fundamentaltheorem tiber quadratische Reste ist nichts an-
deres als ein besonderer Fall des soeben entwickelten Satzes. Beschrianken
wir ndmlich die Anzahl der Zahlen a, b, ¢ usw. auf zwei, so miissen, wenn nur
eine von ihnen oder keine die Form 4p+ 3 hat, offenbar entweder zugleich aRb,
bRa oder zugleich aNb, bNa gelten; haben dagegen beide die Form 4pu+ 3, so
muss die eine ein Nichtrest der anderen und diese ein Rest jener sein. Hier
liegt also ein wvierter Beweis dieses hochst wichtigen Satzes vor, dessen ersten
und zweiten Beweis wir in den Disquisitiones Arithmeticae und dessen dritten
wir kiirzlich in einer besonderen Abhandlung gegeben haben (Commentt. T.
XVI); zwei weitere, die wiederum auf vollig anderen Grundséitzen beruhen,
werden wir spater darlegen. Es ist wahrlich héchst erstaunlich, dass dieser
so schone Satz, der anfangs allen Versuchen so hartnickig entgangen war, spé-
ter auf so vielen, himmelweit voneinander entfernten Wegen erreicht werden
konnte.

43



Summation einiger besonderer Reihen

34.

Auch die iibrigen Sétze, die gewissermaflen eine Ergdnzung zum Funda-
mentaltheorem bilden, nédmlich diejenigen, durch die man die Primzahlen
erkennt, von denen —1, 42 und —2 Reste oder Nichtreste sind, lassen sich aus
denselben Grundsétzen ableiten. Wir beginnen mit dem Rest +2.

Setzen wir n = 8a, wobei a eine Primzahl ist, und k£ = 1, so ist nach
der Methode des Art. 28 W das Produkt zweier Faktoren. Der eine ist ++/a
oder +iy/a, wenn 8 oder gleichbedeutend 2 ein quadratischer Rest von a ist;
dagegen —y/a oder —iy/a, wenn 2 ein Nichtrest von a ist. Der zweite Faktor
ist

1+14)y/8, wenn a die Form 8u + 1 hat
1+14)y/8, wenn a die Form 8y + 3 hat
1—14)y/8, wenn a die Form 8u + 5 hat
(1 —14)y/8, wenn a die Form 8y + 7 hat

Nach Art. 18 ist aber stets W = (1 + i)y/n; teilt man diesen Wert durch
die vier Werte des zweiten Faktors, so erkennt man, dass der erste Faktor

(
(
(

+ /a, wenn a die Form 8y + 1 hat
—iy/a, wenn a die Form 8y + 3 hat
—+/a, wenn a die Form 8u + 5 hat
+iy/a, wenn a die Form 8 + 7 hat

sein muss. Daraus folgt unmittelbar, dass 2 im ersten und vierten Fall ein
Rest von a, im zweiten und dritten Fall dagegen ein Nichtrest sein muss.

35.

Die Primzahlen, von denen —1 ein Rest oder Nichtrest ist, lassen sich
mithilfe des folgenden Satzes leicht erkennen, der auch fiir sich genommen
recht bemerkenswert ist.

SATZ. Das Produkt der beiden Faktoren

W =1+r"+r 4 usw. 4 7D
W =1+7r+7r*+usw. + 0D

ist = n, wenn n ungerade ist; oder = 0, wenn n das Doppelte einer unge-
raden Zahl ist; oder = 2n, wenn n durch vier teilbar ist.
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Beweis. Da offenbar

W =r+r*t+r° 4+ usw. + ™
=" 419 4 usw. 4 (D’

(n+2)?

= + usw. +r usw.

gilt, lasst sich das Produkt WW’ auch folgendermaflen darstellen:

L+r+r+ ) +usw. 4+ 717
+r e+t 07 10 usw. 4+ 077)
74t 10 4 o usw, (D)
+r (Y 10 4?4 30 usw. + r(”+2)2)
usw.
e (A
+ (2% 4 usw. + r(2"*2)2)

Summiert man diesen Ausdruck senkrecht, so erhélt man

n
+r(1+rr +r* 4+ 0 4 usw. + r22)
Art (et 0% e fusw. )
(1470 + 72 4 0 usw. + 7970)
+usw.
(=D (] 4 202y pdn—d

+ 0 4 usw. + 7“2("*1)2)

Ist nun n ungerade, so sind die einzelnen Teile dieses Ausdrucks aufler

_n2n
dem ersten, n, simtlich = 0; denn der zweite ist offenbar T(i_:r ), der dritte
401 _4dn
% usw. Ist dagegen n gerade, so muss auflerdem der Teil

Ti""(l + " 2 3 usw. + )

ausgenommen werden, der = nra™ ist. Tm ersten Fall ist daher WV’ = n,
im zweiten dagegen = n + nr%””; nun ist 71" = +1, wenn n durch vier
teilbar ist, und dann ergibt sich WW’ = 2n; dagegen gilt pAn — —1, wenn n
das Doppelte einer ungeraden Zahl ist, so dass dann WW’ = 0 herauskommt.
Q. E. D.
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36.

Nach Art. 22 steht fest, dass fiir eine ungerade Primzahl n der Quotient

= +1 oder = —1 ist, je nachdem, ob —1 ein Rest oder Nichtrest von n
ist. Daher muss im ersten Fall W2 = +n, im zweiten W? = —n gelten; nach
Art. 13 schlieflen wir somit, dass der erste Fall nur eintreten kann, wenn n
die Form 4 + 1 hat, und der zweite, wenn n die Form 4u + 3 hat.

Aus der Verbindung der fiir die Reste +2 und —1 gefundenen Bedingungen
folgt schlieBlich unmittelbar, dass —2 ein Rest jeder Primzahl von der Form
8u—+1 oder 81+ 3 und ein Nichtrest jeder Primzahl von der Form 81+ 5 oder
8p 4 7 ist.

W/
w
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Neue Beweise und Erweiterungen

NEUE BEWEISE UND ERWEITERUNGEN
DES
FUNDAMENTALTHEOREMS

IN DER THEORIE DER QUADRATISCHEN RESTE.

Das Fundamentaltheorem iiber quadratische Reste, das zu den schoénsten
Wahrheiten der hoheren Arithmetik gehort, wurde zwar durch Induktion
leicht entdeckt, aber mit weit gréfferer Mithe bewiesen. In diesem Gebiet
kommt es hdufig vor, dass die Beweise der einfachsten Wahrheiten, die sich
dem Forschenden durch Induktion wie von selbst darbieten, tief verborgen lie-
gen und erst nach vielen vergeblichen Versuchen endlich ans Licht gebracht
werden konnen, vielleicht auf einem ganz anderen Weg als dem, auf dem
man sie gesucht hatte. Dann geschieht es nicht selten, dass sich, sobald ein
Weg gefunden ist, nach und nach mehrere weitere eréffnen, die zum selben
Ziel fithren: einige kiirzer und unmittelbarer, andere gleichsam auf Umwe-
gen und ausgehend von ganz anderen Grundsétzen, zwischen denen und der
gestellten Frage man kaum einen Zusammenhang vermutet hétte. Dieser er-
staunliche Zusammenhang zwischen tiefer verborgenen Wahrheiten verleiht
solchen Betrachtungen nicht nur einen besonderen Reiz; er verdient auch des-
halb sorgfiltige Untersuchung und Aufklarung, weil sich daraus nicht selten
neue Hilfsmittel oder Fortschritte fiir die Wissenschaft selbst ergeben.

Obwohl daher der hier behandelte arithmetische Satz durch die fritheren
Bemiihungen, die vier vollig verschiedene Beweise geliefert haben™, vollstén-
dig erledigt erscheinen mag, kehre ich dennoch zu demselben Gegenstand
zuriick und fiige zwei weitere Beweise hinzu, die gewiss neues Licht darauf
werfen werden. Der erste ist dem dritten insofern verwandt, als er von demsel-
ben Lemma ausgeht; danach verfolgt er jedoch einen anderen Weg, so dass er
mit Recht als neuer Beweis gelten kann, der an Eleganz jenem dritten wenn
nicht iiberlegen, so doch keineswegs unterlegen erscheinen wird. Der sechs-
te Beweis beruht dagegen auf einem vollig anderen, feineren Grundsatz und
liefert ein neues Beispiel fiir den erstaunlichen Zusammenhang zwischen arith-
metischen Wahrheiten, die auf den ersten Blick sehr weit voneinander entfernt
liegen. Diesen beiden Beweisen ist ein neuer, sehr einfacher Algorithmus bei-
gegeben, um zu entscheiden, ob eine gegebene ganze Zahl ein quadratischer
Rest oder Nichtrest einer gegebenen Primzahl ist.

“Zwei sind im vierten und fiinften Abschnitt der Disquisitiones Arithmeticae dargelegt,
der dritte in einer besonderen Abhandlung (Commentt. Soc. Gotting. Vol. XVI); der vierte
ist in die Abhandlung Summatio quarundam serierum singularium aufgenommen (Commentt.
Recentiores, Vol. I).
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Es gab noch einen anderen Grund, die schon vor neun Jahren versproche-
nen neuen Beweise gerade jetzt zu veroffentlichen. Als ich im Jahr 1805 be-
gann, die Theorie der kubischen und biquadratischen Reste zu untersuchen,
einen weit schwierigeren Gegenstand, erlebte ich nahezu denselben Verlauf
wie einst in der Theorie der quadratischen Reste. Die Sétze, die diese Fragen
vollstéandig erschopfen und eine erstaunliche Analogie zu den Sétzen iiber qua-
dratische Reste erkennen lassen, wurden sogleich durch Induktion entdeckt,
sobald sie auf einem geeigneten Weg gesucht wurden; alle Versuche jedoch,
in jeder Hinsicht vollstdndige Beweise dafiir zu gewinnen, blieben lange Zeit
vergeblich. Gerade dies spornte mich an, den schon bekannten Beweisen {iber
quadratische Reste mit solchem Eifer immer weitere hinzuzufiigen, getragen
von der Hoffnung, unter vielen verschiedenen Methoden kénne die eine oder
andere etwas zur Erhellung des verwandten Gegenstands beitragen. Diese
Hoffnung war keineswegs vergeblich, und auf unermiidliche Arbeit folgten
schliefllich gute Ergebnisse. Bald wird es moglich sein, die Friichte meiner
Nachtarbeit ans Licht der Offentlichkeit zu bringen; bevor ich jedoch dieses
schwierige Werk in Angriff nehme, habe ich beschlossen, noch einmal zur
Theorie der quadratischen Reste zuriickzukehren, alles noch darin zu Erledi-
gende abzuschliefen und so von diesem Teil der héheren Arithmetik gleichsam
Abschied zu nehmen.
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FUNFTER BEWEIS DES FUNDAMENTALTHEOREMS
IN DER THEORIE DER QUADRATISCHEN RESTE.

1.

In der Einleitung haben wir bereits gesagt, dass der fiinfte und der dritte
Beweis von demselben Lemma ausgehen. Der Bequemlichkeit halber erschien
es uns angebracht, es hier in einer fiir die vorliegende Untersuchung passenden
Bezeichnung zu wiederholen.

LEMMA. FEs sei m eine Primzahl (positiv und ungerade) und M eine
ganze, durch m nicht teilbare Zahl. Man nehme die kleinsten positiven Reste
der Zahlen

M, 2M, 3M, 4M ...... F(m—1)M

modulo m. Diese sind teils kleiner als %m, teils gréfser; die Anzahl der
Letzteren sei = n. Dann ist M ein quadratischer Rest oder Nichtrest von m,
je nachdem, ob n gerade oder ungerade ist.

BEWwWEIS. Diejenigen unter diesen Resten, die kleiner als %m sind, seien
a,b, c,d usw., die tibrigen, die grofler als %m sind, dagegen o, V', ¢/, d usw.
Die Erganzungen der Letzteren zu m, namlich
m—a', m—"b, m—c, m—d usw., sind offenbar simtlich kleiner als %m
und sowohl untereinander als auch von den Resten a, b, ¢, d usw.
verschieden. Zusammen mit diesen bilden sie daher, wenn auch in anderer
Reihenfolge, genau alle Zahlen 1, 2, 3, 4.... %(m —1). Setzen wir also das
Produkt

so gilt
P=abcd....x (m—ad)m-=b)m-)m-d)....
und damit
(-1)"P =abcd. ... x (@ —m)t —m)(d —m)(d —m)....
Ferner gilt modulo m

PMzMm=D = gbed.. x d'b/dd ..
=abed.. x (@' —m)(b —m)(d —m)(d —m)..

und damit

PM2m=D) = p(—1)"
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Hieraus folgt M 3(m=1) = +1, wobei das obere oder untere Vorzeichen zu
nehmen ist, je nachdem, ob n gerade oder ungerade ist. Mithilfe des in den
Disquisitiones Arithmeticae, Art. 106, bewiesenen Satzes ergibt sich daraus
unmittelbar die Richtigkeit des Lemmas.

2.

SATZ. FEs seien m, M positive ungerade ganze Zahlen, die zueinander
teilerfremd sind, und n sei die Anzahl derjenigen unter den kleinsten positiven
Resten der Zahlen

M, 2M, 3M ..... $(m—1)M

modulo m, die grifier als %m sind. Ebenso sei N die Anzahl derjenigen
unter den kleinsten positiven Resten der Zahlen

modulo M, die grifier als %M sind. Dann sind die drei Zahlen n, N,
1(m — 1)(M — 1) entweder simtlich gerade, oder eine ist gerade und die
beiden anderen sind ungerade.

BeEweEIls. Wir bezeichnen

mit f die Sammlung der Zahlen 1, 2, 3..... L(m—1).

mit f' die Sammlung der Zahlen m —1, m—2, m—3..... Lim+1)
mit F' die Sammlung der Zahlen 1, 2, 3..... (M —1)

mit F’ die Sammlung der Zahlen M —1, M —2, M —3..... LM +1)

Damit gibt n an, wie viele Zahlen M f ihre kleinsten positiven Reste modu-
lo m in der Sammlung f’ haben. Ebenso gibt N an, wie viele Zahlen mF ihre
kleinsten positiven Reste modulo M in der Sammlung F’ haben. Schliefilich
bezeichne

¢ die Sammlung der Zahlen 1, 2, 3..... i(mM —1)
¢’ die Sammlung der Zahlen mM — 1, mM —2, mM —3..... LimM +1)

Jede ganze, durch m nicht teilbare Zahl muss modulo m entweder einem
Rest aus f oder einem Rest aus f’ kongruent sein. Ebenso ist jede ganze,
durch M nicht teilbare Zahl modulo M entweder einem Rest aus F' oder
einem Rest aus F’ kongruent. Daher lassen sich alle Zahlen in ¢, unter denen
offenbar keine zugleich durch m und M teilbar ist, folgendermafien in acht
Klassen einteilen.

I. Die erste Klasse enthélt die Zahlen, die modulo m einer Zahl aus f,
modulo M aber einer Zahl aus F' kongruent sind. Ihre Anzahl bezeichnen
wir mit a.

II. Die Zahlen, die modulo m, M jeweils Zahlen aus f, F’ kongruent sind;
ihre Anzahl setzen wir = .
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III. Die Zahlen, die modulo m, M jeweils Zahlen aus f’, F' kongruent sind;
ihre Anzahl setzen wir = 7.

IV. Die Zahlen, die modulo m, M jeweils Zahlen aus f’, F’ kongruent
sind; ihre Anzahl sei = J.

V. Die Zahlen, die durch m teilbar, modulo M aber Resten aus F' kon-
gruent sind.

VI. Die Zahlen, die durch m teilbar, modulo M aber Resten aus F” kon-
gruent sind.

VII. Die Zahlen, die durch M teilbar, modulo m aber Resten aus f kon-
gruent sind.

VIII. Die Zahlen, die durch M teilbar, modulo m aber Resten aus f’
kongruent sind.

Offenbar umfassen die Klassen V und VI zusammen alle Zahlen mF'. Die
Anzahl der in VI enthaltenen Zahlen ist = N, also ist die Anzahl der in V
enthaltenen Zahlen %(M — 1) — N. Ebenso enthalten die Klassen VII und
VIII zusammen alle Zahlen M f; in der Klasse VIII finden sich n Zahlen, in
der Klasse VII dagegen 3(m — 1) — n.

Auf genau dieselbe Weise werden alle Zahlen in ¢’ in acht Klassen IX .. XVI
eingeteilt. Behalten wir dabei dieselbe Reihenfolge bei, so sieht man leicht,
dass die Zahlen in den Klassen

IX, X, XI, XII, XIII, XIV, XV, XVI
jeweils die Ergdnzungen zu mM der Zahlen in den Klassen
IV, 1, I1, 1, VI, V, VIII, VII

sind, so dass sich in der Klasse IX § Zahlen, in der Klasse X v Zahlen usw.
finden. Nehmen wir nun alle Zahlen der ersten Klasse mit allen Zahlen der
neunten zusammen, so erhalten wir offenbar alle Zahlen unterhalb mM, die
modulo m einer Zahl aus f, modulo M aber einer Zahl aus F' kongruent sind.
Deren Anzahl ist, wie man leicht sieht, gleich der Anzahl aller Kombinationen
jeder einzelnen Zahl aus f mit jeder einzelnen aus F. Wir haben daher

a+6=1(m—1)(M-1)

und aus dhnlichem Grund gilt auch

B4v=3(m—1)(M—-1)

52



Neue Beweise und Erweiterungen

Nehmen wir alle Zahlen der Klassen II, IV und VI zusammen, so erhalten
wir offenbar alle Zahlen unterhalb %mM , die einem Rest aus F’ modulo M
kongruent sind. Dieselben Zahlen lassen sich aber auch so darstellen:

F' M+F,2M+F, 3M+F'....5(m—-3)M + F'
Thre Gesamtzahl ist daher = £(m — 1)(M — 1), oder es gilt

B+6+N=21(m—1)(M-1)

Ebenso lasst sich aus der Vereinigung aller Zahlen der Klassen III, IV und
VIII folgern:

Y+d64+n=1(m—1)(M-1)

Aus diesen vier Gleichungen ergeben sich die folgenden:

20=3m-1)(M—-1)+n+N
28=%1(m—-1)(M —-1)+n—N
2y=1(m—-1)(M -1)—n+N
26=4(m—-1)(M-1)—n—N

von denen jede die Richtigkeit des Satzes zeigt.
3.

Nehmen wir nun an, m und M seien Primzahlen, so ergibt sich das Funda-
mentaltheorem unmittelbar aus der Verbindung des vorhergehenden Satzes
mit dem Lemma aus Art. 1. Denn offenbar gilt:

I. Wenn die Zahlen m, M beide die Form 4k + 1 haben oder nur eine von
ihnen, ist die Zahl (m — 1)(M — 1) gerade. Daher sind n und N entweder
beide gerade oder beide ungerade, also ist entweder jede der Zahlen m und
M ein quadratischer Rest der anderen oder jede ein quadratischer Nichtrest
der anderen.

II. Wenn dagegen beide Zahlen m,M die Form 4k + 3 haben, ist
1(m —1)(M — 1) ungerade. Daher ist eine der Zahlen n,N gerade und
die andere ungerade; folglich ist eine der Zahlen m, M ein quadratischer Rest
der anderen und diese ein quadratischer Nichtrest der ersteren. Q. E. D.
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SECHSTER BEWEIS DES FUNDAMENTALTHEOREMS
IN DER THEORIE DER QUADRATISCHEN RESTE.

1.

SATZ. Es bezeichne p eine Primzahl (positiv und ungerade), n eine posi-
tive ganze, durch p nicht teilbare Zahl und x eine unbestimmte Gréfie. Dann
ist die Funktion

142" + 22" + %" + usw. 4+ 2™

teilbar durch

1+ 2+ zx + 22 +usw. + 221

BEwEIS. Man nehme eine positive ganze Zahl g so, dass
gn=1 (mod. p) gilt, und setze gn = 1 + hp. Dann gilt

142" + 2" + 2% +usw. 2" (1 —a"")(1—x)

)
l+z+zr+a3+usw.opr~l (1 —27)(1 — 2P)
(1 —2")(1 — 29" — x + Pt
- (1 —2m)(1 - 2P)
_l—a" 1—a x(1,$np).1,$hp
l—2p 1—-2" 1—an 1—aP

und dieser Ausdruck ist offenbar ein Polynom. Q. E. D.
Jedes Polynom in x, das durch 1 2% teilbar ist, ist daher auch durch 1
teilbar.

2.

Es bezeichne « eine positive primitive Wurzel modulo p; das heifit, o sei
eine positive ganze Zahl, deren Potenzen 1, a, aa, 0. . ... aP~2 modulo p als
kleinste positive Reste ohne Riicksicht auf die Reihenfolge genau die Zahlen

1,2,3,4..... p — 1 haben. Bezeichnen wir ferner mit fz die Funktion

z + %4+ ¢ —1—:1:0‘3 + usw. +xap_2 +1

SO ist offenbar fr — 1 — T — 3T — 23 —usw. — 2P~! durch 1 — 2P teilbar und

=142+ zx + 2% + usw. + 2P~L. Durch diese
letzte Funktion ist daher auch fx selbst teilbar. Da z eine unbestimmte

Grofle darstellt, folgt daraus, dass auch f ( ”) durch 17%;5 und somit nach
L=

dem vorhergehenden Artikel auch durch
durch p nicht teilbare Zahl ist. Ist dagegen n eme ganze, durch p teilbare Zahl
so sind die einzelnen Glieder der Funktion f(z™), jeweils um eins vermindert,
durch 1 — 2P teilbar. Daher ist in diesem Fall auch f(z") — p durch 1 — 2P
und somit auch durch 1
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SATZ. Setzt man

3 4 p—2
z—z%+ 2% — 2% 4+ 1% —usw. —z%  =¢

so ist E€ Fp durch 11__’;17 teilbar. Dabei ist das obere Vorzeichen zu nehmen,

wenn p die Form 4k + 1 hat, das untere, wenn p die Form 4k + 3 hat.
BEWEIS. Man sieht leicht, dass von den folgenden p — 1 Funktionen

+ 26 — zx 4+ 2T — goot!
p—2
+ usw. + 2@ !
3
_ xaf o $20¢ + l,aoe—‘roc — +a

p—1
+usw. + T
+ .%'aaf _ .,E2o¢a + xa3+ao¢ _ xa4+aa

P
+ usw. + o T«

3 3 44,3 51,3

_mag_an +xa+a _xa—l—a
P+l .3

+ usw. + T

usw. bis zu

p—2 p—2 p—1 p—2 P p—2
& é- o x2a e +o — @ +a

2p—4 p—2
+usw. + T

die erste = 0 ist, jede der iibrigen dagegen durch 1 — zP teilbar. Daher ist
auch ihre Summe durch 1 — 2P teilbar; sie ergibt sich zu

= €6 — (f(zz) — 1) + (F(2°F) = 1) — (F(2°F1) = 1)
f(xo‘3 1) —1) — usw.
(f(w“p 1y -1)
flaz) + f(aoFh) = f(z0oFY)
+f( ) —usw. + f(a* ) = Q
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Damit ist dieser Ausdruck Q auch durc

nenten 2, a4+ 1, aa+1, a3 +1..... aP~? + 1 ist nun nur einer durch p
teilbar, namlich a2(p D 4+ 1. Nach dem vorhergehenden Artikel sind daher
die folgenden einzelnen Glieder des Ausdrucks €2

flez),  faoTh),  f@eetl), (f22") usw.

mit alleiniger Ausnahme des Gliedes f(z® o )+1) durch 1=

se Glieder diirfen daher weggelassen werden, so dass die folgende Funktlon
1

weiterhin durch

T f<xa%“””“)

Dabei gilt das obere oder untere Vorzeichen, je nachdem ob p die Form
4k —|— 1 oder die Form 4k + 3 hat. Da auﬁerdem f(z a2 1)“) p durch =%
. Q. E. D.

Damit das doppelte Vorzeichen keine Zweideutigkeit hervorruft, bezeich-
nen wir mit € die Zahl +1 oder —1, je nachdem, ob p die Form 4k + 1 oder
4k + 3 hat. Damit ist M ein Polynom in z, das wir mit Z bezeichnen.

4.
Es sei ¢ eine positive ungerade Zahl, also f(q — 1) eine ganze Zahl Dann

ist (£€)2 2(a=1) — (ep)2 @1 durch &€ — ep und somit auch durch 1

Wir setzen 2@ = § und

€11 _ gpala-D) = 1—a”
1-2z
Dann ist Y ein Polynom in x, und es gilt § = . + 1, wenn fiir eine der

Zahlen p, q oder auch fiir beide die Form 4k + 1 vorliegt; dagegen gilt § = —1,
wenn beide p, ¢ die Form 4k + 3 haben.
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5.

Nehmen wir nun an, auch ¢ sei eine Primzahl, die von p verschieden ist.
Nach dem in den Disquisitiones Arithmeticae, Art. 51, bewiesenen Satz ist
offenbar

&1 — (29 — 29% 4 299 — 29 4 usw. — xqap_Q)

durch ¢ teilbar oder von der Form ¢X, wobei X ein Polynom in z ist,
dessen numerische Koeffizienten ebenfalls ganze Zahlen sind (was auch fiir die
iibrigen hier vorkommenden Polynome Z,Y, W vorauszusetzen ist). Fiir den
Modul p und die primitive Wurzel a bezeichnen wir den Index der Zahl ¢ mit
w; das heift, es gelte ¢ = o (mod. p). Die Zahlen ¢, qa, qaa, ga®..... qaP—?

sind daher modulo p jeweils den Zahlen o*, ao#tl a#t2.. . . aP72 1, a,
aa . ...o" ! kongruent, also sind
yn
z? — x®
1+1
z?% —
pao oHt2
xqa5 akbt3
p—p—2 p—2
xd -z

paa?
P—H
i T — z®

p—p+1
2% — g

—2

p w
i T — g®
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durch 1 — 2P teilbar. Nehmen wir diese GroBen abwechselnd mit positivem
und negativem Vorzeichen und addieren sie, so siecht man, dass 1 — 2P die
Funktion

3 p—2
xd — 29 4 99 — 9% 4 usw. — 29 T F ¢

teilt. Dabei gilt das obere oder untere Vorzeichen, je nachdem, ob u gerade
oder ungerade ist, das heifit, ob ¢ ein quadratischer Rest oder Nichtrest von
p ist. Wir setzen daher

2 — 1 4 390 — g90° 4 oysw, — 2997 — ¢
=(1—-a")W

mit v = +1 oder v = —1, je nachdem, ob ¢ ein quadratischer Rest oder
Nichtrest von p ist; dabei ist W offenbar ein Polynom.

6.

Nach diesen Vorbereitungen leiten wir aus der Verbindung der vorherge-
henden Gleichungen die folgende her:

gEX = ep(pz 1) — 5)
11__1;: (Z(0p2 7D — )
+YEE—-WE(L —x))

Nehmen wir an, dass die Division der Funktion £X durch

2Pl P2 4P S fusw. 4o+ 1
den Quotienten U mit dem Rest T ergibt, oder dass gilt:

1— 2P

1—=x

X = U+T

Dabei sind U, T Polynome, deren numerische Koeffizienten ebenfalls ganze
Zahlen sind, und T hat einen sicher niedrigeren Grad als der Divisor. Dann
gilt

qT — ep(0p2 ™)) — )
1—2aP 1
= (Z(5p2la—1) _
T, (Z0p? 7)
+YE-WE(1 —2) —qU)
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Diese Gleichung kann offenbar nur bestehen, wenn sowohl die linke als
auch die rechte Seite fiir sich verschwindet. Daher ist sp(ép%(qfl) — ) durch
q teilbar, ebenso auch 6p%(q71) — ~y; somit ist wegen 60 = 1 auch die Zahl
p%(qfl) — 70 durch ¢ teilbar.

Bezeichnet nun S die positiv oder negativ genommene Einheit, je nachdem,
ob p ein quadratischer Rest oder Nichtrest der Zahl ¢ ist, so ist p%(q_l) - B
durch ¢ teilbar und damit auch g — 4. Dies ist nur méglich, wenn = 0
gilt. Daraus folgt unmittelbar das Fundamentaltheorem. Néamlich:

I. Wenn die Zahlen p, g beide die Form 4k + 1 haben oder nur eine von
ihnen, so dass § = +1 gilt, ist 8 = ~. Daher ist entweder zugleich ¢ ein
quadratischer Rest von p und p ein quadratischer Rest von ¢, oder zugleich
q ein Nichtrest von p und p ein Nichtrest von gq.

II. Wenn beide p, g die Form 4k + 3 haben, so dass § = —1 gilt, ist 5 = —~.
Daher ist entweder zugleich ¢ ein quadratischer Rest von p und p ein Nichtrest
von ¢, oder zugleich ¢ ein Nichtrest von p und p ein Rest von q.

Q. E. D.
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Ein neuer Algorithmus zur Entscheidung, ob eine gegebene positive ganze
Zahl quadratischer Rest oder Nichtrest einer gegebenen positiven Primzahl
1st.

1.

Bevor wir die neue Losung dieser Aufgabe darstellen, wollen wir die in den
Disquisitiones Arithmeticae angegebene Losung kurz wiederholen. Sie lésst
sich mit Hilfe des Fundamentaltheorems und der folgenden bekannten Sétze
recht rasch durchfithren:

I. Die Beziehung der Zahl a zur Zahl b (ob jene ein quadratischer Rest oder
Nichtrest dieser ist) ist dieselbe wie die der Zahl ¢ zu b, wenn a = ¢ (mod. b)
gilt.

II. Ist a das Produkt der Faktoren «, 3,7, usw. und b eine Primzahl, so
héngt die Beziehung von a zu b folgendermaflen von der Beziehung dieser
Faktoren zu b ab: a ist ein quadratischer Rest von b oder ein Nichtrest, je
nachdem, ob eine gerade oder ungerade Anzahl dieser Faktoren Nichtreste von
b sind. Ein Faktor, der ein Quadrat ist, braucht daher bei dieser Untersuchung
iiberhaupt nicht beriicksichtigt zu werden; ist ein Faktor dagegen eine Potenz
einer ganzen Zahl mit ungeradem Exponenten, so kann diese ganze Zahl selbst
an seine Stelle treten.

ITI. Die Zahl 2 ist ein quadratischer Rest jeder Primzahl der Form 8m + 1
oder 8m + 7, dagegen ein Nichtrest jeder Primzahl der Form 8m + 3 oder
8m + 5.

Es sei also eine Zahl a gegeben, deren Beziechung zu einer Primzahl b ge-
sucht wird. Fiir a ist, falls sie grofler als b ist, zunéchst ihr kleinster positiver
Rest modulo b einzusetzen. Zerlegt man diesen Rest in seine Primfaktoren,
so fithrt Satz II die Frage darauf zuriick, die Beziehung jedes dieser Faktoren
zu b zu bestimmen. Die Beziehung des Faktors 2 (wenn er einmal, dreimal,
fiinfmal usw. vorkommt) ist nach Satz III bekannt; die Beziehung jedes tibri-
gen Faktors hangt nach dem Fundamentaltheorem von der Beziehung von b
selbst zu diesem Faktor ab. Anstelle der einen Beziehung der gegebenen Zahl
zur Primzahl b sind also nun mehrere Beziehungen der Zahl b zu anderen
ungeraden Primzahlen zu untersuchen, die kleiner als b sind. Diese Aufga-
ben werden auf dieselbe Weise auf kleinere Moduln zuriickgefiihrt, und diese
aufeinanderfolgenden Reduktionen miissen offenbar schlieflich enden.

2.

Zur Erlauterung dieser Losung sei die Beziehung der Zahl 103 zu 379 ge-
sucht. Da 103 bereits kleiner als 379 und selbst eine Primzahl ist, ist unmit-
telbar das Fundamentaltheorem anzuwenden. Es besagt, dass die gesuchte
Beziehung derjenigen der Zahl 379 zu 103 entgegengesetzt ist. Diese ist wie-
derum gleich der Beziehung der Zahl 70 zu 103, die ihrerseits von den Be-
ziehungen der Zahlen 2, 5, 7 zu 103 abhédngt. Die erste dieser Beziehungen
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ist nach Satz III bekannt. Die zweite hingt nach dem Fundamentaltheorem

von der Beziehung der Zahl 103 zu 5 ab, die nach Satz I gleich der Bezie-

hung von 3 zu 5 ist; diese hingt wiederum nach dem Fundamentaltheorem

von der Beziehung von 5 zu 3 ab, die nach Satz I gleich der nach Satz III

bekannten Beziehung von 2 zu 3 ist. Ebenso héangt die Beziehung von 7 zu

103 nach dem Fundamentaltheorem von der Beziehung von 103 zu 7 ab, die

nach Satz I gleich der Beziehung von 5 zu 7 ist; diese hdngt wiederum nach

dem Fundamentaltheorem von der Beziehung von 7 zu 5 ab, die nach Satz I

gleich der nach Satz III bekannten Beziehung von 2 zu 5 ist. Wollen wir nun

diese Analyse in eine Synthese umsetzen, so ldsst sich die Entscheidung der

Frage auf vierzehn Schritte zuriickfithren. Wir geben sie hier vollstdndig an,

damit die groflere Eleganz der neuen Losung umso deutlicher hervortritt.

1. Die Zahl 2 ist ein quadratischer Rest der Zahl 103 (Satz III).

2. Die Zahl 2 ist ein quadratischer Nichtrest der Zahl 3 (Satz I1I).

3. Die Zahl 5 ist ein quadratischer Nichtrest der Zahl 3 (aus I und 2).

4. Die Zahl 3 ist ein quadratischer Nichtrest der Zahl 5

(Fundamentaltheorem und 3).

Die Zahl 103 ist ein quadratischer Nichtrest der Zahl 5 (I und 4).

6. Die Zahl 5 ist ein quadratischer Nichtrest der Zahl 103
(Fundamentaltheorem und 5).

7. Die Zahl 2 ist ein quadratischer Nichtrest der Zahl 5 (Satz III).

Die Zahl 7 ist ein quadratischer Nichtrest der Zahl 5 (I und 7).

9. Die Zahl 5 ist ein quadratischer Nichtrest der Zahl 7
(Fundamentaltheorem und 8).

10. Die Zahl 103 ist ein quadratischer Nichtrest der Zahl 7 (I und 9).

11. Die Zahl 7 ist ein quadratischer Rest der Zahl 103
(Fundamentaltheorem und 10).

12. Die Zahl 70 ist ein quadratischer Nichtrest der Zahl 103 (II, 1, 6, 11).

13. Die Zahl 379 ist ein quadratischer Nichtrest der Zahl 103 (I und 12).

14. Die Zahl 103 ist ein quadratischer Rest der Zahl 379
(Fundamentaltheorem und 13).

Im Folgenden verwenden wir der Kiirze wegen das in Comment. Gotting.
Vol. X VI eingefiihrte Zeichen. Mit [z] bezeichnen wir die GroBe x selbst, wenn
x eine ganze Zahl ist, und die gréfite ganze Zahl unterhalb von x, wenn x nicht
ganzzahlig ist. Damit ist  — [z] stets nichtnegativ und kleiner als eins.

3.

AUFGABE. Fs seien a, b positive, zueinander teilerfremde ganze Zahlen,

und es sei [3a] = a’ gesetzt. Gesucht ist die Summe

i L (2] L] o [ ]
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LOSUNG. Bezeichnen wir eine solche Summe der Kiirze wegen mit ¢(a, b),

so gilt auch
a 2a 3a ba

wenn wir [%b] = V' setzen. Im dritten Beweis des Fundamentaltheorems

wurde gezeigt, dass fir ungerade a und b gilt:

o(a,b) + ¢(b,a) = a'V/

Mit derselben Methode lésst sich die Giiltigkeit dieses Satzes leicht auch
auf den Fall ausdehnen, dass eine der Zahlen a, b ungerade ist, wie wir dort
bereits angedeutet haben. Man teile a durch b, wie bei dem Verfahren zur
Bestimmung des grofiten gemeinsamen Teilers zweier ganzer Zahlen; dabei
sei B der Quotient und ¢ der Rest. Dann teile man b durch ¢ usw., so dass die
folgenden Gleichungen entstehen:

a=pb+c
b=~c+d
c=dd+e
d=ce+ f usw.

Auf diese Weise erreichen wir in der stdndig abnehmenden Folge der Zahlen
b, c,d, e, f usw. schlieBlich die Eins, da a und b nach Voraussetzung teilerfremd
sind. Die letzte Gleichung lautet daher

k=X+1
Da offenbar
al T c c
5] =13 +3]=8+13]
2a | [ 2c 2c
3a] [ 3c 3c
[b_ = [+ b] 354 M

usw.. gilt, erhalten wir

(b,a) = (b, c) + 3BV + V)

und damit

p(a,b) = a't) = SBY + V') — (b, )
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Setzen wir [3¢] = ¢/, [3d] = d’ [3€] = € usw., so ergibt sich durch dhnliche
Uberlegungen

@(ba C) =b'd - %’Y(Clcl + C/) - (P(Ca d)
plc,d) =d — 35(d'd +d') — p(d,e).
p(d,e) = d'e — je(e'e +¢') = ple, f)

usw., bis hin zu

ok, 1) = KT — I\UT +1) — o(1,1)

Da offenbar ¢(l,1) = 0 ist, erhalten wir hieraus die Formel

ola,b) =ad'b =V +d —de +usw. £ k'
_ %ﬁ(b,b/—i—b,) + %’)’(C,C/—FC,) _ %5(d,d,+d,)
+ 3e(ee +€) —usw. F AU +1)

4.

Aus dem dritten Beweis folgt nun leicht, dass die Beziehung der Zahl b
zu a, sofern a eine Primzahl ist, unmittelbar am Wert der Summe ¢(a, 2b)
erkannt wird. Je nachdem, ob diese Summe gerade oder ungerade ist, ist b ein
quadratischer Rest von a oder ein Nichtrest. Zu demselben Zweck kann auch
die Summe ¢(a, b) selbst verwendet werden, allerdings mit der Einschrénkung,
dass der Fall eines ungeraden b von dem eines geraden zu unterscheiden ist.
Es gilt ndmlich:

I. Ist b ungerade, so ist b ein quadratischer Rest oder Nichtrest von a, je
nachdem, ob ¢(a,b) gerade oder ungerade ist.

II. Ist b gerade, so gilt dieselbe Regel, wenn auflerdem a die Form 8n + 1
oder 8n + 7 hat; hat dagegen bei einem geraden Wert von b der Modul a
die Form 8n + 3 oder 8n + 5, so ist die entgegengesetzte Regel anzuwenden:
b ist ein quadratischer Rest von a, wenn ¢(a,b) ungerade ist, dagegen ein
Nichtrest, wenn ¢(a, b) gerade ist.

All dies folgt sehr leicht aus Artikel 4 des dritten Beweises.
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5

Beispiel. Ist die Beziehung der Zahl 103 zur Primzahl 379 gesucht, so haben
wir zur Berechnung der Summe (379, 103):

a=379|a =189
b=103 b =51
c=T70] =35
d=33| d =16
e=4 e =2

(LIS S R
I
0N = w

und damit

©(379,103) = 9639 — 1785 + 560 — 32 — 3978 + 630 — 272 + 24
= 4786

Also ist 103 ein quadratischer Rest der Zahl 379. Wollen wir stattdessen
die Summe (379,206) fiir denselben Zweck verwenden, so erhalten wir das
folgende Schema:

379 | 189
206 | 103
173 | 86
33| 16
8 4

O B

Hieraus ergibt sich

©(379,206) = 19467 — 8858 + 1376 — 64 — 5356 + 3741 — 680 + 40
= 9666

Somit ist 103 ein quadratischer Rest der Zahl 379.

64



Neue Beweise und Erweiterungen

6.

Um die Beziehung der Zahl b zu a zu entscheiden, brauchen die einzelnen
Glieder der Summe ¢(a,b) nicht berechnet zu werden; es geniigt zu wissen,
wie viele von ihnen ungerade sind. Unsere Regel lasst sich daher auch so
angeben:

Es sei wie oben a = 8b+c¢, b = vc+d, ¢ = dd+e usw., bis in der Folge der
Zahlen a, b, ¢, d, e usw. die Eins erreicht ist. Man setze [%a] =a, [%b] =
v, [3c] = ¢ usw. Ferner sei p die Anzahl der ungeraden Zahlen in der Folge
a’, b, usw., auf die unmittelbar eine ungerade Zahl folgt, und v die Anzahl
der ungeraden Zahlen in der Folge f3,7,0 usw., denen in der Folge ¥/,c,d’
usw. jeweils eine Zahl der Form 4n + 1 oder 4n + 2 entspricht. Dann ist b ein
quadratischer Rest oder Nichtrest von a, je nachdem, ob p + v gerade oder
ungerade ist. Ausgenommen ist allein der Fall, dass zugleich b gerade ist und
a die Form 8n + 3 oder 8n + 5 hat; hier gilt die entgegengesetzte Regel.

In unserem Beispiel folgt in der Folge a/,V',c,d', e’ zweimal unmittelbar
auf eine ungerade Zahl wieder eine ungerade; also ist 4 = 2; in der Folge
B,7,8, & kommen zwar zwei ungerade Zahlen vor, ihnen entsprechen jedoch
in der Folge V/,/,d’, e’ Zahlen der Form 4n + 3, so dass v = 0 ist. Damit ist

u+ v gerade, und folglich ist 103 ein quadratischer Rest der Zahl 379.
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Theorie der biquadratischen Reste

THEORIE DER BIQUADRATISCHEN RESTE.

ERSTE ABHANDLUNG.

1.

Die Theorie der quadratischen Reste ldsst sich auf wenige grundlegende
Séatze zuriickfiihren, die zu den schonsten Kleinodien der hoheren Arithmetik
gehoren. Bekanntlich wurden sie zunéchst durch induktive Beobachtung leicht
entdeckt und dann auf vielfiltige Weise so bewiesen, dass nichts mehr zu
wiinschen iibrig bleibt.

Die Theorie der kubischen und biquadratischen Reste verlangt dagegen ei-
ne sehr viel tiefere Untersuchung. Als wir 1805 begannen, sie zu erforschen,
fanden wir neben den Ergebnissen, die gleichsam an der Schwelle liegen, ei-
nige besondere Sitze, die sowohl durch ihre Einfachheit als auch durch die
Schwierigkeit ihrer Beweise sehr bemerkenswert sind. Bald erkannten wir je-
doch, dass die bis dahin verwendeten Prinzipien der Arithmetik keineswegs
ausreichen, um die allgemeine Theorie zu begriinden. Diese verlangt vielmehr
notwendig, das Gebiet der hoheren Arithmetik gleichsam unendlich viele Ma-
le zu erweitern. Was darunter zu verstehen ist, wird in der Fortsetzung dieser
Untersuchungen vollig deutlich werden. Sobald wir dieses neue Gebiet betre-
ten hatten, eroffnete uns die induktive Beobachtung sogleich einen Zugang
zu den einfachsten Sétzen, die die gesamte Theorie umfassen. Thre Beweise
lagen aber so tief verborgen, dass sie erst nach vielen vergeblichen Versuchen
schliefflich ans Licht gebracht werden konnten.

Da wir nun daran gehen, diese Studien zu verdéffentlichen, beginnen wir mit
der Theorie der biquadratischen Reste. In dieser ersten Abhandlung werden
wir diejenigen Untersuchungen darlegen, die sich schon diesseits des erwei-
terten Gebiets der Arithmetik abschlieflen lieBen. Sie bahnen gleichsam den
Weg dorthin und tragen zugleich einige neue Entwicklungen zur Theorie der
Kreisteilung bei.

2.

Den Begriff des biquadratischen Restes haben wir in Artikel 115 der Dis-
quisitiones Arithmeticae eingefiihrt: Eine ganze Zahl a, positiv oder negativ,
heifit biquadratischer Rest der ganzen Zahl p, wenn a modulo p einer vierten
Potenz kongruent sein kann, und biquadratischer Nichtrest, wenn keine sol-
che Kongruenz besteht. In allen folgenden Untersuchungen setzen wir, sofern
wir nicht ausdriicklich etwas anderes sagen, voraus, dass der Modul p eine
ungerade positive Primzahl ist und dass a nicht durch p teilbar ist, da sich
alle Gbrigen Fille sehr leicht auf diesen zurtickfithren lassen.
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3.

Offenbar ist jeder biquadratische Rest von p auch quadratischer Rest dersel-
ben Zahl, und somit jeder quadratische Nichtrest auch biquadratischer Nicht-
rest. Dieser Satz lisst sich auch umkehren, wenn p eine Primzahl der Form
4n + 3 ist. Ist ndmlich in diesem Fall a ein quadratischer Rest von p, so set-
zen wir a = bb (mod. p). Dabei ist b entweder quadratischer Rest von p oder
Nichtrest. Im ersten Fall setzen wir b = cc, woraus a = ¢* folgt; also ist a
ein biquadratischer Rest von p. Im zweiten Fall ist —b ein quadratischer Rest
von p (denn —1 ist Nichtrest jeder Primzahl der Form 4n + 3). Setzt man
—b = cc, so folgt wie zuvor a = ¢, und a ist ein biquadratischer Rest von p.
Zugleich sieht man leicht, dass die Kongruenz 2* = a (mod. p) in diesem Fall
aufler x = ¢ und x = —c keine weiteren Losungen hat. Da diese unmittelbar
einleuchtenden Sétze die gesamte Theorie der biquadratischen Reste fiir Prim-
zahlmoduln der Form 4n + 3 erschopfen, schlieen wir solche Moduln ganz
aus unserer Untersuchung aus und beschrinken diese auf Primzahlmoduln
der Form 4n + 1.

4.

Ist also p eine Primzahl der Form 4n + 1, so ldsst sich der Satz des vo-
rigen Artikels nicht umkehren: Es kann quadratische Reste geben, die nicht
zugleich biquadratische Reste sind. Dies geschieht, wenn ein quadratischer
Rest dem Quadrat eines quadratischen Nichtrestes kongruent ist. Setzt man
namlich a = bb, wobei b ein quadratischer Nichtrest von p ist, und kénnte die
Kongruenz z* = a durch einen Wert « = c erfiillt werden, so wire c¢* = bb,
also das Produkt (cc — b)(cc + b) durch p teilbar. Dann miisste p entweder
den Faktor cc — b oder den anderen Faktor cc + b teilen; das heifit, entweder
+b oder —b wire quadratischer Rest von p und folglich wéren es beide (da —1
ein quadratischer Rest ist), entgegen der Voraussetzung.

Man konnte also alle ganzen Zahlen, die nicht durch p teilbar sind, auf drei
Klassen verteilen: Die erste enthielte die biquadratischen Reste, die zweite
diejenigen biquadratischen Nichtreste, die zugleich quadratische Reste sind,
und die dritte die quadratischen Nichtreste. Offenbar geniigt es, nur die Zahlen
1,2,3..... p — 1 so einzuteilen. Die Hélfte wiirde zur dritten Klasse gehoren,
wahrend sich die andere Hélfte auf die erste und zweite Klasse verteilen wiirde.
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5.

Es ist jedoch besser, vier Klassen folgendermaflen festzulegen.

Es sei A die Sammlung aller biquadratischen Reste von p zwischen 1 und
p — 1, einschliefllich der Grenzen, und e ein beliebig gewéhlter quadratischer
Nichtrest von p. Ferner sei B die Sammlung der kleinsten positiven Reste
der Produkte eA modulo p, und C, D seien entsprechend die Sammlungen
der kleinsten positiven Reste der Produkte eeA, e3A modulo p. Dann sind
offenbar die einzelnen Zahlen in B voneinander verschieden, ebenso diejenigen
in C' und diejenigen in D; die Null kann unter keiner dieser Zahlen vorkommen.
Ferner sind alle Zahlen in A und C' quadratische Reste von p, alle Zahlen in B
und D hingegen quadratische Nichtreste. Daher kann keine der Sammlungen
A, C eine Zahl mit B oder D gemeinsam haben. Aber auch A und C kénnen
keine Zahl gemeinsam haben, ebenso wenig B und D. Nehmen wir nédmlich
an,

I. eine Zahl aus A, etwa a, komme auch in C' vor und sei dort aus dem
ihr kongruenten Produkt eea’ entstanden, wobei a’ eine Zahl aus A ist. Man
setze a = o, a’ = o/* und wihle eine ganze Zahl O so, dass O/ = 1 gilt.
Dann ist eea’* = o*, und durch Multiplikation mit ©% folgt

ce = otet

Also wére ee ein biquadratischer Rest und somit e ein quadratischer Rest,
entgegen der Voraussetzung.

IT. Nimmt man ebenso an, eine Zahl gehore zu beiden Sammlungen B, D
und sei aus den Produkten ea, e3a’ entstanden, wobei a, a’ Zahlen aus A sind,
so wiirde aus der Kongruenz ea = e3a’ die Kongruenz a = eea’ folgen. Man
hitte also eine Zahl, die aus dem Produkt eea’ entsteht und sowohl zu C als
auch zu A gehort, was wir gerade als unmoglich erwiesen haben.

Ferner lasst sich leicht beweisen, dass alle quadratischen Reste von p zwi-
schen 1 und p — 1, einschliellich der Grenzen, notwendig entweder in A oder
in C' vorkommen und alle quadratischen Nichtreste von p zwischen diesen
Grenzen notwendig entweder in B oder in D. Denn

I. Jeder solche quadratische Rest, der zugleich biquadratischer Rest ist,
liegt nach Voraussetzung in A.

II. Einen quadratischen Rest h (kleiner als p), der zugleich biquadratischer
Nichtrest ist, schreibe man als = gg, wobei g ein quadratischer Nichtrest ist.
Man wahle eine ganze Zahl  so, dass ey = g gilt. Dann ist v ein quadratischer
Rest von p, den wir als = kk schreiben. Daraus folgt

h = gg = eeyy = eek?

Da der kleinste Rest von k* in A liegt, muss die Zahl h, die durch Multi-
plikation dieses Restes mit ee entsteht, in C' liegen.
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III. Es bezeichne h einen quadratischen Nichtrest von p zwischen 1 und
p — 1. Man ermittle zwischen denselben Grenzen eine ganze Zahl g so, dass
eg = h gilt. Dann ist g ein quadratischer Rest und liegt daher entweder in
A oder in C. Im ersten Fall findet sich h offenbar unter den Zahlen B, im
zweiten unter den Zahlen D.

Aus alledem folgt, dass sich sdmtliche Zahlen 1,2,3..... p — 1 so auf die
vier Listen A, B, C, D verteilen, dass jede in einer davon vorkommt; jede Lis-
te muss daher (p — 1) Zahlen enthalten. Bei dieser Einteilung stehen die
Zahlen, die zu A und C' gehoren, durch das Wesen dieser Klassen fest. Die
Unterscheidung zwischen B und D ist dagegen insofern beliebig, als sie von
der Wahl der Zahl e abhangt, die selbst immer zu B gehoért. Wahlt man an
ihrer Stelle eine Zahl aus D, so werden die Klassen B, D vertauscht.

6.

Da —1 ein quadratischer Rest von p ist, setzen wir —1 = ff (mod. p). Die
vier Wurzeln der Kongruenz z* = 1 sind dann 1, f,—1,—f. Ist also a ein
biquadratischer Rest von p, etwa = o?, so sind die vier Wurzeln der Kongru-
enz z* = a die Zahlen a, fa, —a, — fa, die offenbar paarweise inkongruent
sind. Sammelt man also die kleinsten positiven Reste der vierten Potenzen
1,16,81,256. ... (p—1)%, so sind immer je vier gleich. Man erhélt somit %(p—l)
verschiedene biquadratische Reste, die die Sammlung A bilden. Sammelt man
die kleinsten Reste der vierten Potenzen nur bis (%p — %)4, so kommt jeder
zweimal vor.

7.

Das Produkt zweier biquadratischer Reste ist offenbar ein biquadratischer
Rest: Multipliziert man zwei Zahlen der Klasse A, so gehort der kleinste posi-
tive Rest ihres Produkts wieder zu dieser Klasse. Ebenso liegen die kleinsten
Reste der Produkte einer Zahl aus B mit einer Zahl aus D oder einer Zahl
aus C mit einer Zahl aus C in A.

In B liegen die Reste der Produkte A.B und C.D; in C' diejenigen der
Produkte A.C, B.B und D.D; und schliellich in D diejenigen der Produkte
A.D und B.C.

Die Beweise sind so unmittelbar, dass es geniigt, einen anzudeuten. Es
seien etwa ¢ und d Zahlen aus C und D, und es sei ¢ = eea, d = e3d’,
wobei a, @’ Zahlen aus A bezeichnen. Dann ist e*aa’ ein biquadratischer Rest,
sein kleinster Rest gehort also zu A. Fiir das Produkt gilt cd= e.e*aa’; sein
kleinster Rest liegt daher in B.

Nun lasst sich auch leicht entscheiden, zu welcher Klasse ein Produkt meh-
rerer Faktoren gehort. Gibt man den Klassen A, B,C, D entsprechend die
Charaktere 0,1, 2,3, so ist der Charakter des Produkts entweder die Summe
der Charaktere der einzelnen Faktoren oder deren kleinster Rest modulo 4.
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8.

Es schien lohnend, diese elementaren Satze ohne die Theorie der Potenz-
reste zu entwickeln. Zieht man diese heran, so lésst sich alles noch sehr viel
leichter beweisen.

Es sei g eine primitive Wurzel fiir den Modul p, also eine Zahl, bei der
in der Folge der Potenzen g,gg,¢>.... keine vor g?~! modulo p der Ein-
heit kongruent ist. Dann stimmen die kleinsten positiven Reste der Zahlen
1,9,99,9°....¢g°"2, von ihrer Reihenfolge abgesehen, mit 1,2,3..... p—1
iiberein und verteilen sich folgendermaflen auf vier Klassen:

zZu ‘ kleinste Reste der Zahlen

1, ¢4, ¢% g%, . ... gP—>

g, ¢°. 0%, g3 .. ... g4

99,9°,9", " ... g
D¢ g7, " gt ... g2

Daraus ergeben sich alle vorhergehenden Sétze unmittelbar.

So wie hier die Zahlen 1,2,3....p — 1 auf vier Klassen verteilt wurden,
deren Sammlungen wir mit A, B, C, D bezeichnen, kann man jede ganze Zahl,
die nicht durch p teilbar ist, nach ihrem kleinsten Rest modulo p einer dieser
Klassen zuordnen.

QW

9.

Wir bezelchnen mit f den kleinsten Rest der Potenz g4(1‘J D modulo p. Da
ff= g2 (P=1) = _1 gilt (Disquis. Arithm., Artikel 62), hat das Zeichen f hier
offenbar dieselbe Bedeutung wie in Artlkel 6. Die Potenz gi/\(’p_l), wobei A
eine positive ganze Zahl bezeichnet, ist also modulo p der Zahl 1, f, —1,—f
kongruent, je nachdem X entsprechend die Form 4m, 4m+1,4m+2,4m+3 hat
oder der kleinste Rest von g* entsprechend in A, B, C, D liegt. Dies gibt ein
sehr einfaches Kriterium dafiir, welcher Klasse eine gegebene Zahl h, die nicht
durch p teilbar ist, zuzuordnen ist: h gehort zu A, B, C oder D, je nachdem
die Potenz hi®=1) modulo p der Zahl 1, f, —1 oder — f kongruent ist.

Als Folgerung ergibt sich, dass —1 stets zur Klasse A gehort, wenn p die
Form 8n + 1 hat, und zur Klasse C, wenn p die Form 8n + 5 hat. Ein von der
Theorie der Potenzreste unabhingiger Beweis dieses Satzes ldsst sich leicht
aus dem gewinnen, was wir in Artikel 115, ITI der Disquisitiones Arithmeticae
gezeigt haben.

10.

Da alle primitiven Wurzeln fiir den Modul p aus den Resten der Potenzen
g” hervorgehen, wenn man fiir A alle zu p — 1 teilerfremden Zahlen nimmt,
sieht man leicht, dass diese Wurzeln gleichméfig auf B und D verteilt sind,
wobei die Basis g stets in B liegt. Wahlt man anstelle von g eine andere
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primitive Wurzel aus B als Basis, so bleibt die Einteilung dieselbe; wahlt
man dagegen eine primitive Wurzel aus D als Basis, so werden die Klassen
B und D vertauscht.

Beruht die Einteilung auf dem Kriterium des vorigen Artikels, so hdngt die
Unterscheidung zwischen B und D davon ab, welche Wurzel der Kongruenz
xx = —1 (mod. p) wir als charakteristische Zahl f wéhlen.

11.

Damit sich die feineren Untersuchungen, die wir nun beginnen, leichter
durch Beispiele veranschaulichen lassen, geben wir hier die Konstruktion der
Klassen fiir alle Moduln unter 100 an. Fiir jeden haben wir die kleinste pri-
mitive Wurzel gewahlt.

p=>5
9g=2, f=2
All
B2
C |4
D |3
p=13
g=2, f=8
A|1,3,9
B|2,5,6
C |4,10,12
D|7.8,11
p=17
g=3, f=13
A]1,4,13,16
B|3,5,12,14
C 128,915
D |6,7,10,11
p =29
g=2, f=12

1,7,16,20,23, 24,25
2,3,11,14,17,19,21
4,5,6,9,13,22,28
8,10, 12,15, 18,26, 27

UQw
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p=37
g=2, f=31
1,7,9,10,12, 16, 26, 33, 34
2,14,15, 18,20, 24,29, 31, 32
3,4,11,21,25,27,28, 30, 36
5,6,8,13,17,19,22, 23,35

QW

p=41
g=06, f=32

1,4,10,16, 18, 23,25, 31,37, 40
6,14, 15,17,19, 22,24, 26, 27, 35
2,5,8,9,20, 21,32, 33, 36, 39

3,7,11,12, 13,28, 29, 30, 34, 38

OQwW

p =253
g=2, f=30
1,10,13,15, 16,24, 28, 36,42, 44, 46, 47,49
2,3,19, 20, 26, 30, 31, 32, 35, 39,41, 45,48
4,6,7,9,11,17,25,29, 37, 38, 40, 43, 52
5,8,12,14,18,21, 22,23, 27,33, 34, 50,51

UQw

p=61
g=2, f=11

1,9,12,13, 15, 16,20, 22, 25, 34, 42, 47, 56, 57, 58
2,7,18,23, 24,26, 30, 32, 33, 40, 44, 50, 51, 53, 55
3,4,5,14, 19,27, 36, 39, 41, 45, 46, 48, 49, 52, 60
6,8,10,11,17,21, 28,29, 31, 35, 37, 38, 43, 54, 59

DQwW

p="13
g=>5, =27

1,2,4,8,9,16,18, 32,36, 37,41, 55, 57, 64, 65, 69, 71, 72
5,7,10, 14, 17,20, 28, 33, 34, 39, 40, 45, 53, 56, 59, 63, 66, 68
3,6,12,19,23,24, 25,27, 35, 38, 46, 48, 49, 50, 54, 61, 67, 70
11,13, 15,21, 22, 26,29, 30, 31, 42, 43, 44, 47, 51, 52, 58, 60, 62

SQwW
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p=289

A|1,2,4,8,11,16,22,25,32, 39, 44. 45,
50,57, 64,67, 73,78, 81,85, 87, 88

B |3,6,7,12,14,23, 24,28, 33,41, 43, 46,
48,56, 61,65, 66,75, 77, 82, 83, 86

C | 5,9,10,17, 18,20, 21, 34, 36, 40, 42, 47,
49,53, 55,68, 69, 71,72, 79, 80, 84

D | 13,15. 19, 26,27, 29. 30,31, 35,37, 38. 51,
52,54, 58,59, 60, 62, 63, 70, 74, 76

p =97
g=>5, [=22

A 1,4,6,9,16, 22,24, 33, 35, 36, 43, 47,
50,54, 61,62, 64, 73, 75,81, 88,91, 93, 96
B | 5,13,14,17,19, 20,21, 23, 29, 30, 41, 45,
52,56, 67, 68, 74, 76, 77,78, 80, 83, 84, 92
C |2,3,8,11,12, 18,25, 27,31, 32, 44, 48,
49,53, 65. 66,70, 72,79, 85, 86, 89, 94, 95
D | 7,10, 15,26, 28,34, 37, 38, 39. 40, 42, 46,
51,55, 57, 58,59, 60, 63, 69, 71, 82, 87, 90

12.

Da 2 quadratischer Rest aller Primzahlen der Form 8n 4+ 1, hingegen
Nichtrest aller Primzahlen der Form 8n 4 5 ist, liegt fiir Primzahlmoduln
der ersten Form 2 in der Klasse A oder C, fiir Moduln der zweiten Form
dagegen in B oder D. Der Unterschied zwischen B und D ist nicht we-
sentlich, da er allein von der Wahl der Zahl f abhéngt; daher lassen wir
die Moduln der Form 8n + 5 vorerst beiseite. Durch eine induktive Unter-
suchung der Moduln der Form 8n + 1 finden wir, dass 2 zu A gehért fir
p = 73,89,113,233, 257,281, 337,353 usw.; dagegen gehort 2 zu C fir p =
17,41,97,137,193, 241, 313,401, 409, 433, 449, 457 usw.

Da ferner fiir einen Primzahlmodul der Form 8n+ 1 die Zahl —1 ein biqua-
dratischer Rest ist, gehort —2 offenbar stets zur selben Klasse wie +2.
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13.

Vergleicht man die Beispiele des vorigen Artikels miteinander, so scheint
sich zumindest auf den ersten Blick kein einfaches Kriterium anzubieten, das
die ersten Moduln von den zweiten unterscheidet. Dennoch gibt es zwes solche
Kriterien, die sich durch besondere Eleganz und Einfachheit auszeichnen. Die
folgenden Uberlegungen werden den Weg zu einem von ihnen bahnen.

Der Modul p lasst sich als Primzahl der Form 8n + 1 auf genau eine Weise
in der Form aa + 2bb darstellen (Disquiss. Arithm., Artikel 182, II). Dabei
setzen wir voraus, dass die Wurzeln a, b positiv genommen werden. Offenbar
ist a ungerade und b gerade; wir setzen b = 2*¢, wobei ¢ ungerade ist. Nun
bemerken wir:

I. Da p = aa (mod. ¢) gilt, ist p ein quadratischer Rest von ¢ und somit
auch von jedem der Primfaktoren, in die ¢ zerlegt wird. Umgekehrt sind nach
dem Fundamentaltheorem diese einzelnen Primfaktoren quadratische Reste
von p, und damit ist auch ihr Produkt ¢ ein quadratischer Rest von p. Da
dies auch fiir die Zahl 2 gilt, ist b offenbar ein quadratischer Rest von p, und
somit sind bb und auch —bb biquadratische Reste.

II. Daher muss —2bb zu derselben Klasse gehéren wie die Zahl 2. Da aa =
—2bb gilt, liegt 2 offenbar in der Klasse A oder in der Klasse (', je nachdem
a ein quadratischer Rest von p oder ein quadratischer Nichtrest ist.

ITI. Nehmen wir nun an, a sei in seine Primfaktoren zerlegt. Diejenigen der
Form 8m + 1 oder 8m + 7 seien mit «, o/, o’ usw. bezeichnet, diejenigen der
Form 8m + 3 oder 8m + 5 mit 3, 5, 3" usw.; die Anzahl der letzteren sei = p.
Da p = 2bb (mod. a) gilt, ist p ein quadratischer Rest derjenigen Primfaktoren
von a, deren quadratischer Rest 2 ist, also der Faktoren a, o/, o usw.; dagegen
ist es ein quadratischer Nichtrest derjenigen Faktoren, deren quadratischer
Nichtrest 2 ist, also der Faktoren 3, 5, 3" usw. Umgekehrt sind daher nach
dem Fundamentaltheorem die einzelnen o, o/, o’ usw. quadratische Reste von
p, die einzelnen 3, §’, 3" usw. hingegen quadratische Nichtreste. Wir schliefien
also, dass das Produkt a ein quadratischer Rest von p oder ein Nichtrest ist,
je nachdem p gerade oder ungerade ist.

IV. Man bestétigt leicht, dass das Produkt aller o, o/, ” usw. die Form
8m + 1 oder 8m + 7 hat und dass dies auch fiir das Produkt aller 3,3, 8"
usw. gilt, wenn deren Anzahl gerade ist. In diesem Fall muss also auch das
Produkt a die Form 8m+1 oder 8m+7 haben. Ist dagegen beim Produkt aller
3,8, 3" usw. die Anzahl der Faktoren ungerade, so hat es die Form 8m + 3
oder 8m + 5, und dasselbe gilt in diesem Fall auch fiir das Produkt a.

Aus alledem ergibt sich der elegante Satz:

Hat a die Form 8m + 1 oder 8m + 7, so liegt die Zahl 2 in A; hat dagegen
a die Form 8m + 3 oder 8m + 5, so liegt die Zahl 2 in C.
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Dies bestétigen die Beispiele des vorigen Artikels. Die ersten Moduln
werden namlich folgendermaflen zerlegt: 73 =14 2.36, 89 =81 + 2.4,
113 =81+2.16,233 =225+ 2.4, 257 =225+ 2. 16, 281 = 81 + 2. 100,
337 =49+ 2. 144, 353 = 225 + 2. 64; die zweiten dagegen folgendermaflen:
17=942.4,41=9+2.16,97=25+2.36, 137 =9+ 2. 64,

193 =121+ 2.36, 241 =169+ 2.36, 313 =25+ 2.144, 401 =9+ 2. 196,
409 = 121 + 2. 144, 433 = 361 + 2. 36, 449 = 441 + 2 . 4,
457 =169 + 2. 144.

14.

Die Zerlegung der Zahl p in ein Quadrat und das Doppelte eines Quadrats
hat einen so bemerkenswerten Zusammenhang mit der Einteilung der Zahl
2 ergeben, dass es lohnend scheint zu untersuchen, ob die Zerlegung in zwei
Quadrate, die bekanntlich auch fir p moglich ist, vielleicht zu einem &hnlichen
Ergebnis fithrt. Hier stehen daher die Zerlegungen der Zahlen p, fiir die 2 zur
folgenden Klasse gehort:

A C
9+ 64 1416
25464 | 25416
49464 | 81416

169464 | 121 416
14256 | 49+ 144
254256 | 225+ 16
814256 | 169 + 144
289+64 | 14400
9 + 400
289 + 144
49 + 400
441 + 16

Zunéichst bemerken wir, dass von den beiden Quadraten, in die p zerlegt
wird, eines ungerade sein muss, das wir = aa setzen, und das andere gerade,
das wir = bb setzen. Da aa die Form 8n + 1 hat, entsprechen den Werten von
b, die das Doppelte einer ungeraden Zahl sind, offenbar Werte von p der Form
8n+5. Diese bleiben hier bei unserer induktiven Untersuchung ausgeschlossen,
da fiir sie die Zahl 2 in der Klasse B oder D ldge. Fiir Werte von p der Form
8n + 1 muss hingegen b durch vier teilbar sein. Wenn wir der induktiven
Beobachtung vertrauen diirfen, die die angegebene Tabelle vor Augen fiihrt,
so gehort die Zahl 2 zur Klasse A fiir alle Moduln, bei denen b die Form 8n
hat, und zur Klasse C fiir alle Moduln, bei denen b die Form 8n + 4 hat.
Dieser Satz verlangt jedoch eine sehr viel tiefere Untersuchung als derjenige,
den wir im vorigen Artikel gewonnen haben. Seinem Beweis miissen mehrere
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vorbereitende Untersuchungen dariiber vorausgehen, in welcher Reihenfolge
die Zahlen der Sammlungen A, B, C, D aufeinanderfolgen.

15.

Wir bezeichnen die Anzahl der Zahlen aus A, auf die unmittelbar eine Zahl
aus A, B, C, D folgt, entsprechend mit (00), (01), (02), (03); ebenso die Anzahl
der Zahlen aus B, auf die eine Zahl aus A, B,C, D folgt, entsprechend mit
(10), (11),(12), (13). Entsprechend seien in C' jeweils (20), (21), (22), (23) Zah-
len und in D jeweils (30), (31), (32), (33) Zahlen enthalten, auf die eine Zahl
aus A, B, C, D folgt. Wir wollen diese sechzehn Anzahlen a priori bestimmen.
Damit die Leser die allgemeinen Uberlegungen leichter mit Beispielen verglei-
chen konnen, erschien es zweckméfig, hier die Zahlenwerte der Eintriage des
Schemas (5)

(00), (01), (02), (03)
(10), (11), (12), (13)
(20). (21), (22), (23)
(30), (31), (32), (33)

flir jeden Modul anzugeben, dessen Klasseneinteilung wir in Artikel 11 ange-
geben haben.

p=2> p=13 p=17 p=29
0,1,0. 0 0,1,2,0 0,2,1,0 2.3,0. 2
0,0,0,1 1,1,0,1 2,0,1,1 1,1,2,3
0,0,0,0 0,1,0,1 1,1,1,1 2,1,2. 1
0,0,1,0 1,0,1,1 0,1,1,2 1,2,3,1

p =237 p =41 p=>53 p =61

2,1,2,4 | 0,4,3,2 | 2,3,6,2 | 4,3,2,6
2,2,4,1 | 4,2,2,2 | 4,4,2,3 | 3,3,6,3
2,2,2.2 | 3,2,3,2 | 2,4,2.4 | 4,3,4,3
2,4,1,2 | 2,2,2,4 | 4,2,3,4 | 3,6,3,3

p="713 p =89 p =97

56,4,2 | 3,8,6,4 | 2,6,7,8
6,2,5,5 | 8,4,5,5 | 6,8,5,5
4,5,4,5 | 6,5,6,5 | 7,5,7,5
2,5,5,6 | 4,5,5,8 | 8,5,5,6

Da sich die Moduln der Formen 8n+1 und 8n+5 unterschiedlich verhalten,
miissen wir sie getrennt behandeln. Wir beginnen mit den ersten.
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16.

Das Zeichen (00) gibt an, auf wie viele verschiedene Weisen die Gleichung
a+1 = o erfiillt werden kann, wobei a, o/ beliebige Zahlen aus A bezeichnen.
Fiir einen Modul der Form 8n + 1, wie wir ihn hier voraussetzen, gehoren
o/ und p — o/ zu derselben Sammlung. Daher konnen wir eleganter sagen,
(00) bezeichne die Anzahl der verschiedenen Méoglichkeiten, die Gleichung
14+ a+ o' = p zu erfiillen. Offenbar kann an die Stelle dieser Gleichung auch
die Kongruenz 1+ a + o =0 (mod. p treten.

Ebenso

bezeichnet (01) die Anzahl der Losungen der Kongruenz 1+a+3 = 0 (mod. p)
(02) die Anzahl der Losungen der Kongruenz 1 +a++v =0

(03) die Anzahl der Losungen der Kongruenz 1 +a + 6 =0

(11) die Anzahl der Losungen der Kongruenz 1+ 8 + ' = 0 usw.

Dabei bezeichnen 8 und #’ beliebige Zahlen aus B, v Zahlen aus C' und ¢
Zahlen aus D. Daraus erhalten wir unmittelbar die folgenden sechs Gleichun-
gen:

(01) = (10),  (02) = (20), (03) = (30),

(12) = (21), (13)=(31), (23)=(32)

Aus jeder gegebenen Losung der Kongruenz 1+ .+ 8 = 0 erhélt man eine
Losung von 1+ 8 + ¢ = 0, indem man fiir § die Zahl zwischen 1....p — 1
wahlt, die 86 = 1 erfiillt (sie gehort offenbar zu D), und fiir ¢’ den kleinsten
positiven Rest des Produkts ad (der ebenfalls zu D gehort). Ebenso ist der
Riickweg von einer gegebenen Losung von 1 + 6 + 6’ = 0 zu einer Losung
von 1 + a+ 6 = 0 moglich: Man wahlt § so, dass 86 = 1 gilt, und setzt
zugleich o = 4’. Beide Kongruenzen haben also gleich viele Losungen, das
heifit (01) = (33).

Ebenso leiten wir aus der Kongruenz 1+ o + v = 0 die Kongruenz ' +
4" 4+ 1 = 0 her, wenn wir 7/ aus C so wihlen, dass vy = 1 gilt, und 4" aus
derselben Sammlung kongruent zum Produkt a’. Daraus folgt leicht, dass
diese beiden Kongruenzen gleich viele Losungen haben, also (02) = (22).

Ebenso erhalten wir aus 1+ a + ¢ = 0 die Kongruenz S+ 3’ +1 = 0, wenn
wir 3, 8/ so wihlen, dass 8§ = 1, fa = [’ gilt. Damit ist (03) = (11).

Schliefllich gewinnen wir aus 1 + 8 + v = 0 auf dieselbe Weise sowohl
d+1+p" =0als auch v+ ¢ +1 = 0 und schlieBen daraus (12) = (13) = (23).

Wir haben somit zwischen unseren sechzehn Unbekannten elf Gleichungen
erhalten, sodass sich die Unbekannten auf finf reduzieren und das Schema S
folgendermaflen geschrieben werden kann:

h, i, k, I
i, I, m, m
k, m, k, m
I, m, m, 1
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Drei weitere Bedingungsgleichungen lassen sich leicht hinzufiigen. Auf jede
Zahl aus A, mit Ausnahme der letzten, p — 1, muss eine Zahl aus einer der
Sammlungen A, B, C oder D folgen. Also gilt

(00) + (01) 4 (02) + (03) = 2n — 1

und ebenso
(10) + (11) + (12) + (13)
(20) + (21) + (22) + (23)
(30) + (31) + (32) + (33) =2n

In den gerade eingefiihrten Zeichen ergeben die ersten drei Gleichungen:

2n
2n

h+i+k+1=2n—-1
i+14+2m =2n
k+m=mn

Die vierte wird mit der zweiten identisch. Mithilfe dieser Gleichungen las-
sen sich drei Unbekannte eliminieren, womit alle sechzehn bereits auf zwei
reduziert sind.

17.

Um sie vollstdndig zu bestimmen, untersuchen wir zweckméfig die Anzahl
der Losungen der Kongruenz

1+a+p+~v=0 (mod. p)

wobei a, 3,7y beliebige Zahlen aus A, B, C bezeichnen. Offenbar ist der Wert
a = p — 1 nicht zuléssig, da 8 + v = 0 nicht gelten kann. Setzt man fir «
nacheinander die iibrigen Werte ein, so erhéilt man h, 1, k,! Werte von 1 + «,
die entsprechend zu A, B, C, D gehoren. Fiir jeden gegebenen Wert von 1+ o
in A, etwa 1 + o = o, hat die Kongruenz a® + 3 + v = 0 so viele Lésungen
wie 1+ 3 ++ =0 (man setze 8 = a’B’, v = a’’), also (12) = m Losungen.
Ebenso hat fiir jeden gegebenen Wert von 1+ o in B, etwa 1 + a = 9,
die Kongruenz % + 8+~ = 0 so viele Losungen wie 1 4+ o/ + 3 = 0 (man
setze B = B%/, v = B°B’), also (01) = i Lésungen. Entsprechend lisst sich
fiir jeden gegebenen Wert von 1 + o in C, etwa 1 + o = 79, die Kongruenz
7% 4+ B+~ = 0 auf so viele verschiedene Weisen 16sen wie 1 + 6 + o =
(man setze 8 = Y9, v = 7%’); die Anzahl der Losungen ist also (03) = 1.
SchlieBlich hat fiir jeden gegebenen Wert von 1+« in D, etwa 1+ a = §°, die
Kongruenz 6 + 8 + v = 0 so viele Losungen wie 1+’ + ¢’ = 0 (man setze
B = 8% v =6%), also (23) = m Losungen. Zihlt man alles zusammen, so
hat die Kongruenz 1 4+ a + 8 + v = 0 offenbar

hm +ii + kl + Im
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verschiedene Losungen.

Ganz ebenso erhalten wir, wenn fiir 8 nacheinander die einzelnen Zahlen
aus B eingesetzt werden, dass die Summe 1 4 3 entsprechend
(10),(11),(12), (13) oder 4,1, m, m Werte annimmt, die zu A, B, C, D
gehoren. Fiir jeden gegebenen Wert von 1 + 5 aus diesen Sammlungen hat
die Kongruenz 1 + 8 + a + v = 0 entsprechend (02), (31), (20), (13) oder
k,m, k, m verschiedene Losungen. Die Gesamtzahl aller Losungen ist damit

=1tk +Im+ km + mm

Zum selben Wert gelangen wir, wenn wir die Rechnung auf die Werte der
Summe 1 + ~ griinden.

18.
Aus diesen beiden Ausdriicken fiir dieselbe Anzahl ergibt sich die Gleichung

O0=hm+iit+ Kkl —1k—km—mm
und daraus durch Elimination von h mithilfe von h =2m — k — 1
0= (k—m)?+ii+kl — ik —kk—m

Die letzten beiden Gleichungen aus Artikel 16 liefern k£ = %(l + ). Setzt man
diesen Wert ein, so wird ii+kl —ik —kk zu (I —i)?, und die vorige Gleichung
geht nach Multiplikation mit 4 {iber in

0=4(k—m)*+ (1 —i)*—4m
Da 4m = 2(k +m) — 2(k — m) = 2n — 2(k — m) gilt, folgt
2n = 4(k —m)* 4+ 2(k —m) + (1 —4)?
oder
8n+1=(4(k —m)+1)* +4(1 —i)?

Setzen wir also
4k—m)+1l=a, 20—2i=0b

so haben wir
p = aa + bb

Bekanntlich ldsst sich p auf genau eine Weise in zwei Quadrate zerlegen,
wobei das ungerade als aa und das gerade als bb zu nehmen ist. Damit sind
aa, bb vollstindig bestimmte Zahlen. Aber auch a selbst ist vollstdndig be-
stimmt: Die Quadratwurzel ist positiv oder negativ zu nehmen, je nachdem
die positive Wurzel die Form 4M 4+ 1 oder 4M + 3 hat. Uber die Bestimmung
des Vorzeichens von b werden wir gleich sprechen.
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Verbindet man diese neuen Gleichungen mit den drei letzten Gleichungen
aus Artikel 16, so sind die fiinf Zahlen h, i, k, [, m durch a,b und n folgender-
maflen vollstdndig bestimmt:

8h=4n —3a—5
8i=4dn+a—2b—1
8k=4n+a—-1
8l=4n+a+2b—-1
8m=4n—a+1
Wollen wir anstelle von n lieber den Modul p einfiihren, so hat das Schema

S, dessen einzelne Eintrige zur Vermeidung von Briichen mit 16 multipliziert
sind, folgende Gestalt:

p—6a—11 p+2a—4b—-3 | p+2a—3|p+2a+4b—3

p+2a—4b—-3 | p+2a+4b—-3|p—2a+1|p—2a+1

p+2a—3 p—2a+1 p+2a—3|p—2a+1

p+2a+4b—-3|p—2a+1 p—2a+1|p+2a—4b—3
19.

Es bleibt zu zeigen, wie man das Vorzeichen fiir b festlegt. In Artikel 10
haben wir bereits bemerkt, dass die Unterscheidung zwischen B und D, die
an sich nicht wesentlich ist, von der Wahl der Zahl f abhéngt. Fiir diese muss
eine der beiden Wurzeln der Kongruenz xx = —1 genommen werden, und die
beiden Sammlungen werden vertauscht, wenn man statt der einen Wurzel die
andere wahlt. Das gerade angegebene Schema zeigt, dass eine entsprechende
Vertauschung mit einem Wechsel des Vorzeichens von b verbunden ist. Es
lasst sich daher vorhersehen, dass zwischen dem Vorzeichen von b und der
Zahl f ein Zusammenhang bestehen muss. Um ihn zu finden, bemerken wir
zundchst: Bezeichnet p eine nichtnegative ganze Zahl und nimmt man fir z
alle Zahlen 1,2,3....p—1, so gilt modulo p entweder >¥2# = 0 oder Xz = —1,
je nachdem g nicht durch p — 1 teilbar oder dadurch teilbar ist. Der letzte
Teil des Satzes folgt daraus, dass fiir einen Wert von p, der durch p—1 teilbar
ist, die Beziehung z* = 1 gilt; den ersten Teil beweisen wir folgendermaflen.
Bezeichnet g eine primitive Wurzel, so stimmen alle z mit den kleinsten Resten
aller g¥ iiberein, wenn man fiir y alle Zahlen 0,1,2,3....p — 2 nimmt. Daher
gilt XzH = YgH¥Y. Nun ist
gu(p—l) -1
R
(g =12t =g~ —1=0

Fiir einen Wert von p, der nicht durch p — 1 teilbar ist, kann ¢g* nicht 1
kongruent sein; das heifit, g* — 1 kann nicht durch p teilbar sein. Daraus folgt
Yz =0.Q. E. D.

YghY = , also
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Entwickelt man nun die Potenz (2% + l)i(pfl) nach dem Binomialtheorem,
so ergibt der vorige Hilfssatz

¥t + 1)i(p71) = —2 (mod. p)

Die kleinsten Reste aller z* liefern aber simtliche Zahlen in A, wobei jede
viermal vorkommt. Unter den kleinsten Resten von z* + 1 haben wir daher

4(00) zu A
4(01) zu B
4(02) zu C
4(03) zu D

zu diesen Klassen gehérige, und vier sind = 0 (ndmlich fiir 24 = p — 1). Aus
den Kriterien fir die Sammlungen A, B, C, D folgt

S(24 + 1)1 = 4(00) + 4£(01)
— 4(02) — 4£(03)

und damit
—2=4(00) +4f(01) — 4(02) — 4f(03)

oder, wenn man fiir (00), (01) usw. die im vorigen Artikel gefundenen Werte
einsetzt,
—2=-2a—2-2bf
Wir schlielen also, dass stets a+bf = 0 gelten muss, oder nach Multiplikation
mit f
b=af
Diese Kongruenz bestimmt das Vorzeichen von b, wenn die Zahl f bereits

gewdhlt ist, oder die Zahl f, wenn das Vorzeichen von b anderweitig vorge-
schrieben wird.
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20.

Nachdem wir unsere Aufgabe fiir Moduln der Form 8n+1 vollstdndig gelost
haben, wenden wir uns dem anderen Fall zu, in dem p die Form 8n + 5 hat.
Diesen kénnen wir kiirzer behandeln, da sich alle Uberlegungen nur wenig
von den vorangegangenen unterscheiden.

Da fiir einen solchen Modul —1 zur Klasse C' gehort, liegen die Ergdnzun-
gen der Zahlen aus den Sammlungen A, B, C, D zur Summe p jeweils in den
Klassen C, D, A, B. Daraus folgt leicht, dass

die Anzahl der Losungen
das Zeichen | der Kongruenz bezeichnet
(00) l+a+~v=0
(01) 1+a+6=0
(02) l+a+d =
(03) l1+a+8=0
(10) 1+8+~v=0
(11) 1+8+0=0
(12) 1+8+a=0
(13) 1+54+p6 =
(20) l+v+49 =
(21) 1+94+d=0
(22) I+v+a=0
(23) 1+v+68=0
(30) 1+6+7v=0
(31) 140+6=0
(32) 1404+a=0
(33) 1+0+8=0

Daraus erhalten wir sofort sechs Gleichungen:

Multiplizieren wir die Kongruenz 1 + o + v = 0 mit einer Zahl ' aus
der Sammlung C, die so gewéhlt ist, dass vy = 1, und setzen wir fiir 7"
den kleinsten Rest des Produkts ay/, der offenbar ebenfalls zur Sammlung C
gehort, so ergibt sich 4/ ++” + 1 = 0, woraus wir (00) = (20) folgern.

Ganz ebenso erhalten wir die Gleichungen (01) = (13), (03) = (31), (10) =
(11) = (21).
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Mit diesen elf Gleichungen kénnen wir unsere sechzehn Unbekannten auf
flinf zurtickfiihren und das Schema S so darstellen:

h, i, Kk, I
m, m, [, i
h, m, h, m
m, I, i, m

(00) 4 (01) + (02) + (03) =2n + 1
(10) + (11) + (12) + (13) =2n+1
(20) + (21) + (22) + (23) = 2n

(30) 4+ (31) + (32) + (33) =2n+1

oder, mit den eben eingefiihrten Bezeichnungen, diese drei (I):

h+i+k+1=2n+1
2m+i+1=2n+1
h+m=n

Mit ihrer Hilfe kénnen wir unsere Unbekannten somit bereits auf zwei zuriick-
fihren.

Die iibrigen Gleichungen leiten wir aus der Anzahl der Lésungen der Kon-
gruenz 1 + a + 4+ v = 0 her (auch hier bezeichnen a, 3, unbestimmte
Zahlen aus den Sammlungen A, B, C, jeweils in dieser Reihenfolge). Wir be-
achten erstens, dass 1 4+ « jeweils h, i, k,l Zahlen aus A, B,C, D liefert und
dass es fiir jeden gegebenen Wert von « in diesen vier Féllen jeweils m, [, 7, m
Loésungen gibt. Die Gesamtzahl der Losungen ist daher

=hm—+1i+1k+1Im

Zweittens liefert 1 4+ 5 jeweils m, m, [, ¢ Zahlen aus A, B,C, D, und fiir jeden
gegebenen Wert von 3 gibt es in diesen vier Féllen jeweils h, m, h, m Losungen.
Die Gesamtzahl der Losungen ist daher

= hm+mm + hl +im
Daraus leiten wir die Gleichung
0=mm+ hl +im —il —ik —Im
her. Mit der aus (I) gewonnenen Gleichung k& = 2m — h wird daraus
0=mm+ hl+ hi —il —im — Im
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Aus den Gleichungen I haben wir auflerdem [ 4+ i = 1 4 2h, also

2 =1+2h+(i—1)
2 =1+2h—(i—1)

Setzen wir diese Werte in die vorangegangene Gleichung ein, so ergibt sich
0 = 4mm — 4m — 1 — 8hm + 4hh + (i — 1)?

Ersetzen wir hier schliefllich 4m durch 2(h + m) — 2(h — m) oder, nach der
letzten Gleichung in I, durch 2n — 2(h — m), so erhalten wir

0=4(h—m)?—2n+2h—m)—1+ (i—1)?

und somit
8n+45=(4(h —m)+ 1) +4(i — 1)*

Setzen wir also

4h—m)+1=a, 2i—2l=b

so wird
p=aa-+ bb

Da auch in diesem Fall p nur auf eine einzige Weise in zwei Quadrate
zerlegt werden kann, von denen eines gerade und das andere ungerade ist,
sind aa und bb vollstindig bestimmte Zahlen: Offenbar muss aa gleich dem
ungeraden Quadrat und bb gleich dem geraden gesetzt werden. Auflerdem ist
das Vorzeichen von a so zu wihlen, dass a = 1 (mod. 4), und das Vorzeichen
von b so, dass b = af (mod. p), wie sich durch ganz #hnliche Uberlegungen
wie im vorangegangenen Artikel leicht beweisen lésst.

Damit werden die fiinf Zahlen h,%, k,l,m durch a,b und n wie folgt be-
stimmt:

8h=4n+a—1
8t=4n+a+20+3
8k =4n —3a + 3
8l=4n+a—2b+3

8m=4n—-a+1

Bevorzugen wir Ausdriicke durch p, so lauten die Eintrdge des Schemas S,
mit 16 multipliziert:

p+2a—T7|p+2a+4b+1|p—2a+1 p+2a—4b+1
p—2a—3|p—2a—3 p+2a—4b+1 | p+2a+4b+1
p+2a—T7|p—2a—3 p+2a—7 p—2a—3

p—2a—3|p+2a—4b+1|p+2a+4b+1|p—2a—3
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21.

Nachdem wir unsere Aufgabe gelost haben, kehren wir zur Hauptuntersu-
chung zuriick und bestimmen nun vollsténdig die Sammlung, zu der die Zahl
2 gehort.

I. Hat p die Form 8n + 1, so wissen wir bereits, dass die Zahl 2 entweder
in der Sammlung A oder in der Sammlung C' liegt. Im ersten Fall sieht man
leicht, dass auch die Zahlen %(p—l), %(p—i—l) zu A gehoren, im zweiten dagegen
zu C. Nun beachten wir, dass, wenn « und « + 1 aufeinanderfolgende Zahlen
der Sammlung A sind, auch p—a—1, p—a solche Zahlen sind. Gleichbedeutend
damit sind Zahlen der Sammlung A, auf die eine Zahl derselben Sammlung
folgt, stets einander paarweise zugeordnet (o und p — 1 — «). Thre Anzahl,
(00), ist daher immer gerade, sofern nicht eine Zahl sich selbst zugeordnet ist,
das heif}t, sofern nicht %(p — 1) zu A gehort; in diesem Fall ist ihre Anzahl
ungerade. Daraus folgern wir, dass (00) ungerade ist, wenn 2 zur Sammlung
A gehort, und gerade, wenn 2 zu C' gehdrt. Wir haben aber

16(00) = aa + bb — 6a — 11
oder, wenn wir a = 4q + 1, b = 4r setzen (siehe Artikel 14),
(00) = gg — g +rr — 1

Da qq — q offenbar stets gerade ist, ist (00) ungerade oder gerade, je nachdem,
ob r gerade oder ungerade ist. Somit gehort 2 zu A oder zu C, je nachdem,
ob b die Form 8m oder die Form 8m + 4 hat. Dies ist genau der Satz, den wir
in Artikel 14 durch induktive Untersuchung gefunden haben.

II. Den anderen Fall, in dem p die Form 8n + 5 hat, kénnen wir ebenso
vollsténdig behandeln. Die Zahl 2 gehort hier entweder zu B oder zu D. Man
sieht leicht, dass im ersten Fall 3(p — 1) zu B und £(p + 1) zu D gehért, im
zweiten dagegen % (p — 1) zu D und i (p + 1) zu B. Nun beachten wir: Ist 3
eine Zahl aus B, auf die eine Zahl aus D folgt, so liegt auch p—3—1in B und
p — B in D. Zahlen mit dieser Eigenschaft sind also stets paarweise einander
zugeordnet. Thre Anzahl, (13), ist daher gerade, aufler wenn eine von ihnen
sich selbst zugeordnet ist, das heifit, wenn 3(p — 1) zu B und 3(p+1) zu D
gehort; dann ist (13) ungerade. Daraus folgern wir, dass (13) gerade ist, wenn
2 zu D gehort, und ungerade, wenn 2 zu B gehort. Wir haben aber

16(13) = aa + bb+ 2a + 4b+ 1
oder, wenn wir a = 4q + 1, b = 4r + 2 setzen,
(13)=qq+q+rr+2r+1

Somit ist (13) ungerade, wenn r gerade ist; umgekehrt ist (13) gerade, wenn r
ungerade ist. Daraus folgern wir, dass 2 zu B gehort, wenn b die Form 8m + 2
hat, und zu D, wenn b die Form 8m + 6 hat.
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Das Ergebnis dieser Untersuchungen lésst sich so aussprechen:
Die Zahl 2 gehért zur Sammlung A, B, C oder D, je nachdem, ob die Zahl
%b die Form 4m, 4m + 1, 4m + 2 oder 4m + 3 hat.

22.

In den Disquisitiones Arithmeticae haben wir die allgemeine Theorie der
Kreisteilung und der Loésung der Gleichung x? — 1 = 0 dargelegt. Unter an-
derem haben wir gezeigt, dass, wenn p ein Teiler der Zahl p — 1 ist, die
Funktion ‘f: :11 in u Faktoren vom Grad 2=L mithilfe einer Hilfsgleichung vom
Grad p zerlegt werden kann. Neben der allgemeinen Theorie dieser Zerlegung
haben wir in jenem Werk die besonderen Félle u = 2 oder p = 3 in den Ar-
tikeln 356-358 gesondert betrachtet und gezeigt, wie man die Hilfsgleichung
a priori angeben kann, also ohne das Schema der kleinsten Reste der Poten-
zen einer primitiven Wurzel zum Modul p aufzustellen. Auch ohne unseren
Hinweis werden aufmerksame Leser den sehr engen Zusammenhang zwischen
dem néchsten Fall dieser Theorie, ndmlich 4 = 4, und den hier in den Ar-
tikeln 15-20 entwickelten Untersuchungen leicht erkennen. Mit ihrer Hilfe
lasst sich auch dieser Fall ohne Schwierigkeit vollstdndig behandeln. Doch
behalten wir uns diese Behandlung fiir eine andere Gelegenheit vor. Deshalb
haben wir es vorgezogen, die Untersuchung in der vorliegenden Abhandlung
in rein arithmetischer Form durchzufiihren, ohne die Theorie der Gleichung
P — 1 = 0 irgendwie einzubeziehen. Stattdessen fiigen wir als abschliefende
Zugabe noch einige neue, rein arithmetische Sétze hinzu, die mit dem bisher
behandelten Gegenstand sehr eng zusammenhéngen.
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23.

Entwickelt man die Potenz (z* + 1)%(1”71) nach dem Binomialtheorem, so
treten drei Glieder auf, in denen der Exponent von x durch p — 1 teilbar ist,

némlich
22D pppl ynd 1

wobei P den mittleren Koeflizienten

sp=1).5(0-3).5(p=5.....5(p +3)

bezeichnet. Setzen wir also fiir x der Reihe nach die Zahlen 1,2,3....p — 1
ein, so erhalten wir nach dem Hilfssatz in Artikel 19

St + 1) D =_—2-p

Beachten wir aber das in Artikel 19 Dargelegte und auflerdem, dass die Zah-
len der Sammlungen A, B, C, D, zur Potenz mit dem Exponenten %(p - 1)
erhoben, modulo p jeweils zu den Zahlen +1,—1,+1, —1 kongruent sind, so
sehen wir leicht, dass

Szt + 1)2P~1 = 4(00) — 4(01) + 4(02) — 4(03)
und somit nach den Schemata am Ende der Artikel 18, 20
St + 1)z = 24 2

gilt. Der Vergleich dieser beiden Werte liefert einen besonders eleganten Satz:
Wir haben
P = 2a (mod. p)

Bezeichnen wir die vier Produkte

1.2.30 i 1lp—1)
Tp+3) . 1p+7) . tp+11)..... lp—-1)
sp+1) . 3(p+3).5(p+5)..... 3p—1)
1(Bp+1).3(3p+5).(3p+9)..... (p—1)

jeweils mit ¢, r, s, t, so lasst sich der vorangegangene Satz als
r
2a = — (mod. p)
q

schreiben.
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Da jeder Faktor von ¢ seine Ergédnzung zu p in t hat, gilt ¢ = ¢ (mod. p),
wenn die Anzahl der Faktoren gerade ist, also wenn p die Form 8m + 1 hat,
dagegen g = —t, wenn die Anzahl der Faktoren ungerade ist oder p die Form
8m + 5 hat. Ebenso gilt im ersten Fall r = s, im zweiten » = —s. In beiden
Féllen gilt qr = st, und da bekanntlich ¢qrst = —1, gilt qgrr = —1, und somit
gr = £ f (mod. p). Verbinden wir diese Kongruenz mit dem eben gefundenen
Satz, so erhalten wir rr = +2af und daher nach den Artikeln 19, 20

2b = +rr (mod. p)*)

Es ist sehr bemerkenswert, dass sich die Zerlegung der Zahl p in zwei
Quadrate durch vollig direkte Rechenoperationen finden ldsst: Die Wurzel

des ungeraden Quadrats ist der absolut kleinste Rest von 2%, die Wurzel des

geraden Quadrats dagegen der absolut kleinste Rest von %rr zum Modul p.

Den Ausdruck 2%, der fir p = 5 den Wert = 1 hat, kann man fiir groflere
Werte von p auch so schreiben:

Da wir aber aulerdem wissen, mit welchem Vorzeichen diese Formel die
Wurzel des ungeraden Quadrats liefert, ndmlich mit demjenigen, durch das
sie stets die Form 4m + 1 hat, verdient es besondere Aufmerksamkeit, dass
bisher kein &hnliches allgemeines Kriterium fiir das Vorzeichen der Wurzel
des geraden Quadrats gefunden werden konnte. Wer ein solches findet und
uns mitteilt, dem werden wir sehr dankbar sein. Einstweilen erschien es an-
gebracht, hier die Werte der Zahlen a, b, f anzufiigen, die sich fiir Werte von

p unter 200 aus den kleinsten Resten der Ausdriicke Z-, 1

2g> 27Ty AT ergeben.

Jund {(a Fb)g}2 =a = (%)2
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p| a bl f
50 +1] +2] 2
13| =3| —=2| 5
17| +1| —4| 13
29| 45| 42| 12
37| +1| —6| 31
41 45| +4] 9
53| —7| —2| 23
61| +5| —6| 11
73| —3| —8| 27
89| +5| —8| 34
97 | 49| +4| 22
101 | +1[-10] 91
109 | —3[+10| 33
113 —7| 48| 15
137 | =11 | +4| 37
149 | —7|—10| 44
157 | —11| —6 | 129
173 | +13 | +2| 80
181 | +9 | +10 | 162
193 | —7|+12] 81
197 | +1|—14 183
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Theorie der biquadratischen Reste

THEORIE DER BIQUADRATISCHEN RESTE.

ZWEITE ABHANDLUNG.

24.

In der ersten Abhandlung ist alles, was zur biquadratischen Klassifikation
der Zahl +2 erforderlich ist, vollstindig behandelt worden. Wir denken uns
nédmlich alle durch den Modul p (der als Primzahl der Form 4n + 1 voraus-
gesetzt wird) nicht teilbaren Zahlen auf vier Sammlungen A, B, C, D verteilt,
je nachdem sie zur Potenz mit dem Exponenten i(p — 1) erhoben modulo p
zu +1, +f, —1, —f kongruent werden; dabei bezeichnet f eine der beiden
Wurzeln der Kongruenz ff = —1 (mod. p). Wir haben gefunden, dass die
Entscheidung, welcher Sammlung die Zahl +2 zuzurechnen ist, von der Zer-
legung der Zahl p in zwei Quadrate abhédngt: Setzt man p = aa + bb, wobei
aa das ungerade und bb das gerade Quadrat bezeichnet, und nimmt man fer-
ner an, dass die Vorzeichen von a,b so gewéhlt sind, dass a = 1 (mod. 4),
b= af (mod. p), so muss die Zahl +2 zur Sammlung A, B,C, D gehoren, je
nachdem %b die Form 4n, 4n + 1, 4n + 2, 4n + 3 hat.

Daraus folgt auch unmittelbar eine Regel zur Klassifikation der Zahl —2.
Da —1 zur Klasse A gehort, wenn %b gerade ist, im ungeraden Fall aber zur
Klasse C', gehort nach dem Satz in Artikel 7 die Zahl —2 zur Klasse A, B, C, D,
je nachdem %b die Form 4n, 4n + 3, 4n + 2, 4n + 1 hat.

Diese Sétze lassen sich auch folgendermafien ausdriicken:

Es gehort +2 ‘ -2
zur Sammlung | wenn b modulo 8 kongruent ist zu

A 0 0

B 2a 6a

C 4a 4a

D 6a 2a

Man sieht leicht, dass die so ausgesprochenen Sédtze nicht mehr von der
Bedingung @ = 1 (mod. 4) abhéngen, sondern auch dann gelten, wenn a =
3 (mod. 4), sofern die andere Bedingung af = b (mod. p) erhalten bleibt.

Ebenso leicht sieht man, dass sich der Inhalt dieser Sétze elegant in einer
einzigen Formel zusammenfassen ldsst, ndmlich:

Werden a und b positiv genommen, so gilt stets

b2 = 2 25 (P—1) (mod. p)
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25.

Sehen wir nun, wie weit die induktive Untersuchung auf die Klassifikation
der Zahl 3 hinweist. Setzt man die Tabelle in Artikel 11 weiter fort (wobei
stets die kleinste primitive Wurzel genommen wird), so zeigt sie, dass +3
gehort

zur Sammlung

A fiir B fir C fur D far
P a b P a b P a b P a b
13 =3 | 42| 17| +1| -4y 37| +1| -6 51 +1| 42
109 | —3|4+10| 29| +5| +2| 61| +5|—6]| 41| +5| —4
181 49| 4+10 | 53| =7 +2| 73| —3| -8 149 | —7|+10
193 | =7 =12 89| 45| =8| 97| +9|+4 | 173 | +13 | +2
229 | -15| +2 101 | +1|410| 157 | —11| —6
277 | 49| +14 || 113 | —7| -8 241 | —-15| —4

137 | —-11| —4
197 | +1|—14
233 | +13 | +8
257 | +1|—16
269 | +13 | +10

281 | +5| +16
293 | +17 | +2

Zumindest auf den ersten Blick erkennen wir keinen einfachen Zusammen-
hang zwischen den Werten der Zahlen a,b, denen dieselbe Sammlung ent-
spricht. Bedenken wir aber, dass sich eine entsprechende Entscheidung in der
Theorie der quadratischen Reste fiir die Zahl —3 durch eine einfachere Regel
treffen ldsst als fiir die Zahl 43, so besteht die Hoffnung auf einen ebenso
glinstigen Erfolg in der Theorie der biquadratischen Reste. Wir finden, dass
—3 zur Sammlung gehort

A fur B fur C fir D fiir
P a b a b P a b P a b
371 +1| -6 +1] +2 13| =3| +2| 29| 45| +2
61| +5| -6 1 +1| —4 73| —-3| 8| 41| +5| —4
157 | =11 —61| 89| 45| =8| 97| +9| +4| H3| —-T7| +2
193 | -7 |—-12 || 113| —=7| =8| 109 | —3|+10 101 | +1|+410
137 —-11| —4 181 | +9|+10|197| +1| —-14
149 | =7 +410 | 229 | —15| +2 | 269 | +13 | +10
173 | +13 | 42| 241 | =15 | —4 293 | +17 | +2
233 | +13 | +8 || 277 | 49| +14
257 | 41| —-16
281 | +5 | +16

- o3
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Hier zeigt sich die induktiv gefundene Regel unmittelbar. Die Zahl —3 gehort
ndmlich zur Sammlung

A, wenn b durch 3 teilbar ist, d.h. b =0 (mod. 3)

B, wenn a + b durch 3 teilbar ist, d. h. b = 2a (mod. 3)
C, wenn a durch 3 teilbar ist, d.h. a = 0 (mod. 3)

D, wenn a — b durch 3 teilbar ist, d.h. b = a (mod. 3)

26.

Wir finden, dass die Zahl 45 der folgenden Sammlung zuzurechnen ist:

A fir p= 101, 109, 149, 181, 269

B fir p= 13, 17, 73, 97, 157, 193, 197, 233, 277, 293
C fiir p= 29, 41, 61, 89, 229, 241, 281

D fir p= 37, 53, 113, 137, 173, 257

Betrachten wir die Werte der Zahlen a, b, die den einzelnen p entsprechen, so
erkennen wir die Regel hier ebenso leicht wie bei der Klassifikation der Zahl
—3. Wir gelangen ndmlich zur Sammlung

A, wenn b =0 (mod. 5)
B, wennb=a
C, wenna=0
D, wenn b=4a
Offenbar erfassen diese Regeln alle Fille, denn fiir b = 2a oder b =

3a (mod. 5) wére aa + bb =0, Q. E. A., da nach Voraussetzung p eine von 5
verschiedene Primzahl ist.
27.

Ebenso weist die induktive Untersuchung, auf die Zahlen —7, —11, +13,
+17, —19, —23 angewandt und hinreichend weit fortgesetzt, auf folgende Re-
geln hin:

Fur die Zahl —7

Ala=0, oderb=0 (mod.T7)
B | b=4a, oder b= 5a
C|b=a, oderb=6a
D | b=2a, oder b= 3a

Fiir die Zahl —11.
A | b=0, 5a, oder 6a (mod. 11)
B | b=a, 3a oder 4a
C | a=0, oder b = 2a oder 9a
D | b= "Ta, 8a oder 10a
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Fur die Zahl +13.

b=0, 4a, 9a (mod. 13)
b=6a, 11la, 12a
a=0; b=3a, 10a
b=a, 2a, Ta

QW

Fur die Zahl +17.

a=0; b=0, a, 16a (mod. 17)
b = 2a, 6a, 8a, l4a
b= ba, Ta, 10a, 12a
b = 3a, 9a, 1la, 15a

QW

Fir die Zahl —19.

b=0, 2a, ba, 14a, 17a (mod. 19)
b=3a, Ta, 11la, 13a, 18a

a =0; b=4a, 9a, 10a, 15a
b=a, 6a, 8a, 12a, 16a

OQw

Fir die Zahl —23.

a=0; b=0, 7a, 10a, 13a, 16a (mod. 23)
b= 2a, 3a, 4a, 1la, 15a, 17a

=a, ba, 9a, 14a, 18a, 22a
b= 6a, 8a, 12a, 19a, 20a, 21a

SQwW

28.

Die so durch induktive Untersuchung gewonnenen besonderen Sétze be-
statigen sich, soweit diese Untersuchung fortgesetzt wird, und zeigen eine
besonders schéne Gestalt der Kriterien. Vergleicht man sie aber miteinander,
um allgemeine Schliisse daraus zu ziehen, so bieten sich sogleich die folgenden
Beobachtungen dar.

Die Kriterien dafiir, welcher Sammlung die Primzahl +¢ zuzurechnen ist
(mit dem oberen oder unteren Vorzeichen, je nachdem ¢ die Form 4n + 1
oder 4n + 3 hat), hdngen von den Formen der Zahlen a, b ab, wenn man diese
beziglich des Moduls ¢ miteinander vergleicht. Es gilt namlich:
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I. Ist @ = 0 (mod. q), so gehort +¢ zu einer bestimmten Sammlung, und
zwar zu A fir ¢ =7, 17, 23 und zu C fir ¢ = 3, 11, 13, 19. Daraus entsteht
die Vermutung, dass der erste Fall allgemein gilt, wenn ¢ die Form 8n + 1
hat, der zweite dagegen, wenn ¢ die Form 8n 4 3 hat. Ubrigens sind die
Sammlungen B und D bereits ohne induktive Untersuchung ausgeschlossen,
wenn der Wert von a durch ¢ teilbar ist. Dann gilt p = bb (mod. q), das heifit, p
ist ein quadratischer Rest von ¢, und daher muss nach dem Fundamentalsatz
+¢ ein quadratischer Rest von p sein.

II. Ist dagegen a nicht durch ¢ teilbar, so hangt das Kriterium vom Wert des
Ausdrucks g (mod. ¢) ab. Dieser Ausdruck ldsst zwar ¢ verschiedene Werte zu,
namlich 0, 1, 2, 3....¢—1; hat aber ¢ die Form 4n+ 1, so miissen die beiden
Werte des Ausdrucks / — 1 (mod. ¢) ausgeschlossen werden. Diese kénnen
offenbar keine Werte des Ausdrucks g (mod. ¢q) sein, da p = aa + bb stets als
eine von ¢ verschiedene Primzahl vorausgesetzt wird. Somit ist die Anzahl
der zulassigen Werte des Ausdrucks g (mod. ¢) = ¢ —2 fir ¢ =1 (mod. 4),
wahrend sie = ¢ fiir ¢ = 3 (mod. 4) bleibt.

Diese Werte verteilen sich nun auf vier Klassen: Einige, die wir unbestimmt
mit « bezeichnen, entsprechen der Sammlung A, andere, mit 5 bezeichnet,
der Sammlung B, andere, 7, der Sammlung C, und schliefflich die iibrigen, §,
der Sammlung D. Die Zahl +q ist also der Sammlung A, B, C, D zuzurechnen,
je nachdem b = «aa, b = fa, b = va, b = da (mod. q) gilt.

Doch das Gesetz dieser Verteilung scheint tiefer verborgen, obwohl einige
allgemeine Eigenschaften leicht zu erkennen sind. Die Anzahl der Werte ist in
drei Klassen gleich, ndmlich = 1(g—1) oder §(g+1), wihrend sie in einer (und
zwar in derselben, die der Sammlung mit dem Kriterium a = 0 entspricht)
um eins kleiner ist. Dadurch wird die Gesamtzahl der verschiedenen Kriterien
fiir jede einzelne Sammlung gleich, ndmlich = (¢ — 1) oder (g + 1). Ferner
bemerken wir, dass 0 stets in der ersten Klasse (unter den a) vorkommt und
dass die Ergédnzungen der Zahlen «, 3,7, zu ¢, also g —«, ¢ — 3, ¢ —, ¢ — 6,
jeweils in der ersten, vierten, dritten und zweiten Klasse liegen. Schlief3lich se-
hen wir, dass die Werte der Ausdriicke é, %, %, % (mod. q) zur ersten, vierten,
dritten und zweiten Klasse gehoren, wenn das Kriterium a = 0 der Sammlung
A entspricht, dagegen jeweils zur dritten, zweiten, ersten und vierten Klasse,
wenn sich das Kriterium a = 0 auf die Sammlung C bezieht. Doch darauf
beschrankt sich ungefédhr, was sich durch induktive Untersuchung erreichen
lasst, sofern wir uns nicht allzu kithn anmaflen wollen, das vorwegzunehmen,
was spéter aus den eigentlichen Quellen geschopft werden wird.

29.

Bevor wir weitergehen, ist zu bemerken, dass die Kriterien fiir Primzahlen
(positiv genommen, wenn sie die Form 4n + 1 haben, negativ, wenn sie die
Form 4n + 3 haben) zur Entscheidung fiir alle iibrigen Zahlen ausreichen, so-
fern man den Satz aus Artikel 7 und die Kriterien fir —1 und £2 hinzunimmt.
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Sucht man zum Beispiel Kriterien fiir die Zahl +3, so gelten die in Artikel
25 angegebenen Kriterien, die sich auf —3 beziehen, auch fiir +3, wenn %b
gerade ist. Dagegen sind die Sammlungen A, B, C, D mit den Sammlungen
C, D, A, B zu vertauschen, wenn %b ungerade ist. Daraus ergeben sich folgen-
de Regeln:

+3 gehort

zur
Sammlung | WEII

4 b =0 (mod. 12);

oder zugleich ¢ = 0 (mod. 3), b =2 (mod. 4)
B b = 8a oder 10a (mod. 12)
b = 6a (mod. 12);

c .
oder zugleich ¢ = 0 (mod. 3), b =0 (mod. 4)
D b = 2a oder 4a (mod. 12)

Ebenso erhélt man die Kriterien fiir £6 durch Verbindung der Kriterien
fir F#2 und —3, ndmlich:

+6 gehort
Sammlung | Wenn
A b=0, 2a,22a (mod. 24);
oder zugleich a =0 (mod. 3), b =4a (mod. 8)
B b=4a, 6a, 8a (mod.24);
oder zugleich a =0 (mod. 3), b= 2a (mod. 8)
o b = 10a, 12a, 14a (mod. 24);
oder zugleich @ = 0 (mod. 3), b =0 (mod. 8)
D b = 16a, 18a,20a (mod. 24);
oder zugleich @ = 0 (mod. 3), b = 6a (mod. 8)

—6 dagegen gehort

Samzrlrll{ung wenn

4 b=0, 10a,14a (mod. 24);
oder zugleich a =0 (mod. 3), b =4a (mod. 8)
B b=4a, 8a,18a (mod. 24);
oder zugleich a = 0 (mod. 3), b = 6a (mod. 8)

b = 2a,12a,22a (mod. 24);

¢ oder zugleich ¢ =0 (mod. 3), b =0 (mod. 8)
D b = 6a, 16a,20a (mod. 24);
oder zugleich a =0 (mod. 3), b = 2a (mod. 8)

Auf dieselbe Weise werden die Kriterien fir die Zahl +21 aus den Kriterien
fir —3 und —7 zusammengestellt; die Kriterien fiir —105 aus denen fir —1,
-3, +5, =7 usw.
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30.

Die induktive Untersuchung erdffnet somit eine iiberaus reiche Ernte be-
sonderer Sitze, die mit dem Satz fiir die Zahl 2 verwandt sind. Doch ein
gemeinsames Band fehlt, strenge Beweise fehlen, da die Methode, mit der wir
in der ersten Abhandlung die Behandlung der Zahl 2 abgeschlossen haben,
keine weitere Anwendung zulésst. Es gibt zwar verschiedene Methoden, mit
denen sich Beweise fiir einzelne Félle gewinnen liefen, insbesondere fiir dieje-
nigen, die die Verteilung der quadratischen Reste auf die Sammlungen A, C
betreffen. Wir halten uns jedoch nicht bei ihnen auf, da eine allgemeine, alle
Fille umfassende Theorie unser Ziel sein muss. Nachdem wir im Jahr 1805
begonnen hatten, dieser Frage unsere Uberlegungen zu widmen, gelangten wir
bald zu der Uberzeugung, dass die eigentliche Quelle der allgemeinen Theo-
rie in einer Erweiterung des Bereichs der Arithmetik zu suchen sei, wie wir
bereits in Artikel 1 angedeutet haben.

Waiéhrend sich die héhere Arithmetik bei den bisher behandelten Fragen
allein mit reellen ganzen Zahlen befasst, erstrahlen die Sétze tiber biquadrati-
sche Reste erst dann in ihrer ganzen Einfachheit und eigentlichen Schénheit,
wenn der Bereich der Arithmetik auf imagindre Grofien ausgedehnt wird. Oh-
ne Einschrdnkung bilden dann Zahlen der Form a + bi ihren Gegenstand,
wobei ¢ wie iiblich die imagindre Grofie \/ — 1 bezeichnet und a,b unein-
geschriankt alle reellen ganzen Zahlen zwischen —oco und +oo durchlaufen.
Solche Zahlen werden wir kompleze ganze Zahlen nennen; dabei werden die
reellen Zahlen als eine darin enthaltene Art aufgefasst und den komplexen
Zahlen nicht gegeniibergestellt. Die vorliegende Abhandlung wird sowohl die
elementare Lehre von den komplexen Zahlen als auch die ersten Anfénge der
Theorie der biquadratischen Reste darstellen, deren allseitige Vollendung wir
in einer nachfolgenden Fortsetzung unternehmen werden”).

“'Wenigstens beildufig ist hier noch zu bemerken, dass sich der so bestimmte Bereich beson-
ders fiir die Theorie der biquadratischen Reste eignet. Die Theorie der kubischen Reste muss
entsprechend auf die Betrachtung von Zahlen der Form a + bh gegriindet werden, wobei h
eine imagindre Wurzel der Gleichung h3 — 1 = 0 ist, etwa h = —% +vV % . 1; ebenso wird die
Theorie der Reste hoherer Potenzen die Einfithrung anderer imaginirer Gréfien erfordern.
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31.

Zunéchst fithren wir einige Benennungen ein, die eine kiirzere und klarere
Darstellung ermoglichen.
Der Bereich der komplexen Zahlen a + bi enthélt

I. die reellen Zahlen, bei denen b = 0 gilt, und darunter je nach der Beschaf-
fenheit von a

1) die Null,
2) die positiven Zahlen,

3) die negativen Zahlen;

II. die imaginéren Zahlen, bei denen b von null verschieden ist. Hier unter-
scheiden wir wiederum

1) imagindre Zahlen ohne reellen Teil, also solche, bei denen a = 0 gilt;

2) imagindre Zahlen mit reellem Teil, wobei b nicht null ist und auch
a = 0 nicht gilt.

Die ersteren kann man, wenn man will, rein imaginare Zahlen, die letzteren
gemischt imaginare Zahlen nennen.

In dieser Theorie verwenden wir vier Einheiten, +1, —1, +4, —i, die einfach
positiv, negativ, positiv imaginir und negativ imaginér heiflen sollen.

Die drei Produkte einer beliebigen komplexen Zahl mit —1, +4¢, —¢ nennen
wir ihre Gefihrten oder die ithr assoziierten Zahlen. Mit Ausnahme der Null
(die sich selbst assoziiert ist) sind also stets vier verschiedene Zahlen einander
assoziiert.

Dagegen nennen wir die Zahl, die aus einer komplexen Zahl durch Vertau-
schung von ¢ mit —: entsteht, die zu ihr konjugierte Zahl. Unter den imaginé-
ren Zahlen sind demnach stets zwei verschiedene Zahlen konjugiert, wahrend
die reellen Zahlen sich selbst konjugiert sind, sofern man diese Benennung auf
sie ausdehnen will.

Das Produkt einer komplexen Zahl mit der zu ihr konjugierten Zahl nennen
wir die Norm jeder der beiden. Bei einer reellen Zahl ist daher ihr Quadrat
als ihre Norm anzusehen.

99



Theorie der biquadratischen Reste

Im Allgemeinen haben wir acht zusammenhéngende Zahlen, ndmlich

a+bi a—bi
—b+ai| —b—ai
—a—bi| —a+bi
b—ai| b+ai

wobei wir zwei Gruppen von vier assoziierten Zahlen und vier Paare konju-
gierter Zahlen sehen; die gemeinsame Norm aller ist aa + bb. Die acht Zahlen
reduzieren sich jedoch auf vier verschiedene, wenn entweder a = +b oder fir
eine der beiden Zahlen a,b = 0 gilt.

Aus den angefiihrten Definitionen ergibt sich unmittelbar Folgendes:

Zum Produkt zweier komplexer Zahlen ist das Produkt der zu ihnen kon-
jugierten Zahlen konjugiert.

Dasselbe gilt fiir ein Produkt aus mehr Faktoren sowie fiir Quotienten.

Die Norm des Produkts zweier komplexer Zahlen ist gleich dem Produkt
ihrer Normen.

Auch dieser Satz erstreckt sich auf Produkte aus beliebig vielen Faktoren
und auf Quotienten.

Die Norm jeder komplexen Zahl (mit Ausnahme der Null, die wir von nun
an meist stillschweigend ausschliefien) ist eine positive Zahl.

Ferner steht nichts im Wege, unsere Definitionen auf gebrochene oder so-
gar irrationale Werte von a,b auszudehnen; doch soll a + bi nur dann eine
komplexe ganze Zahl heiflen, wenn jede der Zahlen a, b ganz ist, und nur dann
rational, wenn jede der Zahlen a, b rational ist.

32.

Die Rechenregeln fiir komplexe Zahlen sind allgemein bekannt: Durch Ein-
fiihrung der Norm wird die Division auf die Multiplikation zuriickgefiihrt,
denn es gilt

a—+ b c—di ac+bd bc—ad

— bi) . = .
v Ot T e dd Tl

Die Quadratwurzel wird mithilfe der Formel

Vla+bi) = <ﬂ ““+bb>+a+w¢<aa +2bb)—a>

gezogen, wenn b positiv ist, oder mithilfe der Formel

Vla+bi) = <\/\/(““+bb) +a e +be) —a)

wenn b negativ ist. Beim Nutzen der Umformung der komplexen Gréfe a+ bi
in r(cos ¢ + isin @) zur Erleichterung der Rechnungen brauchen wir uns hier
nicht aufzuhalten.
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33.

Eine komplexe ganze Zahl, die sich in zwei von den Einheiten verschiedene
Faktoren™) zerlegen lisst, nennen wir eine zusammengesetzte komplexe Zahl;
eine Zahl, die keine solche Zerlegung in Faktoren zulésst, soll dagegen eine
komplexe Primzahl heiflen. Daraus folgt unmittelbar, dass jede zusammenge-
setzte reelle Zahl auch eine zusammengesetzte komplexe Zahl ist. Eine reelle
Primzahl kann jedoch eine zusammengesetzte komplexe Zahl sein, und dies
gilt fiir die Zahl 2 sowie fiir alle positiven reellen Primzahlen der Form 4n 4 1
(mit Ausnahme der Zahl 1), da sich diese bekanntlich in zwei positive Qua-
drate zerlegen lassen. Zum Beispiel gilt 2 = (1+1¢)(1—1), 5 = (1 +2i)(1 — 21),
13 =(3+2i)(3—2i), 17 = (1 +44)(1 — 4i) usw.

Dagegen sind positive reelle Primzahlen der Form 4n 4+ 3 stets komplexe
Primzahlen. Wére nédmlich eine solche Zahl ¢ = (a + bi)(« + Bi), so wire
auch ¢ = (a — bi)(a — Bi) und daher q¢ = (aa + bb)(aa + B3). Nun lésst
sich aber qq nur auf eine einzige Weise in positive, die Einheit iibersteigende
Faktoren zerlegen, ndmlich in ¢ x ¢q. Daher miisste ¢ = aa + bb = aa + (85
gelten, Q. E. A.; denn die Summe zweier Quadrate kann nicht die Form 4n+3
haben.

Die negativen reellen Zahlen behalten offenbar dieselben Benennungen wie
die positiven; dasselbe gilt fiir die rein imaginaren Zahlen.

Es bleibt somit zu zeigen, wie man unter den gemischt imaginiren Zah-
len die zusammengesetzten von den Primzahlen unterscheidet. Dies geschieht
durch den folgenden

SATZ. Jede gemischt imagindre ganze Zahl a+ bi ist eine komplexe Prim-
zahl oder eine zusammengesetzte Zahl, je nachdem, ob ihre Norm eine reelle
Primzahl oder eine zusammengesetzte Zahl ist.

Beweis. 1. Da die Norm einer zusammengesetzten komplexen Zahl stets
eine zusammengesetzte Zahl ist, muss eine komplexe Zahl, deren Norm eine
reelle Primzahl ist, offenbar eine komplexe Primzahl sein. Q. E. P.

II. Ist aber die Norm aa + bb zusammengesetzt, so sei p eine positive reelle
Primzahl, die sie teilt. Nun sind zwei Féille zu unterscheiden.

1) Hat p die Form 4n+3, so kann bekanntlich aa+ bb nur dann durch p teil-
bar sein, wenn p beide Zahlen a, b teilt. Daher ist a+bi eine zusammengesetzte
Zahl.

*)Oder, was dasselbe ist, in solche, deren Normen grofier als die Einheit sind.
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2) Hat p nicht die Form 4n + 3, so ldsst sich diese Zahl sicher in zwei
Quadrate zerlegen. Wir setzen daher p = aa + 85. Da

(ac + bB)(ace — bB) = aa(aa + BB) — BB(aa + bb)

gilt und dieser Ausdruck somit durch p teilbar ist, muss p einen der Faktoren
aa + bB, ac — bP teilen. Da ferner

(s +bB)? + (ba — ap)® = (ac = bB) + (ba + af)® = (aa + bb)(acx + 33)

gilt und dieser Ausdruck somit durch pp teilbar ist, muss im ersten Fall auch
ba — af, im zweiten ba + af durch p teilbar sein. Daher ist im ersten Fall

a+bi aa+b8 ba—af .
- + i
o+ Bi D D

eine komplexe ganze Zahl, im zweiten dagegen

a+bi aa—-0b8 ba+aB .
. = + .1
a— Pi p p

eine ganze Zahl. Da also die gegebene Zahl durch « + £i oder durch o — (i
teilbar ist und die Norm des Quotienten = %44 nach Voraussetzung von der
Einheit verschieden ist, ist a 4 bt offenbar in beiden Fallen eine zusammenge-
setzte komplexe Zahl. Q. E. S.

34.

Den gesamten Bereich der komplexen Primzahlen erschopfen somit die
folgenden vier Arten:

1) die vier Einheiten 1,+i,—1, —i, die wir jedoch bei der Behandlung von
Primzahlen meist stillschweigend als ausgeschlossen betrachten werden;

2) die Zahl 1 + ¢ mit ihren drei assoziierten Zahlen —1 44, —1 — ¢, 1 — g;

3) die positiven reellen Primzahlen der Form 4n + 3 mit jeweils drei assozi-
ierten Zahlen;

4) die komplexen Zahlen, deren Normen reelle, die Einheit {ibersteigende
Primzahlen der Form 4n + 1 sind. Jeder gegebenen Norm dieser Art ent-
sprechen stets acht komplexe Primzahlen und nicht mehr, da sich eine
solche Norm nur auf eine einzige Weise in zwei Quadrate zerlegen lasst.
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35.

Wie sich die reellen ganzen Zahlen in gerade und ungerade und die ersteren
wiederum in durch vier teilbare Zahlen und in das Doppelte einer ungeraden
Zahl einteilen, so ergibt sich unter den komplexen Zahlen eine ebenso wesent-
liche Unterscheidung. Sie sind nédmlich

entweder durch 1 + ¢ nicht teilbar, ndmlich Zahlen a 4+ bi, bei denen eine
der beiden Zahlen a, b ungerade und die andere gerade ist;

oder durch 14, aber nicht durch 2 teilbar, wenn beide Zahlen a, b ungerade
sind;

oder durch 2 teilbar, wenn beide Zahlen a, b gerade sind.

Die Zahlen der ersten Klasse kann man passend ungerade komplexe Zahlen,
die der zweiten halbgerade, die der dritten gerade nennen.

Ein Produkt aus mehreren komplexen Faktoren ist stets ungerade, wenn
alle Faktoren ungerade sind; halbgerade, wenn ein Faktor halbgerade und die
iibrigen ungerade sind; dagegen gerade, wenn unter den Faktoren mindestens
zwei halbgerade oder mindestens einer gerade ist.

Die Norm jeder ungeraden komplexen Zahl hat die Form 4n + 1; die Norm
einer halbgeraden Zahl hat die Form 8n + 2; schlieflich ist die Norm einer
geraden Zahl das Produkt einer Zahl der Form 4n + 1 mit der Zahl 4 oder
einer hoheren Potenz von zwei.

36.

Da die Beziehung zwischen vier assoziierten komplexen Zahlen der Bezie-
hung zwischen zwei entgegengesetzten reellen Zahlen analog ist (also Zahlen,
die dem absoluten Wert nach gleich und mit entgegengesetzten Vorzeichen
versehen sind) und unter diesen gewohnlich und mit Recht die positive als
primér angesehen wird, entsteht die Frage, ob sich unter vier assoziierten
komplexen Zahlen eine dhnliche Unterscheidung festlegen ldsst und ob sie als
niitzlich anzusehen ist. Zur Entscheidung muss man bedenken, dass das Un-
terscheidungsprinzip so beschaffen sein muss, dass das Produkt zweier Zahlen,
die unter ihren jeweiligen assoziierten Zahlen als primér gelten, stets unter
seinen eigenen assoziierten Zahlen primér ist. Doch wir gelangen bald zu
der Uberzeugung, dass es ein solches Prinzip {iberhaupt nicht gibt, wenn die
Unterscheidung nicht auf ganze Zahlen beschrinkt wird; eine niitzliche Un-
terscheidung wird sogar auf ungerade Zahlen zu beschrinken sein. Fiir diese
lésst sich das angestrebte Ziel aber auf zweierlei Weise erreichen. Namlich:

I. Das Produkt zweier Zahlen a+bi, a’ +b'i, bei denen a, a’ die Form 4n+1
haben und b, b’ gerade sind, besitzt dieselbe Eigenschaft, sodass der reelle Teil
= 1 (mod. 4) und der imaginére Teil gerade ist. Man sieht leicht, dass unter
vier assoziierten ungeraden Zahlen nur eine diese Form hat.
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II. Ist eine Zahl a + bi so beschaffen, dass a — 1 und b entweder beide durch
vier teilbar oder beide das Doppelte einer ungeraden Zahl sind, so besitzt ihr
Produkt mit einer komplexen Zahl derselben Form wieder dieselbe Form; und
man sieht leicht, dass unter vier assoziierten ungeraden Zahlen nur eine diese
Form hat.

Von diesen beiden anndhernd gleich geeigneten Prinzipien werden wir das
letztere wahlen: Unter vier assoziierten ungeraden komplexen Zahlen betrach-
ten wir diejenige als primér, die nach dem Modul 2 4 2i der positiven Einheit
kongruent ist. So lassen sich mehrere bemerkenswerte Sétze kiirzer ausspre-
chen. Zum Beispiel sind die komplexen Primzahlen —1 + 2¢, —1 — 24, +3 + 24,
+3 — 24, +1+4i, +1 — 44 usw. primar, ebenso die reellen Zahlen —3, —7, —11,
—19 usw., die offenbar stets mit negativem Vorzeichen zu nehmen sind. Die
zu einer ungeraden priméren komplexen Zahl konjugierte Zahl ist ebenfalls
primar.

Fiir halbgerade und gerade Zahlen im Allgemeinen wére eine ahnliche Un-
terscheidung zu willkiirlich und zu wenig niitzlich. Von den assoziierten Prim-
zahlen 1 4+ 4, 1 — 4, —1 + ¢, —1 — ¢ kdnnen wir zwar eine vor den ibrigen
als primér auswéahlen; auf zusammengesetzte Zahlen werden wir eine solche
Unterscheidung aber nicht ausdehnen.

37.

Sind unter den Faktoren einer zusammengesetzten komplexen Zahl solche,
die selbst zusammengesetzt sind, und werden diese wiederum in ihre Faktoren
zerlegt, so gelangt man offenbar schliellich zu Primfaktoren; das heifit, jede
zusammengesetzte Zahl ist in Primfaktoren zerlegbar. Sind darunter solche,
die nicht primér sind, so ersetzen wir jede durch das Produkt der assoziierten
priméren Zahl mit ¢, —1 oder —i. So lasst sich offenbar jede zusammengesetzte
komplexe Zahl M auf die Form

M = i*A“BPCOY .. ..

bringen, wobei A, B, C usw. verschiedene primére komplexe Primzahlen sind
und g = 0, 1,2 oder 3 ist. Fiir diese Zerlegung ergibt sich der Satz, dass sie nur
auf eine einzige Weise moglich ist. Bei fliichtiger Betrachtung kénnte dieser
Satz zwar an sich selbstverstindlich erscheinen, doch bedarf er jedenfalls eines
Beweises. Den Weg dazu bereitet der folgende

SATZ. Das Produkt M = A*BBC7Y ... ., in dem A, B, C usw. verschiedene
primdre komplexe Primzahlen bezeichnen, kann durch keine primdre komplexe
Primzahl teilbar sein, die nicht unter A, B,C usw. vorkommdt.

Beweis. Es sei P eine primére komplexe Primzahl, die nicht unter A, B, C
usw. enthalten ist, und es seien p, a, b, c usw. die Normen der Zahlen P, A, B, C'
usw. Daraus folgt leicht, dass die Norm von M = a®b®¢" usw. ist. Diese Zahl
miisste daher, wenn M durch P teilbar wére, durch p teilbar sein. Da die
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einzelnen Normen entweder reelle Primzahlen (aus der Folge 2,5,13,17 usw.)
oder Quadrate reeller Primzahlen (aus der Folge 9,49,121 usw.) sind, kann
dies offenbar nur eintreten, wenn p mit einer der Normen a, b, c usw. iden-
tisch ist. Wir nehmen daher p = ¢ an. Da aber P, A nach Voraussetzung
verschiedene primére komplexe Primzahlen sind, sieht man leicht, dass die-
se Bedingungen nur dann zugleich bestehen kénnen, wenn P, A konjugierte
imaginédre komplexe Zahlen sind und somit p = a eine ungerade reelle Prim-
zahl ist (nicht das Quadrat einer Primzahl). Wir setzen daher A = k + 3,
P = k—1li. Indem wir Begriff und Zeichen der Kongruenz auf komplexe ganze
Zahlen ausdehnen, erhalten wir A = 2k (mod. P), woraus leicht folgt:

M =2°k*“BPC7.... (mod. P)
Wird also M als durch P teilbar angenommen, so ist auch
2k BPCY . ...
durch P teilbar und daher die Norm dieser Zahl, die
= 222 L

ist, durch p teilbar. Da jedoch 2 und k sicher nicht durch p teilbar sind, folgt
daraus, dass p mit einer der Zahlen b, c usw. identisch sein muss; sei zum
Beispiel p = b. Daraus schlielen wir aber, dass entweder B = k + li oder
B = k — i gilt, das heif3t entweder B = A oder B = P, beides gegen die
Voraussetzung.

Aus diesem Satz folgt der andere, dass die Zerlegung in Primfaktoren nur
auf eine einzige Weise moglich ist, sehr leicht durch Schliisse, die denjenigen
vollig analog sind, die wir in den Disquisitiones Arithmeticae fir reelle Zah-
len verwendet haben (Artikel 16). Daher wére es iiberfliissig, uns hier damit
aufzuhalten.

38.

Wir gehen nun zur Kongruenz von Zahlen nach komplexen Moduln iiber.
Zu Beginn dieser Untersuchung ist jedoch anzugeben, wie sich der Bereich
der komplexen Groéflen anschaulich darstellen lésst.

Jede reelle Grofle léasst sich durch eine Strecke auf einer nach beiden Seiten
unendlichen Geraden ausdriicken, die von einem beliebigen Anfangspunkt aus
genommen und nach einer beliebigen, als Einheit gewéhlten Strecke gemessen
wird. Sie lasst sich daher durch den anderen Endpunkt darstellen, wobei die
Punkte auf der einen Seite des Anfangspunktes positive, auf der anderen
negative Groflen darstellen. Ebenso ldsst sich jede komplexe Groflie durch
einen Punkt in einer unendlichen Ebene darstellen, in der eine bestimmte
Gerade den reellen Groflen zugeordnet ist: die komplexe Gréfle x + iy durch
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den Punkt mit der Abszisse = x und der Ordinate = y, wobei diese auf der
einen Seite der Abszissenlinie positiv, auf der anderen negativ genommen wird.
So kann man sagen, dass jede komplexe Grofie den Unterschied zwischen der
Lage des ihr zugeordneten Punktes und der Lage des Anfangspunktes misst.
Die positive Einheit bezeichnet dabei eine beliebige festgelegte Verschiebung
in einer beliebigen festgelegten Richtung, die negative Einheit eine gleich
grofle Verschiebung in der entgegengesetzten Richtung und die imaginéren
Einheiten gleich grofle Verschiebungen in den beiden senkrechten seitlichen
Richtungen.

Auf diese Weise wird die Metaphysik der Gréfien, die wir imaginér nennen,
erheblich erhellt. Wird der Anfangspunkt mit (0) bezeichnet und werden zwei
komplexe Grofien m,m’ den Punkten M, M’ zugeordnet, deren Lage beziig-
lich (0) sie ausdriicken, so ist die Differenz m —m’ nichts anderes als die Lage
des Punktes M beziiglich des Punktes M’. Stellt dagegen das Produkt mm’
die Lage des Punktes N beziiglich (0) dar, so siecht man leicht, dass diese Lage
durch die Lage des Punktes M beziiglich (0) ebenso bestimmt wird wie die
Lage des Punktes M’ durch die Lage des der positiven Einheit entsprechenden
Punktes. Man kann daher passend sagen, dass die Lagen der den komplexen
Groflen mm’ m,m’,1 entsprechenden Punkte eine Proportion bilden. Eine
ausfithrlichere Behandlung behalten wir uns jedoch fiir eine andere Gelegen-
heit vor. Die Schwierigkeiten, in die man die Theorie der imaginidren Gréflen
verstrickt glaubt, sind groflenteils aus ungeeigneten Benennungen entstanden
(haben doch manche sogar den missklingenden Namen unmoglicher Gréfien
gebraucht). Wiren wir von den Begriffen ausgegangen, die zweidimensionale
Mannigfaltigkeiten darbieten, wie sie in grofiter Reinheit in unseren Raum-
anschauungen erscheinen, und hétten wir die positiven Gréflen direkte, die
negativen inverse und die imaginéren seitliche Gréflen genannt, so wére an
die Stelle von Verwicklungen Einfachheit und an die Stelle von Dunkelheit
Klarheit getreten.

39.

Das im vorigen Artikel Dargelegte bezieht sich auf stetige komplexe Gro-
Ben. In der Arithmetik, die sich nur mit ganzen Zahlen befasst, wird das Bild
der komplexen Zahlen ein System gleich weit voneinander entfernter Punkte
sein, die auf gleich weit voneinander entfernten Geraden so angeordnet sind,
dass sie die unendliche Ebene in unendlich viele gleiche Quadrate zerlegen.
Alle durch eine gegebene komplexe Zahl a 4+ bi = m teilbaren Zahlen bilden
ebenfalls unendlich viele Quadrate, mit den Seiten = /(aa + bb) oder den
Fléacheninhalten = aa + bb. Die letzteren Quadrate sind gegen die ersteren
geneigt, sofern keine der beiden Zahlen a,b = 0 ist. Jeder durch den Modul
m nicht teilbaren Zahl entspricht ein Punkt entweder innerhalb eines solchen
Quadrates oder auf einer zwei Quadraten gemeinsamen Seite; der letztere Fall
kann jedoch nur eintreten, wenn a, b einen gemeinsamen Teiler haben. Ferner
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ist klar, dass nach dem Modul m kongruente Zahlen in ihren Quadraten ent-
sprechende Lagen einnehmen. Sammeln wir daher alle Zahlen innerhalb eines
bestimmten Quadrates sowie alle, die etwa auf zwei einander nicht gegeniiber-
liegenden Seiten liegen, und fiigen schliellich eine durch m teilbare Zahl hinzu,
so erhalten wir leicht ein vollstdndiges System inkongruenter Reste nach dem
Modul m: Jede ganze Zahl muss einem von ihnen und nur einem einzigen kon-
gruent sein. Es wére auch nicht schwierig zu zeigen, dass die Anzahl dieser
Reste der Norm des Moduls gleich ist, ndmlich = aa + bb. Doch erscheint es
ratsam, diesen sehr wichtigen Satz auf eine andere, rein arithmetische Weise
zu beweisen.

40.

SATZ. Nach einem gegebenen komplexen Modul m = a+ bi, dessen Norm
aa +bb = p ist und fir den a,b teilerfremd sind, ist jede komplexe ganze Zahl
etnem Rest aus der Folge 0,1,2,3....p — 1 und nicht mehreren kongruent.

Beweis. 1. Es seien «, 8 ganze Zahlen mit aa + $b = 1. Dann ist

i=ab— Ba+m(f+ «ai)
Fiir eine gegebene komplexe ganze Zahl A + Bi haben wir daher
A+ Bi=A+ (ab— Ba)B +m(SB + aBi)

Bezeichnen wir mit h den kleinsten positiven Rest der Zahl A + (ab — a)B
nach dem Modul p und setzen

A+ (ab— Ba)B = h+ kp = h + m(ak — bki)
so ist
A+ Bi=h+m(BB+ ak + (B — bk)i)

oder
A+ Bi = h(mod. m). Q. E. P.

II. Sind zwei reelle Zahlen h, h’ derselben komplexen Zahl nach dem Modul
m kongruent, so sind sie auch einander kongruent. Wir setzen daher h —h' =
m(c + di), woraus folgt:

(h—h')(a — bi) = p(c+ di)

und somit

(h—h)a=pc, (h—h)b=—pd
sowie wegen ax + b5 =1
h—h' = p(ca —dB), d.h. h = k' (mod. p)

Sind also h und A’ verschieden, so konnen sie nicht beide zugleich in der
Sammlung der Zahlen 0,1,2,3....p — 1 enthalten sein. Q. E. S.
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41.

SATZ. Nach einem komplexen Modul m = . a+bi, dessen Norm aa+bb = p
ist und fiir den a, b nicht teilerfremd sind, sondern den grofiten gemeinsamen
Teiler A haben (den wir positiv genommen voraussetzen), ist jede komplexe
Zahl einem Rest x+yi kongruent, bei dem x eine der Zahlen 0,1,2,3....8—1
und y eine der Zahlen 0,1,2,3....A—1 ist, und zwar genau einem unter allen
p Resten dieser Form.

Beweis. 1. Wahlen wir ganze Zahlen o, mit aa + b = A, so ist Ai =
ab— Ba+ m(B + ai). Es sei nun A + Bi eine gegebene komplexe Zahl, y der
kleinste positive Rest von B nach dem Modul A und = der kleinste positive
Rest von A + (ab— Ba) . 2% nach dem Modul R wir setzen

)
B —
A+(ab—6a).Ty:x+§.k
Dann ist
B

A+Bi—(:r—|—yi):g.k+(B—y)i—(ab—ﬁa) . Y

:%k+%y.m(5+m’)

a b . B-—y .
= (A—)\.z>km+>\(ﬁ+az)m

also durch m teilbar, oder gleichbedeutend A + Bi = =+ yi(mod. m) Q. E. P.

II. Wir nehmen an, dass nach dem Modul m derselben komplexen Zahl zwei
Zahlen x+vyi, 2’ +v'1 kongruent sind, die daher auch einander nach dem Modul
m kongruent sind. Umso mehr sind sie nach dem Modul A kongruent, also gilt
y = ¢/ (mod.\). Werden daher beide y, v als unter den Zahlen 0,1,2,3.... A—1
enthalten vorausgesetzt, so muss y = y’ gelten. Damit gilt aber auch z =
a'(mod. m), das heifit, z — 2’ ist durch m teilbar und folglich die ganze Zahl
“”j\x, durch § + 3 . 1, oder

R b
x}\x EO(InOd.;L—F)\.’L')

Da nun §, % teilerfremd sind, folgt aus dem zweiten Teil des Satzes im vorigen

Artikel, dass xj\x/ auch durch die Norm der Zahl § + % .1, also durch die Zahl
&, teilbar ist, und somit 2 — 2’ durch £. Werden also auch beide z,z" als in
der Sammlung der Zahlen 0,1,2,3.... § — 1 enthalten vorausgesetzt, so muss
x = 2’ gelten, oder die Reste x + yi, 2’ + v'i sind identisch. Q. E. S.

Ferner ist offenbar auch der Fall hierher zu rechnen, in dem der Modul
reell ist, also b = 0 und folglich A = +a, sowie der Fall, in dem der Modul

rein imagindr ist, also a = 0 und folglich A = +b. In beiden Fallen gilt £ = \.

108



Theorie der biquadratischen Reste

42.

Ordnet man somit alle nach einem gegebenen Modul einander kongruenten
komplexen Zahlen derselben Klasse und inkongruente Zahlen verschiedenen
Klassen zu, so gibt es insgesamt p Klassen, die den ganzen Bereich der ganzen
Zahlen erschépfen, wobei p die Norm des Moduls bezeichnet. Eine Sammlung
ebenso vieler Zahlen, aus jeder Klasse eine genommen, stellt ein vollsténdiges
System inkongruenter Reste dar, wie wir es in den Artikeln 40, 41 angegeben
haben. In jenem System beruhte die Wahl der ihre Klassen gleichsam vertre-
tenden Reste auf dem Prinzip, in jeder Klasse einen Rest = + yi zu wahlen,
fiir den y den kleinsten Wert hat, und unter allen mit demselben kleinsten
Wert von y denjenigen, fiir den = den kleinsten Wert hat; dabei sind negative
Werte sowohl fiir « als auch fiir y ausgeschlossen. Fiir andere Zwecke wird
man jedoch andere Prinzipien verwenden. Besonders zu beachten ist die Wahl
solcher Reste, die bei Division durch den Modul die einfachsten Quotienten
ergeben. Sind o+ 31, o’ + i, o” + 3”1 usw. die bei Division kongruenter Zah-
len durch den Modul entstehenden Quotienten, so sind offenbar sowohl die
Differenzen der Groflen «a, o/, o” usw. untereinander als auch die Differenzen
zwischen den Grofien 3, 5, 3" usw. ganze Zahlen. Es ist klar, dass stets ein
Rest vorhanden ist, fiir den o und 8 zwischen den Grenzen 0 und 1 liegen, die
erstere eingeschlossen, die letztere ausgeschlossen. Einen solchen Rest nennen
wir einfach einen kleinsten Rest. Wenn man es vorzieht, kann man stattdes-
sen auch die Grenzen —% und +% wéahlen, die eine eingeschlossen, die andere
ausgeschlossen; einen dieser Beschrankung entsprechenden Rest nennen wir
absolut kleinsten.

Beziiglich - dieser kleinsten Reste ergeben sich folgende Aufgaben.

43.

Den kleinsten Rest einer gegebenen komplexen Zahl A 4+ Bi nach dem
Modul a+ bi, mit der Norm = p, findet man wie folgt. Ist x 4 y¢ der gesuchte
kleinste Rest, so ist (z + yi)(a — bi) der kleinste Rest des Produkts (A +
Bi)(a — bi) nach dem Modul (a + bi)(a — bi), also nach dem Modul p. Wir
setzen daher

aA+bB=Fp+f, aB—-bA=Gp+g

sodass f, g die kleinsten Reste der Zahlen a A+ bB, aB — bA nach dem Modul

p sind. Dann ist
[ty
a—bi

T+ yi =
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oder )
I el R e
p
b
y:“g; L B_aG—bF

Offenbar miissen die kleinsten Reste f, g entweder zwischen den Grenzen 0
und p—1 oder zwischen —%p und —I—%p genommen werden, je nachdem, ob der
einfach kleinste oder der absolut kleinste Rest der komplexen Zahl verlangt
wird.

44.

Ein vollstdndiges System kleinster Reste fiir einen gegebenen Modul ldsst
sich auf mehrere Arten aufstellen. Das erste Verfahren bestimmt zunéchst die
Grenzen, innerhalb deren die reellen Glieder liegen miissen, und gibt dann fiir
jeden Wert innerhalb dieser Grenzen die Grenzen der imaginéren Teile an. Das
allgemeine Kriterium fiir einen kleinsten Rest x 4 y¢ nach dem Modul a + bi
besteht darin, dass sowohl az + by = & als auch ay — bx = n zwischen den
Grenzen 0 und aa + bb liegen, wenn es sich um einfach kleinste Reste handelt,
oder zwischen —3(aa+ bb) und +3(aa + bb), wenn absolut kleinste Reste ver-
langt werden; dabei ist eine Grenze ausgeschlossen. Besondere Regeln wiirden
die Unterscheidung der Félle erfordern, die aus den verschiedenen Vorzeichen
der Zahlen a,b entstehen. Da die Entwicklung dieser Unterscheidung keine
Schwierigkeit bietet, halten wir uns hier nicht dabei auf; es geniige, die Art
des Verfahrens an einem einzigen Beispiel darzulegen.

Fiir den Modul 5+ 24 miissen die einfach kleinsten Reste x + yi so beschaf-
fen sein, dass sowohl bx + 2y = £ als auch by — 2x = 7 einer der Zahlen
0,1,2,3....28 gleich ist. Die Gleichung 29z = 5 — 2n zeigt, dass die posi-
tiven Werte von x nicht grofler als % und die negativen, vom Vorzeichen
abgesehen, nicht gréfer als 22—298 sein konnen. Alle zuldssigen Werte von x sind
daher —1,0,1,2,3,4. Fiir x = —1 muss 2y einer der Zahlen 5,6,7....33 und
5y einer der Zahlen —2, —1,0,1....26 gleich sein; somit ist der kleinste Wert
von y 43, der grofite +5. Behandelt man die iibrigen Werte von x ebenso, so
entsteht die folgende Tabelle aller kleinsten Reste:

x|y
—13,4,5
0]0,1,2,3,4,5

+1(1,2,3.4,5.6
+21,2,3,4,5,6
+312,3,4.5,6
+42,3,4
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Ebenso miissen fiir die absolut kleinsten Reste & und 7 einer der Zah-
len —14,—13,—12.... 4 14 gleich sein. Daher kann 29z nicht auflerhalb der
Grenzen —7 . 14 und +7 . 14 liegen, und somit muss z einer der Zahlen
-3,-2,—1,0,1,2,3 gleich sein. Fir x = —3 ist 2y = & — 5z = £ + 15 ei-
ner der Zahlen 1,2,3....29 gleich, 5y = n+ 2z = n — 6 dagegen einer der
Zahlen —20,—19,—18.... 4+ &; daraus ergibt sich fiir y der einzige Wert +1.
Behandeln wir die iibrigen Werte von x auf dieselbe Weise, so erhalten wir
die Tabelle aller absolut kleinsten Reste:

T |y
—3|+1
—2|—2,-1,0,+1,+2
1| -3,-2,-1,0,+1, +2
0] —2,-1,0,+1,+2
+1|-2,-1,0,+1,+2,43
42 —2,-1,0,41, 42
+3| -1

45.

Bei der Anwendung des zweiten Verfahrens wird es zweckméfig sein, zwei
Fille zu unterscheiden.

Im ersten Fall, in dem a und b keinen gemeinsamen Teiler haben, setzen
wir aac+ b = 1, und es sei k der kleinste positive Rest von Sa — ab nach dem
Modul p. Die Identitaten

a(Ba — ab) = pp — b(aa + b),
b(Ba — ab) = —ap + a(aa + Bb)

zeigen dann, dass ak = —b,bk = a(mod. p) gilt. Setzen wir also wie oben
ax + by =&,

ay —bxr = n, so gilt n = k&, £ = —kn(mod. p). Alle Zahlen £ + ni, denen
einfach kleinste Reste x + yi entsprechen, erhédlt man daher, indem man ent-
weder fiir £ der Reihe nach die Werte 0,1,2,3....p—1 und fiir n die kleinsten
positiven Reste der Produkte k€ nach dem Modul p nimmt, oder in anderer
Reihenfolge fiir n jene Werte und fiir £ die kleinsten Reste der Produkte —kn.
Aus jedem £ + ¢ findet man dann das entsprechende x + yi nach der Formel

E+mi  af—bn an+bE .
- = + .1
a — bi P P

T+ yi =
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Ferner ist klar, dass 77, wenn £ um eins wachst, entweder um & zunimmt
oder um p — k abnimmt und somit x + yi

entweder die Anderung — kb + ak:p—i— b 1
oder diese a— kb +b+ (ak‘+b —a>i
p p

erfahrt. Diese Bemerkung dient dazu, die Aufstellung zu erleichtern.

Werden schliellich absolut kleinste Reste x + yi verlangt, so &ndern sich
diese Vorschriften offenbar nur insofern, als £ der Reihe nach die Werte zwi-
schen den Grenzen —%p und +%p beizulegen sind, wahrend fiir n die absolut
kleinsten Reste der Produkte k¢ genommen werden miissen. Hier folgt eine
Tabelle der auf diese Weise angeordneten kleinsten Reste fiir den Modul 54-2i:

Einfach kleinste Reste.

E+mi| x4yl E+mi| xH4yi E+mi| xH4yi

0 01 10 + 25¢ +57 || 20 + 213 | +2 + 59
14+17 | -1+ 39|11 +13¢ | +1+3¢|| 21 +9¢|+3+ 31
2+ 51 +1 1244 4241224 26¢|+2 + 6¢

34220 | +1 444|134+ 180 | +1 + 44 || 23 + 144 | +3 + 44
4+ 10: +2i|| 14+6¢|4+24+2¢| 244+2¢|+4+ 21
O+27i | —14+5¢||15+23¢|+1+ 51|25+ 197 | +3 + 57
6+ 151 +30 || 16 + 116 | +2 4+ 34 || 26+ Ti | +4 + 31
T4+3i| +1+0|| 17+ 280 | +1 4 67|27 4 244 | +3 + 61
8 4 201 445 || 18 + 167 | +2 444 || 28 + 12¢ | +4 + 44
9480 |+14+2¢|| 1944 |+3+2¢

Absolut kleinste Reste.

E+mi| x+yi E+mi|l x+yi E+mi| x+yi
—14—-6i|—2—2i||—4—10¢ —2i +5— 2 +1
13+ 11¢| =341¢|| =3+7i| —1+¢| +6—144|4+2— 24
—12—4| —2—13|| —2—52 —1 +7+3¢| +1+41
—11—-13¢|—-1—-3¢||—-14+12¢ | -1+ 23 +8—-91| +2—1
—10+ 44 —2 0 0 +94+ 8| +1+ 22
—9—-8i|—1—-2¢||+1—12¢ | +1 —2¢| +10—4s +2
—84+91| —241|| +2+5¢ +i||+11+13¢|+1 4 3¢
—7—3| —1—1¢|| 43 —-Ti| +1—1 +12 44| 4241
—6+ 147 | -2 4 24 || +4 4 107 +2i || +13 —11i| +3 —1
-5+ 2t -1 +14 + 67 | +2 + 2¢

Der zweite Fall, in dem a, b nicht teilerfremd sind, lasst sich leicht auf den
vorigen zurlickfithren. Es sei A der grofite gemeinsame Teiler der Zahlen a, b,
und es sei a = Ad/, b = AV'. Ferner bezeichne F einen beliebigen kleinsten
Rest nach dem Modul A, wobei der Modul als komplexe Zahl betrachtet wird:
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Es stelle also eine beliebige Zahl x4 y: dar, fiir die x, y entweder zwischen den
Grenzen 0 und A oder zwischen —%)\ und —l—%)\ liegen, je nachdem, ob es sich
um einfach kleinste oder absolut kleinste Reste handelt. Weiter bezeichne F”
einen beliebigen kleinsten Rest nach dem Modul o’ 4 b'i. Dann stellt (a’ +
b'i)F + F' einen beliebigen kleinsten Rest nach dem Modul a + bi dar, und
ein vollstdndiges System dieser Reste entsteht, wenn alle Werte von F' mit
allen Werten von F’ kombiniert werden.

46.

Zwei komplexe Zahlen heiflen teilerfremd, wenn sie aufler den Einheiten
keine anderen gemeinsamen Teiler besitzen. Sind solche gemeinsamen Teiler
vorhanden, so heiflen diejenigen grofite gemeinsame Teiler, deren Norm am
grofiten ist.

Liegt die Zerlegung zweier gegebener Zahlen in Primfaktoren vor, so wird
der grofite gemeinsame Teiler genauso bestimmt wie bei reellen Zahlen (Dis-
quiss. Ar. Artikel 18). Zugleich ergibt sich daraus, dass alle gemeinsamen Tei-
ler zweier gegebener Zahlen auch ihren auf diese Weise gefundenen gréfiten
gemeinsamen Teiler teilen miissen. Da schon von selbst klar ist, dass die drei
ihm assoziierten Zahlen ebenfalls gemeinsame Teiler sind, wird es stets vier
Zahlen und nicht mehr geben, die grofite gemeinsame Teiler zu nennen sind;
ihre Norm ist ein Vielfaches der Norm jedes anderen gemeinsamen Teilers.

Liegt die Zerlegung zweier gegebener Zahlen in einfache Faktoren nicht vor,
so findet man den gréfiten gemeinsamen Teiler mithilfe eines dhnlichen Algo-
rithmus wie bei reellen Zahlen. Es seien m, m’ die beiden gegebenen Zahlen,
und durch wiederholte Division bilde man die Folge m”, m" usw., sodass m”
der absolut kleinste Rest von m nach dem Modul m’, dann m” der absolut
kleinste Rest von m’ nach dem Modul m” ist, und so fort. Bezeichnet man
die Normen der Zahlen m,m’,m”, m"”" usw. der Reihe nach mit p,p’,p”,p"”

i 7" . . " eps
Uusw., So ist %, die Norm des Quotienten 7> und daher nach der Definition

eines absolut kleinsten Restes gewiss nicht gréfer als %; dasselbe gilt fiir %
usw. Die positiven reellen ganzen Zahlen p’, p”, p” usw. bilden also eine stetig
abnehmende Folge, sodass man schliellich notwendig zum Glied 0 gelangt.
Oder, was dasselbe ist: In der Folge m,m/,m”, m" usw. gelangen wir schlief-
lich zu einem Glied, das das vorhergehende ohne Rest teilt. Es sei dies m ™1,

und wir setzen . ,
m=km' +m
! / 1 n
m =km"” +m
1 /! n "
m’ =k"'m" +m

und so fort bis zu
m( — (), (n+1)

Durchlauft man diese Gleichungen in umgekehrter Reihenfolge, so ergibt
sich, dass m(™*1) jedes der vorhergehenden Glieder m(™ ....m" m/, m teilt.
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Durchléuft man dieselben Gleichungen dagegen in direkter Reihenfolge, so ist
ersichtlich, dass jeder gemeinsame Teiler der Zahlen m, m’ auch jedes folgende
Glied teilt. Der erste Schluss zeigt, dass m("™1) ein gemeinsamer Teiler der
Zahlen m,m’ ist; der zweite, dass dieser Teiler ein grofiter ist.

Wird der letzte Rest m("+1) einer der vier Einheiten 1, —1,i, —i gleich, so
zeigt dies, dass m und m’ teilerfremd sind.

47.

Kombiniert man die Gleichungen des vorigen Artikels unter Weglassung
der letzten so, dass m”, m",m"" ....m™ eliminiert werden, so entsteht eine
Gleichung der Form

m" D = hm 4+ W

wobei h, h' ganze Zahlen sind; und zwar gilt, wenn man die in Disquiss. Ar.
Artikel 27 eingefiihrte Bezeichnung verwenden will,

k// k‘”/ ] k(n_l)]

E[K,
= £k D k=2 kK
_ :F[k k:/ k” k”l k(nfl)]
= F[k" )....k”,k/,k:]

mit den oberen oder unteren Vorzeichen, je nachdem, ob n gerade oder unge-
rade ist. Diesen Satz sprechen wir folgendermafien aus:

Ein grofiter gemeinsamer Teiler zweier komplexer Zahlen m,m’ ldsst sich
auf die Form hm + h'm’ bringen, wobei h,h' ganze Zahlen sind.

Dies gilt offenbar sowohl fiir den grofiten gemeinsamen Teiler, zu dem der
Algorithmus des vorigen Artikels gefithrt hat, als auch fiir seine drei Asso-
ziierten. Fiir diese sind anstelle der Koeffizienten h, h’ entweder hi, h'¢ oder
—h,—h' oder —hi, —h'i zu nehmen.

Sind daher die Zahlen m,m’ teilerfremd, so lasst sich die folgende Glei-
chung erfiillen:

1=hm+hm'

Es seien zum Beispiel die Zahlen 31 + 67 = m, 11 — 20i = m’ gegeben. Hier
finden wir

k=i, m” = 411 — 5i
EF=+1—-4i, m"=+5-4i
k' — +2, m™ = +1 + 3i
B — 1 — 2, m" = 44
M= 43—
und daraus
[k:l 2 /{7”/] — —6—5;

ke, k' K" k"] = +4 — 10i
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und somit
m"" =i =(6+5i)m + (4 — 10i)m’
sowie
1=(5—6i)m+ (=10 — 4i)m’
was sich durch Ausfithren der Rechnung bestéatigt.
48.

Durch das Vorhergehende ist alles vorbereitet, was zur Theorie der Kon-
gruenzen ersten Grades in der Arithmetik komplexer Zahlen erforderlich ist.
Da diese Theorie jedoch von der fiir die Arithmetik reeller Zahlen geltenden
nicht wesentlich verschieden und in den Disquisitiones Arithmeticae ausfiihr-
lich dargelegt ist, wird es gentigen, hier die Hauptpunkte anzufiihren.

I. Die Kongruenz mt = 1 (mod. m/) ist der unbestimmten Gleichung mt +
m/u = 1 gleichwertig. Wird dieser durch die Werte ¢t = h,u = h’ geniigt, so
wird die allgemeine Losung der Kongruenz durch ¢ = h(mod. m’) dargestellt.
Die Bedingung der Losbarkeit ist, dass der Modul m’ mit dem Koeffizienten
m keinen gemeinsamen Teiler hat.

II. Die Loésung der Kongruenz ax + b = c(mod. M) in dem Fall, in dem
a, M teilerfremd sind, héngt von der Losung der folgenden ab:

at =1 (mod. M)

Geniigt ihr ¢ = h, so ist die allgemeine Losung der ersteren in der Formel
enthalten:
x = (c—b)h (mod. M)
I11, Die Kongruenz az + b = ¢(mod. M) in dem Fall, in dem a, M einen
gemeinsamen Teiler A haben, ist der folgenden gleichwertig:

g.xzc_b <m0d.M>

A A A

Wird also fiir A der grofite gemeinsame Teiler der Zahlen a, M genommen, so
wird die Losung der gegebenen Kongruenz auf den vorigen Fall zuriickgefihrt.
Es ist klar, dass zur Losbarkeit notwendig und hinreichend ist, dass A auch
die Differenz ¢ — b teilt.

49.

Bisher haben wir nur elementare Dinge beriihrt, die wir jedoch des Zusam-
menhangs wegen nicht weglassen durften. In tieferen Untersuchungen dhnelt
die Arithmetik komplexer Zahlen der Arithmetik reeller Zahlen darin, dass
elegantere und einfachere Sétze entstehen, wenn wir nur solche Moduln zu-
lassen, die Primzahlen sind. Ihre Ausdehnung auf zusammengesetzte Moduln
ist ndmlich meist eher weitldufig als schwierig und erfordert eher Arbeit als
Kunst. Daher werden wir uns im Folgenden vor allem mit Primzahlmoduln
befassen.
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50.

Es bezeichne X eine Funktion der Unbestimmten x von der folgenden
Form:
Az" + Ba" '+ C2" 2 4+ usw. + Mz + N;

wobei n eine positive reelle ganze Zahl, A, B, C usw. reelle oder imaginére
ganze Zahlen und m eine komplexe ganze Zahl ist. Auch hier nennen wir eine
ganze Zahl eine Wurzel der Kongruenz X =0 (mod m), wenn sie, fiir z einge-
setzt, fiir X einen durch den Modul m teilbaren Wert ergibt. Lésungen durch
nach dem Modul kongruente Wurzeln betrachten wir nicht als verschieden.

Ist der Modul eine Primzahl, so kann auch hier eine solche Kongruenz
vom Grad n nicht mehr als n verschiedene Losungen besitzen. Bezeichne a
eine beliebige feste ganze Zahl (komplex), so lasst sich X durch Division
durch  — o bei unbestimmt gelassener Verdnderlicher auf die Form X =
(x — @)X’ + h bringen, wobei h eine feste ganze Zahl und X’ eine Funktion
vom Grad n — 1 mit ganzzahligen Koeffizienten ist. Ist nun o eine Wurzel der
Kongruenz X = 0 (mod m), so ist offenbar h durch m teilbar; oder es gilt
bei unbestimmt gelassener Verénderlicher X = (z — o) X’ (mod m).

Bezeichnet ebenso (3 eine feste ganze Zahl und wird X’ auf die Form (z —
B)X" +h' gebracht, so ist X” eine Funktion vom Grad n— 2 mit ganzzahligen
Koeflizienten. Wird aber 3 als Wurzel der Kongruenz X = 0 vorausgesetzt,
so muss sie auch (8 —a)X’ = 0 und auch X’ = 0 erfiillen, sofern die Wurzeln
a, 3 inkongruent sind. Daraus schlieffen wir, dass auch A’ durch m teilbar sein
muss, oder dass bei unbestimmt gelassener Verdnderlicher X = (z — a)(z —
B)X" (mod m) gilt.

Kommt auf &hnliche Weise eine dritte, zu den vorigen inkongruente Wurzel
v hinzu, so gilt bei unbestimmt gelassener Verdnderlicher X = (z — a)(x —
B)(x — ) X", wobei X" eine Funktion vom Grad n — 3 mit ganzzahligen
Koeffizienten ist. So lasst sich weiter fortfahren, und zugleich ist klar, dass
der Koeffizient des héchsten Gliedes in jeder Funktion = A ist, den wir als
durch m nicht teilbar voraussetzen diirfen; andernfalls miisste die Kongruenz
X = 0 wesentlich einem niedrigeren Grad zugerechnet werden. Sind also n
inkongruente Wurzeln vorhanden, etwa «, 8,7 ....v, so gilt bei unbestimmt
gelassener Veranderlicher

X=Az-a)(z—-B)(x—7)....(x —v) (modm)

Das Einsetzen eines neuen, zu jeder der Zahlen «, 5,7 ....rv inkongruenten
Wertes wiirde folglich fiir X sicher einen durch m nicht teilbaren Wert ergeben,
woraus die Richtigkeit des Satzes von selbst folgt.

Dieser Beweis stimmt im Wesentlichen mit demjenigen iiberein, den wir in
Disq. Ar. Artikel 43 gegeben haben und dessen einzelne Schritte fiir komplexe
Zahlen ebenso gelten wie fiir reelle.
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51.

Was im dritten Abschnitt der Disquisitiones Arithmeticae iiber Potenzreste
gegeben wurde, gilt groftenteils mit geringfiigigen Anderungen auch in der
Arithmetik komplexer Zahlen; ja, meist konnten sogar die Beweise der Sétze
beibehalten werden. Damit jedoch nichts fehlt, werden wir die Hauptsétze mit
kurzen Beweisen anfithren. Dabei ist stets vorauszusetzen, dass der Modul
eine Primzahl ist.

SATZ. Bezeichnet k eine durch den Modul m, mit der Norm = p, nicht
teilbare ganze Zahl, so gilt kP~1 =1 (mod m).

Beweis. Es mogen a, b, c usw. ein vollstandiges System inkongruenter Res-
te nach dem Modul m bilden, wobei jedoch der durch m teilbare Rest weg-
gelassen ist, sodass die Anzahl dieser Zahlen, deren Sammlung wir mit C
bezeichnen, = p — 1 ist. Ferner sei C’ die Sammlung der Produkte ka, kb, kc
usw. Nach Voraussetzung ist keines dieser Produkte durch m teilbar; daher
hat jedes einen kongruenten Rest in der Sammlung C. Es lidsst sich also
ak = d',bk =V, ck = ¢ usw. (mod. m) setzen, sodass die Zahlen o', ¥, ¢’ usw.
selbst in der Sammlung C vorkommen. Die Sammlung der Zahlen o', ¥, ¢
usw. bezeichnen wir mit C”. Es seien P, P’, P” die Produkte aus den einzel-
nen Zahlen der Sammlungen C,C’, C” in derselben Reihenfolge, also

P=abc....
P =k labe....=kP7IP
P'=dbd....

Da die Zahlen der Sammlung C” der Reihe nach den Zahlen der Sammlung
C’ kongruent sind, gilt P” = P’ oder P" = kP~ P. Da aber leicht zu sehen ist,
dass je zwei Zahlen der Sammlung C” inkongruent und daher alle voneinander
verschieden sind, stimmen die Zahlen der Sammlung C” notwendig mit denen
der Sammlung C' vollstédndig iiberein, nur in anderer Reihenfolge; somit gilt
P" = P. Also ist (kP~! — 1)P durch m teilbar. Da m eine Primzahl ist, die
keinen der einzelnen Faktoren von P teilt, muss notwendig kP~! — 1 durch m
teilbar sein. Q. E. D.

52.

SATZ. Bezeichnet k wie im vorigen Artikel eine durch den Modul m nicht
teilbare ganze Zahl und t den kleinsten Exponenten (aufer 0), fir den k! =1
(mod m) gilt, so ist t ein Teiler jedes anderen Exponenten u, fir den k* =1
(mod m) gilt.

Beweis. Ware t kein Teiler von u, so sei gt das néchstgrofiere Vielfache
von u Uber u, sodass gt — u eine positive ganze Zahl kleiner als ¢ ist. Aus
k' =1,k% =1 folgt 0 = k9" — k* = k“ (k9% —1) und daher k9% = 1; es gibt
also eine Potenz von k mit einem Exponenten kleiner als ¢, die der Einheit
kongruent ist, gegen die Voraussetzung.
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Als Folgerung ergibt sich daraus, dass t gewiss die Zahl p — 1 teilt.

Solche Zahlen k, fiir die t = p — 1 gilt, nennen wir auch hier primitive
Wurzeln fiir. den Modul m. Dass es solche wirklich gibt, werden wir nun
zeigen.

53.

Man zerlege die Zahl p — 1 in ihre Primfaktoren, sodass
p—1=a"b’c....

gilt, wobei a, b, c usw. verschiedene positive reelle Primzahlen bezeichnen. Es
seien A, B, C' usw. durch m nicht teilbare ganze Zahlen (komplex), die jeweils

den Kongruenzen
p=1 p—1 p=1
rae =1, z°v =1, =z =1 usw.

nach dem Modul m nicht geniigen. Dass es solche gibt, ist aus dem Satz des
Artikels 50 ersichtlich. Schliefilich sei A nach dem Modul m dem Produkt

p

p—1 _p—1 -1
A B Cev ...

kongruent. Dann behaupte ich, dass h eine primitive Wurzel ist.

Beweis. Bezeichnet ¢t den Exponenten der niedrigsten der Einheit kongru-
enten Potenz h', so wire, wenn h keine primitive Wurzel wire, ¢ ein echter
Teiler von p — 1, oder £ ;1 eine die Einheit iibersteigende ganze Zahl. Offen-
bar liegen die reellen Primfaktoren dieser ganzen Zahl unter a, b, ¢ usw. Wir
nehmen daher, was erlaubt ist, an, dass % durch a teilbar ist, und setzen

p — 1 = atu. Wegen h' =1 gilt dann auch A = 1, oder

p—1 p—1 _p=1 p=1 p—1 p—1

A pw e o =1

Offenbar ist aber Zb;ﬂl eine ganze Zahl, also

p—1 p—1 p—1

BWw o = (BPY)wr =1

p_L p=l p—1 p—1
und ebenso C"¢™ "o~ =1 und so fort; daher muss A« "« =1 gelten. Nun

bestimme man eine positive ganze Zahl A derart, dass

M. =1 (mod a)
gilt. Dies ist moglich, da die Primzahl a die Zahl b%¢Y . . .. nicht teilt; wir setzen
—1 p—1
AP ... =1+ ap. Offenbar gilt AMa7 " = 1; oder, da A. 2L . 221 =

p—1

(1+ ap)% =(p-1p+ %, haben wir AP~D# A% = 1. Weil von selbst

A=V = 1 gilt, folgt daraus auch A = 1, gegen die Voraussetzung. Die
Annahme, dass ¢ ein echter Teiler von p — 1 ist, kann also nicht bestehen, und
somit ist h notwendig eine primitive Wurzel.

118



Theorie der biquadratischen Reste

54.

Es sei h eine primitive Wurzel fiir den Modul m, mit der Norm = p. Die
Glieder der Folge
1,h,hh,h3 ... hP~2

sind dann einander inkongruent. Daraus folgt leicht, dass jede durch den
Modul nicht teilbare ganze Zahl einem dieser Glieder kongruent sein muss;
diese Folge stellt also ein vollsténdiges System inkongruenter Reste unter
Ausschluss der Null dar. Der Exponent der Potenz, der eine gegebene Zahl
kongruent ist, kann ihr Index heiflen, wobei h als Basis betrachtet wird. Hier
folgen einige Beispiele, in denen wir neben jeden Index den absolut kleinsten
Rest gesetzt haben.

E'rstes Beispiel.

m=5+4i, p=41, h=1+2%

Ind. Rest || Ind. Rest || Ind. Rest || Ind. Rest || Ind. Rest
0 +1 8 —4| 16|—242i|| 24 +2i|| 32| +1+1
1|41+ 2¢ 9| =3+l 17|—-1+2i| 25 =3i|| 33|+1+3i
2] +1—14| 10 —i|| 18 +43|| 26|+2+2¢|| 34 +2
3| +3 44| 11| 42 —4¢| 19|+1+3¢|| 27| +2+i| 35 -3
4 —2i|| 12| —1—14| 20 —1] 28 +4|| 36|42 — 2
5 +37| 13|+1—3¢|| 21|—-1—2¢|| 29| +3 —4|| 37|+1—2¢
6|—2—2¢|| 14 =2l 22| =1+41:| 30 +2|| 38 —43
7 —2—14| 15 +3| 23| =3—1| 31| —2+1¢|| 39|—1— 3¢

Zweites Beispiel.

m=7 p=49, h=1+4+2
Ind. Rest||Ind. Rest || Ind. Rest || Ind. Rest || Ind. Rest

+1 =24\ 17| =344 27|=3+ 24| 37| —2+14| 47| +3+1
=2|| 18|+2+ 24| 28 +3i|| 38|+3 — 31
=2+ 3| 19| =2—14| 29|41+ 34| 39|+2+ 3

0 +1|| 10| =1 -2 20 +2¢|| 30{4+2—27|| 40 +3
4+1+ 2| 11)+1—3¢f| 21|+3+ 27| 31|—1+4+2¢)| 41| +3—1
2|-3 - 3| 12 —i|| 22| =147 32 +2|| 42|-2-2¢
3|+3 =24 13| +2—4f 23| =3 —q| 33|+2—37|| 43| +2+1
4 —3¢|| 14|-343¢|| 24 —1{ 34| +1+1¢|| 44 -2
5|—1—33|| 15|—2—3¢|| 25|—1—2¢|| 35|—1+3:|| 45|-3— 2
6|—2+ 2| 16 =3|| 26|+3+3if| 36 +i|| 46| +1—1
7

8

9
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55.

Wir fiigen einige Bemerkungen iiber primitive Wurzeln und die Berechnung
von Indizes hinzu und lassen die Beweise ihrer Einfachheit wegen weg.

I. In einem gegebenen System entsprechen nach dem Modul p — 1 kongru-
ente Indizes nach dem Modul m kongruenten Resten, und umgekehrt.

II. Reste, die zu p — 1 teilerfremden Indizes entsprechen, sind selbst primi-
tive Wurzeln, und umgekehrt.

ITI. Wird eine primitive Wurzel h als Basis genommen und ist der Index
einer anderen primitiven Wurzel h’ gleich ¢t und umgekehrt ¢ der Index von
h, wenn h' als Basis genommen wird, so gilt ¢/ =1 (mod p — 1). Sind unter
denselben Voraussetzungen die Indizes einer anderen Zahl in diesen beiden
Systemen der Reihe nach u,v’, so gilt tu' = u,t'u =« (mod p — 1).

IV. Werden die Zahlen 1,1 + ¢ und jeweils ihre drei Assoziierten als zu tri-
vial von den betrachteten Moduln ausgeschlossen, so bleiben die Primzahlen
iibrig, die wir in Artikel 34 an dritter und vierter Stelle aufgefithrt haben.
Die Normen der letzteren sind reelle Primzahlen der Form 4n + 1, die der
ersteren dagegen Quadrate ungerader reeller Primzahlen; in beiden Féllen ist
also p — 1 durch 4 teilbar.

V. Bezeichnen wir den Index der Zahl —1 mit u, so gilt 2u =0 (mod p—1),
also entweder u = 0 oder u = $(p — 1). Da aber der Index 0 dem Rest +1
entspricht, muss der Index der Zahl —1 notwendig 5(p — 1) sein.

VI. Bezeichnen wir ebenso mit v den Index der Zahl i, so gilt 2u = %(p— 1)
(mod p — 1), also entweder u = %(p — 1) oder u = %(p — 1). Hier héngt die
Mehrdeutigkeit jedoch von der Wahl der primitiven Wurzel ab. Ist ndmlich
bei der als Basis genommenen primitiven Wurzel h der Index der Zahl ¢ gleich
%(p— 1), so wird er %(p— 1), wenn h* als Basis genommen wird, wobei p eine
positive ganze Zahl der Form 4n + 3 bezeichnet, die zu p — 1 teilerfremd ist,
zum Beispiel die Zahl p — 2 selbst; und umgekehrt. Daher gibt die eine Hélfte
der primitiven Wurzeln der Zahl i den Index %(p — 1), die andere den Index
%(p — 1). Fur jene Basen hat offenbar —i den Index %(p — 1), fiir diese den
Index X(p — 1).

VII. Ist der Modul eine positive reelle Primzahl der Form 4n + 3, etwa = q,
und somit p = qq, so sind die Indizes aller reellen Zahlen durch ¢ + 1 teilbar.
Bezeichnet ndmlich ¢ den Index der reellen Zahl k, so gilt wegen k9~ =
(mod ¢) auch (¢ — 1)t = 0 (mod gq — 1), und somit ist thTl eine ganze Zahl.
Ebenso sind die Indizes rein imaginarer Zahlen wie ki durch %(q + 1) teilbar.
Daher ist klar, dass primitive Wurzeln fir solche Moduln nur unter gemischten
Zahlen zu suchen sind.
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VIII. Dagegen lassen sich fiir einen Modul m, der eine gemischte komple-
xe Primzahl ist und dessen Norm p folglich eine reelle Primzahl der Form
4n + 1 ist, beliebige primitive Wurzeln auch unter reellen Zahlen wéahlen, un-
ter denen sich sogar ein vollstdndiges System inkongruenter Reste angeben
ldsst (Artikel 40). Offenbar ist jede reelle Zahl, die fiir den komplexen Modul
m eine primitive Wurzel ist, zugleich in der Arithmetik reeller Zahlen eine
primitive Wurzel fiir den Modul p, und umgekehrt.

56.

Obwohl die Theorie quadratischer Reste und Nichtreste in der Arithmetik
komplexer Zahlen in der Theorie biquadratischer Reste selbst enthalten ist,
werden wir ihre Hauptsétze hier gesondert vortragen, bevor wir zu der letzte-
ren libergehen. Der Kiirze wegen behandeln wir jedoch nur den Hauptfall, in
dem der Modul eine ungerade komplexe Primzahl ist.

Es sei m ein solcher Modul und p seine Norm. Offenbar kann eine ganze
Zahl, die nicht durch m teilbar ist, was hier stets vorauszusetzen ist, einem
Quadrat nach dem Modul m kongruent sein oder nicht, je nachdem, ob ihr
Index bei einer als Basis genommenen primitiven Wurzel gerade oder unge-
rade ist. Im ersten Fall heifit diese ganze Zahl quadratischer Rest von m, im
zweiten Nichtrest. Daraus folgt, dass unter p — 1 Zahlen, die ein vollstédndi-
ges System inkongruenter, durch m nicht teilbarer Reste darstellen, die eine
Hélfte zu den quadratischen Resten und die andere zu den quadratischen
Nichtresten gehort. Jeder anderen Zahl aulerhalb dieses Systems ist in die-
ser Hinsicht derselbe Charakter zuzuweisen wie der ihr kongruenten Zahl des
Systems.

Ferner folgt daraus, dass das Produkt zweier quadratischer Reste ebenso
wie das Produkt zweier Nichtreste ein quadratischer Rest ist, dagegen das
Produkt eines quadratischen Restes und eines Nichtrestes ein Nichtrest. All-
gemein ist ein Produkt aus beliebig vielen Faktoren ein quadratischer Rest
oder Nichtrest, je nachdem, ob die Anzahl der Nichtreste unter den Faktoren
gerade oder ungerade ist.

Zur Unterscheidung quadratischer Reste von Nichtresten bietet sich so-
gleich das folgende allgemeine Kriterium an:

Eine durch den Modul nicht teilbare Zahl k ist ein quadratischer Rest oder
Nichtrest desselben, je nachdem, ob k3P~ =1 oder k3P~D = 1 (mod m)
gilt.

Die Richtigkeit dieses Satzes folgt unmittelbar daraus, dass bei einer belie-
bigen als Basis genommenen primitiven Wurzel der Index der Potenz fe2(P=1)
entweder = 0 oder = %(p — 1) wird, je nachdem, ob der Index der Zahl k
gerade oder ungerade ist.
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57.

Fiir einen gegebenen Modul ldsst sich ein vollstdndiges System inkongru-
enter Reste leicht in zwei Klassen, quadratische Reste und Nichtreste, teilen;
damit sind zugleich allen iibrigen Zahlen ihre Klassen zugewiesen. Eine weit
tiefere Untersuchung erfordert dagegen die Frage nach Kriterien, die jene
Moduln, fiir die eine gegebene Zahl quadratischer Rest ist, von denen unter-
scheiden, fiir die sie Nichtrest ist.

Die reellen Einheiten +1 und —1 sind in der Arithmetik komplexer Zahlen
tatsdchlich Quadrate und daher auch quadratische Reste fir jeden Modul.
Ebenso leicht folgt aus dem Kriterium des vorigen Artikels, dass ¢, und ebenso
—1, quadratischer Rest jedes Moduls ist, dessen Norm p die Form 8n + 1 hat,
dagegen Nichtrest jedes Moduls, dessen Norm die Form 8n + 5 hat. Da es
offenbar keinen Unterschied macht, ob m oder eine der dazu assoziierten
Zahlen im,—m, —im als Modul genommen wird, diirfen wir voraussetzen,
dass der Modul die primére Zahl unter seinen Assoziierten ist (Artikel 36,
IT). Setzen wir also den Modul = a + bi, so diirfen wir a als ungerade und b
als gerade annehmen. Dann gilt stets aa = 1 (mod 8), wahrend bb entweder
= 0 oder = 4 (mod 8) ist, je nachdem, ob b durch vier teilbar oder das
Doppelte einer ungeraden Zahl ist. Somit sind +¢ und —¢ im ersten Fall
offenbar quadratische Reste des Moduls, im zweiten Nichtreste.

58.

Da die Entscheidung iiber den Charakter einer zusammengesetzten Zahl,
ob sie quadratischer Rest oder Nichtrest ist, von den Charakteren ihrer Fak-
toren abhéngt, geniigt es offenbar, die Entwicklung von Kriterien zur Unter-
scheidung der Moduln, fiir die eine gegebene Zahl k quadratischer Rest ist,
von denen, fiir die sie Nichtrest ist, auf solche Werte von k£ zu beschrinken,
die Primzahlen und tiiberdies primér unter ihren Assoziierten sind. Bei die-
ser Untersuchung liefert das Untersuchen von Zahlenbeispielen sogleich sehr
elegante Sétze.

Beginnen wir mit der Zahl 1+1, die sich als quadratischer Rest der Moduln

—142i, +3—2i, =5 —2i, —1 — 64, +5+ 4¢, +5 — 44,
-7, +7+2i, =54 67, usw.

und als quadratischer Nichtrest der folgenden erweist:

—1—2i, =3, +34+2i, +1+4i, +1 —4i, -5+ 2i,
—1+6i, +7—2i, —5 — 6i, —3 + 8i, —3 — &i,
+5+8i, +5— 8i, +9+4i, +9—4i usw.

Betrachten wir diese Ubersicht aufmerksam, in die wir von je vier assozi-
ierten Moduln stets den priméren aufgenommen haben, so sehen wir leicht,

122



Theorie der biquadratischen Reste

dass alle Moduln a + bi in der ersten Klasse a +b = +1 (mod 8) erfiillen, die

in der zweiten dagegen a + b = —3 (mod 8). Nehmen wir anstelle des primé-
ren Moduls m den Assoziierten —m, so muss dieses Kriterium offenbar dahin
geandert werden, dass fiir Moduln der ersten Klasse a + b = —1 und fiir die

der zweiten = 4+3 (mod 8) gilt. So ist allgemein, sofern uns die Untersuchung
der Zahlenbeispiele nicht getduscht hat und a + bi eine Primzahl bezeichnet,
in der a ungerade. b gerade ist, 1 + ¢ ein quadratischer Rest oder Nichtrest
derselben, je nachdem, ob a + b = £1 oder = +3 (mod 8) gilt.

Fir die Zahl —1 — ¢ gilt dieselbe Regel wie fiir 1 4 ¢. Betrachten wir da-
gegen 1 — ¢ als Produkt aus —¢ und 1 + 4, so kommt 1 — ¢ offenbar derselbe
Charakter zu, der 1 + i beizulegen ist, wenn b durch vier teilbar ist, dagegen
der entgegengesetzte, wenn b das Doppelte einer ungeraden Zahl ist. Daraus
folgt leicht, dass 1 — ¢ ein quadratischer Rest der Primzahl a + bi ist, wenn
a — b = +1 gilt, dagegen ein Nichtrest, wenn a — b = £3 (mod 8) gilt; dabei
ist stets a als ungerade und b als gerade vorauszusetzen.

Dieser zweite Satz ldsst sich auch aus dem ersten mithilfe eines allgemei-
neren Satzes ableiten, den wir folgendermafien aussprechen:

In der Theorie quadratischer Reste ist der Charakter der Zahl o + Si
bezuglich des Moduls a + bi derselbe wie der der Zahl o — 37 beziiglich des
Moduls a — bs.

Der Beweis dieses Satzes ergibt smh daraus, dass beide Moduln dieselbe
Norm p haben und dass, wenn (o + Bz) (P=1) _1 durch a+ bi tellbar ist, auch
(o — pBi)2 2~ _ 1 durch a — bi tellbar ist, wiahrend, wenn (« + Bz) |

durch a + bi teilbar ist, auch (a — 37)2 3 (- 1) + 1 durch a — bi teilbar sein muss.
59.

Gehen wir nun zu ungeraden Primzahlen iiber.

Wir finden, dass —1+27 ein quadratischer Rest der Moduln +3+2i, +1—44,
—5+2¢, =5—2i, —1—06¢, +7— 27, =34+ 8%, +5+ 8¢, +5— 84, +9+ 44 usw. ist,

ein Nichtrest dagegen der Moduln —1 — 2¢, —3, +3 — 24, +1 + 44, —1 + 61,
+5+ 44, +5 —4¢, =7, +7+ 24, =5 4 6¢, —5 — 67, —3 — 8%, +9 — 4¢ usw.

Fithren wir die Moduln der ersten Klasse auf ihre absolut kleinsten Reste
nach dem Modul —1 + 2¢ zuriick, so finden wir nur +1 und —1, némlich
+3+2i=-1,4+1—-4i=-1, -5+2i=+41, -5 —2i = —1 usw.

Dagegen erweisen sich alle Moduln der zweiten Klasse nach dem Modul
—1 + 2¢ entweder +¢ oder —¢ kongruent.
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Die Zahlen +1, —1 sind aber selbst quadratische Reste des Moduls —1 + 2,
wahrend 44 und —i dessen Nichtreste sind. Soweit man daher der Untersu-
chung von Zahlenbeispielen vertrauen darf, ergibt sich der folgende Satz: Die
Zahl —1 + 24 ist ein quadratischer Rest oder Nichtrest der Primzahl a + b,
je nachdem, ob diese ein quadratischer Rest oder Nichtrest von —1 + 2i ist,
sofern a + bi unter den vier Assoziierten primér ist, oder vielmehr, wenn a
ungerade und b gerade ist.

Aus diesem Satz folgen ohne Weiteres entsprechende Sétze tiber die Zahlen
+1—24, —1 — 24, +1 + 24.

60.

Untersuchen wir auf dhnliche Weise Zahlenbeispiele fiir —3 oder +3, so
finden wir, dass beide quadratische Reste der Moduln +3+ 27, +3—2i, —14-61,
—-1—6¢, =7, =5+ 69, —b — 6%, —3 + 8i, —3 — &, +9 + 44, +9 — 44 usw. sind,

Nichtreste dagegen von —1+4 24, —1 —2¢, +1+44, +1 — 44, —5+ 24, —5 — 24,
+5+ 44, +5 — 44, +7+ 2¢, +7 — 2¢, +5 + 8¢, +5 — 8¢ usw.

Die ersteren sind nach dem Modul 3 einer der vier Zahlen +1, —1, 4%, —1¢
kongruent, die letzteren dagegen einer von +1+4,+1—1¢, —1+4,—1 —1¢. Jene
sind gerade die quadratischen Reste der Zahl 3, diese deren Nichtreste.

Diese Untersuchung von Zahlenbeispielen zeigt somit, dass die Primzahl
a + bi, vorausgesetzt, dass a ungerade und b gerade ist, zur Zahl —3, und
auch zu +3, dieselbe Beziehung hat wie diese zu jener, insofern eine ein qua-
dratischer Rest oder Nichtrest der anderen ist.

Dehnen wir eine dhnliche Untersuchung auf andere Primzahlen aus, so
finden wir dieses hochst elegante Reziprozititsgesetz iiberall bestétigt und
gelangen zu dem folgenden Fundamentalsatz {iber quadratische Reste in der
Arithmetik komplexer Zahlen:

Bezeichnen a + bi, A+ Bi Primzahlen derart, dass a, A ungerade und b, B
gerade sind, so ist entweder jede ein quadratischer Rest der anderen oder jede
eitn Nichtrest der anderen.

Trotz der grofien Einfachheit des Satzes ist sein Beweis jedoch mit groflen
Schwierigkeiten verbunden. Bei diesen halten wir uns hier nicht auf, da der
Satz selbst nur ein besonderer Fall eines allgemeineren Satzes ist, der den In-
halt der Theorie biquadratischer Reste gleichsam ausschopft. Zu dieser gehen
wir daher nun iiber.
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61.

Was in Artikel 2 der vorigen Abhandlung iiber den Begriff des biquadra-
tischen Restes und Nichtrestes gesagt wurde, dehnen wir auch auf die Arith-
metik komplexer Zahlen aus. Wie dort beschrdnken wir auch hier die Unter-
suchung auf Moduln, die Primzahlen sind. Zugleich ist meist stillschweigend
vorauszusetzen, dass der Modul so gewéhlt ist, dass er unter seinen Assoziier-
ten primér, also = 1 nach dem Modul 2 + 2: ist, und dass die Zahlen, deren
Charakter als biquadratische Reste oder Nichtreste betrachtet wird, durch
den Modul nicht teilbar sind.

Fiir einen gegebenen Modul kénnten somit die durch ihn nicht teilbaren
Zahlen in drei Klassen eingeteilt werden: Die erste enthielte die biquadrati-
schen Reste, die zweite diejenigen biquadratischen Nichtreste, die quadrati-
sche Reste sind, die dritte die quadratischen Nichtreste.

Doch auch hier ist es besser, anstelle der dritten Klasse zwei aufzustellen,
sodass es insgesamt vier gibt.

Wird eine beliebige primitive Wurzel als Basis genommen, so haben die
biquadratischen Reste durch 4 teilbare Indizes, also solche der Form 4n; die-
jenigen Nichtreste, die quadratische Reste sind, haben Indizes der Form 4n+2;
schliefflich haben die quadratischen Nichtreste teils Indizes der Form 4n + 1,
teils solche der Form 4n + 3. Auf diese Weise ergeben sich zwar vier Klassen,
doch ware der Unterschied zwischen den beiden letzten kein absoluter: Er
hinge von der Wahl der als Basis genommenen primitiven Wurzel ab. Denn
man sieht leicht, dass die eine Hélfte der primitiven Wurzeln einem gegebenen
quadratischen Nichtrest einen Index der Form 4n + 1, die andere Hélfte einen
Index der Form 4n + 3 gibt. Um diese Mehrdeutigkeit zu beseitigen, setzen
wir stets eine primitive Wurzel voraus, bei der der Index %(p — 1) zur Zahl
+i gehort (vgl. Artikel 55, VI). So entsteht eine Klasseneinteilung, die sich
kiirzer und unabhéngig von primitiven Wurzeln folgendermaflen aussprechen
l&sst.

Die erste Klasse enthalte diejenigen Zahlen k, fiir die R =1 gilt; diese
Zahlen sind die biquadratischen Reste des Moduls.

Die zweite Klasse enthalte diejenigen, fiir die ki1 = gilt.

Die dritte diejenigen, fiir die g1 = 1 gilt.

Schliellich die vierte diejenigen, fir die ki) = gilt.

Die dritte Klasse enthélt diejenigen biquadratischen Nichtreste, die quadra-
tische Reste sind; die quadratischen Nichtreste verteilen sich auf die zweite
und vierte Klasse.

Den Zahlen dieser Klassen legen wir der Reihe nach die biquadratischen
Charaktere 0,1,2,3 bei. Definieren wir den Charakter A einer Zahl k nach
dem Modul m als den Exponenten jener Potenz von ¢, der die Zahl fi(P=D)
kongruent ist, so sind offenbar nach dem Modul 4 kongruente Charaktere
als gleichwertig anzusehen. Vorerst ist dieser Begriff auf Moduln beschréankt,
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die Primzahlen sind: In der Fortsetzung dieser Untersuchungen werden wir
zeigen, wie er auch auf zusammengesetzte Moduln angewandt werden kann.

62.

Um eine ausgedehnte Untersuchung von Zahlenbeispielen zu den Charakte-
ren der Zahlen zu erleichtern, fiigen wir hier eine ibersichtliche Tabelle hinzu.
Mit ihrer Hilfe ldsst sich der Charakter jeder gegebenen Zahl beziiglich ei-
nes Moduls, dessen Norm den Wert 157 nicht iibersteigt, mit wenig Arbeit
erhalten, sofern die folgenden Bemerkungen beachtet werden.

Da der Charakter einer zusammengesetzten Zahl gleich der Summe der
Charaktere ihrer einzelnen Faktoren oder ihr nach dem Modul 4 kongruent
ist, geniigt es, wenn wir fiir einen gegebenen Modul die Charaktere der Prim-
zahlen angeben konnen. Da ferner die Charaktere der Einheiten —1,%, —i
offenbar den Zahlen 3(p—1), 2(p— 1), 3(p — 1) nach dem Modul 4 kongruent
sind, geniigt es auch, die Charaktere der unter ihren Assoziierten priméren
Zahlen anzugeben. Da schliefilich nach dem Modul m kongruente Moduln
denselben Charakter haben, geniigt es, die Charaktere solcher Zahlen in die
Tabelle aufzunehmen, die in einem System absolut kleinster Reste enthalten
sind. Auflerdem zeigt eine dhnliche Schlussfolgerung wie in Artikel 58, dass,
wenn fiir den Modul a + b7 der Charakter der Zahl A 4+ Bi gleich A ist und
fiir den Modul a — bi X' der Charakter der Zahl A — Bi ist, stets A = =\
(mod 4) gilt, oder gleichbedeutend A+ X' durch 4 teilbar ist. Daher geniigt es,
Moduln in die Tabelle aufzunehmen, in denen b entweder 0 oder positiv ist.

Wird zum Beispiel der Charakter der Zahl 11 — 6¢ beziiglich des Moduls
—5 — 61 gesucht, so ersetzen wir diese Zahlen durch 11 + 6¢, —5 + 6i. Sodann
bestimmen wir (Artikel 43) den absolut kleinsten Rest der Zahl 11 4 67 nach
dem Modul —5+6i; er ist —1—4¢ = —1x (1+4¢). Da fiir den Modul —5+6¢ der
Charakter von —1 gleich 30, der Charakter der Zahl 1 4 4¢ nach der Tabelle
dagegen 2 ist, ergibt sich 32 oder 0 als Charakter der Zahl 11 + 6¢ fiir den
Modul —5 + 6¢ und nach der letzten Bemerkung somit auch als Charakter
der Zahl 11 — 6¢ fiir den Modul —5 — 6i. Wird ebenso der Charakter der
Zahl —5+ 61 beziiglich des Moduls 11 4 67 gesucht, so zerlegt sich ihr absolut
kleinster Rest 1 — 5i in die Faktoren —i 1 + 4, 3 — 2i, denen die Charaktere
117,0, 1 entsprechen. Der gesuchte Charakter ist daher 118 oder 2; derselbe
Charakter ist auch der Zahl —5 — 6i beziiglich des Moduls 11 — 67 beizulegen.
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Modul. | Charakter. | Zahlen.
-3 3 1+
+3+ 2 3 1+
+1+4 44 1 14+
3 1+
-5+ 2 0 —1—-2
1 141
2 -1+ 2
—146: 0 -3
1 1+4, —1+4+2i
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Modul. | Charakter. | Zahlen.
—1+6¢ 2 —-1-2
+5 + 44 0 141
1 -3
3 —14+2:, —1—-2:
-7 0 -3
1 1420, 3— 2
2 141
3 —1—-24, 3+2¢
+7+ 21 0 1+4, 3+2i, 3—2i, 1 —44
1 -3
2 —1—2i, 14+ 44
3 —1+2
—54 61 0 1+4, =3, 3+2i, 3—2¢
1 1—4:
2 1+44
3 142, —1-2i
-3+ 8& 0 —1+2i, 3—2i, 1 —4i
1 1+4, 3424
2 -3
3 —1—-2¢, 1+43, =5+ 21
+5+ 8 0 —1—24
1 —5—2i, =1+ 62
2 —14+2i, 3—2i
3 1+4, =3, 3+2¢, 1+4i, 1 —4
49 + 44 0 —1+4+2i, 3+2i
1 1+, —1—2¢, 3—2:
p —3, 144
3 1—44, —5+2¢
—1+4 10z 0 1+4, —14+2i, —1—24, 3+ 24
1 -3
2 3—2i, —5+2i, 5—4i
3 1+44, 1—44
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—1—2i, 34+2i, 3—2i
—5—2i, —1+6i, 5—4i

Modul. | Charakter. | Zahlen.
13+ 10i 1 T4i, —1-2, 14
2 -3, 342, 1+4i, —5—2¢
3 142, 32
-7+ & 0 1+14, =7
1 3+2t, 3—2¢, 1 —4i, —5— 21
2 —1—-24, 1+4i, —5+2i, —1—61
3 —142i, =3, —1+ 61
—-11 0 -3
1 1+4, 3—2i, 14+4i, —=5+4+2i, 5+4i
p 142, —1—2i
3 3+2i, 1 —41, —5—2i, 5 —4i
—11+ 44 0 1+4, =142, 3+2i, 5+4i
1 —1—-2i, —1+61¢
2 -5+ 21
3 —-3,3—2i, 1+4i, 1 —4i, —5—2i
+7 -+ 10¢ 0 1+4i, 1 —4i, —1+4+6i, —1 —6¢
1 —142i, 3+2¢, =5+ 2¢
P 144, 3-2
3 —-1-2i, =3, =5 —24
+11 + 6¢ 0 1+4, 1424, =3, 14+4i, 1 —4i, -7
1
2
3

—5+2i, 5+4i, 7— 2i.

63.

Wir werden nun versuchen, durch die Untersuchung von Zahlenbeispie-
len gemeinsame Kriterien fiir die Moduln zu finden, fir die eine gegebene
Primzahl denselben Charakter hat. Die Moduln setzen wir stets als primér
unter ihren Assoziierten voraus, also als solche Zahlen a+ bi, fiir die entweder
a=1,b=0oder a=3,b=2 (mod 4) gilt.

129



Theorie der biquadratischen Reste

Fiir die Zahl 1 4 ¢, mit der wir beginnen, ldsst sich die in den Beispielen
erkennbare Regel leichter erfassen, wenn wir die Moduln der ersten Art, fiir
die a = 1,b = 0 gilt, von den Moduln der zweiten Art, fiir die a = 3,6 = 2
gilt, trennen. Mithilfe der Tabelle des vorigen Artikels finden wir die folgenden
Zuordnungen:

Charakter ‘ Moduln der ersten Art.

0 5+4i, —7+8i, —7—8i, —11 +4i

1 1—4i, —3+8i, —3—8i, 9+4i, —11
2 5—di, —7, —11 —4i

3 —3, 1+4i, 5+8i, 5—8i, 9—4i

Betrachten wir diese siebzehn Beispiele aufmerksam, so finden wir in allen
den Charakter = 1(a —b— 1) (mod 4).
Ebenso gelten die Zuordnungen

Charakter ‘ Moduln der zweiten Art.

0 3-2i, —1—6i, 7T+2i, —5+6i, —1+ 104, 11 + 6
1 542, —1+6i, 7T—2, —1—10i, 3+ 10

2 —1+2i, —5—2i, 3—10i, 7+ 10

3 —1—2i, 3+2i, —5—6i, 7—10i, 11 — 6i

In allen diesen zwanzig Beispielen findet man bei einiger Aufmerksamkeit den
Charakter = X(a — b —5) (mod 4).

Diese beiden Regeln lassen sich leicht zu einer fiir beide Arten von Moduln
giltigen Regel zusammenfassen, wenn wir bedenken, dass %bb fiir Moduln
der ersten Art = 0, fiir Moduln der zweiten Art dagegen = 1 (mod 4) ist.
Somit ist der Charakter der Zahl 1 + ¢ beziiglich jedes primen, unter seinen
Assozilerten priméren Moduls = 1(a —b— 1 —bb) (mod 4).

Nebenbei ist zu bemerken, dass, da (b + 1)? stets die Form 8n + 1 hat
oder gleichbedeutend %(2() + bb) gerade ist, jener Charakter stets gerade oder
ungerade ist, je nachdem, ob %(a—i—b— 1) gerade oder ungerade ist. Das stimmt
mit der in Artikel 58 angegebenen Regel fiir den quadratischen Charakter
iiberein.

Da %(a —-b—1), i(a — b+ 3) ganze Zahlen sind, von denen eine gerade, die
andere ungerade ist, ist ihr Produkt gerade, oder gleichbedeutend %(a —b—
1)(a—b+3) =0 (mod 4). Daher kann anstelle des angegebenen Ausdrucks
fiir den biquadratischen Charakter auch der folgende genommen werden:

1 1 1
Z(afbflfbb)fg(afbfl)(a—bJr?)):g(faa+2ab73bb+1)
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Diese Form empfiehlt sich auch dadurch, dass sie nicht auf priméare Moduln
beschrénkt ist, sondern nur voraussetzt, dass a ungerade und b gerade ist.
Denn unter dieser Voraussetzung ist offenbar entweder a + bi oder —a — bi
unter seinen Assoziierten primér, und der Wert jener Formel ist fiir beide
Moduln derselbe.

64.

Gehen wir von der letzten im vorigen Artikel gefundenen Regel aus, so

finden wir
Zahl ‘ Charakter =

-1+ %(aa+2ab—bb—1)
—1—1 §(—aa—|—2ab—|—bb+1)
+1 -1 | g(aa + 2ab+ 3bb — 1)

Das folgt sogleich daraus, dass der Charakter von i gleich i(aa +bb—1),
der von —1 dagegen %(aa +bb—1)= %bb ist, da aa — 1 stets die Form 8n hat.
Diese vier Regeln sind offenbar, obwohl sie bisher aus der Untersuchung von
Zahlenbeispielen gewonnen wurden, so miteinander verbunden, dass mit dem
abgeschlossenen Beweis einer von ihnen zugleich die drei iibrigen bewiesen
sind. Es ist kaum notig zu bemerken, dass auch in diesen Regeln nur a als
ungerade und b als gerade vorausgesetzt wird.

Will man Formeln verwenden, die auf primére Moduln beschréankt sind, so
kann man die folgende Form benutzen:

Zahl ‘ Charakter =

—1+i| Y—a—b+1—0b)
—1—i|Ya—-b-1+0b)
+1—id| 3(—a—b+1+bd)

N

PN

Die einfachsten Formeln ergeben sich, wenn wir wie zu Beginn unserer
Untersuchung von Zahlenbeispielen Moduln der ersten und zweiten Art un-
terscheiden. Die Charaktere sind

Zahl ‘ Fir Moduln der ersten Art ‘ Fir Moduln der zweiten Art

-1+ 1(—a—b+1) 1(—a—b-3)
—1—i 1la—b-1) 1(a—b+3)
+1—i H(—a—b+1) +(—a—b+5)
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65.

Fir die Zahl —1 + 24, zu der wir nun tbergehen, verwenden wir ebenfalls
dieselbe Unterscheidung zwischen den Moduln a + bi, fiir die a = 1,b = 0 gilt,
und denen, fir die a = 3,b = 2 gilt. Die Tabelle in Artikel 62 zeigt fiir jene
Zahl die folgenden Zuordnungen:

Charakter ‘ Moduln der ersten Art

0 —3+8i, +5—8i, +9+4i, —11+ 4
1 +1+4i, +5—4i, —7, —3 — 8
2 +1—4i, +5+8i, —7—8i, —11
3 —3, +5+4i, +9 —4i, —7+ 8, —11 — 44

Fithren wir jeden dieser Moduln auf seinen absolut kleinsten Rest nach
dem Modul —1 + 2¢ zuriick, so sehen wir, dass alle, denen der Charakter O
entspricht, = 1 sind; diejenigen, denen der Charakter 1 entspricht, sind = 1;
diejenigen, deren Charakter 2 ist, werden = —1; schliefflich werden alle, deren
Charakter 3 ist, = —i. Die Charaktere der Zahlen 1,7, —1, —¢ fiir den Modul
—1 4+ 2¢ sind aber selbst der Reihe nach 0,1, 2,3. Somit ist in allen diesen
17 Beispielen der Charakter der Zahl —1 4 2¢ beziiglich eines Moduls a + bi
der ersten Art mit dem Charakter dieser Zahl beziiglich des Moduls —1 + 2i
identisch.

Ebenso findet man mithilfe der Tabelle die Zuordnungen

Charakter ‘ Moduln der zweiten Art

0 +3+2i, —5—2i, —1+10i, —1 — 104, +11 + 61
1 +3—2i, —1+6i, —5—6i, +7+ 10i, +7 — 10i

2 —5+2i, —1 —6i, +7 — 2

3 —1—2i, +7+2i, =5+ 6i, +3+ 10, +3 — 10i, +11 — 6i

Fiihrt man diese Moduln auf ihre kleinsten Reste nach dem Modul —1 + 2¢
zurlick, so erweisen sich alle, denen der Reihe nach die Charaktere 0,1,2,3
entsprechen, den Zahlen —1, —i, 41, +4 kongruent. Diese Zahlen selbst haben
aber, wenn umgekehrt —1+ 2¢ als Modul genommen wird, der Reihe nach die
Charaktere 2, 3,0, 1. Somit unterscheidet sich in allen diesen 19 Beispielen der
Charakter der Zahl —1 4 2¢ beziiglich eines Moduls der zweiten Art um zwei
Einheiten vom Charakter dieser Zahl beziiglich der als Modul genommenen
Zahl —1 4+ 2.

Ferner sieht man ohne Miihe, dass fiir die Zahl —1 — 2i ganz Ahnliches gilt.
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66.

Fiir die Zahl —3 lassen wir die Unterscheidung zwischen Moduln der ersten
und zweiten Art weg, da das Ergebnis zeigt, dass sie hier Uberfliissig ist. Es
gelten somit die Zuordnungen

Charakter | Moduln

—1+6i, —1—6:, —7, —5 + 61,
0 -5 —67, —11, 11 +6¢, 11 — 6¢
, —1—2i, 1—4i, —=5+2i, 5+ 44, T+ 24,

5—8i, —1+4+10i, —7— 8¢, —11 — 44, 7 — 101
5 3+2i, 3—2i, —3+8i, —3 — 8i,

9+ 44, 3+ 107, 3 —10:
—1+4+2i, 1+4i, —5—2i, 5— 41, 7— 21,

s 548, —1—10i, -7+ 8, —11+ 44, 74 107

Fiithren wir diese Moduln auf ihre kleinsten Reste nach dem Modul 3 zu-
riick, so sehen wir, dass diejenigen, denen der Charakter 0 entspricht, teils

= 1, teils = —1 sind; diejenigen, deren Charakter 1 ist, werden entweder
= 1 — i oder = —1 + i; diejenigen, deren Charakter 2 ist, werden entweder
= ¢ oder = —i; schliefllich sind diejenigen, denen der Charakter 3 zukommt,
entweder = 1 4 ¢ oder = —1 — 4. Aus dieser Untersuchung von Zahlenbei-

spielen schlieffen wir daher, dass der Charakter der Zahl —3 fiir einen Modul,
der eine unter ihren Assoziierten primére Primzahl ist, mit dem Charakter
dieser Zahl selbst identisch ist, wenn 3 oder gleichbedeutend —3 als Modul
betrachtet wird.
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67.

Eine &hnliche Untersuchung von Zahlenbeispielen fiir andere Primzahlen
zeigt, dass die Zahlen 3 + 27, —1 4+ 64,7 + 2, —5 + 67 usw. Sétze liefern, die
dem in Artikel 65 fiir die Zahl —1 + 2i gefundenen &hnlich sind, dass sich
dagegen die Zahlen 1 +44,5+ 44, —3 £ 8i,5 + 84,9 + 4¢ usw. ebenso verhalten
wie die Zahl —3. Die Untersuchung von Zahlenbeispielen fiihrt somit zu ei-
nem hochst eleganten Satz,. den man entsprechend der Theorie quadratischer
Reste in der Arithmetik reeller Zahlen den FUNDAMENTALSATZ der Theorie
biquadratischer Reste nennen darf, ndmlich:

Bezeichnen a+bi,a’ +b'i verschiedene, unter ihren jeweiligen Assoziierten
primdre Primzahlen, also solche, die der Finheit nach dem Modul 2 + 2i
kongruent sind, so ist der biquadratische Charakter der Zahl a+bi beziiglich des
Moduls o’ +b'i mit dem Charakter der Zahl o’ +b'i beziiglich des Moduls a+bi
identisch, wenn entweder beide Zahlen a+bi,a’ +b'i oder wenigstens eine von
thnen zur ersten Art gehéren, also nach dem Modul 4 der Finheit kongruent
sind. Dagegen unterscheiden sich jene Charaktere um zwei Einheiten, wenn
keine der Zahlen a + bi,a’ + b'i zur ersten Art gehort, also wenn beide nach
dem Modul 4 der Zahl 3 + 2i kongruent sind.

Trotz der groBen Einfachheit dieses Satzes zdhlt sein Beweis jedoch zu den
tiefsten Geheimnissen der hoheren Arithmetik. Zumindest beim gegenwérti-
gen Stand ldsst er sich nur durch die subtilsten Untersuchungen erschlieflen,
die weit iiber die Grenzen der vorliegenden Abhandlung hinausgingen. Daher
behalten wir uns die Verdffentlichung dieses Beweises sowie die Entwicklung
des Zusammenhangs zwischen diesem Satz und jenen, die wir am Anfang die-
ser Abhandlung durch die Untersuchung von Zahlenbeispielen festzustellen
begonnen haben, fiir eine dritte Abhandlung vor. Zum Abschluss geben wir
jedoch schon hier an, was zum Beweis der in Artikel 63. 64 vorgeschlagenen
Sétze erforderlich ist.
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68.

Wir beginnen mit Primzahlen a + bi, fiir die b = 0 gilt (der dritten Art
in Artikel 34). Damit die Zahl unter ihren Assoziierten primér ist, muss hier
also a eine negative reelle Primzahl der Form —(4n + 3) sein, fir die wir
—q schreiben; solche Zahlen sind —3,—7,—11, —19 usw. Bezeichnet A den
Charakter der Zahl 1+ 4, wenn jene Zahl als Modul genommen wird, so muss
gelten

=1+ i)i(qq_l) = os(aa-1) ;5(aa-1) (mod q)
Bekanntlich ist aber 2 ein quadratischer Rest oder Nichtrest von ¢, je nach-
dem, ob ¢ die Form 8n + 7 oder die Form 8n + 3 hat. Daraus schlieffen wir,
dass allgemein

1

23071 = (—1)1@t) = ;301D (mod g)
gilt, und somit folgt durch Erheben zur Potenz mit dem Exponenten %(qﬁt 1)

95(ea-1) = ;5(a+1)? (mod q)

an, woraus

A= (@t a)= jla+ 12— g+ 1) (mod )

folgt; oder, da $(¢+1)2 =0 (mod 4) gilt, A\ = —1(¢+1) = $(a—1) (mod 4).
Das ist gerade der Satz von Artikel 63 fiir den Fall b = 0.
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69.

Viel schwieriger sind jedoch solche Moduln a + bi zu behandeln, fiir die
b = 0 nicht gilt (Zahlen der vierten Art aus Art. 34); mehrere Untersuchungen
miissen daher vorausgehen. Die Norm aa + bb, die eine reelle Primzahl der
Form 4n + 1 sein wird, bezeichnen wir mit p.

Es sei S die Sammlung aller einfach kleinsten Reste fiir den Modul a+bi =
m unter Ausschluss der Null, sodass die Anzahl der in S enthaltenen Zahlen
= p — 1 ist. Es bezeichne x + yi eine beliebige Zahl dieses Systems, und wir
setzen ax + by = &,ay — bx = n. Dann sind &, ganze Zahlen zwischen den
Grenzen 0 und p, ohne die Grenzen selbst. Denn im vorliegenden Fall, in dem
a, b teilerfremd sind, zeigen die Formeln aus Art. 45, ndmlich n = k€, £ = —kn
(mod p), dass keine der Zahlen &, = 0 sein kann, ohne dass die andere
zugleich verschwindet, sodass * = 0,y = 0 wird; diese Kombination haben
wir bereits ausgeschlossen. Das Kriterium dafiir, dass die Zahl = + yi in S
enthalten ist, besteht also darin, dass die vier Zahlen &, n,p — &, p — 1 positiv
sind.

Ferner bemerken wir, dass fiir keine solche Zahl £ = 7 gelten kann. Daraus
wiirde ndmlich p(z+vy) = a(§+n)+b(§ —n) = 2a§ folgen, was widersinnig ist,
da keiner der Faktoren 2, a, & durch p teilbar ist. Ebenso zeigt die Gleichung
p(x—y+a+b) =2al+ (a+b)(p—E&—n), dass £+n = p nicht gelten kann. Da
die Zahlen & — n,p — £ — n daher entweder positiv oder negativ sein miissen,
gewinnen wir daraus eine Unterteilung des Systems S in vier Sammlungen
C,C",C",C", denen wir die Zahlen folgendermafen zuordnen:

In die Sammlung ‘ Zahlen, fir die
C & —n positiv, p— & — n positiv
C’ & —n positiv, p— & — 1 negativ
c” & — n negativ, p— & — n negativ
c"” & — n negativ, p— & — n positiv

Das Kriterium fiir eine Zahl der Sammlung C' ist also eigentlich sechs-
fach: Die sechs Zahlen &, n,p — &,p — 1, — n,p — & — 1 miissen positiv sein.
Doch die Bedingungen 2,5 und 6 schlieflen die iibrigen offenbar bereits ein.
Entsprechendes gilt fiir die Sammlungen C’, C”, C", sodass die vollstindigen
Kriterien dreifach sind, ndmlich:

Fiir die Sammlung ‘ Folgende Zahlen miissen positiv sein

C 1, 5_777 p—f—n
c’ p—& E—m, E+n—p
c’ p—n, n—=§& E+n—p
c" £, n—=¢& p—§—n
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Auch ohne unseren Hinweis wird jeder leicht erkennen, dass bei der geome-
trischen Darstellung komplexer Zahlen (siehe Art. 39) die Zahlen des Systems
S im Inneren des Quadrats liegen, dessen Seiten die Punkte verbinden, die die
Zahlen 0, a+bi, (141)(a+bi), i(a+bi) darstellen, und dass die Unterteilung des
Systems S der Teilung des Quadrats durch seine Diagonalen entspricht. Hier
haben wir jedoch rein arithmetische Uberlegungen vorgezogen und iiberlassen
der Kiirze halber die Veranschaulichung durch eine geometrische Darstellung
dem erfahrenen Leser.

70.

Sind vier komplexe Zahlen r = z + yi,v’ = 2’ +y/i,7" = 2" +4"i,7" =
2" + y"i so miteinander verbunden, dass ' = m + ir,r” = m +ir' = (1 +
iym—r,r"" = m+ir’” = im—ir gilt, und nimmt man an, dass die erste, r, zur
Sammlung C gehort, so gehoren die iibrigen 7/, 7", 7" der Reihe nach zu den
Sammlungen C’,C”,C". Setzt man namlich £ = ax + by,n = ay — bx, & =
ar' +by ' = ay' —ba!,&" = ax’ +by", " = ay" —ba", " = az" + by, n" =

ay” — bz, so findet man

n=p—&=p-—n"=¢"
5—77=f'+77'—p=77"—f”Zp—fl"—ﬁw
p_é—_,r/:é-/_n/:é-//+77//_p:n///_é-///

woraus die Richtigkeit des Satzes mithilfe der Kriterien unmittelbar folgt. Da
wiederum r = m + ir’” gilt, sieht man leicht: Gehort r nach Voraussetzung
zu C', so gehoren die Zahlen 7/, 7", r"” der Reihe nach zu C”,C", C; gehort
jene zu C”, so gehoren diese zu C", C, C’; und gehort jene schliefSlich zu C"”,
so gehoren diese zu C,C’, C".

Zugleich folgt daraus, dass die einzelnen Sammlungen C, C’, C”, C"" gleich
viele Zahlen enthalten, namlich %(p —1).

37.

SATZ. Es bezeichne k eine ganze Zahl, die durch m nicht teilbar ist. Multi-
pliziert man jede Zahl der Sammlung C mit k und verteilt die einfach kleinsten
Reste der Produkte nach dem Modul m auf die Sammlungen C,C’,C",C",
wobei die Anzahlen der zu diesen einzelnen Sammlungen gehérigen Reste der
Reihe nach mit c,c,c”,c” bezeichnet werden, so ist der Charakter der Zahl
k beziiglich des Moduls m = ¢ + 2¢" + 3¢” (mod 4).
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Beweis. Es seien jene ¢ kleinsten Reste, die zu C gehoren, «, 3,7, usw.;
ferner seien die ¢’ Reste, die zu C’ gehoren, m + i/, m +i8',m + iy, m + i’
usw.; weiter seien die ¢’ Reste, die zu C” gehoren, (1 +i)m — o, (1+i)m —
8", (14 i)ym —~",(1 4+ i)m — §" usw.; und schliefilich seien die ¢ Reste, die
zu C"" gehoren, im — i im —iB",im — i7", im — 6" usw. Wir betrachten
nun vier Produkte, ndmlich:

1) das Produkt aus allen (p — 1) Zahlen, die die Sammlung C' bilden:

2) das Produkt der Produkte, die durch Multiplikation jeder dieser Zahlen
mit k£ entstanden sind;

3) das Produkt aus den kleinsten Resten dieser Produkte, also aus den
Zahlen o, 3,7,0 usw., m + i/, m + i3’ usw. usw.

4) das Produkt aus allen ¢+ ¢ + ¢’ + ¢ Zahlen «, 3,7, 6 usw., o/, 5,7, 8’
usw., o, 8", 4", 8" usw.

Bezeichnen wir diese vier Produkte der Reihe nach mit P, P’, P”, P", so gilt
offenbar

P =ki-Up  p'=p’ pl=prEt " (mod m)

und daher
Pk = pre 23" (1104 )

Es ist aber leicht zu sehen, dass die Zahlen o/, 8',~',¢" usw., o”,5",~",
8" usw., o, ", 4", 6" usw. samtlich zur Sammlung C' gehoren und sowohl
untereinander als auch von den Zahlen «, 3,7, d usw. verschieden sind, ebenso
wie diese selbst untereinander verschieden sind. Alle diese Zahlen zusammen
miissen daher, wenn man von ihrer Reihenfolge absieht, mit allen Zahlen, die
die Sammlung C bilden, vollstindig iibereinstimmen. Daraus folgt P = P,
also )

Pki®P=1) = pie+2"+3¢" (nod m)

Da schlieBlich keiner der einzelnen Faktoren des Produkts P durch m teilbar
ist, folgt

10 o 1" 111
k,4(p 1) = ¢/ +2¢"+3c (mod m)

sodass ¢ + 2¢” + 3¢” der Charakter der Zahl k beziiglich des Moduls m ist.
Q. E. D.
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72.

Um den allgemeinen Satz des vorigen Artikels auf die Zahl 147 anzuwenden,
miissen wir die Sammlung C' erneut in zwei kleinere Sammlungen G und G’
unterteilen. Zur Sammlung G rechnen wir die Zahlen z+yi, fir die az+by = &
kleiner als %p ist, zur anderen Sammlung G’ diejenigen, fiir die & grofer
als %p ist. Die Anzahlen der in den Sammlungen G, G’ enthaltenen Zahlen
bezeichnen wir der Reihe nach mit g, ¢’, sodass g + ¢’ = i(p — 1) gilt.

Das vollstandige Kriterium fir die zu G gehorigen Zahlen besteht also dar-
in, dass die drei Zahlen 7, £ —n, p—2¢ positiv sind. Denn die dritte Bedingung
flir die Sammlung C', nach der p — £ — n positiv sein muss, ist in diesen Be-
dingungen bereits enthalten, da p — & —n = (£ — n) + (p — 2¢) gilt. Ebenso
besteht das vollstdndige Kriterium fiir die zu G’ gehorigen Zahlen in positiven
Werten der drei Zahlen n,p — & —n, 2§ — p.

Daraus folgt leicht, dass das Produkt einer beliebigen Zahl der Sammlung
G mit der Zahl 1 + ¢ zur Sammlung C"” gehort. Setzt man namlich

(x+yi)(1+i)=2"+9i, und az’ +by =¢, ay —ba’ =1/, erhilt man
=&—n, n-&=2n p-&-n=p-2

so ist das Kriterium dafiir, dass die Zahl x + yi¢ zur Sammlung G gehort,
identisch mit dem Kriterium dafiir, dass die Zahl 2’ + y'i zur Sammlung C"”
gehort.

Auf genau dieselbe Weise zeigt man, dass das Produkt einer beliebigen
Zahl der Sammlung G’ mit 1 + 7 zur Sammlung C” gehort.

Geben wir also im vorigen Artikel k& den Wert 1+, so gilt ¢ = 0,¢ =0, =
g', " = g, und der Charakter der Zahl 1+ i wird 3g+2¢' = £(p— 1) +g. Da
die Charaktere der Zahlen i, —1 %(p — 1), 3(p — 1) sind, sind die Charaktere
der Zahlen —1 +4,—1 — ¢,1 — i der Reihe nach %(p -1)+g,9, %(p —-1)+g.
Somit kommt es nun ganz auf die Bestimmung der Zahl g an.
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73.

Was wir in den Art. 69—72 dargelegt haben, ist eigentlich unabhéngig von
der Voraussetzung, dass m eine primére Zahl ist. Von nun an nehmen wir
jedoch wenigstens an, dass a ungerade und b gerade ist und auflerdem a,b
und a — b positive Zahlen sind. Zunéchst miissen wir die Grenzen der Werte
von z in der Sammlung G bestimmen.

Setzt man ay — bx = n,(a + b)z — (a — b)y = {,p — 2ax — 2by = 6, so
besteht das Kriterium fiir die Zahlen x + yi, die zur Sammlung G gehéren, in
den drei Bedingungen, dass 7, (, 6 positive Zahlen sind. Da px = (a — b)n +
al,pla — 2x) = af + 2bn gilt, miissen offenbar x und 2a — x positive Zahlen
sein, oder z muss einer der Zahlen 1,2,3...3(a — 1) gleich sein. Da ferner
(a —b)8 = 2b¢ + p(a — b — 2x) gilt, ist klar Solange z kleiner als 3(a — b)
ist, schlieft die zweite Bedingung (nach der ¢ positiv sein muss) die dritte
(dass 0 positiv sein muss) bereits ein. Ist dagegen x gréfer als (a —b), so ist
die zweite Bedingung bereits in der dritten enthalten. Fiir die Werte von z,

namlich 1,2,3. (a — b — 1), braucht man daher nur dafiir zu sorgen, dass

n und ¢ positiv Werden, oder dass y grofler als %ﬂ” und kleiner als (aatng ist.

Fiir einen solchen gegebenen Wert von z betrigt die Gesamtzahl der Zahlen
T + yi somit
(a+bx] [bz
a—b a

wenn wir die Klammern in derselben Bedeutung verwenden, in der wir sie
bereits an verschiedenen anderen Stellen gebraucht haben (vgl. Theorematis
arithm. dem. nova, Art. 4, und Theorematis fund. in doctr. de residuis quadr.
usw., Algom'thm. nov., Art. 3). Fiir die Werte von z, nimlich §(a—b+1), 3 (a—
b+3).. (a 1), geniigt es dagegen, n und 6 positive Werte zu geben, oder

Zam

groﬁer als ?Z und kleiner als 2 oder 1b + 4a-=ar 2” zu machen. Fiir einen
solchen gegebenen Wert von x betragt die Gesamtzahl der Zahlen x4y daher

1b+aa—2a33 B bﬁ
2 2b a

Daraus folgt, dass die Anzahl der Zahlen der Sammlung G

o [(a+b)x 1. aa—2ax bx
g—E{ - +X 2b—|— 5 z "

ist; dabei erstreckt sich die erste Summe iiber alle ganzzahligen Werte von x
von 1 bis $(a —b— 1), die zweite von 3(a —b+1) bis 3(a — 1) und die dritte
von 1 bis 5(a — 1).
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Verwenden wir das Zeichen ¢ in derselben Bedeutung wie an der angefiihr-
ten Stelle (Theorematis fund. usw., Algor. nov., Art. 3), sodass also

olt,u) = [4] + [2“] 4 [3“} ot [t;“]

t t t
gilt, wobei t,u beliebige positive Zahlen und t’ die Zahl [%t] bezeichnen, so
wird jener erste Term = p(a —b,a+0b), der dritte = —¢(a, b); der zweite wird
dagegen

1 [aa — 2
SEURS ]

2b

Schreibt man jedoch die Terme in umgekehrter Reihenfolge, so gilt

(25 3] 5[0

= 90(267 a) - (p(b, a)

Unsere Formel nimmt daher die folgende Gestalt an:
1
9= p(a—b.a+b)+p(2,0) - p(a,b) — p(b,a) + 1

Betrachten wir zunéchst den Term ¢(a—b,a+0b), der unmittelbar in ¢(a—
b,2b) +1+2+3+ usw. + 2(a—b—1) oder in

1
pla—b,20) + S((a b 1)
iibergeht.
1

Da ferner nach dem allgemeinen Satz ¢(t,u) + p(u,t) = [5t]
wenn t, u teilerfremde positive ganze Zahlen sind, haben wir

- [3u] gilt,
1
o(a —b,2b) = Eb(a —b—1)— ¢(2b,a —b)
und somit

1
cp(a—b,a—i—b):g(aa+2ab—3bb—4b—1)—cp(2b,a—b)

Ordnen wir die Teile von ¢(2b,a — b) folgendermaflen an:

[az—bb] .\ [3(2; b)} . [5@2; b)] e [(b - 1;(; - b)}

N [a—b] N [Q(a—b)} N [3(&—())] s b ;b(a—b)]

b b b b
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Die zweite Reihe wird offenbar

1
=p(b,a—0b) =p(b,a)—1—-2—3— usw. _56

1

= (b, a) 3 (bb + 2b)

Die erste Reihe stellen wir nach Umkehrung ihrer Gliederfolge so dar:

[;(a—l—l—b)—;ﬂ + B(a+3—b)—?2"b‘]
+ B(a—l—5—b)—22] + usw. + [;(a—l)— (b ;bl)a]

Dieser Ausdruck. Da fiir eine ganze Zahl ¢t und eine gebrochene Zahl u allge-
mein [t —u] =t — 1 — [u] gilt, geht er in den folgenden tiber:

o0~ (5)-[5]-[5] - o - [52]

= éb(Za —4—b) — @(2b,a) + (b, a)
Daraus folgt
©(2b,a — b) = 2¢p(b,a) — ¢(2b,a) + ib(a —-3-0)
und daher
p(la—b,a+b) = ¢(2b,a) — 2p(b,a) + é(aa —bb+2b—1)

Setzen wir diesen Wert in die oben angegebene Formel fiir g ein und auflerdem
¢(a,b) + ¢(b,a) = 1b(a — 1), so erhalten wir

1
g =2¢p(2b,a) — 2¢(b,a) + é(aa —2ab+bb+4b — 1)
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74.

Durch genau dieselben Uberlegungen erledigt sich der Fall, in dem a, b
positiv bleiben, aber a — b negativ oder b — a positiv ist. Die Gleichungen
pla — 2z) = 2bn + ab, p(b — a + 2z) = 2b( + (b — a)f zeigen, dass ja —
und x + %(b — a) positiv sein miissen und somit = einer der Zahlen —%(b —
a—1),—3(b—a—3),-2(b—a—5)....+ £(a — 1) gleich sein muss. Ferner
folgt aus der Gleichung px + (b—a)n = a(, dass fiir negative Werte von z die
Bedingung, nach der 7 positiv sein muss, bereits in der Bedingung enthalten
ist, nach der ¢ positiv sein muss; das Umgekehrte gilt, wenn z ein positiver
Wert gegeben wird. Die Werte von y miissen daher fiir einen bestimmten

i . b _
negativen Wert von x zwischen % und 2 22;”3,

liegen. Fiir z = 0 sind diese Grenzen

flir einen positiven Wert

. br p—2ax
von x dagegen zwischen 2 %5
—

2%”, wobei der Wert y = 0 selbst ausgeschlossen ist. Daraus

B (a+b)x 1. aa—2ax bx
g= Z[ p— +X 2b—|— % by .

wobei sich die erste Summe iiber alle negativen Werte von. z von —1 bis
—3(b—a—1) erstreckt, die zweite iiber alle Werte von  von —%(b—a—1) bis
3(a— 1) und die dritte iiber alle positiven Werte von z von +1 bis 3(a — 1).
So ergibt die erste Summe —p(b— a,b+ a), die zweite wie im vorigen Artikel

1bb 4+ (2b,a) — (b, a) und schlieflich die dritte —¢(a,b), also gilt

und

offenbar 0 und
folgt

g=—¢(b—ab+a)+ p(2b,a) — p(b,a) — p(a,b) + ibb
Nun erhélt man auf dieselbe Weise wie im vorigen Artikel
plb—ab+a) = pb — a,2D) ~ L((b—a)> ~ 1)
= %(31)1) —2ab—aa—4b+1) — p(2b,b — a)

sowie 1
©(2b,b — a) = ¢(2b,a) — 2¢p(b,a) + Eb(b —1—a)
und somit
o(b—a,b+a) =2p(b,a) — p(2b,a) + %(bb —aa—2b+1)
und schliefSlich
g =2p(2b,a) — 2p(b,a) + %(aa —2ab+bb+4b—1)
Damit ist bewiesen, dass dieselbe Formel fiir g gilt, ob a — b positiv oder

negativ ist, sofern a, b positiv sind.
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75.
Um eine weitere Reduktion zu erreichen, setzen wir

L—'“}+2a+3a+s+%ba

BRI P R T R T

[(Lb+ 1)a (3b+2)a (3b+3)a ba

M = 25 % % + usw. + %

Ja+b 2a +b 3a+b $ba+b
N__Qb]+[ 2b]+[ 2b}+usw+ %

Man sieht leicht, dass allgemein [u] + [u+ 3] = [2u] gilt, welche reelle Grofie u

auch bezeichnen mag. Daher gilt L + N = (b, a), und da offenbar L + M =
©(2b, a) ist, folgt
©(2b,a) — p(ba) =M — N

Ferner ist ersichtlich, dass die Summe aus dem ersten Glied der Reihe N
und dem vorletzten Glied der Reihe M, némlich [%Eb] + [(b;;)a}, =1(a-1)
wird und dass dieselbe Summe aus dem zweiten Glied der Reihe N und dem
drittletzten Glied der Reihe M entsteht, und so weiter. Da auch das letzte
Glied der Reihe M = %(a — 1) ist, das letzte Glied der Reihe N dagegen
= [¢42] = 1(aF1), wobei das obere oder untere Vorzeichen gilt, je nachdem
a die Form 4n + 1 oder 4n — 1 hat, erhalten wir

1 1
M+ N=_(a-1b+ (aF1)

und daher

o(2b, a) — (b, a) = i(a b+ i(a:F 1) — 2N

Die in den Art. 73 und 74 gefundene Formel fiir g geht somit in die folgende
iiber:

1
g:§((a+b)2—1)+2n—4N

wobei a F 1 = 4n gesetzt wird und n eine ganze Zahl ist. Da daraus 1 =
16nn — 8an + aa folgt, lasst sich diese Formel auch so darstellen:

1 1
g= g(—aa+2ab+bb—|—1)+4(§(a+1)n—nn—N)

Da g der Charakter der Zahl —1 — ¢ fiir den Modul a + bi ist, ist dieser
Charakter daher = §(—aa + 2ab + bb+ 1) (mod 4). Das ist genau der oben
(Art. 64) durch Untersuchung von Beispielen gefundene Satz; daraus folgen
unmittelbar die Sdtze iiber die Charaktere der Zahlen 1 + ¢, 1 — 4, —1 + 4.
Somit sind diese vier Sétze fiir den Fall, dass a und b positiv sind, nun streng

bewiesen.
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76.

Bleibt a positiv und ist b negativ, so setzen wir b = —b', sodass b’ positiv
wird. Es ist nun bewiesen, dass fiir den Modul a + b’ der Charakter der Zahl
—1—i = §(—aa+ 2ab' + V'V 4+ 1) (mod 4) ist. Daher ist der Charakter der
Zahl —1 + i fiir den Modul a — b'i nach dem in Art. 62 angegebenen Satz
= L(aa — 2ab' — V'V — 1), das heifit, der Charakter der Zahl —1 + i fiir den
Modul a + bi wird = $(aa + 2ab — bb — 1). Das ist genau der in Art. 64
angegebene Satz, aus dem die drei {ibrigen {iber die Charaktere der Zahlen
144, 1—1, —1 — 4 unmittelbar folgen. Somit sind diese Satze auch fiir den
Fall bewiesen, dass b negativ ist, also fiir alle Félle, in denen a positiv ist.

Ist schlielich a negativ, so setzen wir a = —a’, b = —b’. Nach dem bereits
Bewiesenen ist der Charakter der Zahl 1 + ¢ beziiglich des Moduls a’ + b'i
= L(—d'd + 2d/t' — 30’V + 1) (mod 4), und es ist gleichgiiltig, ob wir die
Zahl a' + Vi oder ihre entgegengesetzte Zahl —a’ — b'i als Modul nehmen.
Also ist der Charakter der Zahl 1 + i beziiglich des Moduls a + bi offenbar
= %(—aa + 2ab — 3bb + 1), und Entsprechendes gilt fiir die Charaktere der
Zahlen 1 — 4, =141, —1 — 4.

Daraus schlielen wir, dass der Beweis der Sétze tiber die Charaktere der
Zahlen 144, 1 —4, —1 414, —1 — 4 (Art. 63. 64) keiner Einschriankung mehr
unterliegt.
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Besprechungen eigener Schriften

Gottingische gelehrte Anzeigen. 1808 Mai 12.

Eine vom Herrn Professor GAUSS am 15. Januar dieses Jahres der Konig-
lichen Gesellschaft der Wissenschaften vorgelegte Abhandlung,

Theorematis arithmetici demonstratio nova,

deren Inhalt wir hier noch vorstellen miissen, behandelt den beriihmten Fun-
damentalsatz der Lehre von den quadratischen Resten, der sowohl in der ge-
samten hoheren Arithmetik als auch in den angrenzenden Teilen der Analysis
eine so wichtige Rolle spielt. Bekanntlich heifit eine ganze Zahl a quadrati-
scher Rest der ganzen Zahl b, wenn es Zahlen der Form zx — a gibt, die durch
b teilbar sind; im entgegengesetzten Fall heifit a quadratischer Nichtrest von
b. Die Zahl a kann positiv oder negativ sein, b wird dagegen stets als positiv
angesehen. Die hohere Arithmetik lehrt, dass alle Primzahlen b, fiir die eine
gegebene Zahl a quadratischer Rest ist, in bestimmten linearen Formen ent-
halten sind, wéhrend andere lineare Formen alle Primzahlen enthalten, von
denen a Nichtrest ist. So ist zum Beispiel —1 quadratischer Rest aller Prim-
zahlen der Form 4n+1 und quadratischer Nichtrest aller Primzahlen der Form
4n + 3; ferner ist +2 quadratischer Rest aller Primzahlen der Formen 8n + 1,
8n + 7, dagegen quadratischer Nichtrest aller Primzahlen der Formen 8n + 3,
8n+5. Es gibt unendlich viele &hnliche spezielle Satze; sie alle lassen sich aber
aus der Verbindung der beiden angefiithrten mit dem folgenden allgemeinen
Satz ableiten: Zwei verschiedene positive (ungerade) Primzahlen, p, ¢, stehen
stets in derselben wechselseitigen Beziehung (das heift, die eine ist quadra-
tischer Rest oder Nichtrest der anderen, je nachdem die andere Rest oder
Nichtrest der ersten ist), wenn entweder beide die Form 4n + 1 haben oder
wenigstens eine diese Form hat. Thre wechselseitige Beziehung ist dagegen ent-
gegengesetzt (das heift, die eine ist Nichtrest der anderen, wenn diese Rest
von jener ist, und umgekehrt), wenn beide zugleich die Form 4n + 3 haben.
Das ist der erwéahnte Fundamentalsatz, den man in mehr als einer Gestalt
ausdriicken kann. Die hier gewéhlte ist diejenige, in der er in der Abhandlung
des Herrn Professor GAUSS neu bewiesen wird.

Die schonsten Sétze der hoheren Arithmetik, insbesondere auch die hier
behandelten, haben die Eigenart, dass sie anhand von Zahlenbeispielen leicht
entdeckt werden konnen, ihre Beweise dagegen duflerst tief verborgen liegen
und nur durch sehr tiefgehende Untersuchungen aufzuspiiren sind. Gerade das
verleiht der hoheren Arithmetik jenen zauberischen Reiz, der sie zum Lieb-
lingsgebiet der fiihrenden Mathematiker gemacht hat, ganz abgesehen von
ihrem unerschopflichen Reichtum, in dem sie alle anderen Teile der reinen
Mathematik so weit iibertrifft. Die beiden oben erwdhnten speziellen Sétze
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waren schon FERMAT bekannt, der nach eigener Aussage auch ihre Beweise
besaf3. Ob er sich darin tduschte, konnen wir nicht entscheiden, da er nie etwas
dariiber verdffentlicht hat. Fiir moglich diirfen wir es aber gewiss halten, da
es mehrere Beispiele von Selbsttéduschung bei anderen groflen Mathematikern
gibt, insbesondere bei EULER, LEGENDRE und auch bei FERMAT selbst. Den
ersten Beweis des ersten dieser Sétze gab EULER. Den anderen zu beweisen
gelang diesem grofien Mathematiker jedoch trotz seiner eifrigen, tiber viele
Jahre fortgesetzten Bemiihungen nicht; erst LAGRANGE war es vorbehalten,
diese Liicke zu schlieflen. Beide Mathematiker bewiesen auch verschiedene
andere spezielle Sétze; eine groflere Anzahl aber, die sie anhand von Zahlen-
beispielen fanden, entzog sich stets ihren Beweisversuchen. Es ist indessen
ein merkwiirdiges Spiel des Zufalls, dass beide Mathematiker auf diesem Weg
nicht den allgemeinen Fundamentalsatz entdeckten, der sich so einfach formu-
lieren lasst. Zuerst hat ihn, wenn auch in etwas anderer Gestalt, LEGENDRE
in der Histoire de I’Académie des Sciences de Paris 1785 vorgetragen. So-
wohl dort als auch spéter in seinem Werk FEssai d’une théorie des nombres
versuchte dieser ausgezeichnete Analyst, den Beweis auf sehr scharfsinnige
Untersuchungen zu griinden. Diese fiithrten dennoch nicht zum gewiinschten
Ziel, das, wenn wir uns nicht irren, auf diesem Weg auch nicht erreicht werden
konnte.

Der Verfasser der Abhandlung, der diese Besprechung gewidmet ist, betrat
das Gebiet der hoheren Arithmetik zu einer Zeit, als ihm alle fritheren Arbei-
ten anderer Mathematiker auf diesem Gebiet vollig unbekannt waren. Diesem
Umstand ist hauptséchlich zuzuschreiben, dass er iiberall einen ganz eigenen
Weg eingeschlagen hat. Jenen Fundamentalsatz fand er zwar schon sehr frith
anhand von Zahlenbeispielen; doch erst ein ganzes Jahr spiter gelang es ihm
nach vielen Schwierigkeiten und vergeblichen Versuchen, den ersten vollkom-
men strengen Beweis zu finden, der im vierten Abschnitt seiner Disquisitiones
Arithmeticae entwickelt wird. Dieser Beweis beruht jedoch auf sehr mithsamen
und weitldufigen Ausfithrungen. Spéter fand er noch drei andere Beweise, die
zwar von dieser Unbequemlichkeit frei sind, dafiir aber andere sehr tiefgehen-
de und ihrem Inhalt nach vo6llig andersartige Untersuchungen voraussetzen.
FEiner dieser Beweise ist ebenfalls im angefiihrten Werk in Art. 262 mitge-
teilt; die beiden anderen werden zu gegebener Zeit bekannt gemacht werden.
Es blieb also immer der Wunsch, einen kiirzeren Beweis zu finden, der von
andersartigen Untersuchungen unabhéngig wére. Der Verfasser hofft daher,
dass die Freunde der hoheren Arithmetik mit Vergniigen einen fiinften Be-
weis aufnehmen werden, der in der vorliegenden Abhandlung auf weniger als
flinf Seiten dargestellt wird und in jeder Hinsicht nichts zu wiinschen {ibrig
zu lassen scheint. Bei der gedréingten Kiirze dieses Beweises konnen wir hier
freilich nur eine unvollkommene Vorstellung von seinem Verlauf geben. Mehr
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wére hier umso tiberfliissiger, als der Band XVI der Commentationes, in dem
er bereits abgedruckt ist, demnéchst erscheinen wird.

Die Grundlage des Beweises ist der folgende neue Satz: Es sei p eine (po-
sitive ungerade) Primzahl und k eine beliebige ganze Zahl, die durch p nicht
teilbar ist. Wenn ferner unter den Resten, die bei der Division der %(p - 1)
Produkte k, 2k, 3k.... %(p — 1)k durch p entstehen, insgesamt p grofler als
%p sind (also %(p — 1) — p kleiner als %p), so ist k quadratischer Rest von
p, wenn p gerade ist, dagegen quadratischer Nichtrest, wenn g ungerade ist.
Die Zahl u, die nur von k und p abhéngt, bezeichnen wir mit dem Zeichen
(k,p). Durch eine Folge von Schliissen, die sich nicht auszugsweise wiederge-
ben lassen, wird nun gezeigt, dass fiir zwei teilerfremde ungerade Zahlen k
und p die Zahl (k,p) + (p, k) + 1(k — 1)(p — 1) stets gerade ist. Daraus folgt,
dass immer dann, wenn k£ und p beide die Form 4n + 3 haben, eine der Zah-
len (k,p), (p,k) gerade und die andere ungerade sein muss. In allen anderen
Féllen dagegen, also wenn beide Zahlen k£ und p oder wenigstens eine von
ihnen die Form 4n 4 1 haben, miissen entweder .(k,p), (p, k) beide zugleich
gerade oder beide zugleich ungerade sein. Zusammen mit dem obigen Satz
ergibt sich daraus der Fundamentalsatz unmittelbar.—Auf demselben Weg,
auf dem diese Ergebnisse gefunden werden, wird in der Abhandlung zugleich
ein neuer Beweis der beiden oben erwéihnten speziellen Sétze gegeben: Man
zeigt namlich leicht, dass (—1,p) = %(p — 1) gilt, also eine gerade oder un-
gerade Zahl ist, je nachdem p die Form 4n + 1 oder 4n + 3 hat; ebenso gilt
(2,p) = 3(p — 1), wenn p die Form 4n + 1 hat, und (2,p) = $(p + 1), wenn
p die Form 4n + 3 hat. Daher ist (2, p) gerade, wenn p die Form 8n + 1 oder
8n + 7 hat, dagegen ungerade, wenn p die Form 8n + 3 oder 8n + 5 hat.
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Gottingische Gelehrte Anzeigen. 1808 September 19.

Eine vom Herrn Professor GAUSS der Koniglichen Gesellschaft der Wissen-
schaften vorgelegte Vorlesung,

Summatio quarumdam serierum singularium,

soll eine bemerkenswerte Untersuchung zur Kreisteilung, deren Grundlage
bereits in den Disquisitionibus Arithmeticis gelegt war, ausfiithrlicher und in
groflerer Allgemeinheit entwickeln, sie mit vollstdndigen Beweisen versehen
und ihren unerwarteten Zusammenhang mit anderen wichtigen Wahrheiten
zeigen. Es bezeichne n eine Primzahl, k eine beliebige ganze Zahl, die durch
n nicht teilbar ist, und w den Bogen %3600. Die verschiedenen, unter den
Zahlen 1,2,3,4,....n — 1 vorkommenden quadratischen Reste von n seien
mit a,a’, a” usw. bezeichnet; die nach deren Ausschluss verbleibenden Zahlen,
also die quadratischen Nichtreste von n, dagegen mit b,b’,0” usw. Dann ist
im angefithrten Werk in Art. 356 bewiesen, dass in dem Fall, in dem n die
Form 4n + 1 hat,

! 1!
cos akw + cosa' kw + cosa” kw + usw.

— cos bkw — cos b kw — cos b kw — usw.

} =+/n.

und

sin akw + sin a’kw + sin a” kw + usw. 0
— sinbkw — sinbkw — sin b kw —usw. [

gilt, wihrend in dem Fall, in dem n die Form 4m + 3 hat, die Summe der
ersten Reihe = 0 und die der zweiten = ++/n wird. Das Vorzeichen der Wur-
zelgroBle hangt vom Wert der Zahl k oder vielmehr von ihrer Beziehung zu n
ab und lasst sich fir alle Werte von k bei einem gegebenen Wert von n leicht
bestimmen, sobald es fiir einen bestimmt ist. Man kann ndmlich zeigen, dass
fur alle Werte von k, die quadratische Reste von n sind, stets dasselbe Vor-
zeichen gilt und dann das entgegengesetzte fiir alle quadratischen Nichtreste
von n. Da die Untersuchung im angefithrten Werk bereits so weit gefithrt war
und nur noch die Bestimmung des Vorzeichens fiir irgendeinen Wert von k
fehlte, hiatte man glauben sollen, dass sich nach Erledigung der Hauptsache
diese genauere Bestimmung leicht ergédnzen liefle. Das lag umso néher, als
die Untersuchung von Zahlenbeispielen sofort ein &uflerst einfaches Ergebnis
liefert: Fiir & = 1 oder fiir alle Werte, die quadratische Reste von n sind,
muss die Wurzelgréfle in den obigen Formeln stets positiv genommen wer-
den. Doch bei der Suche nach einem Beweis dieser Beobachtung stolen wir
auf ganz unerwartete Schwierigkeiten. Das Verfahren, das so befriedigend zur
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Bestimmung des absoluten Werts jener Reihen fiihrte, erweist sich als vollig
unzureichend, wenn die Vorzeichen vollstandig bestimmt werden sollen. Den
metaphysischen Grund dieses Phénomens (um den bei franzosischen Mathe-
matikern tiblichen Ausdruck zu gebrauchen) muss man darin suchen, dass
die Analysis bei der Kreisteilung zwischen den Bogen w,2w,3w...(n — 1)w
keinen Unterschied macht, sondern sie alle auf dieselbe Weise erfasst. Da die
Untersuchung dadurch ein neues Interesse erhilt, fand Herr Professor GAUSS
darin gewissermaflen eine Aufforderung, nichts unversucht zu lassen, um die
Schwierigkeit zu iiberwinden. Erst nach vielen und verschiedenartigen vergeb-
lichen Versuchen gelang ihm dies auf einem auch fiir sich bemerkenswerten
Weg. Er geht nédmlich von der Summation einiger Reihen aus, deren Glieder
die folgende Form haben:

(I —2a™)(1— :cm_l)(l — :cm_Q) (1= xm_“‘H)
(1—2)(1—az) (1—23)....(1 —zH)

Bezeichnen wir der Kiirze halber eine solche Funktion mit (m, ), die, wie
in der Abhandlung gezeigt wird, stets ein Polynom in x ist, so brechen die
Reihen

1—(m,1)+ (m,2) — (m,3) + usw.

1+ 2% (m, 1) + (m, 2) + % (m, 3) + usw.

nach dem Glied an Stelle m + 1 ab, sofern m eine positive ganze Zahl bezeich-
net. Fiir gerade Werte von m wird die Summe der ersten Reihe

=(1-2)1-2*)1—-2%...(1 2™

und = 0 fiir ungerade Werte von m; die Summe der zweiten Reihe wird
dagegen stets

= (1+22)(1+2)1+22)...(1+22™)

Auch fiir gebrochene und negative Werte von m fiithrt die Summation die-
ser Reihen zu interessanten Ergebnissen, obwohl diese fiir den gegenwértigen
Zweck nicht nétig sind. Wir begniigen uns damit, hier nur eines davon anzu-
geben. Die unendliche Reihe

1+ 2+ 2%+ 25+ 2'° + usw.

deren Exponenten die Dreieckszahlen sind, ist das Produkt aus den Faktoren

4 6 8

l—xxxl—x Xl—x Xl—x
1—=2 1—23 1—25" 1—27

Usw.
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oder, wenn man es vorzieht, aus
(1+2)2(1 4 z2)2(1 + 2321 + z4)? usw.
multipliziert mit
(1—2z)(1—zz)l —23)(1 — z%) usw.

Darzulegen, wie diese Summationen auf den Hauptgegenstand angewandt
werden, wiirde uns hier zu weit fithren. Wir diirfen die Leser umso eher auf
die Abhandlung selbst verweisen, als sie bald im Druck erscheinen wird. Die
oben angefiihrten Summationen sind nur ein spezieller Fall der Summation
der folgenden Reihen:

1 4 cos kw + cos 4kw + cos Ykw + usw. + cos(n — 1)%kw =T

sin kw + sin 4kw + sin 9kw + usw. + sin(n — 1)%kw = U

die in der Abhandlung fiir alle Werte von k& und ohne die Einschréankung
behandelt wird, dass n eine Primzahl sein muss. Es wird ndmlich gezeigt,
dass

T=+yn, T==+yn, T=0, T=0

und
U=+xyn, U=0, U=0, U==x\n

gilt, je nachdem n die Formen 4m,4m+1,4m+2,4m + 3 der Reihe nach hat.
Das Vorzeichen der Wurzelgrofie hangt hier wiederum von k ab. Seine Bestim-
mung, die die Unterscheidung vieler einzelner Félle erfordert, wird auf zwei
verschiedenen Wegen so entwickelt und bewiesen, dass nichts zu wiinschen
iibrig bleiben wird. Der Vergleich dieser beiden Wege fiihrt aulerdem zu dem
folgenden sehr bemerkenswerten Satz: Ist n das Produkt aus beliebig vielen
verschiedenen ungeraden Primzahlen a,b,c,d usw., von denen insgesamt p
die Form 4m + 3 haben, und kommen unter jenen Faktoren insgesamt v vor,
von denen jeder das Produkt der iibrigen (also der Reihe nach 2, 7, %, & usw.)
zum quadratischen Nichtrest hat, so ist v gerade, wenn u die Form 4m oder
4m + 1 hat, dagegen ungerade, wenn p die Form 4m + 2 oder 4m + 3 hat. Der
bekannte Fundamentalsatz iiber die quadratischen Reste ist nur ein spezieller
Fall dieses Satzes; umgekehrt lésst sich der eben angegebene Satz leicht aus
diesem Fundamentalsatz ableiten. Durch diese Untersuchungen besitzt man
also zugleich einen vierten Beweis dieses wichtigen Satzes, den der Verfasser
zuerst auf zwei ganz verschiedenen Wegen in den Disquisitionibus Arithme-
ticis und vor Kurzem auf einem dritten, ebenso verschiedenen Weg in einer
eigenen Abhandlung bewiesen hatte.
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Gottingische gelehrte Anzeigen. 1817 Mérz 10.

Am 10. Februar reichte Herr Hofrat GAUSS der Koniglichen Gesellschaft eine
Vorlesung mit dem Titel ein:

Theorematis fundamentalis in doctrina de residuis quadraticis
demonstrationes et ampliationes novae.

Es ist eine Besonderheit der héheren Arithmetik, dass sich so viele ihrer
schonsten Satze mit grofiter Leichtigkeit durch die Untersuchung von Zahlen-
beispielen entdecken lassen, wihrend ihre Beweise keineswegs naheliegen. Oft
findet man diese erst nach vielen vergeblichen Versuchen mithilfe tiefgehender
Untersuchungen und gliicklicher Kombinationen. Dieses bemerkenswerte Phé-
nomen entspringt der oft wunderbaren Verkniipfung der verschiedenartigen
Lehren in diesem Teil der Mathematik. Eben deshalb lassen sich Sétze, fiir
die man anfangs jahrelang vergeblich einen Beweis gesucht hatte, spater hau-
fig auf mehreren ganz verschiedenen Wegen beweisen. Sobald ein neuer Satz
anhand von Zahlenbeispielen entdeckt ist, muss man die Auffindung irgend-
eitnes Beweises freilich als erstes Erfordernis ansehen. Ist dies aber gelungen,
so darf man in der héheren Arithmetik die Untersuchung nicht immer fiir
abgeschlossen und die Suche nach anderen Beweisen fiir iiberfliissigen Luxus
halten. Denn zum einen findet man gewthnlich die schénsten und einfachsten
Beweise nicht zuerst; zum anderen macht gerade die Einsicht in die wunderba-
re Verkniipfung der Wahrheit der hoheren Arithmetik einen Hauptreiz dieses
Studiums aus und fithrt nicht selten wiederum zur Entdeckung neuer Wahr-
heiten. Aus diesen Griinden ist hier die Auffindung neuer Beweise fiir schon
bekannte Wahrheiten oft als mindestens ebenso wichtig anzusehen wie die
Entdeckung der Wahrheit selbst. Kennern der héheren Arithmetik sind die-
se Uberlegungen nicht neu. Bekanntlich besteht ein grofer Teil von EULERS
Verdiensten um sie darin, Beweise fiir Sitze gefunden zu haben, die schon
FERMAT, wie es scheint anhand von Zahlenbeispielen, entdeckt hatte.

Die Lehre von den quadratischen Resten veranschaulicht das eben Gesag-
te. Sie beruht hauptséichlich auf dem sogenannten Fundamentaltheorem: Die
wechselseitigen Beziehungen zweier (ungerader positiver) Primzahlen zuein-
ander (insofern die eine quadratischer Rest oder Nichtrest der anderen ist)
sind gleich, wenn eine oder beide Primzahlen die Form 4k + 1 haben, dagegen
entgegengesetzt, wenn beide Primzahlen die Form 4k + 3 haben. Fiir Leser,
die mit der héheren Arithmetik weniger vertraut sind, erinnern wir daran,
dass eine ganze Zahl quadratischer Rest einer anderen heifit, wenn die erste
durch Addition eines Vielfachen der zweiten ein Quadrat ergeben kann; Nicht-
rest dagegen, wenn dies unmoglich ist. Die Geschichte dieses schonen Satzes,
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der sich anhand von Zahlenbeispielen duflerst leicht finden ldsst, wollen wir
hier nicht vollstdndig wiederholen. Wir bemerken nur, dass der Verfasser der
vorliegenden Abhandlung nach anfangs ziemlich lange vergeblich angestellten
Untersuchungen nach und nach bereits vier ganz verschiedene Beweise gege-
ben hat. Zwei davon stehen in den Disquisitionibus Arithmeticis; der dritte
bildet den Gegenstand einer eigenen Abhandlung im sechzehnten Band der
Commentationes, und der vierte ist in die Abhandlung summatio quarumdam
serierum singularium im ersten Band der Commentationes recentiores einge-
arbeitet. Zu diesen beiden Abhandlungen kann man unsere Besprechungen
von 1808, Mai 12 und September 19, heranziehen; dort finden sich auch aus-
flihrlichere historische Nachweise. Dass der Verfasser bei diesen vier Beweisen
nicht stehen geblieben ist, obwohl jeder fiir sich an Strenge nichts zu wiinschen
iibrig lasst, bedarf bei den Freunden der héheren Arithmetik keiner Rechtfer-
tigung. Dennoch hétte er sich wahrscheinlich nicht so eifrig bemiiht, noch
weitere Beweise hinzuzufiigen, wenn ihn nicht ein besonderer Umstand dazu
veranlasst hétte, der hier erwdhnt werden muss. Seit dem Jahr 1805 hatte er
begonnen, sich mit den Theorien der kubischen und biquadratischen Reste
zu beschéftigen, die noch weitaus reichhaltiger und interessanter sind als die
Theorie der quadratischen Reste. Bei diesen Untersuchungen zeigten sich die-
selben Erscheinungen wie bei jener, nur gleichsam in vergréflertem Mafstab.
Sobald der richtige Weg eingeschlagen war, fand man anhand von Zahlen-
beispielen sogleich eine Anzahl hochst einfacher Sétze, die diese Theorien
ganz ausschopfen, den Satzen iiber quadratische Reste iiberraschend &hnlich
sind und insbesondere auch ein Gegenstiick zum Fundamentaltheorem bieten.
Doch waren hier die Schwierigkeiten, vollig befriedigende Beweise fiir diese
Sétze zu finden, noch viel gréfer. Erst nach vielen Versuchen, die {iber eine
betrichtliche Reihe von Jahren fortgesetzt wurden, erreichte der Verfasser
schliellich sein Ziel. Die grofle Analogie zwischen den Sétzen iiber quadrati-
sche und tber hohere Reste liefl vermuten, dass es auch fiir beide analoge
Beweise geben miisse. Die zuerst fiir quadratische Reste gefundenen Beweis-
arten lieflen sich jedoch auf hohere Reste {iberhaupt nicht anwenden; gerade
dies war der Beweggrund, fiir die ersteren immer weitere neue Beweise zu
suchen. Der Verfasser wiinscht daher, dass man die vorliegende Abhandlung,
die noch einige neue Hilfsmittel fiir die Theorie der quadratischen Reste er-
schliefit, als Vorlduferin der Theorie der kubischen und biquadratischen Reste
betrachtet. Diese will er kiinftig vertffentlichen; ihre Gegenstéinde gehdren zu
den schwierigsten der héheren Arithmetik.

Die vorliegende Abhandlung besteht aus drei voneinander unabhéngigen
Teilen. Sie enthélt den fiinften und sechsten Beweis des Fundamentaltheorems
und eine neue, mit dem dritten Beweis zusammenhéngende Methode, - um zu
entscheiden, ob eine gegebene ganze Zahl quadratischer Rest oder Nichtrest
einer gegebenen Primzahl ist. Unter den ersten vier Beweisen war der dritte
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unstreitig derjenige, der die grofite Einfachheit mit der Unabhéngigkeit von
andersartigen Untersuchungen verband. Deshalb hat ihn auch LEGENDRE in
die neue Ausgabe seines Essai d’une théorie des nombres aufgenommen. Der
fiinfte Beweis scheint dem dritten in beiden Hinsichten mindestens gleichzu-
kommen. Beide Beweise sind insofern verwandt, als sie von demselben Satz
ausgehen; in ihrer weiteren Durchfithrung sind sie jedoch vo6llig voneinander
verschieden. Dieser Satz lautet: Es sei m eine (positive ungerade) Primzahl
und M eine ganze, durch m nicht teilbare Zahl. Wenn ferner unter den Resten,
die bei Division der Produkte

M, 2M, 3M, 4M ...... Lim-1)M

durch m entstehen, die Anzahl derjenigen, die grofier als %m sind, mit n be-
zeichnet wird, so ist M quadratischer Rest oder Nichtrest von m, je nachdem
n gerade oder ungerade ist. Um nun zum Beweis des Fundamentaltheorems
zu gelangen, nimmt man an, dass auch M eine ungerade positive Primzahl ist
und N beziiglich M und m dasselbe bedeutet wie n beziiglich m und M. Ob
N gerade oder ungerade ist, entscheidet also, ob m quadratischer Rest oder
Nichtrest von M ist. Durch eine sehr kurze Folge von Schliissen zeigt der Ver-
fasser, dass die Anzahl aller positiven ganzen Zahlen, die zugleich kleiner als
%mM sind, bei Division durch m einen Rest kleiner als %m und bei Division
durch M einen Rest kleiner als %M lassen,

=im—-1)(M—-1)+3n+iN

und folglich stets

Im-1)(M-1)+n+N

eine gerade Zahl ist. Hat also mindestens eine der Zahlen m, M die Form
4k + 1, sodass §(m — 1)(M — 1) gerade ist, so ist auch n+ N gerade; folglich
sind n und N entweder beide gerade oder beide ungerade. Haben dagegen
sowohl m als auch M die Form 4k + 3, so ist n+ N notwendig ungerade, also
eine der Zahlen n, N gerade und die andere ungerade. Zusammen mit dem
obigen Satz folgt daraus unmittelbar das Fundamentaltheorem.

Der sechste Beweis ist ebenso kurz und elegant wie der finfte, beruht
aber auf etwas kunstvolleren Kombinationen. Der beschrankte Raum dieser
Blatter erlaubt nur, unter Weglassung der Einzelheiten, den Hauptgedanken
zu beriihren. Es bezeichnen:

p,q zwei (verschiedene positive ungerade) Primzahlen,

« eine sogenannte primitive Wurzel zum Modul p, also eine durch p nicht
teilbare (hier positive) ganze Zahl, fiir die keine niedrigere Potenz als
a?~! modulo p zu eins kongruent ist
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z eine unbestimmte Grofie

¢ die Funktion

r— 2%+ 25 — 2"+ 2% —usw. — 2

wobei der bequemeren Drucklegung wegen (,n,60 ...\ anstelle der Zah-

len aa,o?,a*. .. aP~? stehen;

¢ die Einheit, positiv genommen, wenn p die Form 4k + 1, negativ, wenn p
die Form 4k 4+ 3 hat;

¢ die Einheit, positiv genommen, wenn mindestens eine der Zahlen p, g die
Form 4k + 1 hat, negativ, wenn beide die Form 4k 4 3 haben;

~ die Einheit, positiv genommen, wenn g quadratischer Rest von p ist, nega-
tiv, wenn ¢ quadratischer Nichtrest von p ist;

5 die Einheit, positiv genommen, wenn p quadratischer Rest von ¢, negativ,
wenn p quadratischer Nichtrest von g ist.

Nach diesen Vorbereitungen folgt leicht aus Art. 51 der Disquisitiones
Arithmeticae, dass die Funktion

€9 — 2%+ 29 — 2% + 27 — 2% 4 usw. + 29

nach dem Ausmultiplizieren nur durch ¢ teilbare Koeffizienten hat. Setzt man
diese Funktion = ¢X, so ist X ein Polynom, dessen Koeflizienten ebenfalls
ganze Zahlen sind. Durch Schliisse, auf die hier ndher einzugehen zu weit
fiihren wiirde, wird in der Abhandlung bewiesen, dass die Funktion ¢X¢ bei
Division durch 2P~ 4+ 2P=2 4+ 2P=3 4+ 2P~% 4 usw. + x + 1 den Rest

ep(6plY) — )

lasst, dass also bei Division der Funktion X¢ durch denselben Divisor der
Rest .
ep(5p2Y) — )
q
entsteht. Diese Grofle muss daher eine ganze Zahl sein. Da §§ = 1 ist, folgt
daraus leicht, dass

q—1)

pr @D 46

durch ¢ teilbar sein muss. Nach einem bekannten Satz ist auch p%(qfl) - B

durch g teilbar. Somit muss 5 = v gelten, woraus wiederum unmittelbar das
Fundamentaltheorem folgt.
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Das Fundamentaltheorem kann zusammen mit einigen bekannten Sétzen
zu einer ziemlich kurzen Losung der Aufgabe dienen, zu entscheiden, ob eine
gegebene positive ganze Zahl quadratischer Rest oder Nichtrest einer gegebe-
nen Primzahl ist, wie in der Abhandlung ausfiihrlich gezeigt wird. Weiteres
Nachdenken iiber den dritten Beweis des Fundamentaltheorems fiihrte den
Verfasser jedoch zu einer noch viel geschmeidigeren Losung. Sie bildet den
dritten Teil der Abhandlung. Hier geben wir nur ihre abschliefende Regel an
und lassen die Herleitung aus Griinden der Kiirze weg. Soll entschieden wer-
den, ob die positive ganze Zahl b, die durch die Primzahl a nicht teilbar ist,
quadratischer Rest oder Nichtrest von dieser ist, so bilde man genau wie bei
der Suche nach dem gréfiten gemeinsamen Teiler von a und b die Gleichungen

a=pBb+c
b=~c+d
c=4dd+e
d=ce+ f usw.

bis man in der Folge der Zahlen a,b,c,d,e, f usw. auf .die Einheit kommt.
Man. bezeichne die Zahlen %a, %b, %c, 1d usw., unter Weglassung ihres Bruch-
teils %, sofern einige der Zahlen a,b, c,d usw. ungerade sind, mit o', ¥, ¢, d’
usw. Man nenne u die Anzahl der in der Folge o, ¥, ¢, d’ usw. vorkommenden
Paare unmittelbar aufeinanderfolgender ungerader Zahlen. Schliellich nenne
man v die Anzahl der ungeraden Zahlen in der Folge (3,7, d, ¢ usw., denen in
der Folge v/, ¢/, d’, ¢/ usw. der Reihe nach eine Zahl der Form 4k +1 oder 4k +2
entspricht. Dann ist b quadratischer Rest oder Nichtrest von a, je nachdem
u + v gerade oder ungerade ist, mit der einzigen Ausnahme, dass zugleich b
gerade ist und a die Form 8k + 3 oder 8k + 5 hat. In diesem Fall gilt die entge-
gengesetzte Regel: Ein gerades p + v zeigt an, dass b quadratischer Nichtrest
von a ist, ein ungerades u + v dagegen, dass b quadratischer Rest von a ist.
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.Gottingische gelehrta Anzeigen. 1825 April 11.

Am 5. April legte Herr Hofrat GAUSS der Koniglichen Gesellschaft eine Vor-
lesung mit dem Titel vor:

Theoria Residuorum Biquadraticorum, Commentatio prima.

Die Theorie der quadratischen Reste bildet bekanntlich einen der interes-
santesten Teile der hoheren Arithmetik. Nach vielfach wiederholten Unter-
suchungen kann man sie jetzt als vollendet und abgeschlossen betrachten.
Nachrichten zu ihrer Geschichte finden sich in diesen Bléattern von 1808 Mai
12 und September 19 sowie von 1817 Mérz 10. An der letzten Stelle wurden
auch bereits einige vorlaufige Angaben zu den Nachforschungen gemacht, die
der Verfasser der vorliegenden Abhandlung seit dem Jahr 1805 tiber die ver-
wandte, ebenso fruchtbare und interessante, aber viel schwierigere Theorie
der kubischen und biquadratischen Reste angestellt hatte. Obwohl er schon
damals die wesentlichen Grundziige dieser Theorie kannte, haben ihn bisher
andere Arbeiten daran gehindert, etwas davon zu verédffentlichen. Erst jetzt
konnte er sich mit der Ausarbeitung eines Teils dieser Untersuchungen be-
fassen. Den Anfang macht die Theorie der biquadratischen Reste, die mit
der Theorie der quadratischen Reste ndher verwandt ist als die der kubi-
schen. Die vorliegende Abhandlung soll jedoch diesen iiberaus reichhaltigen
Gegenstand noch keineswegs ausschopfen. Die Entwicklung der allgemeinen
Theorie, die eine ganz eigene Erweiterung des Gebiets der hoheren Arithmetik
verlangt, bleibt einer kiinftigen Fortsetzung vorbehalten. In diese erste Ab-
handlung sind diejenigen Untersuchungen aufgenommen, die sich ohne eine
solche Erweiterung vollstdndig darstellen lielen. Von den Ergebnissen kann
diese Besprechung nur einen Teil hervorheben.

Eine ganze Zahl a heif3t biquadratischer Rest der ganzen Zahl p, wenn es
Zahlen der Form z*—a gibt, die durch p teilbar sind; biquadratischer Nichtrest
dagegen, wenn keine Zahlen dieser Form durch p teilbar sein kénnen. Offenbar
sind alle biquadratischen Reste von p zugleich quadratische Reste derselben
Zahl und damit alle quadratischen Nichtreste auch biquadratische Nichtreste.
Nicht alle quadratischen Reste sind jedoch zugleich biquadratische Reste. Es
geniigt, die Untersuchungen auf den Fall zu beschrinken, dass p eine Primzahl
der Form 4n + 1 und a nicht durch p teilbar ist, da sich alle anderen Fille
leicht darauf zurtickfithren lassen.

Die Untersuchungen dieses Gegenstands gliedern sich in zwei Teile, je nach-
dem, ob p oder a als gegeben betrachtet wird. Der erste ist viel weniger schwie-
rig als der zweite und im Vergleich zu ihm als ganz elementar anzusehen. Alles
Wesentliche, was dariiber zu sagen ist, enthélt die Abhandlung vollstdndig.
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Aus dem zweiten Teil werden hier dagegen erst einige besondere Félle be-
handelt, die sich ohne allzu grofle Vorbereitungen erledigen lielen und der
kiinftig zu gebenden allgemeinen Theorie vorarbeiten konnen. Es sind die
Fiélle, in denen a = —1 und a = +2 gesetzt wird. Der erste bereitet keinerlei
Schwierigkeit: Schon in den Disquisitiones Arithmeticae wurde gezeigt, dass
—1 biquadratischer Rest von p ist, wenn p die Form 8n + 1 hat, dagegen nur
quadratischer Rest und biquadratischer Nichtrest von p, wenn p die Form
8n + 5 hat. Ganz anders verhélt es sich mit dem Fall a = +2. Zwar ist seit
Langem bekannt, dass +2 und —2 quadratische und damit auch biquadra-
tische Nichtreste von p sind, wenn p die Form 8n + 5 hat, und wenigstens
quadratische Reste, wenn p die Form 8n+ 1 hat. Ebenso ist bekannt, dass bei
dieser Form von p entweder +2 und —2 zugleich biquadratische Reste oder
zugleich biquadratische Nichtreste sind: Die Entscheidung, welcher dieser bei-
den Félle eintritt, erfordert jedoch eine Untersuchung viel héherer Art. Dafiir
entwickelt die Abhandlung zwei verschiedene Kriterien.

Das erste Kriterium héngt mit der Zerlegung der Zahl p in ein Quadrat
und das Doppelte eines Quadrats zusammen. Bekanntlich ist diese Zerlegung
(da, wie schon bemerkt, p als Primzahl vorausgesetzt wird) stets und nur auf
eine Weise moglich. Setzt man p = gg + 2hh, so ist +2 biquadratischer Rest
von p, wenn g die Form 8n + 1 oder 8n + 7 hat, dagegen biquadratischer
Nichtrest, wenn g die Form 8n + 3 oder 8n + 5 hat.

Das zweite Kriterium hangt mit der Zerlegung der Zahl p in zwei Quadrate
zusammen, die bekanntlich ebenfalls stets und nur auf eine Weise moglich ist.
Setzt man p = ee+ f f und nimmt an, dass ee das ungerade und f f das gerade
Quadrat bezeichnet, so folgt schon aus der vorausgesetzten Form p = 8n + 1,
dass auch % f eine gerade Zahl ist. Also hat f entweder die Form 8m oder
die Form 8m + 4: Im ersten Fall ist 2 biquadratischer Rest, im anderen
biquadratischer Nichtrest von p.

Wir deuten hier nur die Bemerkung an, zu der die hohere Arithmetik so
oft Anlass gibt: Nicht so sehr die Schénheit und Einfachheit der Sétze selbst,
sondern vielmehr die Schwierigkeit ihrer Beweise macht sie besonders bemer-
kenswert. Sobald man einen Zusammenhang zwischen dem Verhalten der Zahl
+2 und den beiden angefiihrten Zerlegungen der Zahl p vermutet, ldsst sich
dieser Zusammenhang anhand von Zahlenbeispielen aduflerst leicht entdecken.
Doch schon beim ersten Kriterium ist der Beweis nicht ganz leicht; beim
zweiten liegt er viel tiefer verborgen und ist eng mit anderen subtilen Hilfsun-
tersuchungen verbunden, die ihrerseits zu einer bemerkenswerten Erweiterung
der Theorie der Kreisteilung fithren. Gerade diese wunderbare Verkniipfung
der Wahrheiten ist es. die, wie schon oft bemerkt wurde, der héheren Arith-
metik einen so eigenen Reiz verleiht. Diese Beweise selbst lassen sich hier
natiirlich nicht auszugsweise wiedergeben; man muss sie in der Abhandlung
selbst nachlesen.
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Ein paar andere neue arithmetische Satze, die ebenfalls eng mit dem Beweis
des zweiten Kriteriums verbunden sind, verdienen aber wegen ihrer Einfach-
heit hier noch besonders hervorgehoben zu werden.

Ist p eine Primzahl der Form 4k + 1 und setzt man diese Zahl = ee + f f,
sodass ee das ungerade und ff das gerade Quadrat bezeichnet, und setzt
man ferner

(k+1)(k+2)(k+3)....2k =7

so ist stets +e der kleinste Rest, der bei Division von QLq durch p entsteht,

und £ f der kleinste Rest, den man bei Division von %rr durch p erhélt (der
kleinste Rest ist dabei stets zwischen den Grenzen —%p und —i—%p zu nehmen).
Die Zahl %, die fiir p = 5 den Wert 1 hat, kann man fiir grélere Werte von
p auch in die folgende Form bringen:

Es ist sehr bemerkenswert, dass sich die Zahl p so auf ganz direktem Weg in
zwei Quadrate zerlegen ldsst. Fast noch bemerkenswerter ist aber ein dabei
auftretender Nebenumstand: Dieses Verfahren liefert die Wurzel des ungera-
den Quadrats, e, stets mit positivem Vorzeichen, wenn e, positiv genommen,
die Form 4m+1 hat, und mit negativem, wenn e, positiv genommen, die Form
4m+ 3 hat. Fiir das Vorzeichen, mit dem die Wurzel des geraden Quadrats, f,
aus dieser Rechnung hervorgeht, hat sich dagegen bisher iiberhaupt keine all-
gemeine Regel finden lassen, weder a priori noch anhand von Zahlenbeispielen.
Am Schluss der Abhandlung empfiehlt der Verfasser daher diesen Gegenstand
den Freunden der héheren Arithmetik zur weiteren Untersuchung, iberzeugt,
dass ihr Gelingen zugleich eine ergiebige Quelle neuer Erweiterungen dieses
schonen Teils der Mathematik erschlielen werde.
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Gottingische gelehrte Anzeigen. 1831, 23. April.

Eine Vorlesung, die Hofrat GAuUss der Koniglichen Gesellschaft am 15. April
iiberreicht hat:

Theoria residuorum biquadraticorum, commentatio secunda,

setzt die bereits im sechsten Band der Commentationes novae abgedruckte
Abhandlung fort, die seinerzeit auch in unseren Blattern, im Jahr 1825, am
11. April, angezeigt wurde. Auch diese Fortsetzung, obwohl mehr als doppelt
so umfangreich wie die erste Abhandlung, erschépft den iiberaus reichen Ge-
genstand noch nicht. Die Vollendung des Ganzen wird erst einer kiinftigen
dritten Abhandlung vorbehalten bleiben.

Obwohl wir die Grundbegriffe dieser Lehren und den Inhalt der ersten
Abhandlung bei allen, die hohere Arithmetik studiert haben, als bekannt
voraussetzen kénnen, wollen wir jene Begriffe hier doch kurz in Erinnerung
bringen. Dies soll den Freunden dieses Teils der Mathematik dienen, die die
erste Abhandlung nicht gleich zur Hand haben. In Bezug auf eine beliebige
ganze Zahl p heiffit eine andere ganze Zahl k ein biquadratischer Rest, wenn
es Zahlen der Form z* — k gibt, die durch p teilbar sind; im entgegengesetzten
Fall heifit sie biquadratischer Nichtrest von p. Es geniigt hier, sich auf den
Fall zu beschrénken, dass p eine Primzahl der Form 4n 4 1 und &k durch diese
Primzahl nicht teilbar ist, da alle anderen Félle entweder fiir sich klar sind
oder sich auf diesen zuriickfithren lassen.

Fiir einen solchen gegebenen Wert von p zerfallen sidmtliche durch p nicht
teilbaren Zahlen in vier Klassen. Eine enthalt die biquadratischen Reste, eine
zweite diejenigen biquadratischen Nichtreste, die quadratische Reste von p
sind; auf die beiden ibrigen verteilen sich die biquadratischen Nichtreste, die
zugleich quadratische Nichtreste sind. Das Prinzip dieser Aufteilung besteht
darin, dass stets entweder k™ — 1 oder k™ 4+ 1 oder k™ — f oder k™ 4+ f durch
p teilbar ist. Dabei bedeutet f eine ganze Zahl, die ff + 1 durch p teilbar
macht. Jeder, der die elementare Terminologie kennt, sieht von selbst, wie
sich diese Worterklarungen darin ausdriicken lassen.

Die Theorie dieser Klassifikation ist in der ersten Abhandlung vollstdndig
ausgefiihrt: sowohl fiir den unmittelbar einleuchtenden Fall £k = —1 als auch
fur die Félle k = 42, die subtile Hilfsuntersuchungen erfordern. Am Anfang
der gegenwértigen Abhandlung wird nun zu gréfleren Werten von k iiber-
gegangen. Zunéchst braucht man aber nur solche Werte zu betrachten, die
selbst Primzahlen sind. Dabei zeigt sich, dass die Ergebnisse am einfachsten
ausfallen, wenn man die Werte positiv oder negativ nimmt, je nachdem sie
ihrem Betrag nach die Form 4m+1 oder 4m+3 haben. Die Untersuchung von
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Zahlenbeispielen liefert hier sofort und mit grofler Leichtigkeit eine reiche Ern-
te neuer Lehrsétze, von denen wir nur einige anfithren. Die Nummerierung
der Klassen mit 1,2,3,4 bezieht sich auf die Félle, in denen k" jeweils zu
1, f,—1, —f kongruent ist. Zugleich wird fiir f stets derjenige Wert angenom-
men, der a + bf durch p teilbar macht, wenn aa + bb die Zerlegung von p in
ein ungerades und ein gerades Quadrat darstellt. So findet man durch die Un-
tersuchung von Zahlenbeispielen, dass —3 jeweils zur Klasse 1, 2, 3,4 gehort,
je nachdem b,a + b,a,a — b durch 3 teilbar ist; dass +5 der Reihe nach zu
diesen Klassen gehort, je nachdem b, a — b, a, a +b durch 5 teilbar ist; dass —7
in die Klasse 1 fillt, wenn a oder b; in die Klasse 2, wenn a — 2b oder a — 3b;
in die Klasse 3, wenn a — b oder a4+ b; in die Klasse 4, wenn a4+ 2b oder a4+ 3b
durch 7 teilbar ist, wobei die Teilbarkeit in jedem dieser Félle die Bedingung
ist. Ahnliche Sitze ergeben sich fiir die Zahlen —11, +13, 417, —19, —23 usw.
So leicht sich aber all diese besonderen Sétze durch die Untersuchung von
Zahlenbeispielen entdecken lassen, so schwer scheint es, auf diesem Weg ein
allgemeines Gesetz fir diese Formen zu finden, auch wenn manches Gemein-
same bald auffallt. Noch viel schwerer ist es, Beweise fiir diese Lehrsétze zu
finden. Die in der ersten Abhandlung fiir die Zahlen +2 und —2 verwendeten
Methoden lassen sich hier nicht mehr anwenden. Andere Methoden koénnten
zwar ebenfalls das erledigen, was die erste und dritte Klasse betrifft, erweisen
sich aber zur Begriindung wollstindiger Beweise als ungeeignet.

Man erkennt daher bald, dass dieses reiche Gebiet der hoheren Arithmetik
nur auf ganz neuen Wegen zugénglich ist. Der Verfasser hatte schon in der
ersten Abhandlung angedeutet, dass dazu eine eigentiimliche Erweiterung
des gesamten Feldes der hoheren Arithmetik wesentlich erforderlich ist, ohne
damals nédher zu erklaren, worin sie besteht. Die gegenwartige Abhandlung
soll diesen Gegenstand ins Licht setzen.

Es geht um nichts anderes, als dass fiir die wahre Begriindung der Theorie
der biquadratischen Reste das Feld der hoheren Arithmetik, das man sonst
nur auf die reellen ganzen Zahlen erstreckte, auch auf die imagindren aus-
gedehnt werden muss. Diesen muss das vollig gleiche Biirgerrecht wie jenen
eingeraumt werden. Sobald man das eingesehen hat, erscheint jene Theorie
in einem ganz neuen Licht, und ihre Ergebnisse gewinnen eine héchst iiberra-
schende Einfachheit.

Bevor jedoch in diesem erweiterten Zahlengebiet die Theorie der biqua-
dratischen Reste selbst entwickelt werden kann, miissen auch die ihr voran-
gehenden Lehren der hoheren Arithmetik an dieser Erweiterung teilnehmen,
die bisher nur fiir reelle Zahlen behandelt worden sind. Von diesen vorberei-
tenden Untersuchungen kénnen wir hier nur einiges anfithren. Der Verfasser
nennt eine Grofle a + bi, in der a und b reelle Gréflen bedeuten und ¢ der
Kiirze wegen fir y/ — 1 steht, eine komplexe ganze Zahl, wenn zugleich a
und b ganze Zahlen sind. Die komplexen Gréflen stehen also nicht den reellen
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gegeniiber, sondern enthalten diese als den besonderen Fall, dass b = 0. Fiir
einen bequemeren Gebrauch mussten mehrere Begriffsbildungen zu komple-
xen Groflen eigene Benennungen erhalten, die wir in dieser Anzeige jedoch zu
umgehen versuchen werden.

So wie in der Arithmetik der reellen Zahlen nur von zwei Einheiten, der
positiven und der negativen, die Rede ist, so haben wir in der Arithmetik der
komplexen Zahlen vier Einheiten: +1, —1, 44, —i. Eine komplexe ganze Zahl
heiflt zusammengesetzt, wenn sie das Produkt zweier ganzzahliger Faktoren
ist, die keine Einheiten sind. Eine komplexe Zahl, die eine solche Zerlegung
in Faktoren nicht zulasst, heiffit dagegen eine komplexe Primzahl. So ist bei-
spielsweise die reelle Zahl 3 auch als komplexe Zahl eine Primzahl, wahrend
5 als komplexe Zahl zusammengesetzt ist = (1 + 2¢)(1 — 2¢). Wie in der ho-
heren Arithmetik der reellen Zahlen spielen die Primzahlen auch in diesem
erweiterten Gebiet der Wissenschaft eine Hauptrolle.

Nimmt man eine komplexe ganze Zahl a + bi als Modul an, so lassen sich
aa-+bb paarweise nicht kongruente komplexe Zahlen angeben, und nicht mehr,
zu deren einer jede vorgegebene ganze komplexe Zahl kongruent sein muss.
Man kann sie ein vollstdndiges System inkongruenter Reste nennen. Die soge-
nannten kleinsten und absolut kleinsten Reste in der Arithmetik der reellen
Zahlen haben auch hier ihr genaues Gegenstiick. So besteht beispielsweise fiir
den Modul 1 + 2¢ das vollstdndige System der absolut kleinsten Reste aus
den Zahlen 0, 1, ¢, —1 und —¢. Fast sdmtliche Untersuchungen der ersten vier
Abschnitte der Disquisitiones Arithmeticae finden mit einigen Abwandlungen
auch in der erweiterten Arithmetik ihren Platz. Das beriithmte Theorem von
FERMAT nimmt hier beispielsweise folgende Gestalt an: Ist a + bi eine kom-
plexe Primzahl und k eine durch sie nicht teilbare komplexe Zahl, so gilt stets
ket = 1 fiir den Modul a + bi. Besonders bemerkenswert ist aber, dass
das Fundamentaltheorem fiir die quadratischen Reste in der Arithmetik der
komplexen Zahlen sein genaues und hier sogar einfacheres Gegenstiick hat.
Sind ndmlich a + bi, A + Bi komplexe Primzahlen, wobei ¢ und A ungerade,
b und B gerade sind, so ist die erste quadratischer Rest der zweiten, wenn die
zweite quadratischer Rest der ersten ist; dagegen ist die erste quadratischer
Nichtrest der zweiten, wenn die zweite quadratischer Nichtrest der ersten ist.

Wenn die Abhandlung nach diesen Voruntersuchungen zur Lehre von den
biquadratischen Resten selbst iibergeht, legt sie zunéchst anstelle der bloflen
Unterscheidung zwischen biquadratischen Resten und Nichtresten eine Auf-
teilung der durch den Modul nicht teilbaren Zahlen in vier Klassen fest. Ist
namlich der Modul eine komplexe Primzahl a + bi, wobei stets a ungerade
und b gerade vorausgesetzt wird und der Kiirze wegen p fiir aa + bb steht, und
ist k£ eine komplexe, durch a + bi nicht teilbare Zahl, so ist stets kiP=D 4y
einer der Zahlen +1, 44, —1, —i kongruent. Dadurch werden samtliche durch
a + bi nicht teilbaren Zahlen in vier Klassen aufgeteilt, denen der Reihe nach
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der biquadratische Charakter 0, 1, 2, 3 zugeordnet wird. Offenbar bezieht sich
der Charakter 0 auf die biquadratischen Reste, die {ibrigen auf die biquadrati-
schen Nichtreste, und zwar so, dass dem Charakter 2 zugleich quadratische -

Reste entsprechen, den Charakteren 1 und 3 dagegen quadratische Nichtreste.

Man erkennt leicht, dass es vor allem darauf ankommt, diesen Charak-
ter nur fiir solche Werte von k bestimmen zu koénnen, die selbst komplexe
Primzahlen sind. Hier fiihrt die Untersuchung von Zahlenbeispielen sofort zu
hochst einfachen Ergebnissen.

Setzt man zunéchst k = 1+ 4, so zeigt sich, dass der Charakter dieser Zahl
stets = £(—aa +2ab—3bb+ 1)(mod. 4) wird. Ahnliche Ausdriicke findet man
fiir die Félle k=1—-d, k=—-1+4i, k= -1 —1.

Ist dagegen k = a + (% eine Primzahl mit ungeradem « und geradem g,
so ergibt sich durch die Untersuchung von Zahlenbeispielen sehr leicht ein
zum Fundamentaltheorem fiir die quadratischen Reste ganz analoges Rezi-
prozitatsgesetz. Es lasst sich am einfachsten folgendermaflen ausdriicken:

Sind sowohl e+ —1 als auch a+b—1 durch 4 teilbar (auf diesen Fall lassen
sich alle iibrigen leicht zuriickfithren), und bezeichnet man den Charakter von
a+ Fi in Bezug auf den Modul a+ bi mit A, dagegen den Charakter von a+ bi
in Bezug auf den Modul o + ¢ mit [, so gilt A = [, wenn eine der Zahlen (3,b
(oder beide) durch 4 teilbar ist. dagegen A = [+2, wenn keine der Zahlen 3, b
durch 4 teilbar ist.

Diese Sétze enthalten im Grunde alles Wesentliche der Theorie der bi-
quadratischen Reste. So leicht es aber war, sie durch die Untersuchung von
Zahlenbeispielen zu entdecken, so schwer ist es, strenge Beweise fiir sie zu
geben, besonders fiir den zweiten, das Fundamentaltheorem der biquadrati-
schen Reste. Wegen des groflen Umfangs, den die gegenwértige Abhandlung
bereits erreicht hat, sah sich der Verfasser gezwungen, die Darstellung des
Beweises fiir den letzteren Satz, den er seit 20 Jahren besitzt, einer kiinftigen
dritten Abhandlung vorzubehalten. Die vorliegende Abhandlung enthélt da-
gegen noch den vollstdndigen Beweis des ersteren Satzes iiber 1+ (von dem
die anderen Sétze fir 1 — 4, —1 + ¢, —1 — ¢ abhéngen). Dieser kann bereits
eine Vorstellung von der Verwicklung des Gegenstandes geben.

Wir haben noch einige allgemeine Anmerkungen hinzuzufiigen. Die Verle-
gung der Lehre von den biquadratischen Resten in das Gebiet der komplexen
Zahlen konnte manchem, der mit der Natur der imagindren Gréflen weniger
vertraut und in falschen Vorstellungen iiber sie befangen ist, anst6fig und un-
natiirlich erscheinen. Sie kénnte die Meinung hervorrufen, die Untersuchung
werde dadurch gleichsam in die Luft gestellt, erhalte einen schwankenden Halt
und entferne sich ganz von der Anschaulichkeit. Nichts wire unbegriindeter
als eine solche Meinung. Im Gegenteil ldsst die Arithmetik der komplexen
Zahlen die anschaulichste Veranschaulichung zu. Der Verfasser hat in seiner
diesmaligen Darstellung zwar eine rein arithmetische Behandlung gewahlt,
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aber auch die notigen Hinweise zu dieser Veranschaulichung gegeben, die
die Einsicht lebendiger macht und deshalb sehr zu empfehlen ist. sie werden
selbststdndig denkenden Lesern geniigen. So wie die absoluten ganzen Zahlen
durch eine Reihe gleich weit voneinander entfernter Punkte auf einer Geraden
dargestellt werden, in der der Anfangspunkt die Zahl 0, der néchste die Zahl
1 usw. vertritt; und so wie man zur Darstellung der negativen Zahlen die-
se Reihe nur auf der entgegengesetzten Seite des Anfangspunkts unbegrenzt
verldngern muss: so braucht man zur Darstellung der komplexen ganzen Zah-
len lediglich hinzuzufiigen, dass jene Reihe in einer bestimmten unbegrenzten
Ebene liegt und parallel zu ihr auf beiden Seiten eine unbeschrinkte Anzahl
dhnlicher Reihen in gleichen Absténden voneinander angenommen wird. Statt
einer Reihe von Punkten haben wir dann ein System von Punkten vor uns,
die sich auf zwei Arten in Reihen von Reihen ordnen lassen und die ganze
Ebene in gleiche Quadrate einteilen. Der néchste Punkt bei 0 in der ersten
Nebenreihe auf der einen Seite der Reihe, die die reellen Zahlen darstellt, be-
zieht sich dann auf die Zahl ¢, ebenso der néchste Punkt bei 0 in der ersten
Nebenreihe auf der anderen Seite auf —i usw. Bei dieser Darstellung lassen
sich die Ausfithrung der arithmetischen Operationen mit komplexen Groéfien,
die Kongruenz, die Bildung eines vollsténdigen Systems inkongruenter Zahlen
flir einen gegebenen Modul usw. in einer Weise veranschaulichen, die nichts
zu wiinschen {ibrig lasst.

Andererseits wird dadurch die wahre Metaphysik der imagindren Gréfien
in ein neues helles Licht gestellt.

Unsere allgemeine Arithmetik, deren Umfang die Geometrie der Alten so
weit {ibertrifft, ist ganz eine Schopfung der neueren Zeit. Urspriinglich vom
Begriff der absoluten ganzen Zahlen ausgehend, hat sie ihr Gebiet schrittweise
erweitert: Zu den ganzen Zahlen kamen die gebrochenen, zu den rationalen
die irrationalen, zu den positiven die negativen, zu den reellen die imagi-
néren hinzu. Jeder dieser Fortschritte geschah aber zunéchst mit furchtsam
zogernden Schritten. Die ersten Algebraiker nannten die negativen Wurzeln
der Gleichungen noch falsche Wurzeln. Das sind sie auch, wenn die Aufgabe,
auf die sie sich beziehen, in einer Form gestellt ist, in der die gesuchte Gro-
Be ihrer Beschaffenheit nach kein Entgegengesetztes zuldsst. Aber so wenig
man in der allgemeinen Arithmetik Bedenken hat, gebrochene Zahlen aufzu-
nehmen, obwohl es so viele zédhlbare Dinge gibt, bei denen eine Bruchzahl
sinnlos ist, ebenso wenig durfte man dort den negativen Zahlen die gleichen
Rechte wie den positiven deshalb versagen, weil unzéhlige Dinge kein Ent-
gegengesetztes zulassen. Die Realitdt der negativen Zahlen ist hinreichend
gerechtfertigt, da sie in unzédhligen anderen Féllen ein angemessenes Substrat
finden. Dariiber besteht freilich schon seit langer Zeit Klarheit. Die den re-
ellen Groflen gegeniibergestellten imagindren dagegen—frither. und hier und
da noch heute, wenn auch unpassend, unmdgliche genannt—sind noch immer

165



Besprechungen eigener Schriften

weniger eingebiirgert als blo8 geduldet. Sie erscheinen daher eher als ein an
sich inhaltsleeres Zeichenspiel, dem man ein denkbares Substrat unbedingt
abspricht, ohne jedoch den reichen Tribut verschméhen zu wollen, den dieses
Zeichenspiel schliellich zum Schatz der Verhéltnisse reeller Gréflen beitragt.

Der Verfasser betrachtet diesen hochst wichtigen Teil der Mathematik seit
vielen Jahren aus einem anderen Blickwinkel, unter dem man den imagindren
Groflen ebenso gut einen Gegenstand zugrunde legen kann wie den negativen.
Bisher fehlte jedoch ein Anlass, diese Sicht 6ffentlich und ausdriicklich dar-
zulegen. Aufmerksame Leser werden ihre Spuren allerdings leicht in der 1799
erschienenen Schrift iiber Gleichungen und in der Preisschrift {iber die Um-
bildung der Fliachen wiederfinden. In der gegenwértigen Abhandlung werden
ihre Grundziige kurz angegeben; sie bestehen in Folgendem.

Positive und negative Zahlen lassen sich nur dort anwenden, wo das Ge-
zéhlte ein Entgegengesetztes hat, das, mit ihm vereinigt gedacht, der Vernich-
tung gleichzusetzen ist. Genau betrachtet gilt diese Voraussetzung nur dort,
wo nicht Substanzen (fiir sich denkbare Gegenstiande), sondern Beziehungen
zwischen jeweils zwei Gegenstidnden gezahlt werden. Dabei wird vorausge-
setzt, dass diese Gegenstidnde auf bestimmte Art in eine Reihe geordnet sind,
beispielsweise A, B,C, D . ..., und dass die Beziehung von A zu B als gleich
der Beziehung von B zu C usw. gelten kann. Zum Begriff der Entgegenset-
zung gehort hier nichts weiter als der Austausch der Glieder der Beziehung.
Gilt also die Beziehung (oder der Ubergang) von A zu B als +1, so muss
die Beziehung von B zu A durch —1 dargestellt werden. Soweit eine solche
Reihe auf beiden Seiten unbegrenzt ist, stellt also jede reelle ganze Zahl die
Beziehung eines beliebig als Anfang gewédhlten Gliedes zu einem bestimmten
Glied der Reihe dar.

Sind die Gegenstdnde aber so beschaffen, dass sie sich nicht in eine einzige,
wenn auch unbegrenzte Reihe ordnen lassen, sondern nur in Reihen von Rei-
hen, oder, gleichbedeutend damit, bilden sie eine Mannigfaltigkeit von zwei
Dimensionen; und verhalten sich die Beziehungen einer Reihe zu einer ande-
ren oder die Ubergiinge zwischen ihnen #hnlich wie zuvor die Ubergéinge von
einem Glied einer Reihe zu einem anderen Glied derselben Reihe, so braucht
man offenbar zum Messen des Ubergangs von einem Glied des Systems zu
einem anderen aufler den bisherigen Einheiten 41 und —1 noch zwei weitere,
einander ebenfalls entgegengesetzte Einheiten +i und —¢. Dabei muss aber
noch vorausgesetzt werden, dass die Einheit i stets den Ubergang von einem
gegebenen Glied einer Reihe zu einem bestimmten Glied der unmittelbar an-
grenzenden Reihe bezeichnet. Auf diese Weise lésst sich das System also auf
zwei Arten in Reihen von Reihen ordnen.

Der Mathematiker sieht von der Beschaffenheit der Gegenstinde und vom
Inhalt ihrer Beziehungen vollstdndig ab. Er hat es nur damit zu tun, die
Beziehungen zu zéhlen und miteinander zu vergleichen. Insofern darf er die
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Gleichartigkeit, die er den durch +1 und —1 bezeichneten Beziehungen an
sich zuschreibt, auf alle vier Elemente +1, —1, +¢ und —¢ ausdehnen.

Anschaulich werden diese Verhéltnisse nur durch eine Darstellung im
Raum. Der einfachste Fall liegt vor, wenn kein Grund besteht, die Symbole
der Gegenstdnde anders als quadratisch anzuordnen: Man teilt eine unbe-
grenzte Ebene durch zwei Systeme paralleler Linien, die sich rechtwinklig
kreuzen, in Quadrate und wahlt die Schnittpunkte als Symbole. Jeder solche
Punkt A hat hier vier Nachbarn. Bezeichnet man die Beziehung von A zu
einem benachbarten Punkt mit +1, so ist die mit —1 zu bezeichnende Be-
ziehung von selbst bestimmt. Dagegen kann man fiir 44 nach Belieben eine
der beiden anderen wahlen, also den zu +i gehorenden Punkt rechts oder
links nehmen. Sobald man vorwérts und riickwérts in der Ebene sowie oben
und unten in Bezug auf ihre beiden Seiten einmal nach Belieben festgelegt
hat, ist dieser Unterschied zwischen rechts und links in sich v6llig bestimmt.
Unsere Anschauung dieses Unterschieds kénnen wir anderen allerdings nur
vermitteln, indem wir auf tatsichlich vorhandene materielle Dinge zeigen™).
Auch wenn man sich iiber Letzteres entschieden hat, sieht man jedoch, dass
es von unserer Willkiir abhing, welche der beiden sich in einem Punkt kreu-
zenden Reihen wir als Hauptreihe und welche Richtung darin wir als auf
positive Zahlen bezogen ansehen wollten. Ferner siecht man: Will man die
zuvor als +i behandelte Beziehung fiir +1 nehmen, muss man notwendig
die zuvor durch —1 bezeichnete Beziehung fiir +¢ nehmen. In der Sprache
der Mathematiker heiffit das: +i ist eine mittlere Proportionalgréfie zwischen
+1 und —1 oder entspricht dem Zeichen y/ — 1. Wir sagen absichtlich nicht
die mittlere Proportionalgréfie, denn —i hat offenbar den gleichen Anspruch.
Damit ist die Moglichkeit, fir /— 1 eine anschauliche Bedeutung anzugeben,
vollkommen gerechtfertigt. Mehr braucht es nicht, um diese Gréfle in das
Gebiet der Gegenstidnde der Arithmetik aufzunehmen.

“'Beide Bemerkungen hat bereits KANT gemacht. Man begreift aber nicht, wie dieser scharf-
sinnige Philosoph in der ersten einen Beweis fiir seine Ansicht finden zu kénnen glaubte, dass
der Raum nur Form unserer dufleren Anschauung sei, da die zweite so klar das Gegenteil be-
weist und zeigt, dass der Raum unabhéingig von unserer Anschauungsart eine reelle Bedeutung
haben muss.
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Wir glaubten, den Freunden der Mathematik mit dieser kurzen Darstellung
der Hauptpunkte einer neuen Theorie der sogenannten imagindren Gréfen
einen Dienst zu erweisen. Wenn man diesen Gegenstand bisher aus einem fal-
schen Blickwinkel betrachtet und dabei eine geheimnisvolle Dunkelheit gefun-
den hat, so liegt das grofitenteils an den wenig passenden Benennungen. Hétte
man +1, —1, y/—1 beispielsweise direkte, inverse und laterale Einheit genannt
statt positive, negative und imaginére (oder gar unmogliche) Einheit, so hét-
te von solcher Dunkelheit kaum die Rede sein kénnen. Der Verfasser hat sich
vorbehalten, den Gegenstand, der in der vorliegenden Abhandlung eigentlich
nur nebenbei beriithrt wird, kiinftig vollstdndiger zu behandeln. Dabei wird
auch die Frage beantwortet werden, warum die Beziehungen zwischen Dingen,
die eine Mannigfaltigkeit von mehr als zwei Dimensionen bilden, nicht noch
weitere Arten von Gréflen liefern konnen, die in der allgemeinen Arithmetik
zuléssig sind.
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Besprechungen fremder Schriften

Gottingische gelehrte Anzeigen. 1809, 11. Mérz.

Recherches sur lirréductibilité Arithmétique et Géométrique des nombres et
de leurs puissances. 1808. (Ohne Druckort. 25 S. in groflem
Quartformat.)

FEine Schrift mit dem Ziel, irrationale Wurzelgréfien in der Form rationa-
ler Groflen darzustellen. Wir miissen uns damit begniigen, die Freunde der
Mathematik auf dieses kleine Werk aufmerksam gemacht zu haben. Denn der
Umfang dieser Blétter erlaubt uns nicht, hier ausfithrlicher den eigentiimli-
chen Blickwinkel des Verfassers und seine von der iiblichen ganz abweichende
Behandlung der Wurzelgrofien darzustellen und zu priifen.

Gottingische Gelehrte Anzeigen. 1812, 23. Mérz.

Cribrum Arithmeticum, sive tabula continens numeros primos a compositis
segregatos, occurrentes in serie numerorum ab unitate progredientium usque
ad decies centena milia et ultra haec ad viginti millia (1020000). Numeris com-
positis, per 2, 3, 5 non dividuis, adscripti sunt divisores simplices, non minims
tantum, sed omnino omnes. Confecit LADISLAUS CHERNAC, Pannonius, A. L.
M. Philos. et Medic. Doctor, in almo lyceo Daventriensi philosophiae profes-
sor. Daventriae 1811. (Auf Kosten des Verfassers, gedruckt bei J. H. Lange.
XXII und 1022 S. in grofem Quartformat.)

Der vollstandige Titel dieses wichtigen und sehr verdienstvollen Werks be-
zeichnet den Inhalt bereits hinreichend: Es ist eine durch ebenso sorgfiltige
wie mithsame mehrjahrige Arbeit berechnete Tafel aller Primfaktoren samtli-
cher durch 2, 3 und 5 nicht teilbaren Zahlen von 1 bis 1020000, sauber und,
soweit wir bei gelegentlichen Prifungen feststellen konnten, sehr korrekt ge-
druckt. Wie wertvoll ein solches Geschenk an die Arithmetik ist, kann jeder
leicht beurteilen, der hdufig mit groferen Zahlen rechnet. Der Verfasser ver-
dient doppelten Dank: sowohl fiir die hochst mithsame Arbeit selbst, durch
die er seinen Namen den unvergesslichen Namen von RHAETICUS, PITISCUS,
BRrIiGG, VLACQ, WOLFRAM, TAYLOR und anderen zugesellt hat, als auch fiir
den gewiss sehr erheblichen Druckaufwand, fiir den sich sonst wohl kaum ein
Verleger gefunden hétte. Schon 6fter wurden solche Tafeln berechnet, wenn
auch meist in geringerem Umfang, blieben aber entweder ganz im Manuskript
oder wurden nicht vollstindig gedruckt. Bekanntlich ermunterte LAMBERT
frither nach besten Kréiften zur Fortsetzung der oft gedruckten PELLschen
Tafel, die bis 100000 reicht. Nach einer Mitteilung von BERNOULLI in LAM-
BERTs Briefwechsel hatte OBERREIT sie bis 500000 fortgefiihrt; eine Abschrift
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davon war in SCHULZEs Hénde gelangt. ANTON FELKEL hatte sie, wie in der
Monatl. Correspondenz, Band 2, S. 223 berichtet wird, im Manuskript bis zu
zwei Millionen vollendet und wollte sie spater bis 2460000 liefern. Was davon
in Wien auf 6ffentliche Kosten bereits gedruckt worden war, wurde jedoch im
Tiirkenkrieg zu Patronen verarbeitet, weil sich keine Kaufer fanden! So ging
eine verdienstvolle Arbeit vieler Jahre fiir die Offentlichkeit verloren. Umso
mehr hielten wir es fiir unsere Pflicht, hier das Erscheinen des gegenwértigen
Werks anzuzeigen. Die erste Million steht nun jedem zum Gebrauch zur Ver-
fligung; wer Gelegenheit und Eifer fiir diesen Gegenstand hat, moge daher
seine Miithe auf das Weitere richten.

Gottingische gelehrte Anzeigen. 1814, 3. November.

Tables des diviseurs pour tous les mombres du deuxieme million, ou plus
exactement depuis 1020000 ¢ 2028000, avec les nombres premiers qui s’y
trouvent. Par J. CH. BURCKHARDT, membre de l'institut impérial, du bureau
des longitudes de France, et de plusieurs autres sociétés savantes. Paris, 1814.
M™e Ve Courcier. (VIIL. und 112 S. in Folio.)

Friiher, als wir bei der Anzeige der CHERNACschen Faktorentafel fiir die ers-
te Million zu hoffen gewagt hétten, konnen wir bereits die Vollendung und das
Erscheinen einer dhnlichen Tafel fiir die zweite Million melden. Der verdienst-
volle Verfasser, dessen Name allein schon grofite Sorgfalt und Genauigkeit
verbiirgt, hat durch diese mithsame Arbeit alle Freunde der Arithmetik sehr
verpflichtet. CHERNACs Tafel fiir die erste Million enthélt alle Primfaktoren,
BURCKHARDTs Tafel fiir die zweite dagegen jeweils nur den kleinsten Teiler.
Die vollstéandige Zerlegung einer Zahl der zweiten Million erfordert daher die
Division durch den kleinsten Teiler und das Nachschlagen des Quotienten
in der CHERNACschen Tafel. Diese kleine Miihe fallt jedoch gegeniiber dem
groflen Vorteil, die Tafel auf so viel kleinerem Raum zu besitzen, gar nicht
ins Gewicht. Dabei bleibt die Aussicht, die Tafel mit der Zeit noch bis zu
zehn Millionen erweitert zu sehen. Die Unterbringung in dem kleinen Band
ermoglichte der Verfasser teils durch die Beschréankung auf den kleinsten Tei-
ler, teils durch einen moglichst sparsamen Druck. Bezeichnet a unbestimmt
eine der achtzig Zahlen unter 300, die durch 2, 3 und 5 nicht teilbar sind, so
ist jede durch 2, 3 und 5 nicht teilbare Zahl in der Form 300n + a enthalten.
Alle achtzig Zahlen, fiir die n denselben Wert hat, stehen in einer einzigen
senkrechten Spalte; jede Seite enthalt dreiflig solcher Spalten. Jede Seite um-
fasst also von neuntausend in natiirlicher Reihenfolge aufeinanderfolgenden
Zahlen alle, die durch 2, 3 oder 5 nicht teilbar sind.
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Die Methode, mit der Herr BURCKHARDT seine Tafel erstellt hat, verdient
hier besondere Erwahnung. Er lief§ ein Netz in Kupfer stechen, in dem 81 waa-
gerechte und 78 senkrechte Linien ein in 80 x 77, also 6160 kleine Quadrate
geteiltes Rechteck bildeten, und davon die nétige Anzahl Abziige herstellen.
An der Seite konnten die achtzig Werte von a gleich mit eingestochen werden;
die Werte von 300n schrieb man in fortlaufender Reihenfolge mit der Feder
iiber die 77 senkrechten Spalten. Jedes Blatt stellt so alle durch 2, 3 und 5
nicht teilbaren Zahlen dar, die sich unter jeweils 23100 in natiirlicher Rei-
henfolge aufeinanderfolgenden Zahlen befinden; 44 Blétter geniigen, um eine
ganze Million zu umfassen. Man sieht leicht, dass die Zahlen, deren kleinster
Teiler 7 oder 11 ist, auf jedem folgenden Blatt in derselben Reihenfolge wie-
derkehren. Diese Teiler konnten daher gleich in die Kupferplatte gestochen
werden und erschienen so auf jedem Blatt von selbst an den richtigen Stellen.
Um nun die folgenden Teiler, beispielsweise 13, einzutragen, nahm Herr B.
von einem iiberzéhligen Blatt der Breite nach nur 13 Spalten. Er betrachtete
dieses als den Anfang seiner Tafel und schnitt alle Quadrate aus, die den Tei-
ler 13 enthalten mussten. Dieses Gitter brauchte er dann nur auf die ersten
dreizehn Spalten des ersten Blattes, danach auf die ndchsten dreizehn usw. zu
legen, um sofort alle Stellen zu sehen, die, soweit sie nicht schon 7 oder 11 ent-
hielten, mit 13 auszufiillen waren. Ebenso verfuhr er danach mit dem Teiler
17 usw. Bis zum Teiler 73 reichten die iberzdhligen Blatter auf diese Weise
aus. Fiir die groferen Teiler 79, 83 usw. scheint Herr B. den Rahmen aus zwei
oder mehreren Teilen zusammengesetzt zu haben. Bei den Teilern iiber 500
zog Herr B. dagegen vor, die Vielfachen durch Addition zu ermitteln, wobei
er fiir den anderen Faktor nur Primzahlen zu nehmen brauchte. Wir halten
das ganze Verfahren fiir hochst zweckméfiig und wiirden es allen zur Nach-
ahmung empfehlen, die die Tafel vielleicht noch weiter fortsetzen mochten.
Fir die dritte und vierte Million hat der Verfasser inzwischen selbst schon
einen grofien Teil der Rechnungen ausgefithrt. Wir haben daher begriindete
Hoffnung, auch diese bald im Druck zu sehen.
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Gottingische gelehrte Anzeigen. 1816, 7. November.

Tables des diviseurs pour tous les nombres du troisiéme million, ou plus exac-
tement, depuis 2028000 a 3036000, avec les nombres premiers qui s’y trouvent;
par J. CHR. BURCKHARDT, membre de l'académie royale des sciences, du bu-
reau des longitudes de France et de plusieurs autres sociétés savantes. Paris
1816. M™¢ V¢ Courcier. (112 S. in Folio.)

Da wir bei der Anzeige der Faktorentafel fiir die zweite Million bereits
die Berechnungsmethode des verdienstvollen Verfassers und die Einrichtung
der Tafel selbst ausfihrlich beschrieben haben, kénnen wir uns hier mit der
bloflen Anzeige des Erscheinens der Tafel fiir die dritte Million begniigen. Bald
diirfen wir vom Verfasser auch noch die auf dieselbe Art dargestellte Tafel fiir
die erste Million erwarten, sodass die ganze Tafel bis iber drei Millionen nur
einen mafig groflen Band ausmachen wird. Dafiir gebiihrt dem Verfasser der
Dank aller Freunde der Arithmetik. Sie sehen durch diese miihsame Arbeit
ein Bedirfnis in einem Umfang erfiillt, der alles weit iibersteigt, was man
noch vor wenigen Jahren zu hoffen wagen konnte.

Gottingische gelehrte Anzeigen. 1817, 9. August.

Tables des diviseurs, pour tous les nombres du premier million, ou plus exac-
tement depuis 1 a 1020000, avec les nombres premiers qui s’y trouvent; par J.
CHR. BURCKHARDT, membre de l'académie des sciences dans l'institut royal,
du, bureau des longitudes de France, et de plusieurs autres sociétés savantes.
Paris 1817. M™ V¢ Courcier. (114 S. in Folio.)

Mit Verweis auf unsere Anzeigen der Tafeln fiir die zweite und dritte Milli-
on kiindigen wir jetzt nur das tatséchliche - Erscheinen dieser Faktorentafeln
fir die erste Million an. Wir besitzen damit nun ein zusammenhingendes
Ganzes fiir die ersten drei Millionen. Fiir die gegenwartige erste Million be-
nutzte der Verfasser teils das Cribrum Arithmeticum von CHERNAC, teils
eine handschriftliche Tafel von SCHENMARK, die die Bibliothek des Konigli-
chen Instituts besitzt. Letztere war allerdings nicht ganz mit aller wiinschens-
werten Sorgfalt erstellt worden. Wenn beide voneinander abwichen, war die
Entscheidung, welche von beiden recht hatte, oft ziemlich miihsam. In der
CHERNACschen Tafel fand sich nur eine sehr geringe Anzahl von Fehlern, die
Herr BURCKHARDT hier mitgeteilt hat.

Auch fiir die vierte, fiinfte und sechste Million hat der Verfasser die Mate-
rialien bereits grofitenteils bereit. Er bietet an, diese Fortsetzung zu liefern,
wenn der Verleger durch einen hinreichenden Absatz der ersten drei Millionen
ermutigt wird. Es wére in der Tat sehr zu bedauern, wenn die Friichte einer
so mithsamen und niitzlichen Arbeit der Welt vorenthalten wiirden.
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Gottingische gelehrte Anzeigen. 19. Dezember 1825.

Der Koniglichen Gesellschaft ist im Namen von Herrn ERCHINGER aus Thu-

ningen im Koénigreich Wiirtemberg eine kleine Abhandlung vorgelegt worden,
die die

Geometrische Konstruktion des regelmdjSigen Siebzehnecks

zum Gegenstand hat. Die allgemeine Theorie der regelméfligen Vielecke hat
bekanntlich durch ihre enge Verbindung mit der héheren Arithmetik eine
neue Gestalt und einen erweiterten Umfang erhalten. Ein, wenn auch ver-
héltnismaBig kleiner, Teil davon ist die Theorie der Vielecke, die sich geome-
trisch konstruieren lassen. Seit der Zeit der Griechen wusste man, dass das
Dreieck, das Fiinfeck, das Funfzehneck und alle Vielecke, die daraus durch
Verdopplung oder wiederholte Verdopplung der Seitenzahl entstehen, diese
Eigenschaft haben; man glaubte und behauptete wohl auch ausdriicklich,
dass dies die einzigen seien. Die hohere Arithmetik hat gezeigt, dass dies
ein Irrtum war: Indem sie die wahren Quellen der ganz allgemeinen Theo-
rie offenlegte, ergab sich von selbst, dass es auler den genannten Vielecken
noch unzéhlige andere gibt, die sich geometrisch konstruieren lassen und un-
ter denen das Siebzehneck das einfachste ist. Dabei zeigt sich im hellsten
Licht die Uberlegenheit der Analysis, die das Allgemeinste wie das Beson-
dere mit gleicher Leichtigkeit umfasst, iiber die Geometrie, die immer beim
Besonderen stehen bleiben muss, beim Fortschreiten von einfacheren zu zu-
sammengesetzteren Féllen durch stets wachsende Verwicklungen aufgehalten
wird und jenen nachsten Fall nach den bekannten wohl kaum jemals ohne
fremde Hilfe erreicht hétte. Dennoch bleibt es wichtig, interessant und wiin-
schenswert, auch rein geometrische Behandlungen fortwéhrend zu pflegen und
der Geometrie wenigstens einen Teil der neuen Felder zu erschlieflen, die die
Analysis erobert. Dem Rezensenten ist nicht bekannt, dass bisher jemand
die Konstruktion des Siebzehnecks offentlich behandelt hétte, auler Herrn
PAUKER in den Schriften der Kurldndischen Gesellschaft und in seiner Geo-
metrie. Davon verschieden und stédrker im rein geometrischen Geist durchge-
fiihrt ist die Konstruktion von Herrn ERCHINGER, die im Folgenden besteht.
(Die zugehorige Figur, eine gerade Linie, auf der nacheinander die Punkte
DBGAIFCE liegen, kann sich jeder selbst zeichnen.) Man wéhle eine be-
liebige gerade Linie AB und verlédngere sie riickwérts und vorwérts nach C
und D, sodass AC' x BC = AD x BD = 4AB x AB gilt. Ferner bestimme
man die Punkte F, G an beiden Seiten der verlangerten Linie C'A, sodass
AE x EC = AG x CG = AB x AB, und den Punkt F' auf der Seite A der
verlangerten Linie BA, sodass AF x DF = AB x AB gilt. Schliellich teile
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man AFE in I, sodass Al x EI = AB x AF gilt, wobei AI der kleinere und
ET der groflere Abschnitt von AFE ist. Dann bilde man ein Dreieck, in dem
zwei Seiten jeweils = AB und die dritte = AI sind. Beschreibt man um dieses
Dreieck einen Kreis, so ist Al die Seite des in diesen Kreis eingeschriebenen
regelméfligen Siebzehnecks.

Priift man die Richtigkeit dieser Konstruktion durch Vergleich mit der in
Art. 354 der Disquisitiones Arithmeticae als Beispiel entwickelten Theorie
des Siebzehnecks, so erkennt man leicht, dass sie lediglich die geometrische
Ubersetzung der Gleichungen ist, zu denen die Anwendung der allgemeinen
Theorie fithrt. Tatsdchlich sind die Entfernungen der Punkte C, D, E, F, G,
I von A genau die Groflen, die dort mit (8.1), (8.3), (4.1), (4.3), (4.9), (2.1)
bezeichnet sind, wenn man das positive und negative Zeichen durch die Lage
ausdriickt und die Entfernung des Punktes B von A im selben Sinn = —1
setzt. Das eigentliche Verdienst der Abhandlung von Herrn ERCHINGER liegt
jedoch weniger in der Aufstellung der Konstruktion selbst, da die Analysis
bereits den einfachsten Weg vorgezeichnet hatte, als in der rein geometrischen
Begriindung ihrer Richtigkeit. Diese ist mit so vorbildlicher, mithevoller Sorg-
falt durchgefithrt, um alles nicht rein Elementare zu vermeiden, dass sie dem
Verfasser zur Ehre gereicht und den Wunsch weckt, sein tatsédchlich nicht
gewohnliches mathematisches Talent mége jede Ermutigung finden.
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Gottingische gelehrte Anzeigen. 9. Juli 1831.

Untersuchungen tiber die Eigenschaften der positiven terndren quadratischen
Formen von LUDWIG AUGUST SEEBER, Dr. der Philosophie, ordentlicher
Professor der Physik an der Universitit in Freiburg. Freiburg im Breisgau
1831. (248 S. in 4.)

Die Funktionen zweier unbestimmter Groflen x und y von der Gestalt
axx + 2bxy + cyy, wobei a,b, c bestimmte ganze Zahlen bezeichnen, bilden
bekanntlich unter dem Namen quadratische Formen oder, wenn eine weite-
re Unterscheidung nétig ist, bindre quadratische Formen einen der interes-
santesten und reichhaltigsten Gegenstédnde der héheren Arithmetik. Dabei
stellen sich zunéachst folgende Aufgaben: zu entscheiden, ob eine solche ge-
gebene Form eine andere a'x’'z’ + 2b'x'y’ + y'y/ enthilt, also durch eine
Substitution x = az’ + By, y = va’ + 0y, in der a, 3,7, ganze Zahlen
sind, in diese iiberfiihrt werden kann; ob eine solche Beziehung zwischen zwei
Formen gegenseitig ist, in welchem Fall die Formen aquivalent heiflen; fer-
ner in beiden Féllen alle moglichen Umformungen der einen in die andere
anzugeben; schlieflich alle méglichen Darstellungen einer gegebenen ganzen
Zahl durch eine gegebene Form mit ganzzahligen Werten der unbestimmten
Groflen zu finden. Diese Aufgaben sind in den Disquisitiones Arithmeticae
vollstandig geldst, bilden aber nur den bei Weitem kleineren Teil des dorti-
gen Abschnitts iiber quadratische Formen. Die folgenden feineren Untersu-
chungen erfordern' zum Teil eine vorldufige Bearbeitung eines um eine Stufe
hoheren und viel gréflere Schwierigkeiten bietenden Gebiets: der Lehre von
dhnlichen Funktionen dreier unbestimmter Gréflen x, y, z, die also die Gestalt
arx + byy + czz + 2a’yz + 2b'xz + 2 zy haben und ternire quadratische For-
men heilen. Die Losung der Hauptaufgaben zu diesen terndren Formen ist
in dem genannten Werk entwickelt, jedoch nur so weit, wie es fiir den ange-
gebenen Zweck notig war. Nach einem Abstand von dreiffig Jahren hat nun
der Verfasser des vorliegenden Werks diese Untersuchungen als Erster wie-
der aufgenommen und fiir eine Hauptgattung der ternidren Formen, ndmlich
die positiven, das in den Disquisitiones Arithmeticae unvollendet Gelassene
vervollstdndigt. Denjenigen, die sich eingehender mit der héheren Arithme-
tik beschéaftigt haben, konnten wir mit wenigen Worten sagen, was in dem
vorliegenden Werk neu geleistet wird. Um aber auch anderen verstindlich zu
sein, miissen wir uns etwas mehr Ausfiihrlichkeit gestatten. Das tun wir umso
lieber, als diese Untersuchungen auch auflerhalb der héheren Arithmetik ein
eigenes Interesse haben.

Die FEigenschaften einer bindren Form axxz 4+ 2bxy + cyy hingen vor al-
lem von der Zahl bb — ac ab, die daher die Determinante dieser Form heif3t.
Zwei dquivalente Formen haben immer gleiche Determinanten. Aber nicht al-
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le Formen mit einer gegebenen Determinante sind deshalb schon dquivalent.
Vielmehr zerfallen solche Formen in eine kleinere oder groflere, stets jedoch
endliche Anzahl von Klassen, sodass Formen derselben Klasse untereinander
dquivalent sind, Formen verschiedener Klassen dagegen nicht. Durch Formen
mit positiver Determinante lassen sich positive und negative Zahlen gleicher-
maflen darstellen; durch Formen mit negativer Determinante dagegen nur
Zahlen, die dasselbe Vorzeichen wie a und ¢ haben. Daher unterscheidet man
hier positive und negative Formen. Die einfachsten Formen in jeder Klasse ha-
ben bestimmte Kriterien, heiflen reduzierte Formen und kénnen als Vertreter
der ganzen Klasse betrachtet werden.

Ahnliche Verhéltnisse fiir die ternidren Formen sind in den Disquisitiones
Arithmeticae nachgewiesen. Die Determinante der terndren Form

axx + byy + czz + 2a'yz + 26 x2 + 2c vy

ist die Zahl
aa’a’ + bb'b + cc'd — abe — 2a'b'¢

Auch hier ist die Gleichheit der Determinanten fiir die Aquivalenz zweier
Formen notwendig, aber nicht hinreichend. Vielmehr zerfallen sdmtliche For-
men mit einer bestimmten Determinante in eine endliche Anzahl von Klassen,
in denen jeweils die einfachsten Formen reduziert heiflien und gleichsam alle
iibrigen vertreten konnen. Mit dem Unterschied zwischen positiven und ne-
gativen Formen verhélt es sich hier aber anders als bei den bindren Formen.
Fiir jede gegebene Determinante, ob positiv oder negativ, gibt es einerseits
Formen, durch die positive und negative Zahlen gleichermaflen darstellbar
sind (indifferente Formen), andererseits Formen, durch die sich entweder nur
positive oder nur negative Zahlen darstellen lassen (positive oder negative
Formen). Positive Formen gibt es aber nur fiir negative Determinanten und
negative Formen nur fiir positive. Im Ubrigen ist von selbst klar, dass die
Figenschaft einer Form, indifferent, positiv oder negativ zu sein, zugleich der
ganzen Klasse zukommt, zu der sie gehort. Das vorliegende Werk beschrankt
sich auf positive Formen, deren Determinanten also negativ sein miissen. Al-
les, was fir diese gilt, tibertrégt sich offensichtlich von selbst auf die negativen
Formen, wihrend die im Werk ganz ausgeschlossenen indifferenten Formen
eine vollig andere Behandlung erfordern.

In den Disquisitiones Arithmeticae war, wie schon erwahnt, die Theorie
der terndren Formen nur so weit entwickelt, wie es fiir den dortigen Zweck
notig war. Daher war die Aufgabe, die Aquivalenz zweier gegebener ternirer
Formen zu entscheiden, noch nicht in voller Allgemeinheit gelost. Zwar war
dort gezeigt worden, wie man zu jeder vorgegebenen Form eine dquivalente
Form der einfachsten Art findet und dass es fiir jede gegebene Determinante
nur endlich viele solche reduzierten Formen geben kann. Da aber jede Klas-
se mehrere solche reduzierten Formen enthélt, die sich nicht in allen Féllen
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sofort als dquivalent erweisen, fehlte noch ein Kriterium, mit dem sich ihre
Aquivalenz oder Nichtiquivalenz sicher erkennen lisst. Diesem Bediirfnis hat
der Verfasser des vorliegenden Werks fiir die positiven Formen nun vollstandig
und mit vorbildlicher Griindlichkeit entsprochen. Sein Verfahren ist allerdings
etwas anders eingekleidet, als wir die Sache gerade dargestellt haben und wie
sie sich darstellen miisste, wenn man in den Begriff der reduzierten positiven
Formen nur die wesentlichsten Bedingungen gréfiter Einfachheit aufnimmt.
Bei positiven Formen bestehen diese darin, dass die ihrer Natur nach positi-
ven Zahlen a, b, ¢ nicht kleiner sein diirfen als jeweils o’ oder ¢/, a’ oder ¢, d
oder ', ohne Riicksicht auf die Vorzeichen. Herr SEEBER hat den Begriff der
reduzierten Formen um solche Bedingungen erganzt, dass es in jeder Klasse
immer nur eine solche Form geben kann, aber eine geben muss. Wegen eines
schonen, von Herrn SEEBER aus beobachteten Féllen gewonnenen Satzes, der
weiter unten noch erwéhnt wird, geben wir hier die Hauptbedingungen an,
die Herr S. in den Begriff der reduzierten Formen aufgenommen hat: 1) Unter
den Zahlen d/, b, ¢ diirfen nicht zwei entgegengesetzte Vorzeichen haben; 2)
ohne Riicksicht auf das Vorzeichen diirfen 20’ und 2¢’ nicht grofler als a sein,
ferner a und 2a’ nicht grofer als b und b nicht grofler als ¢; 3) wenn o/, b, ¢
zugleich negativ sind, darf die doppelte Summe dieser Zahlen nicht grofer als
a + b sein. Die iibrigen fiir einige Sonderfille hinzukommenden Bedingungen
kénnen wir hier iibergehen.

Den Hauptinhalt des Werks bilden nun zunéchst die Losung der Aufgabe,
zu jeder gegebenen positiven Form eine dquivalente zu finden, die nach der
festgelegten Definition den Charakter einer reduzierten Form hat, und dann
der strenge Beweis des Satzes, dass zwei nicht identische reduzierte Formen
nicht dquivalent sein kénnen, oder, was dasselbe ist, dass jede Klasse nur
eine reduzierte Form enthélt. Dem Geist der Grundlichkeit, mit dem diese
Gegenstinde durchgefiihrt sind, miissen wir volle Gerechtigkeit widerfahren
lassen. Und wenn wir dabei die sehr grofle, vielleicht manchen abschrecken-
de Weitlaufigkeit bedauern miissen, da die Losung des Problems 41 Seiten
und der Beweis des Satzes 91 Seiten einnimmt, so soll dies doch keineswegs
als Tadel verstanden werden. Wenn ein schwieriges Problem zu lésen oder
ein schwieriger Satz zu beweisen ist, besteht der erste und mit gebiihren-
dem Dank anzuerkennende Schritt stets darin, dass {iberhaupt eine Losung
oder ein Beweis gefunden wird. Die Frage, ob dies nicht leichter und einfa-
cher hétte geschehen konnen, bleibt so lange miifig, wie die Moglichkeit nicht
zugleich durch die Ausfithrung entschieden wird. Wir halten es daher fiir ver-
fritht, hier bei dieser Frage zu verweilen. — Der {ibrige Teil des Werks enthélt
hauptséchlich die mit gleicher Griindlichkeit ausgefithrten Losungen folgen-
der Aufgaben: zu entscheiden, ob eine gegebene Form eine andere gegebene,
ihr nicht dquivalente Form enthélt; alle moglichen Transformationen einer ge-
gebenen Form in eine gegebene dquivalente oder nur in ihr enthaltene Form

178



Besprechungen fremder Schriften

zu finden; schliefflich fiir eine gegebene Determinante alle moglichen Klassen
positiver terndrer Formen anzugeben.

Wir miissen noch bemerken, dass Herr SEEBER die Gestalt der terniren
Formen etwas anders gefasst hat als die Disquisitiones Arithmeticae, wo die
Koeffizienten der Produkte yz, xz, xy mit Bedacht als gerade Zahlen voraus-
gesetzt waren. Herr S. ldsst dagegen auch ungerade zu und bezeichnet daher
mit a’, V', c/, was oben mit 2a’, 2b, 2¢' bezeichnet war. Die dadurch erreichte
groflere Allgemeinheit ist offensichtlich nur scheinbar oder doch iiberfliissig,
da sich alles, was iiber solche Formen mit ungeraden Koeffizienten gesagt
werden kann, auch von selbst ergibt, wenn man stattdessen ihr Doppeltes
betrachtet. Wir konnen diese Anderung daher nicht billigen, zumal sie auch
einen gewissen Verlust an Einfachheit mit sich bringt. Eine Folge davon ist,
dass das, was Herr SEEBER Determinante nennt, immer das Vierfache der
Zahl ist, die in den Disquisitiones Arithmeticae diesen Namen tragt. In die-
ser Besprechung haben wir die Terminologie der Disquisitiones Arithmeticae
beibehalten.

Beim zuletzt genannten Problem, fiir jede gegebene Determinante alle mog-
lichen reduzierten Formen anzugeben, hat Herr SEEBER einen Satz benutzt,
um Grenzen fiir die ersten drei Koeffizienten zu erhalten. Danach kann ihr
Produkt abc nicht grofler als das Dreifache der Determinante sein. Diesen Satz
hat Herr SEEBER streng bewiesen. In der Vorrede bemerkt er jedoch, er habe
unter mehr als 600 untersuchten Fillen keinen einzigen gefunden, in dem je-
nes Produkt das Doppelte der Determinante tiberschritten hatte. Daher hélt
er es fiir hochst wahrscheinlich, dass diese engere Grenze allgemein gilt; einen
strengen Beweis habe er aber nicht finden kénnen. Da dieser von Herrn SEE-
BER aus beobachteten Fillen gewonnene Satz sowohl an sich bemerkenswert
als auch fir eine kiirzere Losung der genannten Aufgabe wichtig ist, wollen
wir hier einen sehr einfachen Beweis hinzufiigen und damit auch unsererseits
in dieser Besprechung zur Vervollkommnung der Theorie beitragen. Dabei
sind zwei Félle zu unterscheiden.
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I. Wenn keine der Zahlen o', b, ¢ negativ ist, setze man

b—2d =d, ¢c—2=e, a—2d =f
c—2d =g, a—20=h, b—2d =i

Aus der Definition der reduzierten positiven Formen folgt sofort: Wenn
axx + byy + czz + 2d'yz + 2b'xz + 2c vy

eine solche Form ist, ist keine dieser sechs Zahlen negativ. Ebenso versteht
sich von selbst, dass a,b, ¢ positiv sind. Bezeichnet man nun die (negative)
Determinante der Form mit —D, so gilt die identische Gleichung, von der
man sich leicht durch Ausmultiplizieren iiberzeugt,

2D — abc = ad'd + bb'e + ¢ f + a'hi +V gi +  gh + ghi

in der keiner der sieben Terme rechts negativ sein kann. Folglich ist abc nicht
grofer als 2D. Dasselbe folgt auf die gleiche Weise aus der identischen Glei-
chung

2D — abc = aa'g + bb'h + cci + d'ef + Vdf + 'de + def
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II. Wenn keine der Zahlen o', V', ¢ positiv ist, setze man

b+2d =d, c+20=e, a+2d=f
c+2d =g, a+20 =h, b+2d =i

b+c+2d +20+2 =k
a+c+2ad +20 +2c =1
a+b+2d +20'+2 =m

und die Determinante der Form wie zuvor = —D. Nach der Definition der

reduzierten positiven Formen kann keine der neun Zahlen d,e, f, g, h, i, k, [,
m negativ sein. Aus der identischen Gleichung

6D — 3abc = — aa’(d + 2k) — bb' (e + 21) — ' (f + 2m)
—ad'hi —Vgi — dgh + def + 2ghi

in der alle Terme rechts positiv oder null sind, weil a’,b’,c nicht positiv,
sondern negativ oder null sind, ergibt sich daher, dass 3abc nicht gréfler als
6D oder abc nicht grofler als 2D sein kann. Dasselbe folgt ebenso aus der
identischen Gleichung

6D — 3abc = — ad'(g + 2k) — bb'(h + 21) — cc (i + 2m)
—def —Vdf — dde+2def + ghi
Beide Gleichungen sind symmetrisch. Verzichtet man auf vollstdndige Sym-

metrie, so lasst sich der Beweis mit noch weniger Termen fithren, zum Beispiel
durch die identische Gleichung

8D — dabc = — 2ad’ (g + k) — 20V (e + 1) — dec'm
+ (c+e)df + (c+ g)hi
Wir wollen nun noch einiges iiber die Bedeutung der positiven binaren
und ternidren quadratischen Formen auflerhalb der héheren Arithmetik hin-

zufiigen. Die negativen Formen gesondert zu behandeln ist unnétig, und die
indifferenten entziehen sich dieser Behandlung ganz.
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Die positive bindre Form azx + 2bzy + cyy stellt allgemein das Quadrat
der Entfernung zweier unbestimmter Punkte in einer Ebene dar, deren Koor-
dinaten sich in Bezug auf zwei gegeneinander geneigte Achsen, deren Winkel
den Kosinus = ﬁ hat, um z+/a, y+/c unterscheiden. Wenn z und y also nur
ganze Zahlen bedeuten sollen, bezieht sich die Form auf ein System von in
Parallelogrammen angeordneten Punkten, die in den Schnittpunkten zweier
Systeme paralleler Geraden liegen. Die Geraden jedes Systems haben gleiche
Absténde voneinander: Die Abstinde des einen Systems, parallel zu den Ge-
raden des zweiten gemessen, sind = /a, die Abstdnde des anderen, parallel
zu den Geraden des ersten gemessen, = /c; die Neigung der beiden Systeme
ist die oben angegebene. So erscheint die Ebene vollstdndig in gleiche Par-
allelogramme geteilt, deren Eckpunkte das Punktesystem bilden, ohne dass
irgendeiner dieser Punkte ins Innere eines Parallelogramms fallen kann. Die
mit positivem Vorzeichen genommene Determinante, also ac — bb, bedeutet
das Quadrat des Flécheninhalts eines elementaren Parallelogramms. Ein und
dasselbe System solcher Punkte kann auf unendlich viele verschiedene Arten
in Parallelogramme eingeteilt und daher auf ebenso viele verschiedene For-
men bezogen werden. Alle diese verschiedenen Formen sind aber, wie es in
der Fachsprache heifit, dquivalent, und der Fldcheninhalt eines elementaren
Parallelogramms bleibt immer derselbe. Zwei nicht dquivalente Formen, von
denen aber die eine die andere enthélt, beziehen sich auf dasselbe Punkte-
system: die erste Form auf das ganze System, die zweite auf einen Teil. Zwei
Formen, die in der Fachsprache uneigentlich dquivalent (improprie aequiva-
lentes) heiflen, beziehen sich auf zwei gleiche, aber entgegengesetzt liegende
Punktesysteme, wobei man sich die Ebene umgekehrt gelegt denkt, und so
weiter.

Auf die gleiche Weise bedeutet die positive ternire Form

axx + byy + czz + 2a'yz + 26 xz + 2c vy

allgemein das Quadrat der Entfernung zweier unbestimmter Punkte im Raum,
deren Koordinaten in Bezug auf drei Achsen (1), (2), (3) die Unterschiede
x+/a, y\/b, zy/c ergeben: Die Kosinus der Winkel zwischen den Achsen (2) und
(3), (1) und (3), (1) und (2) sind jeweils \/a—ll)c, \/b—:w, \/c—;b. Wenn 2, y, z hier nur
ganze Zahlen bedeuten sollen, bezieht sich die Form auf ein System von in Par-
allelepipeden angeordneten Punkten, die also durch die Schnittpunkte drei-
er Systeme paralleler, gleichabstédndiger Ebenen entstehen. Der ganze Raum
erscheint so vollstdndig in gleiche Parallelepipede geteilt, deren Eckpunkte
jenes Punktesystem bilden. Das Quadrat des Rauminhalts eines elementaren
Parallelepipeds ist gleich der mit positivem Vorzeichen genommenen' Deter-
minante der terniren Form. Aquivalente Formen vertreten ein und dasselbe
Punktesystem, nur auf andere Achsen oder Grundebenen bezogen. Ebenso
finden alle anderen Hauptbestandteile der Theorie der terndren Formen hier
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ihre geometrische Bedeutung: das Enthaltensein einer Form in einer ande-
ren, die Darstellung einer bestimmten Zahl oder einer unbestimmten binaren
Form durch eine ternére, die Lehre von den zugeordneten terndren Formen
(formae adiunctae), der Wegfall des Unterschieds zwischen eigentlicher und
uneigentlicher Aquivalenz, das Wesen der reduzierten Formen und so weiter.
Wir miissen uns jedoch auf die obigen Andeutungen beschrénken, zumal das
vorliegende Werk, das die terndren Formen ausschlielich aus rein arithme-
tischer Sicht betrachtet, nur mittelbar dazu Anlass gegeben hat. Man wird
daraus wenigstens erkennen, welch reiches Feld sich hier fiir Untersuchun-
gen eroffnet, die nicht nur fiir sich ein hohes theoretisches Interesse haben,
sondern auch zu einer ebenso bequemen wie allgemeinen Behandlung aller Be-
ziehungen zwischen den Kristallformen dienen konnen. Auf die Einzelheiten
dieser Anwendung einzugehen ist hier nicht der Ort. Wir diirfen jedoch nicht
iibergehen, dass, obwohl urspriinglich angenommen wurde, a, b, c,a’, v, ¢ be-
zeichneten ganze Zahlen, der grofite Teil der Lehre von den ternédren Formen
und insbesondere das fiir jene Anwendung Erforderliche auch unabhéngig von
dieser Voraussetzung giiltig bleibt. Tatséchlich fithren zwar die Angaben von
HAUY bei den meisten Kristallarten auf sehr einfache ganzzahlige Werte der
Koeffizienten der terndren Formen, die sich auf die entsprechende Anordnung
des Punktesystems beziehen. Die genaueren spéateren Messungen von WOLL-
ASTON, MALUS, B1oT, KUPFFER und anderen widersprechen dem jedoch und
lassen es zweifelhaft erscheinen, ob rationale Verhéaltnisse dieser Koeflizienten
iiberall der Natur entsprechen. Wenn man in der Theorie aber die Beschrén-
kung auf ganzzahlige Koeffizienten nicht weglassen will, lassen sich jedenfalls
immer ganze Zahlen finden, die den Messergebnissen beliebig nahe kommen,
da es dabei nur auf die Verhéltnisse untereinander und nicht auf absolute
Werte ankommt.

Schliellich wollen wir dem oben angefiihrten Satz von SEEBER noch seine
geometrische Bedeutung geben. Wenn ein Parallelepiped so beschaffen ist,
dass keine seiner zwolf Kanten, von denen jeweils vier gleich sind, grofler ist
als irgendeine der zwolf Diagonalen der Seitenflichen, die paarweise gleich
sind, oder irgendeine der vier Diagonalen des Parallelepipeds, dann ist sein
mit /2 multiplizierter Rauminhalt nicht kleiner als der Rauminhalt eines aus
denselben Kanten gebildeten rechtwinkligen Parallelepipeds.
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LOSUNG DER KONGRUENZ X™ — 1 =0.
LEHRE VON DEN RESTEN. SECHSTES KAPITEL. ERSTER TEIL.

237.

In Kapitel 111 haben wir gezeigt, dass die Kongruenz z" = 1, wenn eine
Primzahl p als Modul genommen wird, ;¢ Wurzeln hat, wobei p der grofite
gemeinsame Teiler der Zahlen n und p — 1 ist, und dass diese Wurzeln mit
denen der Kongruenz z# = 1 genau iibereinstimmen. Es geniigt daher, den
Fall zu betrachten, dass n ein Teiler von p— 1 ist. Dass sich aber nicht nur die
Losung der Kongruenz " —1 = 0, sondern auch die jeder anderen Kongruenz
fiir beliebige Moduln aus ihrer Losung fiir Primzahlmoduln ableiten lésst,
wurde schon an verschiedenen Stellen gezeigt und wird weiter unten (Kapitel
vin) ausfihrlicher entwickelt.

238.
Doch auch hier brauchen wir nicht stehen zu bleiben. In demselben Kapitel
11 haben wir dargelegt, dass die Losung der Kongruenz xz™ = 1 von der

Losung ahnlicher Kongruenzen 2 = 1, 2® = 1 usw. abhéingt, wobei a, b usw.
Primzahlen oder Primzahlpotenzen sind und n das Produkt dieser Zahlen ist.
Sind némlich A, B usw. jeweils beliebige Wurzeln der Kongruenzen z® = 1,
¥ = 1 usw., so ist ihr Produkt AB... eine der Wurzeln der Kongruenz
2™ = 1. Unsere Untersuchungen beschrinken sich daher auf die Losung der
Kongruenz =™ = 1 (mod. p), wobei p eine Primzahl und n eine Primzahl oder
Primzahlpotenz und zugleich ein Teiler von p — 1 ist.

239.

Aus Kapitel 111 ist ferner bekannt, dass es unter den Wurzeln der Kongruenz
2" = 1 immer solche gibt, durch deren Potenzen sich alle {ibrigen darstellen
lassen. Bezeichnet also r eine solche Wurzel (wir haben sie oben primitiv
genannt, wenn n = p — 1, und behalten diesen Ausdruck hier bei, wenn auch
in weiterem Sinn), so sind alle Wurzeln der gegebenen Kongruenz

Wir miissen daher alle Anstrengungen darauf richten, solche Wurzeln zu fin-
den, da sich die iibrigen von selbst ergeben, sobald diese gefunden sind. Der
Kiirze halber bezeichnen wir jede Potenz von r durch ihren in Klammern
eingeschlossenen Exponenten. Dabei bezeichnet (0) die Eins, (1) eine belie-
bige primitive Wurzel der Kongruenz z™ = 1, (2) das Quadrat von (1) usw.,
sodass die Folge (0), (1), (2), (3),....(n — 1) alle Wurzeln umfasst. Ferner
ist bekannt, dass (k) immer eine solche primitive Wurzel ist, wenn k zu n
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teilerfremd ist, also in unserem Fall, in dem n eine Potenz der Primzahl ¢,
= t¥, ist, immer dann, wenn t die Zahl k nicht teilt. Die Zeichen (1), (2)
usw. sind fiir sich genommen offensichtlich unbestimmt. Sobald aber (1) ein
bestimmter Wert gegeben wird, sind auch alle iibrigen bestimmt.

240.

Da wir vor den iibrigen vor allem die primitiven Wurzeln untersuchen
wollen, miissen wir diese zunédchst von den anderen trennen. Das geschieht,
indem wir aus der Folge (0), (1), (2)...(n — 1) alle Terme (k) entfernen, bei
denen k durch ¢ teilbar ist. Ist aber n eine Primzahl oder v = 1, so ist nur (0)
zu entfernen. Bevor wir die verbleibenden Wurzeln untersuchen, empfehlen
wir dem Leser nachdriicklich, sich einige Beispiele zu bilden, damit er alles,
was ohne diese vielleicht zu allgemein gehalten erschiene, konkret vor sich
sieht. Wir fiigen ein Beispiel hinzu; dadurch wird es aber nicht iiberfliissig,
andere selbststidndig auszuarbeiten.

Es sei p = 29; n = 7. Die sieben Wurzeln der Kongruenz 27 = 1 (mod. 29)
sind dann 1,7, 16, 20, 23, 24, 25. Da n eine Primzahl ist, sind alle diese Wurzeln
aufler 1 primitiv. Setzt man also 7 = (1), so haben die Zeichen folgende

Bedeutungen:
0) 1) (2 B) ‘) (5) (6)
1 7 20 24 23 16 25

Man wird sich auBerdem erinnern, dass die Zeichen (n) und (0), (n+1) und
(1) usw. und allgemein (a) und (b) gleichbedeutend sind, wenn a = b (mod. n).

241.

Fiir unser Vorhaben miissen wir aber noch auf eine andere Weise vorgehen.
Wir behalten ndmlich nur die Terme (k), bei denen & nicht durch ¢ teilbar ist;
ihre Anzahl ist % .n = . Alle diese Zahlen oder ihnen modulo n kongruente
Zahlen lassen sich durch aufeinanderfolgende Potenzen einer Zahl darstellen.
Diese sei = p; dann werden alle primitiven Wurzeln der Kongruenz 2" =1 so
bezeichnet:

W () ) ) ...

Durch dieses Verfahren erreichen wir, dass sémtliche nicht primitiven Wurzeln
vollstandig ausgeschlossen werden. Die Griinde und Vorteile werden weiter
unten deutlicher. In unserem Beispiel kénnen wir also p = 3 setzen; die primi-
tiven Wurzeln der Kongruenz z” = 1 sind dann folgendermafen angeordnet:

1 (3 (3% ) (34 (37
oder (1) (3) (2) (6) (4) (5
dassind 7 24 20 25 23 16
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242.

Damit der Leser das Ziel der folgenden Untersuchungen kennt, ist es zweck-
méfig, den Satz anzugeben, den wir beweisen und erldutern wollen.

Hat die Zahl )\, die = t*~' .t — 1 ist, die Primfaktoren a,b,c,d usw., und
ist A = a®bPc ..., so hingt die Losung der Kongruenz ™ — 1 = 0 von der
Lisung von a+ B+ .. Kongruenzen niedrigeren Grades ab, von denen o den
Grad a, 8 den Grad b, v den Grad ¢ haben usw.

In unserem Beispiel héngt also die Losung der Kongruenz x
einer Kongruenz zweiten und einer weiteren dritten Grades ab. Allgemein
erkennt man, dass der Grad dieser Kongruenzen niemals vom Modul p ab-
héngt. Um zum Beweis dieses Satzes zu gelangen, miissen wir aber einige
Sétze iiber den Zusammenhang zwischen Kongruenzen und ihren Wurzeln
vorausschicken, obwohl diese Untersuchungen eigentlich erst im achten Kapi-
tel weiterzuverfolgen sind.

7 =1 von

243.
SATZ. Die Kongruenz

2™+ Az™ ' 4 Be™ 2 + ...+ N = 0 (Primzahlmodul)

sei so beschaffen, dass nach dem Ausmultiplizieren des Produkts aus den m

Faktoren x —r, x — 1", x — ", . — ™ ..., das 2™ + ax™ ' +b2™ 2 ... +n
ergebe, die Beziehungen A = a, B = b, C = ¢ usw. modulo p gelten. Dann
sind die Grofien r,r',r" ... Wurzeln der gegebenen Kongruenz, und sie hat

keine anderen.
Beweis. 1. Es gilt immer
2™+ Az™ 4 Ba™m 2 4L
=2 +ax™  + ™2 + ... (mod.p)
Die rechte Seite der Kongruenz wird aber = 0, wenn manx =r,z =7r', z = r"
usw. setzt. Fiir diese Werte von x wird daher die linke Seite = 0 (mod. p).
Damit ist der erste Teil bewiesen.
II. Wiirde noch ein weiterer Wert p, der keiner der Zahlen r,r’ usw. kon-
gruent ist, die gegebene Kongruenz erfiillen, so wére
0=p"+Ap"™ 1+ Bp™ 2+ ...
=p" +ap™ L+ bpm 24
=(p=r)p—")p—1")p—1")...
Da aber keiner der Faktoren p—r, p—r', p—1r" usw. = 0 ist, ist es unmoglich,

dass ihr Produkt = 0 ist, weil p eine Primzahl ist. Aufler den Wurzeln r,r’
usw. gibt es also keine anderen. Damit ist der zweite Teil bewiesen.
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244.

AUFGABE. FEs seien r,r',r" ... unbekannte Griflen, deren Anzahl = m,
deren Summe = «, deren Summe der Quadrate = (8, deren Summe der Kuben
= v... und deren Summe der Potenzen mit Fxponenten m gleich = 1 sei.
Gegeben seien aber nicht diese Zahlen selbst, deren Anzahl ebenfalls = m
ist, sondern andere Zahlen o', ', usw., die ihnen einzeln modulo p kongru-
ent sind, wobei dieser Modul eine Primzahl und > m sei. Gesucht ist eine
Kongruenz des Grades m, deren Wurzeln r,r',r" usw. sind.

Losung. Man betrachte 7,7, 7" usw. als Wurzeln einer Gleichung

2™+ Az 4 B2+ O™ 4. =0

und bestimme ihre Koeffizienten A, B, C' usw. nach der bekannten Methode,
wobei nur die Kongruenz an die Stelle der Gleichheit tritt. Man setze also

—A=d
—2B =3+ Ad/
-3C =+"+ AB + Bd/
—4D =+ Ay + BB + Cd
usw.
—mN =y’ + AN + usw.

Diese Koeffizienten koénnen nicht unbestimmt sein, weil alle Zahlen
1,2,3...m < p. Ich behaupte, dass die Kongruenz

2"+ A+ B™ 2+ ...+ N=0

die gesuchte ist.
Beweis. Die Gleichung, deren Wurzeln r, 7/, 7", v usw. sind, sei

2 +ar™ b 24 =0
Dann gilt
—a=a
—2b= [+ ax

—3c=7v+af +ba
—4d =0+ ay+ bB + c

USwW.
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Daraus wird jedem klar, dass
a=A, b=B, c¢=C usw. (mod.p)

Also sind nach dem vorigen Abschnitt die Zahlen r, 7', 7" usw., die Wurzeln
der Gleichung
™ 4+ ar™ 4 b 24 =0

sind, zugleich Wurzeln der Kongruenz
™+ Az 4 Bam 2 4 =0 Q. E. D.

Wir {iberlassen es den Lesern, sich Beispiele zu bilden.

245.

Wir kehren zu unserem Vorhaben zuriick. Mit den in den Abschnitten 242
und zuvor verwendeten Zeichen wollen wir zeigen: Ist A das Produkt beliebiger
Faktoren e fg usw., so konnen die primitiven Wurzeln der Kongruenz z™ = 1,
deren Anzahl X ist, so in e Klassen eingeteilt werden, dass die Summen der
jeweils derselben Klasse zugeordneten Wurzeln durch eine Kongruenz des
Grades e gegeben werden. Setzt man diese als bekannt voraus, so ldsst sich
jede Klasse weiter so in f Gruppen unterteilen, dass die Summe jeder Gruppe
durch eine Kongruenz des Grades f gegeben wird. Diese Gruppen lassen sich
wiederum unterteilen usw., bis man zu den einzelnen Wurzeln gelangt.

246.

Definition. Die Gesamtheit aller Terme, die in einer solchen Form (pk¢+¢)
(Abschnitt 241) enthalten sind, nennen wir eine vollstindige Periode oder
einfach eine Periode. Dabei bezeichnet e einen beliebigen Teiler von A, « eine
beliebige gegebene Zahl und k alle ganzen Zahlen von 0 bis % — 1. Der Kiirze
halber bezeichnen wir eine solche Periode mit (e * «). So bilden in unserem
Beispiel die Terme

(1),(2),(4) Perioden (2%0) |,
(3),(6), (5) (21)
diese aber  (1),(6)  diese (3%0)
(3), (4) (3x1)
(2), () (3%2)

Wenn nun alle Terme auf beliebige Weise in Perioden verteilt werden, die
einzelnen Perioden wiederum in kleinere Perioden wusw., so behaupten wir,
dass damit das im vorigen Abschnitt Versprochene erreicht wird.

Bevor wir diese Darstellung selbst beginnen, zeigen wir jedoch, dass die
Bildung einer solchen Periode nichts Unbestimmtes enthélt, obwohl sie von
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den beiden in gewisser Weise willkiirlichen Gréflen r, p abhangt. Wie auch im-
mer diese Grolen gewdhlt werden, kommen stets dieselben Terme in dieselbe
Periode, sofern vorgeschrieben ist, wie viele Terme die Periode enthalten soll.

Das Kriterium dafiir, dass zwei Terme A, B in derselben Periode liegen,
ergibt sich daraus, dass beide in einer solchen Form (p*¢*®) enthalten sind,

also A = rpke+a, B = rpklew (mod. p). Dabei ist r eine primitive Wurzel
der Kongruenz "™ = 1 (mod. p) und p eine primitive Wurzel der Kongruenz
2 =1 (mod. n); siche oben.

Zu beweisen ist: Werden anstelle der Zahlen 7, p andere, etwa s, o, gewahlt,
so sind A und B in dhnlichen Formen sUZHB, s“lle% enthalten.

Es sei s = r (mod. p); o* = p (mod. n) und m = ¢¢ (mod. n), was méglich
ist, weil r, p primitive Wurzeln sind. Dabei ist m zu n und p zu A teilerfremd
(Kapitel 111). Durch die entsprechenden Substitutionen erhalten wir

hketna+e

s , B=s

ik etnat

A

Q. E. D.

247.

SATZ. Das Produkt zweier gleichartiger Perioden ldsst sich unabhdngig
von der Zahl p durch Addition gleichartiger Perioden und gegebener Zahlen
bilden.

(Perioden heiBen gleichartig, wenn sie gleich viele Terme enthalten oder
die Zahl e dieselbe ist.)

Beispiel. Es sei n = 7. Das Produkt der Perioden (1) + (6) und (2) + (5)
ist wegen (a) x (b) = (a+b) gleich (3) + (6) + (8) + (11), besteht also aus den
Perioden (3) + (4) und (1) + (6).

Beweis. Es sei % = f, und die gegebenen Perioden seien (exa) und (ex )
oder die Summen

(0%) + (p°F) + (p°T2) + ...+ (p*+U=Dey P
() + (P°7%) + (pPF2e) + ..+ (pPTUDey 0

Das Produkt PQ besteht aus f? Termen. Diese ordne man folgendermaflen
an. Man bilde f Zeilen, deren jede aus f Termen besteht. Die erste enthalte
das Produkt von P mit (p?), die zweite das Produkt P. (p?¢) usw. usw.
In der ersten Zeile nehme das aus dem Term (p®) entstehende Produkt die
erste Stelle ein, das aus (p®*¢) entstehende die zweite, und so weiter der
Reihe nach. In der zweiten Zeile weise man die erste Stelle dem aus (p**¢)
entstehenden Produkt zu, die zweite dem aus (p®2¢) entstehenden usw. und
schlieBlich die letzte dem aus (p®) entstehenden. Die dritte beginne mit dem
aus (p®T2¢) entstehenden Produkt, und so fahre man fort; auf das Produkt
aus dem letzten Term folgen die Produkte aus dem ersten und zweiten usw.
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usw. Bezeichnet man also die aufeinanderfolgenden Terme der Periode P mit
1,2,3...z und die der Periode Q mit I, I IIL, .... 7, so ordne man die Teile
von PQ folgendermaflen an:

1.1+2.14+3.1+4.14+..+2.1
2. 1I+3. 1II4+4.1I+....+1.1I
3.II+4. 1T+ ...+ 1. 11T+ 2. 111

UsSw. USw.

Dann fasse man alle Terme, die in den einzelnen Zeilen dieselbe Stelle
einnehmen, zu f Gruppen zusammen. Ich behaupte:
1° Ist irgendein Term = 1, so sind alle iibrigen Terme derselben Gruppe
ebenfalls = 1
2° Jede Gruppe, in der kein Term = 1 ist, bildet eine Periode. — Sobald dies
bewiesen ist, haben wir unser Ziel offensichtlich erreicht.

Die allgemeine Form einer solchen Gruppe ist

(pa+ke —l—pﬁ), (pa+(k+l)e +p6+e)7 <pa+(k+2)e + p,é’-i-Qe)’

) (pa+(k+ffl)e_’_p5+(ffl)e)

Denn fiir p®T(=De kann auch p®t(*+f=1e geschrieben werden, weil ef = X

und p* =1 (mod. n) gelten, und ebenso fiir die vorhergehenden Terme. Man
setze p®the 4 pf = pX (mod.n), was erlaubt ist, sofern nicht potke + p?
durch n teilbar ist”). Dann ldsst sich die Gruppe so darstellen: (pX), (pX*¢),
(pxt2e) ... (pxt(I=De). Sie ist offensichtlich die Periode (e * x). Ist dagegen
pot*e + pB durch n teilbar, so sind alle Terme der Gruppe = (0), also = 1.
Q.E.D.

Anmerkung. Dieser Beweis zeigt zugleich ein sehr einfaches Verfahren, um
das Produkt zu entwickeln. Weiter unten geben wir ein anderes, das zwar
diesen Vorzug nicht hat, aber wegen seiner Einfachheit nicht unbeachtlich
erscheint.

* . . . . .
)Die Aussage muss etwas anders formuliert werden, wenn n allgemein eine Primzahlpotenz
bezeichnet; ist es dagegen eine Primzahl, so muss nichts gedndert werden.
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248.

Alle kleineren Perioden, die eine groflere Periode bilden, nennen wir ein
Periodensystem. So erhalten die Perioden

(ef xa), (ef*xf+a), (ef*2f+a).... (efx(e—1)f+ )

aus denen die Periode (f * a) besteht, diesen Namen. Das System ist ord-
nungsgemdjs angeordnet, wenn die Zahlen hinter dem Zeichen *, hier «, f+ «,
2f + a, eine arithmetische Folge mit Differenz f bilden. Schliefllich heiflen die
Systeme gleichartig, wenn sowohl die kleineren als auch die gréfleren Perioden
gleichartig sind.

SATz. Werden die Perioden zweier gleichartiger, ordnungsgemdj angeord-
neter Systeme miteinander multipliziert, namlich die erste mit der ersten, die
zweite mit der zweiten, die dritte mit der dritten usw., so ldsst sich die Summe
aller Produkte aus gegebenen Zahlen und Perioden bilden, die der grifleren
Periode gleichartig sind.

Beweis. Die Systeme seien

(ef xa), (efxa+f), (efxa+2f)...
(ef xB), (ef*B+f), (efxB+2f)...

Die Produkte der einzelnen Perioden des ersten Systems mit den entspre-
chenden Perioden des zweiten bestehen nach dem vorigen Abschnitt aus gan-
zen Zahlen und gleichartigen Perioden. Betrachtet man die Entstehung dieser
Perioden mit etwas Aufmerksambkeit, so erkennt man: Besteht (e fxa)x (ef*/3)
aus einer ganzen Zahl N und den Perioden (ef x A), (ef *x B), (ef x C) usw.,
so ergeben sich die Produkte

(ef xa+ f) x (ef x 8+ f) aus N und Perioden
(ef x A+ f), (ef«B+f), (ef *C+f)usw.
(ef xa+2f) x (ef * f+2f) aus N und Perioden
(ef x A+2f), (ef*B+2f), (ef*C+2f)usw.

und allgemein

(ef xa+uf) x (ef * 6+ pf) aus N und Perioden
(ef x A+pf), (ef xB+uf), (ef*C+pf) usw.

Daraus folgt unmittelbar, dass die Summe aller Perioden
eN+ (fxA)+ (f*B)+ (f«C)usw.  Q.E.D.

ist. Auch dieser Beweis liefert ein Verfahren, um jene Summe zu finden.
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249.

Dieser Satz ldsst sich leicht noch verallgemeinern: Hat man beliebig viele
gleichartige, ordnungsgemafl angeordnete Systeme und bildet die Produkte
aller ersten Perioden, aller zweiten usw., so besteht die Summe all dieser
Produkte aus Zahlen und gréfleren Perioden. Nimmt man alle diese Systeme
als gleich an, so besteht die Summe der Potenzen aller Perioden bei beliebi-
gem Exponenten aus Zahlen und Perioden, die der gréfleren gleichartig sind.
Schon daraus wird das Ziel dieser Untersuchungen klar. Es sei A = efgh.. ..
Man zerlege alle primitiven Wurzeln in e Perioden A, A’, A” usw., jede die-
ser Perioden wiederum in f: B, B’, B” usw., und jede davon in g: C,C’,C"
usw. Die Summe aller Perioden ist gegeben, ndmlich = —1. Nach dem gerade
Dargelegten sind aber auch

(A)2 + (A/)Q + (A//)Z + (A///)Q + usw.
(A)3 + (A/)S + (A//)?) + (A///)3 + usw.

USW. USW.

gegeben.

Daraus lisst sich nach Abschnitt 244 eine Kongruenz des Grades e finden,
deren Wurzeln A, A’, A” usw. sind. Setzt man diese nun als bekannt voraus,
so zerlege man jede Periode in kleinere:

A in B, B, B"...
4 in B® Bt  prt2)
usw.
Also ist B+ B’ + B” + ... = A gegeben. Nun bestehen aber

(B2 + (B")? + (B")* + ...
(B)S + (B/)3 + (B/’)3+...

Uusw.

aus Einheiten und den Perioden A, A’, A” usw. Daher sind B, B’, B” usw.
durch eine Kongruenz des Grades f gegeben, aus der sie gefunden werden
konnen. Ebenso lassen sich die Perioden bestimmen, aus denen A’, A” usw.
bestehen. Daraus wird jeder erkennen, dass sich jede Periode auf genau diesel-
be Weise in kleinere unterteilen lésst, bis man zu den Wurzeln selbst gelangt.

250.

Bei der Anwendung dieser Regeln tritt aber eine Schwierigkeit auf, die wir
beseitigen miissen. Da jede Kongruenz mehrere Wurzeln hat, miissen wir se-
hen, welches Zeichen jeder zuzuweisen ist, damit sie sich richtig voneinander
unterscheiden lassen. Die Bezeichnung der Perioden héngt von den Zahlen r, p
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ab, die beliebig gewéhlt werden konnen. Daher muss auch der Bezeichnung
etwas Willkiirliches anhaften. Die Zahl p muss allerdings schon zu Beginn
festgelegt werden. Das Wesen unserer Methode besteht vor allem darin, aus
grofleren Perioden kleinere abzuleiten. Ohne die richtige Anordnung der Pe-
rioden, die wir durch die Zeichen erreicht haben, ist das aber nicht moglich.
Wir miissen daher dafir sorgen, dass alle Perioden, sobald sie gefunden sind,
durch ihre Zeichen unterschieden werden.

Die Periode A sei mit (e * ) bezeichnet und in f Perioden B,C, D usw.
zerlegt, die bezeichnet werden sollen. Jede ist offenbar in einer solchen Form
(ef x ke + o) enthalten. Ich behaupte aber, dass man fiir eine von ihnen, B,
die Zahl k beliebig wihlen und daraus die Anordnung der iibrigen ableiten
kann.

Es sei R eine beliebige primitive Wurzel der Kongruenz 2™ = 1, und B
bestehe aus den Termen R* + R” + usw.. Es sei <pt® = 1 (mod.n). Da
der Wert von r beliebig ist, sofern nur A das Zeichen (e * «) erhélt, was
offensichtlich von selbst geschieht, setze man » = RV (mod.p). Dann ist der
erste Term von B gleich 7**"*, und B darf mit (ef * ke + a) bezeichnet
werden. Hétten wir anstelle von R* den Term RY betrachtet, so hitten wir
einen anderen Wert von r erhalten. Man erkennt aber leicht, dass fiir jede
beliebige Wurzel p die Wurzel r % verschiedene Werte haben kann.

251.

Wir wollen nun sehen, wie man nach der Bezeichnung einer Periode die
iibrigen durch ihre Zeichen unterscheidet. Dazu miissen wir aber eine andere
Methode suchen, um die tibrigen Perioden zu finden. Denn soweit diese wie A
selbst Wurzeln einer Kongruenz sind, ist unter ihnen keine Reihenfolge erkenn-
bar. Wir nehmen an, A sei mit (ef *0) bezeichnet. Aus dem Vorhergehenden
folgt dann

A? hat die Form M + N(ef % 0) + O(ef 1) + Plef % 2) + ...
A3 hat die Form M’ + N'(ef «0) + O'(ef x 1) + ...
usw.
A%~ hat die Form M* 4+ N*(ef x0) + O*(ef * 1) + ...
Hinzu kommt die Kongruenz
(ef x0)+ (ef x 1)+ ...+ (ef xef —1)=—1

Wir haben also c¢f — 1 lineare Kongruenzen und ebenso viele unbekannte
Groflen, die sich daher durch Elimination bestimmen lassen.

Anmerkung. Es kann vorkommen, dass die unbekannten Gréflen durch
Ausdriicke der Form Wlp gegeben sind. Wie dieser Schwierigkeit abzuhelfen
ist, zeigen wir weiter unten. Hier wollen wir uns nicht damit aufhalten, weil

dieser Fall nur sehr selten auftreten kann.
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252.

Dies moge im Allgemeinen iiber die Losung reiner Kongruenzen geniigen.
An verschiedenen Stellen weiter unten wird noch vieles iiber sie gesagt wer-
den. Insbesondere lésst sich vieles aus der Losung reiner Gleichungen hierher
iibertragen; darauf werden wir an der jeweiligen Stelle hinzuweisen nicht ver-
sdumen. Wir fiigen noch ein Beispiel hinzu, dessen Vergleich mit den Regeln
den weniger Getlibten alles deutlicher machen wird.

Es sei n = 31, p = 311, gesucht sind also die Wurzeln der Kongruenz
231 — 1 = 0 (mod. 311). Zuniichst ist eine primitive Wurzel der Kongruenz
y30 —1 = (mod. 31) zu suchen, etwa y = 3. Wir setzen daher p = 3 und teilen
zunéchst alle primitiven Wurzeln der gegebenen Kongruenz in 5 Perioden ein,
namlich

(5%0) ..... (1) + (26) + (25) + (30) + (5) + (6)
(5x1) ..... (3) + (16) + (13) + (28) + (15) + (18)
(5%2) ..... (9) + (17) + (8) + (22) + (14) + (23)
(5%3) ..... (27) + (20) + (24) + (4) + (11) + (7)
(5x4) ..... (19) + (29) + (10) + (12) + (2) + (21)
Die erforderlichen Rechnungen ergeben fiir die Summe der Perioden = —1,

fiir die ihrer Quadrate = 25, Kuben = 26, vierten Potenzen = 249 und fiinften
Potenzen = 564.
Die Perioden sind daher die Wurzeln der Kongruenz

2P+t —122° — 2122+ 2 +5=0
Weiter findet man

(5%0)2=6+2(5%0)+2(5%3)+ (5%4)
(5503 =12+15(5%0) +4(5% 1) +3(5%2) +6(5%3) + 6(5 % 4)
(5% 0) =90+ 60(5 % 0) + 28(5 % 1) + 26(5 * 2) + 49(5 % 3) + 38(5  4)

und daraus durch Elimination

Eine Wurzel der gefundenen Kongruenz ist = 17. Setzt man also (5x0) = 17,
soist (5x1) =183, (5x2) =263, (5x3) =91, (5x4) = 67.
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Nun teile man jede der gefundenen Perioden wiederum in drei, némlich

(5%0) in (15%0), (15%5), (15% 10)

oder in (1) + (30), (26) + (5), (25) + (6)
(5%1) in (15%1), (15%6), (15x11)

oder in (3) + (28), (16) + (15), (13) + (18)

Uusw. Uusw.

Die Perioden, in die die folgenden zerlegt sind, seien Wurzeln der jeweils
angegebenen Kongruenzen:

(5%0) Wurzeln der Kongruenzen sind 23+ Az? + Bz +C =0

(5x1) P+ A2+ B2 +0C' =0
(5% 2) B+ A2+ B2+ 0C"=0
usw.
Dann ist

=—(5%x0), B=(5*0)+(5x3), C=-2—(5x4)
A'=—(x1), B=bBx1)+(5*4), C'"=-2—(5%0)

usw. usw. USW.
Daher
sind Wurzeln
(15%0), (15%5), (15 10) 23 — 1722 + 108z — 60 = 0
der Kongruenzen

(15% 1), (15%6), (15%11)

(15%2), (15x7), (15%12)

(15%3), (15%8), (15%13)

(15x4), (15%9), (15 % 14)

Hier gilt aber
(15%0)3 — 3(15 % 0) = (15 % 1)

(15%1)% —3(15% 1) = (15 % 2)

Setzt man daher eine der Wurzeln der ersten Kongruenz, 10, als (15 x 0),
so erhalt man

(15+0)= 10  (15%5)= (15%10) =
(15+1)= 37  (1546)= (15%11)=
(I5%x2)= —151 (15%7)=  (15x12) =
(15+3)= -39 (158 = (15%13) =
(I5x4)= —112 (15%9)= (15x14) =
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Schliefllich nehme man die Terme, aus denen die einzelnen Perioden be-
stehen. Dann sind

(1), (30) Wurzeln der Kongruenzen 22— (15%0)z+1=0
(3), (28) 22— (15 1)z +1=0
usw.

Die Wurzeln der ersten Kongruenz sind 126 und 195, die somit primitive
Wurzeln der Kongruenz 23! = 1 sind. Aus ihnen lassen sich die iibrigen ohne
Miihe ableiten.
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ALLGEMEINE UNTERSUCHUNGEN UBER KONGRUENZEN.
LEHRE VON DEN RESTEN, ACHTES KAPITEL.

330.

Die in den vorigen Abschnitten dargestellten Ergebnisse iiber Kongruen-
zen betreffen nur die einfachsten Félle und wurden meist mit besonderen
Methoden gewonnen. In diesem Abschnitt wollen wir versuchen, die Theorie
der Kongruenzen, soweit es gegenwértig moglich ist, auf héhere Grundséitze
zuriickzufithren, etwa so, wie man die Theorie der Gleichungen zu betrach-
ten pflegt. Mit dieser besteht, wie wir schon mehrfach bemerkt haben, eine
bemerkenswerte Analogie. Da sich alle algebraischen Kongruenzen mit einer
einzigen Unbekannten auf die Form

X=0

bringen lassen, wobei X eine algebraische Funktion der Unbekannten = ohne
Briiche ist, miissen zunéchst solche Funktionen betrachtet werden.

331.

Sind P, ) Funktionen der Unbestimmten x von der Form

A+ Bz + Cxx + Dz + . ..
H+Iz+ Kax+ L3+ ...

(solche wollen wir kiinftig stets einfach als Funktionen bezeichnen), und sind
in beiden die Koeffizienten gleicher Potenzen von z nach irgendeinem Modul
kongruent, so heiflen die Funktionen nach diesem Modul kongruent. Offen-
bar nehmen kongruente Funktionen kongruente Werte an, wenn fiir die Un-
bestimmte gleiche oder kongruente Werte eingesetzt werden. Was wir in den
Kapiteln 1 und 11 iiber Zahlen bewiesen haben, gilt meist auch fiir Funktionen.
Sind also P = P’, Q = @', R = R’ usw., so gelten offenbar P+ Q + R usw. =
P4+Q +R +usw; P-Q=P —Q'; PQ=PQ"; PQR usw. = P'Q'R' usw.
Die Beweise sind sehr leicht und lassen sich dhnlich wie in Kapitel I fithren.

Ist PQ = R, so bezeichnen wir die Funktion ¢ durch % unter Angabe
des Moduls und sagen, ) sei der Quotient, wenn R durch P nach diesem
Modul geteilt wird. Offenbar kénnen an die Stelle von @ alle ihr kongruenten
Funktionen treten, die wir samtlich als einen einzigen Wert betrachten. Wei-
ter unten werden wir jedoch zeigen, in welchen Féllen ein solcher Quotient
mehrere, also inkongruente Werte haben kann.
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332.
Ist der Modul eine Primzahl und enthélt der Divisor () nur einen einzigen
Term Hz", dessen Koeffizient H nicht durch den Modul teilbar ist, ist also

nur H nicht = 0, so kann der Quotient nicht mehrere Werte haben. Denn
wiren QA = P und QB = P, so ware Q(A — B) = 0. Es sei nun

Q= o+ Ha" + I"! + usw.
wobei H nicht durch p teilbar sei, und
A— B = La' + Mz + usw.

wobei L nicht durch p teilbar sei (diese Form wird A — B haben, weil wir
voraussetzen, dass A nicht = B ist). Dann wire Q(A—B) = H Lz +usw. =
0. Das ist absurd, weil HL nicht = 0 ist.

Es lassen sich nun leicht Regeln angeben, um die Funktion P durch @ zu
teilen, sofern dies moglich ist. Es sei

P =az® + bz + cx*t? + usw. + kz”

Q = mat + na! T+ gz 4+ usw. + ta”

wobei a, k, m,t nicht durch den Modul teilbar seien. Dann muss « nicht < pu
und & nicht < 7 sein. Die Division lasst sich dhnlich wie beim gewdhnlichen
algebraischen Rechnen ausfithren, wenn man nur stets fiir den Quotienten eine
ganze Zahl nimmt. Der Quotient wird ndmlich immer die Form .- haben, was
nach dem Modul bestimmt werden muss. Bleibt nun, nachdem k+py—a—7+1
Terme gefunden sind, ein Rest, so hat dieser die Form

AgFHrmTHL L Byt g O

Sind dabei nicht alle Koeffizienten A, B,C'.. = 0, so lasst sich P nicht durch
Q teilen.

Offenbar hétte man die Division auch mit den Termen hochsten Grades,
kx®, tx”™, beginnen kénnen. Die Rechnung wird leichter, wenn man ) auf die
Form

mat(1 + qx + rox + usw.)

bringt. Setzt man mwv = 1, so ergibt sich daraus

P vP et
Q 14+ qx+ usw.

Danach lasst sich die Division mit den gewothnlichen Methoden zu Ende fiih-
ren.
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333.

SATZ. Ist x = a eine Wurzel der Kongruenz £ = 0, so ldsst sich & durch
x — a nach dem Modul der Kongruenz teilen.

Beweis. LieBe sie sich ndmlich nicht teilen, so wére £ = (z —a)&’ + b, wobei
b nicht durch den Modul teilbar wéire. Setzt man nun = = a, so wird £ nach
Voraussetzung = 0, also (z — a)¢’ + b = 0. Dann gilt aber auch (z —a)¢’ =0,
und daher muss b notwendig = 0 sein.

334.

AUFGABE. Zu zwei gegebenen Funktionen ihren gemeinsamen Teiler (hochs-
ten Grades) nach einem gegebenen Modul finden.

Lésung. Die Funktionen seien A, B, und der Grad von A sei mindestens so
grofl wie der von B. Man teile A durch B. Geht dies ohne Rest, so ist B der
gesuchte gemeinsame Teiler. Bleibt ein Rest C', so hat dieser einen niedrigeren
Grad als B. Es sei also

A=aB+C, B=bC+D, C=cD+FE, usw.

wobei A, B,C, D, a,b, c usw. Funktionen seien und die Grade der Funktionen
A, B,C, D usw. eine abnehmende Folge bilden. Geht schliefflich eine Division
auf, etwa D = dF, so ist der letzte Divisor der gesuchte gemeinsame Teiler.
Geht keine auf, so gelangt man schliellich zu einem Rest, der keinen Grad
hat, also zu einer Zahl. In diesem Fall haben die Funktionen A, B aber keinen
gemeinsamen Teiler.

Beweis. Teilt der Divisor E die vorhergehende Funktion ohne Rest, so teilt
er, wie leicht ersichtlich, alle vorhergehenden. Daher ist £ ein gemeinsamer
Teiler der Funktionen A, B. Damit ist die erste Behauptung bewiesen. Gébe es
aber einen Teiler hoheren Grades, etwa E’, so wiirde dieser wegen C' = A—aB
auch C und ebenso D usw., also auch F teilen: Eine Funktion héheren Grades
wiirde eine Funktion niedrigeren Grades teilen. Das ist absurd. Damit ist die
zweite Behauptung bewiesen. Hieraus erkennt man auch, dass man, wenn ein
gemeinsamer Teiler irgendeines Grades existiert, nicht zu einem Rest ohne
Grad gelangen kann. Sonst wiirde nédmlich eine Funktion ohne Grad durch
eine Funktion irgendeines Grades geteilt, was absurd ist.

335.

SATZ. Sind A, B nach dem Modul p teilerfremde Funktionen und hat A den
Grad o, B den Grad 3, so lassen sich Funktionen P,Q mit Graden finden,
die jeweils < 3, < a sind, sodass

PA+ @B =1 (mod.p)

200



Nachlass. Allgemeine Untersuchungen iiber Kongruenzen

Beweis. In diesem Fall gilt ndmlich
A=aB+C, B=bC+D, usw. K=kL+ M

wobei die Grade der Funktionen A, B,C, D, .. K, L, M fortwdhrend abnehmen
und M keinen Grad hat. Man bilde nun die Folgen

a. do. d'. d" .a(”)
17 7 b/7 b//7 .b(nfl)
so, dass
ad=ba+1 d'=cd+a a"=dd"+d usw.
V=cb+1 b =dv+b b"=eb"+b usw.
Dann gilt

A—aB=+C, bA—dB=-D, VA—d'B=+E, usw.
wie leicht ersichtlich, und daher schliefSlich
b VA—aWB=+M
Es sei nun ﬁ = p1. Setzt man P = pb"~ Y Q = —pa™, so erhalt man
PA+QB=1

Weiter ist offenbar

Grad von B + Grad von a = Grad von A.
Grad von C + Grad von b = .Grad von B

usw.
Grad von L + Grad von & = Grad von K

Also gilt
Grad von L + Summe der Grade von a,b, ..k = Grad von A
Der Grad von a(® ist offenbar und damit auch
Grad von Q = Summe der Grade von a,b,c,.. d. h. = a — Grad von L

Somit ist
Grad von P = 8 — Grad von L Q. E. D.
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336.

Hieraus folgt, dass man, wenn M der gemeinsame Teiler hochsten Grades
der Funktionen A, B ist, stets setzen kann

AP+ BQ=M

Beispiele zum vorigen Satz lasse ich der Kiirze halber weg. Die Leser wer-
den es aber nicht versdumen, sich durch Beispiele im Umgang mit solchen
Aufgaben zu iiben. Es lohnt sich auch, darauf hinzuweisen, dass der vorige
Satz fiir Funktionen gilt, die ohne einen Modul betrachtet werden, sofern ihre
Koeflizienten rationale Zahlen sind. Das ergibt sich von selbst aus der Art des
Beweises. Wir kénnen uns jedoch nicht damit aufhalten. Ahnliches wird der
Leser im Folgenden auch ohne Hinweis bemerken.

Hat A weder mit B noch mit C einen gemeinsamen Teiler irgendeines
Grades, so hat sie auch mit dem Produkt BC' keinen gemeinsamen Teiler. Es
sei ndmlich

PA+QB=1, danngilt PAC+QBC=C

Hétte nun A mit BC' einen gemeinsamen Teiler M, so wiirde dieser auch C
teilen, entgegen der Voraussetzung. Allgemein ist also eine Funktion A, die
zu B, C, D usw. teilerfremd ist, auch zum Produkt aller teilerfremd.
Haben A, B, C, D usw. keinen allen gemeinsamen Teiler, so lasst sich errei-
chen, dass
PA+ QB+ RC+SD +usw.=1

Der gemeinsame Teiler héchsten Grades von A und B sei M, der von M und
C sei M, der von M’ und D sei M" usw. Offenbar hat das letzte Glied dieser
Folge nach Voraussetzung keinen Grad. Daher lésst sich setzen

aA+bB=M, mM+cC=M, m'M +dD=M", usw.

Nach den entsprechenden Einsetzungen ergibt sich die Richtigkeit des Satzes.

337.

SATZ. Sind A, B, C usw. nach dem Modul p zueinander teilerfremde Funk-
tionen (haben also je zwei keinen gemeinsamen Teiler), und ist die Funktion
M nach demselben Modul durch jede einzelne teilbar, so ist sie auch durch
das Produkt aller teilbar.

Beweis. Man kann ndmlich PA + QB = 1 setzen, und daher gilt

M M M

A9t B =B
Da nun C zu AB teilerfremd ist, ist M auch durch ABC und ebenso durch
ABCD usw. teilbar.
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338.

Hat die Kongruenz £ = 0 die Wurzeln = a, © = b, x = ¢ usw., so lasst
sich & durch das Produkt aus (z —a), (x —b), (x — ¢) usw. teilen. Da ndmlich
a, b, c. usw. als inkongruent vorausgesetzt werden, sind die Funktionen x —
a,x — b,z — c usw. zueinander teilerfremd. Da £ durch jede einzelne teilbar
ist, ist sie auch durch das Produkt aller teilbar. Die Anzahl der Wurzeln kann
daher den Grad der Kongruenz nicht iibersteigen. Das ist der versprochene
Beweis dieses Satzes.

Zugleich zeigt sich aber, dass die Losung der Kongruenzen nur einen Teil
einer viel tiefer gehenden Untersuchung bildet, ndmlich der Zerlegung von
Funktionen in Faktoren. Offenbar hat die Kongruenz £ = 0 keine reellen Wur-
zeln, wenn & keine Faktoren ersten Grades besitzt. Das hindert aber nicht
daran, dass sich £ in Faktoren zweiten, dritten oder hoheren Grades zerle-
gen lésst, aus denen man ihr gewissermaflen imagindre Wurzeln zuschreiben
konnte. Hétten wir uns tatsdchlich eine dhnliche Freiheit nehmen und sol-
che imagindren Groflen einfithren wollen, wie es die neueren Mathematiker
getan haben, so hétten wir alle folgenden Untersuchungen unvergleichlich
verkiirzen kénnen. Dennoch haben wir es vorgezogen, alles aus Grundsétzen
abzuleiten”).

339.

Funktionen heiflen nach einem bestimmten Modul prim, wenn sie sich nach
diesem Modul durch keine Funktionen niedrigeren Grades teilen lassen.

So sind alle Funktionen ersten Grades prim; Funktionen zweiten Grades
sind entweder prim oder aus zwei Funktionen ersten Grades zusammengesetzt.
Daher ist £ eine Primfunktion zweiten Grades, wenn die Kongruenz & = 0
keine reellen Wurzeln zulédsst. Zum Beispiel ist xz +  + 1 fiir den Modul 5
prim, weil

zr+z+4+1=(z—2)% -3 (mod.5)

und 3 ein quadratischer Nichtrest von 5 ist.

Diese Primfunktionen verdienen vor allem unsere Aufmerksamkeit. Zwar
kénnen andere als solche ersten Grades nicht zum Auffinden reeller Wurzeln
dienen; eine eingehendere Betrachtung empfiehlt sich jedoch sowohl wegen
ihrer bemerkenswerten Eigenschaften als auch wegen anderer vorziiglicher
Wahrheiten, die sich aus ihnen ableiten lassen.

“Vielleicht werden wir bei einer anderen Gelegenheit unsere Ansicht hierzu ausfiihrlicher
darlegen.
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340.

SATZ. Jede Funktion ist entweder prim oder aus Primfunktionen zusam-
mengesetzt. Im zweiten Fall ldsst sie sich nur auf eine einzige Weise aus
Primfunktionen zusammensetzen.

Beweis. Ist ndmlich die vorgelegte Funktion A nicht prim, so ist sie durch
eine andere Funktion B niedrigeren Grades teilbar. Ist B keine Primfunktion,
so ist sie durch eine andere Funktion C niedrigeren Grades teilbar. Fahrt man
so fort, so muss man schliellich zu einer Primfunktion gelangen. Sonst wére
diese Folge unendlich, was absurd ist, da die Grade fortwdhrend abnehmen.
Ist nun die letzte Primfunktion L, so teilt sie alle vorhergehenden. Daher
ist A = LA, und A’ hat einen niedrigeren Grad als A. Wiederholt man
dies, so erhilt man A’ = L’A” usw. Offenbar muss man schlielich zu einer
Primfunktion gelangen, und daher ist A = einem Produkt aus Primfunktionen
L, L', L"” usw. . Damit ist die erste Behauptung bewiesen.

Wire nun auch A = MM'M"” usw., und wéren nicht alle L, L', L” usw.
dieselben wie alle M, M’, M" usw., so lasse man die Funktionen weg, die bei-
den Folgen gemeinsam sind. Es mogen A\, X', N . .; u, p/, ", ... iibrig bleiben.
Dann ist g zu A\, X, \” usw., also auch zum Produkt AN\’ usw. teilerfremd.
Dennoch miisste gelten

NN
NN o=y’ dlh o =u/p" .. ein Widerspruch

341.

Die erste Hauptaufgabe dieser Untersuchungen besteht darin, die Anzahl
der Primfunktionen jedes Grades zu bestimmen. Fiir einen bestimmten Modul
ist ndmlich die Anzahl aller verschiedenen (inkongruenten) Funktionen jeden
Grades endlich. Von diesen sind einige aus Primfunktionen niedrigeren Grades
zusammengesetzt, andere selbst prim; daher ist auch die Anzahl der letzteren
endlich. Eine strenge Entwicklung dieses Gegenstandes ist recht heikel. Wir
werden mit den einfacheren Féllen beginnen.

Setzt man den Modul = p, so ist die Anzahl aller verschiedenen Funktionen
des Grades n von der Form

2"+ Az 4+ Ba" 2 + O™ 3 + usw.

gleich p". Die Anzahl der Koeffizienten .A, B.C usw. ist ndmlich n, und jeder
kann unabhéngig von den iibrigen = 0,1,2,3..(p — 1)(mod. p) sein. Aus der
Kombinatorik ergeben sich daher p™ verschiedene Kombinationen, die somit
die Gesamtheit aller verschiedenen Funktionen dieses Grades bestimmen.

So gibt es p Funktionen ersten Grades, ndmlich z,x +1,x+2 bisx+p—1,
ferner pp Funktionen zweiten Grades usw.
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342.

Wir haben schon darauf hingewiesen, dass alle Funktionen ersten Grades
als prim anzusehen sind. Beschrénken wir uns also, was fiir unser Vorhaben
geniigt, auf die Funktionen, deren héchster Term den Koeffizienten 1 hat, so
gibt es p Funktionen ersten Grades oder einer Dimension.

Alle Funktionen zweiten Grades sind entweder aus zwei Funktionen ers-
ten Grades zusammengesetzt oder prim. Aus der Kombinatorik ist bekannt,
dass sich p verschiedene Dinge bei zugelassenen Wiederholungen auf 'f;l
verschiedene Arten kombinieren lassen. Daher gibt es ebenso viele Funktio-
nen, die aus zwei Primfunktionen ersten Grades zusammengesetzt sind, und
somit pp — % = %(pp — p) Primfunktionen zweiten Grades.

Ebenso sind von allen Funktionen dritten Grades, deren Anzahl p? ist,
diejenigen auszuschlieflen, die aus drei Primfunktionen ersten Grades zusam-
mengesetzt sind und deren Anzahl % ist. Dazu kommen diejenigen,
die aus einer Primfunktion ersten und einer zweiten Grades zusammenge-
setzt sind und deren Anzahl p. %(pp — p) ist. Lésst man diese weg, so bleiben
%(p?’ — p) iibrig. So viele Primfunktionen dritten Grades gibt es also. Offenbar

kann man auf diese Weise stets fortfahren.

343.

Um diese Rechnungen leichter auszufiihren und zugleich den Weg zur Ent-
wicklung des allgemeinen Gesetzes zu bahnen, wollen wir die Sache allgemein
betrachten. Der Kiirze halber bezeichnen wir mit (1) die Anzahl der Prim-
funktionen ersten Grades, mit (2) die Anzahl der Primfunktionen zweiten
Grades, ferner mit (12) die Anzahl der aus zwei Primfunktionen ersten Gra-
des zusammengesetzten Funktionen usw. usw. Allgemein bezeichnen wir mit
(12237...) die Anzahl aller aus Primfunktionen zusammengesetzten Funk-
tionen, und zwar aus « ersten, 8 zweiten, v dritten Grades usw. Ihr Grad
ist also o + 28 + 3y 4+ usw. Aus dem Vorhergehenden und der Kombinatorik
ergibt sich dann

(192°374° ) = (1%)(2°)(37)(49) ..

u%_(nmn+1xu+2xn+3umn+a—1
N 1.2.3.4...«

oder allgemein

(@).(a)+1.(a)+2.(a)+3...(a) +a—1

N
() = 1.2.3.4...a
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Sammelt man schliefflich alle verschiedenen Arten, die Zahl n durch Addi-
tion aus den Zahlen 1, 2, 3, ... zusammenzusetzen, und bezeichnet diese Arten
mit a. 14+ 5.2+ v.3+usw., so ist offenbar die Summe aller dieser Ausdriicke
(122837 .) gleich der Anzahl aller Funktionen des Grades n, also = p". So ist

p=(1)
pp=(1%)+(2)
PP = (1% +(1.2)+(3)
pt =Y+ (12.2) +(1.3)+(2%) + (4)

Offenbar geht in den Ausdruck p™ aufler den Gréfen (1), (2), (3) usw. auch
(n) ein. Daraus erkennt man, wie sich alle Gréflen aus den vorhergehenden
bestimmen lassen. So findet man

(H)=p (4) = %(104 — pp) (7) = %(ﬂ —p)
(2)=3(p—p) (5)= §(p5 —p) (8) = 5(* —p*)
3)=30*—p) (6)=50°—p*—pp+p) usw.

344-346.

Aus diesem Anfang der Folge erkennt man, dass der hochste Term des
Ausdrucks (n) gleich %p” ist. Ist n eine Primzahl, so kommt —%p hinzu;
ist n dagegen zusammengesetzt, so tritt das Gesetz weniger deutlich hervor.
Betrachtet man die Sache aber genauer, so sieht man, dass

p=(1) p>=5(5)+ (1)

pp=2(2)+ (1) p® = 6(6) +3(3) +2(2) + (1)
p*=3(3) + (1) pr=T(7) + (1)
pt=4(4)+2(2)+ (1) p®=8(8) +4(4) +2(2) + (1) usw.

wobei das Bildungsgesetz offensichtlich ist. Hat ndmlich die Zahl n sdmtliche
Teiler «, 3,7, 6 usw., so gilt

p" = a(a) + B(B) +7(7) +9(6) + usw.

Wir gehen nun daran, die Allgemeingiiltigkeit dieser Beobachtung zu be-
weisen.
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Wir haben gezeigt, dass die Summe aller solchen Ausdriicke

(1%)(28)(37) ..., wenn stets a + 28 + 3y + ... = n gilt, alle Funktionen des
Grades n erschopft und somit = p™ ist. Hieraus folgt, — — —. Entwickelt
man
1 1) 1 (2 1 3)
(1—37) (1—x1:> (1—:1:3)
in die Reihe 1 + Az 4+ Bxz?... = P, so ist

A=p, B=p? C=p°usw.

zdP  (Dz  2(2)z®  3(3)a®

Pdr 1—z 1—22 1—23""
[Hieraus ergibt sich, wenn man 16}”;1, fiir "}“;ddi einsetzt und die einzelnen

Briiche in unendliche Reihen entwickelt, die Richtigkeit des Satzes von selbst.]

347.

Dieser Satz lasst sich auch anders ausdriicken. Sind sadmtliche Teiler der
Zahl n gleich n,1,4,8’,6”,8" usw., so besagt der Satz, dass

p" =n(n) + (1) +6(8) + 8'(8) + usw.

Offenbar hat nun das Produkt aus den (n) Primfunktionen des Grades n den
Grad n(n). Entsprechendes gilt fiir die tibrigen. Daher gilt

Das Produkt aus allen Primfunktionen ersten Grades und der Grade n,d, 8’
usw. hat den Grad p".

Aus diesem Satz lasst sich nun leicht der Wert des Ausdrucks (n) selbst
ableiten. Der Kiirze halber unterdriicken wir jedoch die Rechnung, die nicht
schwierig ist. Es sei also n = a®b®¢? usw., wobei a,b, ¢ usw. verschiedene
Primzahlen seien. Dann gilt

n(n) =p" — Ep% + Zp% — Epﬁ usw.

Hier bezeichnet Epﬁ die Gesamtheit aller zu p# dhnlichen Ausdriicke,
wenn man die Groflen a, b, ¢. . auf jede Weise untereinander vertauscht. So ist
fiir n = 36 dann 36(36) = p®0 — p!® — p'2 4 p".
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Eine weitere Bemerkung sei noch erlaubt. Hat n die Form a® und ist a
prim, so ist n(n) = p" — pa. Da (n) notwendig eine ganze Zahl ist, gilt daher
fir jedes p

7

p" =pa (mod.n)
Ist also p zu a teilerfremd, so gilt

n—

p

n
a

=1 (mod.n)

und fir o =1
p* 1 =1 (mod. a)

Es ist bemerkenswert, dass sich diese Satze auf so verschiedene Weise gewin-

nen lassen.
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348.
AUFGABE. Gegeben sei die Gleichung

2™+ Az 4 B 2 4 Ca™ 3 fusw. + M =0

mit den Wurzeln x = a, x = b, x = ¢ usw. Man finde eine Gleichung mit den
Wurzeln x =a”, x =07, x = ™ usw.

Erste Lésung. Man bestimme mit dem bekannten Satz die Summen der
Wurzeln der gegebenen Gleichung, ihrer Quadrate, Kuben usw. bis zur Potenz
mit dem Exponenten m7. Damit erhilt man auch die Summen der Wurzeln
der gesuchten Gleichung und ihrer Quadrate usw., nimlich Ya”, Ya?" usw.
Hieraus lassen sich mit demselben Satz die Koeffizienten bestimmen.

Fiir die praktische Rechnung ist diese Losung zwar einfacher; doch eignet
sich die folgende besser fiir unseren Zweck und auch dazu, zu zeigen, dass die
Koeffizienten der gesuchten Gleichung ganze Zahlen sind, wenn die Koeffizi-
enten der gegebenen Gleichung ganze Zahlen sind.

Zweite Léosung. Es sei 8 eine primitive Wurzel der Gleichung ™ = 1. Man
bilde das Produkt aus

™ 4+ Az™ ! + Ba™ 2 + usw.
™+ AGx™ 1 + BOOL™? 4 usw.
™+ AGOz™ ! + BO*2™? 4 usw.
usw.

2™ 4+ AT L™ 4 BT 22 4 usw.
Die Wurzeln dieses Produkts sind daher

a, Ba, 00a usw.
b, 6b, 00b usw.
c, Bc, 00c usw.

d. h. das Produkt ist gleich
(" —a")(a" =b")(z" =) ...
und hat somit die Form

me+A/xT(m—1) —|—B/$T(m_2) + usw.
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Schreibt man nun fir 2™ die Gréfle x, so ist
g™ 4+ Alz™ 4 B2 pusw. = (z—a )z —b)(z —T)...
und damit
2™+ Ale™ 4 Be™ 2 4 usw. =0

die gesuchte Gleichung. Dass hier A’, B’ usw. nicht nur rationale, sondern
auch ganze Zahlen sind, folgt leicht aus der Theorie der Gleichung =™ = 1.

Da wir diese Operation im Folgenden oft verwenden werden, bezeichnen wir
mit (P, p7) die Funktion, die, gleich null gesetzt, eine Gleichung ergibt, deren
Wurzeln die Potenzen mit dem Exponenten 7 der Wurzeln der Gleichung
P =0 sind.

Ist P = @ nach irgendeinem Modul, so ist auch (P,p") = (Q,p") nach
demselben Modul.

349.

SATZ. Der Koeffizient des Terms z™ in (P, p") ist nach dem Modul T dem
Koeffizienten des Terms x™" in P™ kongruent, sofern T eine Primzahl ist (was
fiir diesen Fall eine dritte Losung der vorigen Aufgabe ergibt).

Beweis. Aus dem sechsten Kapitel folgt, dass jeder Koeffizient des Produkts

(2™ 4+ Az™ ! 4 usw.) (2™ + Afz™ ! 4 usw.) . ..
nach dem Ersetzen von 6™ durch die Einheit die folgende Form hat:
E+(1+0+00+usw.+0"HF

Betrachtet man nun 6 als primitive Wurzel der Gleichung 7 = 1, so geht
das ganze Produkt in E iiber. Setzt man hingegen 6 = 1, so geht das ganze
Produkt in P™ = E + 7F iber. Daher ist der Koeffizient des Terms z"" in
P nach dem Modul 7 dem Koeffizienten des Terms 2" in E kongruent, d.
h. dem Koeffizienten des Terms z" in (P, p").

350.

SATZ. Ist T eine Primzahl, so ist
(P,p") = P (mod.T)

Beweis. Es sei der Koeffizient des Terms 2™ in (P, p7) = N’, der Koeffizient
desselben Terms in P dagegen = N. Setzt man dann

P =2a"+ Az™ ! 4 usw. + Nz" + usw.
so gilt
PT =2 + ATz D7 4 usw. + N7z + usw. (mod. 7)
und daher nach dem vorigen Artikel N’ = N7 (mod. 7). Wegen N™ = N ist
somit N = N. Q.E.D.
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Hieraus ist auch ersichtlich, dass (P, p%) = (P, p®7) und (P,p") = (P,p""),
also allgemein
(P, p%) = (P, p‘”k) (mod. 7)

351.

SATZ. Es gibt einen Wert der Zahl v, der kleiner als p™ ist, sodass die
Funktion ¥ —1 durch die gegebene Funktion P vom Grad m, deren niedrigster
Term die Unbestimmte x nicht enthdlt, nach dem Modul p teilbar ist.

Beweis. Man teile durch P die Folge der Funktionen 1, z,zx ... bis 2" 1,
sobald ihr Grad m iibersteigt. Da keine durch P ohne Rest teilbar ist, lassen
sich alle Reste auf die Form

Az '+ Bz 24+ + N

bringen, wobei alle Koeffizienten positiv und < p sind. Da aber niemals alle
= 0 sein konnen, gibt es offenbar nur p™ — 1 Funktionen, deren einer die
einzelnen Reste gleich sein miissen. Da man bis zur Potenz von z mit dem
Exponenten p™ — 1 insgesamt p™ Reste erhélt, miissen notwendig mindestens
zwei iibereinstimmen. Bei der Division von 2% und %" durch P moge also
derselbe Rest entstehen, wobei a + v < p™. Dann ist 2% — 2® durch P
teilbar. Da nach Voraussetzung x und damit auch z¢ eine zu P teilerfremde
Funktion ist, ldsst sich daher auch ¥ — 1 durch P teilen. Q. E.D.

Folgerung. Ist ¥ — 1 durch P teilbar, so ist auch ¥ — 1 durch P teilbar,
wobei k eine beliebige ganze Zahl bezeichnet.

352.

SATZ. Bei den Bezeichnungen des vorigen Artikels sei P eine Primfunktion
und z¥ die niedrigste Potenz, die nach Abzug der Einheit durch P teilbar ist.
Dann ist v entweder = p™ — 1 oder ein Teiler dieser Zahl, mit der einzigen
Ausnahme P = x.
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Beweis. Da P eine Primfunktion vom Grad m ist, gibt es p” — 1 verschie-
dene Funktionen von kleinerem Grad als m, wenn man die Funktion 0 aus
ihrer Gesamtzahl ausschlieit. Sie sind alle zu P teilerfremd. Da nun z* der
Annahme nach die niedrigste Potenz ist, die bei der Division durch P die
Einheit als Rest lésst, entstehen offenbar bei der Division aller niedrigeren
Potenzen von 1, z, .. bis 7! durch P genau v verschiedene Reste, die allge-
mein mit A bezeichnet seien. Erschopfen sie alle moglichen Reste, so ist der
Satz bewiesen. Sind aber noch einige nicht darunter, so sei B irgendeiner da-
von. Offenbar ergibt die Funktion Bx" bei der Division durch P den Rest B,
und allgemein ist Bz¥*t* = Ba*(mod. P). Alle Funktionen von B bis Bz¥~!
liefern aber Reste, die untereinander und von den Resten A verschieden sind.
Wire niamlich Bz = Bz*®(mod. P), so wire auch 1 = z%(mod. P) und
§ < v, entgegen der Voraussetzung. Wire dagegen Bz = z*(mod. P), so wi-
re B = 2#*"~*(mod. P) und damit B einer der Reste A, ebenfalls entgegen
der Voraussetzung. Man hat somit offenbar noch v neue Reste. Auf dieselbe
Weise kann man weiter fortfahren (ganz wie oben, §. .). Dabei zeigt sich, dass
die Anzahl p™ — 1 aller moglichen Reste entweder = v oder = 2v oder = 3v
oder allgemein ein Vielfaches der Zahl v ist. Q. E. D.

353.

Aus dem vorigen Satz und der Folgerung zu §. 351 ergibt sich, dass jede
Primfunktion vom Grad n die Funktion z?"~! — 1 nach dem Modul p teilt.
Daher teilen alle Funktionen ersten Grades mit der einzigen Ausnahme der-
jenigen, die = z ist, die Funktion #P~! — 1. Dies ist der FERMATSCHE SATZ.
Alle Primfunktionen zweiten Grades, d. h. von der Form zx + Ax + B, teilen
die Funktion 2PP~! — 1 usw. Die Zahl n habe nun simtliche Teiler n, §, &', §”
usw. . 1. Offenbar ist p" — 1 auch durch p® — 1, p% — 1, p%" — 1 usw. p—1 teil-
bar. Deshalb ist die Funktion zP"~! — 1 durch alle Primfunktionen der Grade
n,8,0',0" usw. bis zu den Primfunktionen ersten Grades (unter Ausschluss
der Funktion x ) teilbar und daher auch, da alle diese Funktionen an sich prim
und somit untereinander teilerfremd sind, durch das Produkt aus allen. Eben
dieses Produkt hat aber den Grad p™ — 1 (§. 347), da die eine Funktion z
fehlt. Somit ist klar, dass dieses Produkt selbst " ~! — 1 (mod.p) kongruent
sein muss.
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354.
SATZ. Ist die Funktion x¥ — 1 durch die Funktion P teilbar, so gilt

(P, o) = (P, ')

wobei k,t beliebige ganze Zahlen bezeichnen.
Beweis. Es sei

P=a"+ Az™ ' + Ba™ 2 + usw.
Bekanntlich ergibt die Entwicklung von

ma™ L + (m — 1) Az™ 2 + usw.
™ + Az~ 4 usw.

in eine unendliche Reihe der Form
1 1 1 1
m—+a— + — +7— + usw.
T TT T T

fir a die Summe der Wurzeln der Gleichung P = 0, fiir § die Summe ihrer
Quadrate usw. Hieraus folgt ohne Miihe, dass die Summen der Potenzen mit
den Exponenten v + 1, v 4+ 2 usw. der Summe der Wurzeln, ihrer Quadrate
usw. kongruent sind. Sofern der Modul nicht gleich dem Grad der Funktion
P oder kleiner ist, folgt hieraus

(P,p"™y=P, (Pp""?) = (Pp"), (Pp"") = (P ) usw.

Jenen Fall werden wir weiter unten betrachten.
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355.
SATZ. Sind in der Folge

(P,p°), (P,p) (Pp®), (Pp’) usw.

die auf das Glied an der Stelle v folgenden Glieder den ersten der Reihe nach
kongruent, so ist ¥ — 1 durch P teilbar, sofern P keinen Faktor mehrfach
enthdlt.
Beweis. Setzt man % = (@, so ist ) eine zu P teilerfremde Funktion. Es

sei

Q A B

P2 T T E Y
Dann folgt nach Voraussetzung auf das Glied mﬂy

A B

ol T e + T + usw.
Daher ist
Q _ Az¥~' + BxV 72 4 usw.
P v —1
woraus sich ergibt, dass die Funktion ¥ — 1 durch P teilbar ist. Q. E. D.
356.

SATZ. Es sei P eine Primfunktion von x vom Grad m und X eine Funk-
tion von w,a:p,a:pp,mpB . .mpm_l, in der alle diese Griffen auf gleiche Weise
vorkommen, d. h. die unverdndert bleibt, wie auch immer diese Grofien un-
tereinander vertauscht werden. Dann ergibt die Funktion X bei der Division
durch P einen Rest, der eine Zahl ist.

Beweis. Es sei der Rest
Az P 4 Ba™ P4 A N=¢

Alle Koeffizienten A, B, C' ... bis ausschliefilich N sind = 0. Dies wird folgen-
dermaflen bewiesen. Da X — £ durch P teilbar ist, ldsst sich auch X? — &P
durch P teilen. Man erkennt aber leicht, dass XP aus X entsteht, wenn man
x durch zP, 2P durch zPP usw. . und 2P" " durch 2P oder, was dasselbe ist,
durch x ersetzt. Somit ist offenbar X? = X (mod. P). Da nun X? = ¢P und
X = {(mod. P), ist auch &P = {(mod. P, oder

&P — ¢ = 0(mod. P)

Doch ist &P — ¢ nach dem Modul p dem Produkt aus &,& 4+ 1,£ 4+ 2,.. bis
&+ p — 1 kongruent. Diese Faktoren sind alle zu P teilerfremd, sofern £ nicht
einfach eine Zahl ist. Daher kann auch &P — £ auf keine andere Weise durch
P teilbar sein. Q. E. D.

Solche Funktionen sind die Summe aller Gréfien, die Summe ihrer Quadra-
te, Kuben usw. und die Summen der Produkte aus je zwei, drei usw. Grofien.
Welche Zahl dies aber ist, werden wir im folgenden Artikel bestimmen:
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357.
SATZ. Die Primfunktion des vorigen Artikels sei

P=zxm— Az™ '+ Bx™ 2 — O™ 3 + usw.

. . oL .. m—1
Dann ist der Rest bei der Division der Summe der Grioflen x, 2P usw. xP

durch P = A, bei der Summe der Produkte aus je zwei = B, bei der Summe
der Produkte aus je drei = C' usw.

Beweis. Jene Funktionen seien X, Y, Z usw. und ihre Reste der Reihe nach
die Zahlen A’, B’,C’ usw. Man sieht leicht, dass z, 2P, zPP usw. Wurzeln der
Gleichung

2 — Xy - 223 fusw. =0

sind. Setzt man daher z = x, so ist
2™ — Xam 4 Y™ 2 — Z2™ 3 4 usw. = 0

Die Funktionen X — A, Y — B, Z — C' usw. sind aber durch P teilbar und
daher auch die Funktion

z™ — Ax™ 4 Bla™T? — O™ 4 usw.
Dies ist nur moglich, wenn A’ = A, B'= B, C' = C usw. Q. E. D.
Ferner ist bekannt, dass jede andere Funktion X von z,aP usw. [in der

alle diese GroBen auf gleiche Weise vorkommen,] stets aus diesen abgeleitet
werden kann. So ist

22 + 2% + 23 4 usw. = AA — 2B(mod. P) usw. usw.

Beispiel. Es sei p =5 und P = 22 4 2z + 3. Dann ergibt die Funktion x + 2°
bei der Division durch P den Rest = —2, und es ist 2° = 3 usw. usw.
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358. 359.

SATZ. Es sei P eine Primfunktion und x¥ die niedrigste Potenz von x, die
bei der Division durch P den Rest 1 ergibt. Ferner sei P = (P, p"™). Dann ist
n einer Potenz der Zahl p nach dem Modul v kongruent.

Beweis. Wir haben oben gezeigt, dass, wenn P

=™+ Az™ 1 + Ba™ % 4 usw.
ist, der Ausdruck
2" Az 4 B2 4 usw.
—(z—x)(z—2P).. (2 — :L‘pmil)
durch P teilbar ist. Auf dieselbe Weise wiirde folgen, dass
2™+ Az 4 B2 4 usw.

—(z=2")(z—2"P).. (2 — 2"

m—1
)

durch P teilbar ist. Da diese Faktoren aber untereinander teilerfremd sind,
miissen die einzelnen Faktoren notwendig den entsprechenden einzelnen Fak-

toren nach P,p kongruent sein. Daher muss z — 2" = z — 2P sein, d. h.
p* = n(mod.v). Q. E. D.”)

Die Primteiler der Funktion x¥ — 1 nach einem Primzahlmodul bestimmen.

360.

Ist v durch den Modul p oder eine seiner Potenzen teilbar, so sei v = pF\.
Dann ist .
¥ —1= (2 = 1)” (mod. p)

Hieraus ergibt sich, dass nur der Fall betrachtet werden muss, in dem v nicht
durch p teilbar ist.

st (P, p®) = (P, p°)(mod. p), so ist a = p"b(mod. v/).
Beweis. Bs sei 2™ + Az™ ' + B2z™~? 4+ .. = II. Dann ist (II, p*) = (II, p°) (mod. P); es gilt

aber )

(L") = (2 — )z — ™) (2 — a*77) .. (2 — 2" ),
(Hypb) = (Z — wb)(z 7xbp)(z _ xbpp) B (Z 7xbpm71)

woraus die Behauptung folgt.
Das Produkt aus II, (IT, p?), (IL, p®) usw. (II, p*) ist = (2* — 1)™(mod. P), denn es ist

(z—x)(z—2°) (2 —2°)... (2 — z")
=(z—a")(z—2")(z—2).. (z —2"P) =usw. = 2" — 1
In der Folge P, (P, p?), (P, p®) usw. ....(P,p") kommen alle Primteiler der Funktion x* — 1

vor, und zwar jeder m Mal. Daraus folgt, dass das Produkt aus allen = (¥ — 1)™ ist.
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Ist p™ = 1(mod.v), und zwar m so klein wie moglich, so ist offenbar
2P =1 — 1 durch z¥ — 1 teilbar. Daher kann z¥ — 1 nur solche Teiler haben
wie zP" ~! — 1. Dieser Ausdruck hat aber Primteiler vom Grad m und andere,
deren Grad ein Teiler der Zahl m ist. Solche Teiler hat daher auch ¥ — 1.
Wie viele von jeder Art vorhanden sind, zeigen wir an einem Beispiel, aus
dem sich das allgemeine Gesetz leicht ableiten lasst.

Es sei v = 63 und p = 13. Dann ist m = 6. Daher hat 25 — 1 nach dem
Modul 13 Primfaktoren der Grade sechs, drei, zwei und eins. Offenbar ist
das Produkt aus den Faktoren ersten Grades der gemeinsame Teiler hochsten
Grades der Funktionen z% — 1 und 2'? — 1, d. h. 23 — 1. Es gibt also drei
Primfaktoren ersten Grades. Das Produkt aus allen Primfaktoren zweiten und
ersten Grades ist der gemeinsame Teiler der Funktionen 2% — 1 und 298 — 1,
d. h. 22! —1. Daher gibt es 212—_3 oder 9 Faktoren zweiten Grades. Das Produkt
aus den Primfaktoren dritten und ersten Grades ist der gemeinsame Teiler
der Funktionen 2% — 1 und 229 — 1, d. h. 2° — 1. Daher gibt es 95—3, d. h.
2 Teiler dritten Grades. Die tibrigen haben schliefilich den Grad sechs; ihre
Angzahl ist daher = W, d. h. 6.

Durch genaue Betrachtung dieses Sachverhalts ldsst sich leicht die folgende
allgemeine Regel herleiten:

Es sei § ein Teiler von m, und es seien alle Teiler der Zahl d, die kleiner
als & sind, §',6",6" usw. Die griften gemeinsamen Teiler von v mit p° — 1,
p" =1, p¥ — 1 usw. seien der Reihe nach p,p/, 1" usw. Es sei ﬁ; ﬁ, T
usw. = N, X', X" usw. Dann hat 2¥ — 1 % Mal so viele Primteiler vom Grad
5, wie es unterhalb von p Zahlen gibt, die durch keine der Zahlen N, N, \"
usw. teilbar sind.

361.
SATZ. Ist eine Funktion X der Unbestimmien x durch eine andere Funktion

€ teilbar und geht X, wenn man x durch x* ersetzt, in X' tber, so ist X'

durch (§,p%) teilbar.
Beweis. Es sei X = v, und &, v mogen in £, ibergehen, wenn man x

durch z* ersetzt. Offenbar ist dann X’ = ¢’v’. Doch ist & durch (¢, p%) teilbar.
Also gilt dies auch fiir X’. Q. E. D.
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362.

Mit diesen Grundlagen kénnen wir die Primteiler der Funktion z¥ —1 leicht
bestimmen. Wir nehmen an, dass alle Teiler, die auch irgendeine Funktion
¥ — 1 teilen, wobei v/ < v, bereits gefunden sind, und wollen die iibrigen
untersuchen. Diese lassen sich alle im Ausdruck (P, p¥) erfassen, wenn P einer
von ihnen ist und fiir k£ alle Zahlen eingesetzt werden, die kleiner als v und
dazu teilerfremd sind.

Im Kapitel vi haben wir gezeigt, wie sich die primitiven Wurzeln der Glei-
chung ¥ = 1 so in Klassen aufteilen lassen, dass dieselbe Klasseneinteilung
entsteht, wenn man alle durch Potenzen einer von ihnen ausdriickt, gleich-
giiltig, welche primitive Wurzel man als Basis nimmt. Solche Zusammen-
stellungen von Wurzeln haben wir Perioden genannt. Offenbar lassen sich
die Funktionen z,z%, 2%, 27 usw., wobei a, 3,7 usw. alle zu v teilerfremden
Zahlen bezeichnen, auf dieselbe Weise in Perioden zerlegen und jede grofe-
re Periode wiederum in kleinere, bis man schliellich zu Perioden der Form
xk ke ghep i gelangt. Ist dies geschehen, so ist Folgendes klar:

1. Da jede Periode aus kleinsten Perioden der Form z* + *P + usw. zu-
sammengesetzt ist, ergibt ihre Division durch irgendeine Primfunktion vom
Grad m einen Rest, der eine Zahl ist.

2. Alle Terme einer Periode lassen sich stets auf die Form =z .. brin-
gen, wobei k. a, b, c.. feste Zahlen sind, wéhrend fir «, 8, .. alle Werte ein-
gesetzt werden konnen. Daher geht die Periode in sich selbst tiber, wenn man
x durch 2" ersetzt und k die Form a®%¢” .. (mod.v) hat. Hieraus erkennt
man leicht, dass alle Funktionen P, (P pk) usw., wobei k eine solche Zahl
bezeichnet, bei der Division der Periode durch sie denselben Rest ergeben.

3. Nach Abzug eines solchen Restes lisst sich die Periode somit durch das
Produkt aus allen Funktionen (P, p*) teilen.

363.

Die Hauptaufgabe besteht darin, diese Reste zu bestimmen. Zuerst suche
man den Rest, den die grofite Periode bei der Division durch das Produkt
aller zugehorigen Primfunktionen ergibt. Ist dieses Produkt

K.a®bPcY

=2 — A2 ! + usw.

so ist dieser Rest = A. Die Form dieses Produkts lésst sich leicht finden, und
aus Kapitel vi folgt, dass A = 0 ist, wenn v durch ein Quadrat teilbar ist;
andernfalls ist A entweder = +1 oder = —1, je nachdem, ob die Anzahl der
Primfaktoren von v gerade oder ungerade ist.

Nun zerlege man diese groite Periode in kleinere Perioden und stelle die
Glieder einer beliebigen Periode durch xz*P™* dar, sodass k innerhalb jeder
Periode eine feste Zahl ist, zwischen den Perioden aber wechselt, wahrend
m und v innerhalb jeder Periode verdnderlich sind und die Werte, die sie in

218



Nachlass. Allgemeine Untersuchungen iiber Kongruenzen

einer Periode annehmen, auch in den iibrigen annehmen kénnen. Man nehme
vorldufig eine beliebige Primfunktion P als Basis an, und die Perioden YzP" %,
$zFP"% usw. mégen bei der Division durch sie jeweils die Reste A, A’ usw. er-
geben. Dann ist ¥2P"“ — A durch das Produkt aller Funktionen (P, p*) teilbar;
Yk P — A" durch das Produkt aller Funktionen (P, pk/“); usw., usw. Man
sieht leicht, dass die Grofien A, A’ usw. Wurzeln einer bekannten Kongruenz
sind. Sind ndmlich die Perioden der Wurzeln der Gleichung x¥ = 1, die den
vorigen Perioden entsprechen, Wurzeln der Gleichung @ = 0, so sind A, A’
usw. Wurzeln der Kongruenz @) = 0. Denn es gilt

A+ A + usw. = der Summe der Perioden,

AA + A’A" +usw. = der Summe der Quadrate der Perioden

usw., usw. Die Rechnung ist derjenigen vollig dhnlich, die wir in Kapitel vi
dargestellt haben, wenn man fiir p nun z setzt, da man auch hier fiir ¥ die
Finheit setzen kann, wie dort fir p”.

Hat man die Wurzeln A, A’ usw. gefunden, so wihle man eine als Rest
der Periode 2P und ordne danach die Reste der iibrigen wie in Kapitel VI.
Auch hier bleibt diese Wahl frei, da die Funktion P bisher vollig unbestimmt
ist. Die folgende Rechnung ist derjenigen ganz analog, die wir in Kapitel vI
behandelt haben; jede Einzelheit darzustellen, wiirde uns zu weit fithren. Ist
man schlieBlich zu YaP" gelangt, so ist die Hauptaufgabe erledigt. Denn setzt
man

P=a™+az™ '+ bz™ 2 + usw.

so ist —a = YaP". Ebenso erhilt man den zweiten Koeffizienten der iibrigen
Funktionen (P, p*), woraus sich die restlichen Koeffizienten von P bestimmen
lassen. Es kann hdufig vorkommen, dass man zu identischen Kongruenzen
gelangt, aus denen sich anscheinend nichts ableiten lasst. Wie man dieser
Schwierigkeit begegnen kann, wird weiter unten gezeigt.

364.

Ein Beispiel wird dies alles viel deutlicher machen. Die Funktion z'® — 1
soll modulo 17 in Faktoren zerlegt werden. Es ist m = 4, und da das Produkt
aller elementaren Funktionen

P —1.2-1

_ 7,5
= =z 42—z
3 —1.25-1

4+x3—$+1

ist, gibt es somit nur zwei Primfaktoren vierten Grades, P und P’. Nun

verteile man z, zx, z*, 27, 28, 211, 213, 2* auf diese beiden Perioden:

Yel™ =z 4 zo + 2t + 28,

Z$7'17a = $7 + 1:11 + $13 + $14
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Modulo einer der Funktionen P, P’ sei

el = A, a1 = A

Dann gilt
A+ A =
AA = D217 4 57317 4 3,517 | 5 0070
AA = ST 5 617 4 5 51T | 53170
also

AA + A/A/ = le?"‘ + Zx7.170‘ + 421;3.170‘ 4 22.]}5'17&
=1-4—-4=-7

Somit sind A und A’ die Wurzeln der Kongruenz
xx —x+4=0 (mod.17)

und diese sind 6, 12. Daher teilt P den Ausdruck

42t frr -6

und ist
=2 —62° — 200 — 122+ 1

Weiter ist P’ dann = (P, p”) und somit

=z —1222 — 222 — 62+ 1

365.

Uns geniigt es hier, die Moglichkeit dieser Losungen gezeigt zu haben. Vie-
le Kunstgriffe, die diese Operationen erleichtern kénnen, iibergehen wir der
Kiirze wegen. Einige sehr wichtige Folgerungen koénnen wir aber nicht auslas-
sen.

Durch das Vorige ist bewiesen, dass alle Hilfsgleichungen zur Lésung der
Gleichung ¥ = 1, wenn man sie in Kongruenzen umwandelt, mogliche Wur-
zeln haben, wenn die Periode

T+l + a2

noch nicht zerlegt ist. Bleiben wir bei dem Fall, dass v eine Primzahl ist;
dann ist m ein Teiler von v — 1. Hier haben also die Hilfskongruenzen wirkli-
che Wurzeln, wenn die Anzahl der durch sie gefundenen Perioden ein Teiler

von ”7_1 ist. Ist daher Z’?—l gerade, ist also m ein Teiler von ”T_l, oder gilt
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gleichbedeutend puT_l = 1 (mod. v), oder ist gleichbedeutend p ein quadrati-
scher Rest der Primzahl v, so hat die quadratische Gleichung, durch die die
Wurzeln in zwei Perioden geteilt werden, wirkliche Wurzeln modulo p. In Ka-
pitel vI haben wir aber gezeigt, dass diese Gleichung, wenn man v = 4n + 1
setzt, stets xx + = F n = 0 ist. Somit erhalten wir den bemerkenswerten

SATZ. Ist die Primzahl p ein quadratischer Rest der Primzahl 4n + 1, so
hat die Kongruenz

zx + x Fn = 0(mod. p)

wirkliche Wurzeln und folglich auch die Kongruenz
drr+4xF4n=0 oder (2z+ 1) Fr=0

das heifit, v ist ein quadratischer Rest von p.

366.

Dies ist also der dritte vollstdndige Beweis des Fundamentalsatzes aus Ka-
pitel 1v. Er verdient umso mehr Aufmerksamkeit, als die Prinzipien, aus denen
er gewonnen ist, von denen, die wir flir die fritheren Beweise verwendet haben,
vollig verschieden sind. .Aus derselben Quelle wollen wir nun auf dem entge-
gengesetzten Weg einen vierten ableiten. Es sei nédmlich v eine Primzahl der
Form 4n 4+ 1, p eine beliebige andere Primzahl, und +v sei ein quadratischer
Rest der Primzahl p; wir werden beweisen, dass p ein quadratischer Rest von
v ist.
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Es sei p die kleinste Potenz von p, die = 1(mod. v) ist. Die elementaren

Teiler der Funktion x;:ll modulo p haben den Grad m, sodass ihre Gesamtzahl
v—1

= = ist. Da nun +vRp gilt, ist die Kongruenz

m

zx + z Fn = 0(mod. p)

16sbar; ihre Wurzeln seien A, A’. Man verteile die Funktionen z,zx,..z" !

auf zwei Klassen, die mit &, £’ bezeichnet werden. Dann ist

E+&=A+A+(Q+a+ax+. 42"
¢ =AA + 2 Q4+ z 42z +.. +2v7h)

also ist
(z=8(—¢&) - (- A)(z - 4)

durch jeden elementaren Teiler der Funktion le' :11 teilbar. Daher teilt jeder
dieser elementaren Teiler entweder £ — A und & — A’ oder € — A’ und ¢ — A.
Hieraus folgt (da A nicht = A’ ist): Setzt man fiir  nun 2P, so 4ndern sich &
und &’ nicht. Ginge nédmlich £ in &’ {iber und umgekehrt, so wiren £ — A und
& — A’ durch dieselbe Primfunktion teilbar. Q. E. A. Schliellich folgt daraus,
dass ”T_l durch m teilbar ist oder gleichbedeutend p%l — 1 durch v. Also ist
p ein quadratischer Rest von v. Q. E. D.

Alle Félle des Fundamentalsatzes lassen sich leicht aus den beiden Sétzen

ableiten.

367.

Obwohl wir uns hier auf den Fall beschrankt haben, dass v eine Prim-
zahl ist, lassen sich auch fiir zusammengesetztes v ohne grofle Miihe analoge
Sétze bestimmen; der Kiirze wegen kénnen wir dies jetzt nicht ausfiihrlicher
darstellen.

Es ist offensichtlich, dass sich dhnliche Beobachtungen auch iiber eine gro-
Bere Anzahl von Perioden anstellen lassen. Ist also ”W_l durch 3 teilbar, ist
also p ein kubischer Rest der Primzahl v, so ist die Gleichung, durch die die
Wurzeln der Gleichung ¥ = 1 auf drei Perioden verteilt werden und deren
Bestimmung a priori wir in Kapitel vi gelehrt haben, modulo p 16sbar und
umgekehrt. So lidsst sich zum Beispiel die Kongruenz x® + xz — 22 —1 = 0
modulo jeder Primzahl der Form 7n+1 l6sen, nicht aber, wenn sie eine andere
Form hat.

Es wiirde uns nicht schwerfallen, dieses Kapitel mit vielen anderen Be-
obachtungen zu bereichern, wenn die Grenzen, innerhalb deren wir bleiben
miissen, es nicht verhinderten. Denjenigen, die weitergehen mochten, kénnen
diese Prinzipien wenigstens den Weg weisen.
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368.

Wir sagen, eine Kongruenz S = 0 habe gleiche Wurzeln oder allgemeiner
gleiche Teiler, wenn sie durch eine Potenz irgendeiner Funktion teilbar ist.

Ob eine gegebene Kongruenz gleiche Teiler hat, entscheidet man ebenso
wie in der Theorie der Gleichungen. Setzen wir

X="pP

so ist offensichtlich

dX 1 d¢ dpP
= —gm P e
dz § (m dx +& dx )

also ist % durch ™! teilbar. Allgemeiner sei
X = A*BPC¢ usw.

wobei A, B, C usw. verschiedene Primfunktionen bezeichnen. Dann ist

dX _ | (add  bdB  cdC
dz Adz " Bdz ' Cdz "W

Daraus folgt, dass, sofern nicht eine der Zahlen a, b, ¢ usw. durch den Modul
teilbar ist, % durch A%~ 1B*~1Cc~1 usw., nicht aber durch A%, B®, C¢ usw.
teilbar ist. Hieraus folgt der

SATZ. Ist der gemeinsame Teiler hichsten Grades der Funktionen X und
% gleich &, so kommen alle Primfaktoren von & auch in X wvor, und zwar
jeweils mit einer um +1 gréfieren Vielfachheit als in &. Sind also X und %
teilerfremde Funktionen, so hat X keine gleichen Faktoren.

369.
Beispiel 1. Gesucht ist, ob die Funktion

2® + 32t — 623+ 32 —4... (X)
modulo 17 gleiche Teiler hat. Es ist

ax

=5z — 523 —ax +3
dx

Hieraus findet man, dass die Funktionen X und % teilerfremd sind, sodass
X keine gleichen Teiler hat.
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Beispiel II. Es sei
X =25 + 62 — 323 — 4z + 22 — 3(mod. 13)

Dann ist 4x
T =5zt — 223 + dzx + 52 + 2
T

Der grofite gemeinsame Teiler der Funktionen X, % ist = bxx + Tx + 7 oder,
mit 8 multipliziert: zx +4x+4. Da dieser Teiler = (1 +2)? ist, ist die Funktion
X durch (x + 2)3 teilbar, und der Quotient (der xz + 11 ist) enthélt keinen
weiteren doppelten Teiler.

370. 371.

Ist die Funktion X nach den vorigen Abschnitten als A®BC¢ usw. dar-
gestellt, wobei A, B, C usw. teilerfremd und die Zahlen a,b, ¢ usw. ungleich
sind, so ldsst sich die Zerlegung weiter fortsetzen. Es sei also X eine Funktion,
die keine gleichen Teiler mehr enthélt. Wir haben oben gesehen, dass P — x
das Produkt aller Primfunktionen ersten Grades ist. Es sei £ der gemeinsame
Teiler héchsten Grades der Funktionen X und zP — x; dann ist £ das Produkt
aller Teiler von X ersten Grades, und < hat keine solchen Teiler mehr. Fin-
det man dagegen, dass die Funktionen X und 2P — x teilerfremd sind, so hat
X keinen Teiler ersten Grades, und daher hat die Kongruenz X = 0 keine
wirklichen Wurzeln. Da ferner 2P —x das Produkt aller Primfunktionen zwei-
ten und ersten Grades ist, enthélt der gemeinsame Teiler hochsten Grades
der Funktionen PP — x und %, namlich ¢, alle Teiler von X zweiten Gra-
des. Setzt man dies fort, so erkennt man, dass X auf diese Weise in Faktoren
£,&,¢" usw. zerlegt wird, die jeweils alle Teiler ersten, zweiten, dritten usw.
Grades enthalten.

372.

Ist aber das Produkt mehrerer Primfunktionen gleichen Grades gegeben,
so miissen die einzelnen Funktionen durch Probieren gefunden werden. Diese
Aufgabe hat groBe Ahnlichkeit mit derjenigen, die Faktoren zusammengesetz-
ter Zahlen zu finden. Hier ist jedoch schon a priori bestimmt, ob sich die
gegebene Funktion noch in Faktoren zerlegen lasst. Da auch hier die Anzahl
aller moglichen Faktoren endlich ist, konnen wir ein dhnliches Hilfsmittel wie
oben verwenden. Doch wollen wir uns damit nicht aufhalten, denn ein geiib-
ter Rechner, der die Prinzipien griindlich erfasst hat, wird bei Bedarf leicht
besondere Kunstgriffe finden.

Wir gehen zu einem anderen Thema tiber, ndmlich zur Betrachtung von
Kongruenzen, deren Modul keine Primzahl ist, wie wir es bisher stets vor-
ausgesetzt haben. Besonders verdient hier der Fall Aufmerksamkeit, dass der
Modul eine Potenz einer Primzahl ist, sowohl an sich als auch deshalb, weil
er zur Beseitigung einiger Zweifel (§.§. . .) notig ist.
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373.
AUFGABE. Ist die Funktion X modulo p in teilerfremde Faktoren &,&',¢&"

= = =N

usw. zerlegt, so zerlege man X modulo pp in dhnliche Faktoren =, =", 2" usw.,
sodass

2, ¢=2, ¢"=Z" usw. (mod.p)

§

Losung. Es sei X = &(mod. p) oder gleichbedeutend X = &1 + pX. Setzt
man

E=8+pp, UY=9+pw

SO ist
EV = X — pY + (pv + Ew)p + pppw

Soll also E¥ nun = X (mod. pp) sein, so muss ¢ + {w — ¥ notwendig durch p
teilbar sein. Da aber 1 und £ modulo p teilerfremde Funktionen sind, lassen
sich ¢ und w so bestimmen, dass diese Bedingung erfiillt ist (§. 336), und zwar
auBerdem so, dass die Grade von ¢ und w jeweils um eins kleiner sind als die
Grade der Funktionen &, 1. Daher ist X = Z¥(mod. pp). Offenbar ldsst sich
U auf dhnliche Weise wieder in Faktoren Z'Q) zerlegen, wobei der Faktor =’
dann = ¢(mod. p) ist, und so fort, bis schlieBlich

X

[1]

= =" usw. (mod.pp). Q. E. Fac.

374.

Hieraus lisst sich leicht beweisen, dass die Funktion X auch modulo p?, p*
usw. in Faktoren zerlegt werden kann. Allgemeiner sei

X = PQ(mod.p™) oder X =PQ+p"R
und die Funktion P sei zu ) modulo p teilerfremd. Setzt man
P'=P+Ap™, Q =Q+ Bp™

S0 ist
P'Q =X —p"R+ (AQ + BP)p™ + ABp*™

Hieraus folgt fiir jeden Modul p” (wobei v dann > m und < 2m + 1 ist)
P'Q =X, wenn R=AQ + BP(mod.p" ™)

Daraus erkennt man: Hat die Funktion X modulo p keine gleichen Teiler,
so lisst sie sich modulo p* auf dhnliche Weise in Faktoren zerlegen wie modulo
p. Hat aber X gleiche Teiler, so wird die Sache viel komplizierter und lasst
sich durch die vorigen Prinzipien nicht einmal vollstdndig behandeln. Da wir
nicht alles hierzu Gehorige mitteilen kdnnen, wollen wir nur einen einzigen
Fall betrachten, der sehr hiaufig vorkommt und dessen Auflosung nétig ist, um
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gewisse Zweifel im Vorigen zu beseitigen. Dies ist der Fall, dass nur gleiche
Faktoren ersten Grades betrachtet werden. Er lasst sich auch unmittelbar zur
Bestimmung der Wurzeln von Kongruenzen verwenden. Allgemein werden wir
diesen Gegenstand bei anderer Gelegenheit behandeln.

375.

Es sei also X = X'(z — a)™(mod. p), und die Funktion X’ sei zu x —a
teilerfremd: Gesucht sind alle Teiler ersten Grades, die x — a modulo p kon-
gruent sind und X modulo pp,p® usw. teilen. (Wir setzen voraus, dass die
Funktion X ohne einen Modul nicht durch x — a teilbar ist; andernfalls wiirde
x — a die Funktion X nach jedem Modul teilen.) Setzt man z + a fiir = ein,
so erhélt man

Z=7'2"(mod.p) oder Z=27'2"+pA

Ist nun Z modulo pp durch einen Teiler der Form z + ap teilbar, so muss
A notwendig die Form zZ” + pB haben. Ist dies nicht der Fall, so ist die
Untersuchung bereits beendet. Setzen wir also

Z=7'2"+pZ"2(mod. pp)
oder Z=2'2"4+pZ"z+ ppB

so ist offenbar Z durch z und jeden anderen diesem modulo p kongruenten
Teiler teilbar.
Um die Aufmerksamkeit auf einen bestimmten Fall zu richten, setzen wir

m = 4; man sieht leicht, dass jeder andere Fall auf dhnliche Weise behandelt
werden kann. Ist nun Z modulo p? durch einen Teiler der Form z + ap teilbar,
so ist

= —appZ" + ppB(modd. z 4 ap, p°)

oder «aZ" = B(modd. z, p)

Nun koénnen drei Falle eintreten

1) Ist Z” = 0(modd. z,p) und B nicht = 0, so erfiillt offenbar kein Wert
von «a die Kongruenz, sodass Z modulo p? keinen Teiler der Form z + ap hat.
Die Untersuchung ist somit beendet

2) Ist weder Z” noch B = 0(modd. z,p), so hat « einen einzigen Wert,
namlich

Daher gibt es einen einzigen Teiler = z + ap(mod. pp) von Z modulo p?, und
es ist
Z=V(z+ap) + W
Setzt man nun als Teiler von Z(mod.p*) den Ausdruck z + ap + Bpp an, so
ist
0
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BEMERKUNGEN ZUR ANALYSIS RESIDUORUM.

Die beiden vorstehenden Abhandlungen sind einem umfangreichen Manu-
skript mit dem Titel Analysis Residuorum entnommen, das vermutlich aus
dem Jahr 1797 oder 1798 stammt; durch eine vollstdndige Umarbeitung ent-
standen daraus spéter die Disquisitiones Arithmeticae. Der vollstdndige Titel
des sechsten Kapitels lautet:

Losung der Kongruenz 2™ — 1 = 0 und der Gleichung ™ — 1 = 0; mit
Erlduterungen zur Theorie der regelméfliigen Vielecke.

Der wesentliche Inhalt seines zweiten Teils (§§. 253-278) ging in den siebten
Abschnitt der Disqq. Arithm. {ber.

Auflerdem ist das siebte Kapitel teilweise erhalten: Verschiedene Anwen-
dungen einiger vorangehender Untersuchungen (§§. 279-302). Es gliedert sich
in folgende Unterabschnitte:

Uber Umformungen gewéhnlicher Briiche (§§. 279-281).

Uber die Umwandlung gewohnlicher Briiche in Dezimalbriiche (§§. 282—
292).

Uber die Lésung der unbestimmten Gleichung zz = a + by (§§. 293-297).

Uber die Lésung der unbestimmten Gleichung axz +byy = ¢ (§§. 298-301).

Uber die Bestimmung der Teiler von Zahlen (§. 302; die folgenden Bogen
fehlen).

Dies alles ist fast wortlich in den sechsten Abschnitt der Disqq. Arithm.
aufgenommen.

Die beiden hier mitgeteilten Abschnitte behandeln die Gegenstande, die,
wie aus der Vorrede und den Artikeln 11, 44, 61, 62, 65, 84 der Disqq. Arithm.
hervorgeht, den Inhalt des achten Abschnitts dieses Werks bilden sollten. Es
ist jedoch zu bemerken, dass dieser Plan spéter wieder gedndert wurde; un-
ter den Manuskripten findet sich ndmlich ein Fragment mit der Uberschrift
Achter Abschnitt: Ausfithrlichere Betrachtung einiger Untersuchungen zur
Kreisteilung. Dieses beginnt mit Art. 367 und sollte somit die Fortsetzung
der Disqq. Arithm. bilden; der Inhalt der wenigen noch vorhandenen Artikel
ging aber spéter in die Abhandlung Summatio quarundam serierum singulari-
um iiber, und deshalb wird dieses Fragment von der gegenwértigen Ausgabe
ausgeschlossen.

Im vorstehenden Abdruck der beiden Teile der Analysis Residuorum ist der
Text des Originals im Wesentlichen treu beibehalten, obwohl es seiner Form
nach nicht als druckfertig gelten kann; die folgenden Bemerkungen geben die
wichtigsten Abdnderungen an und fiigen zugleich einige Erlauterungen hinzu.
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§. 237. Vgl. Disqq. Arithm. artt. 61, 62.

§. 239. Vgl. Disqq. Arithm. artt. 53, 54, 65.

§. 241. Ist n = 2¥ und v 2 3, so gibt es zwar keine Zahl p der angegebenen
Art, aber die gesamte Untersuchung wird dadurch nicht wesentlich geandert.

§. 251. Vermutlich sollte die hier erwdhnte Schwierigkeit durch die Einfiih-
rung hoherer Potenzen von p als Moduln beseitigt werden. Vgl. §§. 363, 372,
373.

§. 332. Die Voraussetzung, dass der Modul eine Primzahl ist, wird bis
einschliefflich §. 372 beibehalten.

§. 338. Das unvollstédndige Zitat kann sich auf Disqq. Arithm. art. 44 be-
ziehen.

§§. 344-346. Von den beiden im Manuskript vorhandenen Beweisen ist hier
der erste, der mit den Worten »wir gehen nun daran zu beweisen« eingeleitet
wird und auf einer niheren Untersuchung der Ausdriicke (192737 ...) beruht,
nach der eigenen Anweisung des Verfassers vollstdndig unterdriickt (»Der ge-
samte vorangehende Beweis muss zusammen mit einem anderen Beweis des
vorigen Satzes, den wir hinzufiigen wollten, unterdriickt werden, da wir einen
anderen, unendlich einfacheren entdeckt haben. Er beruht auf dieser Grundla-
ge«); im obigen Abdruck ist ferner der zweite Beweis dadurch verkiirzt, dass
die Entwicklung von ?)%I; statt derjenigen von x(fxp betrachtet wird, wodurch
zugleich ein im Original enthaltener Bezug auf den unterdriickten ersten Be-

weis vermieden wird.

§. 348. Der Ausdruck radix prima ist hier in derselben Bedeutung zu verste-
hen wie radix propria in der Abhandlung Summatio quarundam serierum sin-
gularum, art. 11. — Bei der Behauptung, dass die Koeffizienten A’.B’ ... des
ausmultiplizierten Produkts ganze rationale Zahlen sind, wird auf das sechste
Kapitel verwiesen, in dem aber die Theorie der Gleichung ™ — 1 = 0 nur fiir
den Fall behandelt wird, dass 7 eine Primzahl ist; die Form des Beweises in §.
349 fiithrt zunédchst zu folgender Ergdnzung. Bringt man das ausmultiplizierte
Produkt in die (fir alle Wurzeln der Gleichung 6™ = 1 geltende) Form

S=FE+F0+...+ N !

so sind die Koeflizienten F, F'... N Polynome in z mit ganzzahligen rationa-
len Koeffizienten. Da ferner das Produkt unverdndert bleibt, wenn 6 durch
0% ersetzt wird, wobei k eine beliebige zu 7 teilerfremde Zahl bedeutet, gilt
dasselbe fiir den Ausdruck S. Daraus folgt ohne Schwierigkeit, dass alle in S
enthaltenen Potenzen von 6, deren Exponenten s denselben grofiten gemein-
samen Teiler mit 7 haben, auch identische Koeffizienten haben miissen. Da
schliefflich jede Summe solcher Potenzen 6° stets eine ganze Zahl ist, ist of-
fensichtlich, dass der Ausdruck S und folglich auch das fragliche Produkt ein
Polynom in x mit ganzzahligen Koeffizienten ist, was zu zeigen war. Aus dieser
Betrachtung ergibt sich zugleich die Richtigkeit der Bemerkung am Schluss
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des Paragraphen. Andere Griinde lassen jedoch vermuten, dass dem Verfas-
ser schon damals der allgemeine Satz iiber die Transformation symmetrischer
Funktionen (Demonstratio nova altera theorematis omnem functionem etc.
art. 4) bekannt war, aus dem die obigen Sétze unmittelbar folgen.

§. 352. Das Zeichen R = S(mod. P) oder auch R = S(mod. P, p) bedeutet
hier und im Folgenden, dass die Differenz R — .S modulo p den Teiler P hat.
— Das unvollstiandige Zitat kann sich auf Disqq. Arithm. art. 49 beziehen.

§. 354. Durch Multiplikation mit ¥ — 1 ergibt sich, dass die Summen
gleich hoher Potenzen der Wurzeln der beiden Gleichungen (P, p****) = 0,
(P, p') = 0 einander kongruent sind (mod. p), und daraus folgt die Kongruenz
(P, p"+t) = (P, p')(mod. p), sobald m < p gilt (vgl. §. 244). Ist aber m = p,
so lasst sich der Koeflizient der Potenz 2P in einer Gleichung nicht mehr
modulo p aus den gegebenen Potenzsummen ihrer Wurzeln bestimmen, weil
er in den dazu dienenden Formeln von NEWTON mit dem Faktor p auftritt.
Tatséchlich darf man aus der Kongruenz je zweier gleich hoher Potenzsum-
men der Wurzeln der Gleichungen A = 0, B = 0 allgemein nur folgern, dass
A =APC, B = BPC(mod. p) gilt, wobei € den grofiten gemeinsamen Teiler der
beiden Funktionen A, B nach dem Primzahlmodul p bezeichnet, wahrend A
und B vollig unbestimmte Funktionen sind. Es ist zu vermuten, dass der Ver-
fasser die Allgemeingiiltigkeit des Satzes aus der Theorie der Transformation
symmetrischer Funktionen und insbesondere aus dem folgenden Satz abgelei-
tet hat: Ist in Bezug auf einen beliebigen Modul p die Differenz R(x) — S(z)
durch die Funktion P(z) teilbar, und sind a, b, c. .. die Wurzeln der Gleichung
P(x) =0, so sind die Funktionen

(z — R(a))(x — R(b))(x — R(c))... und
(z — S(a))(x—SO))(x—S(c))...

einander modulo p kongruent.

§. 355. In §. 368 wird gezeigt, dass P und % keinen gemeinsamen Teiler
haben, wenn P keinen Faktor mehr als einmal enthélt.

§§. 358, 359. Die unter den Text gesetzte Note ist einem einzelnen Blatt
entnommen, das wahrscheinlich den bereits in der Handschrift gestrichenen
§. 359 ersetzen sollte.

§. 360. In der Formulierung des Satzes ist eine Ungenauigkeit der Hand-
schrift berichtigt.

§. 361. Hier bedeutet der Exponent % im Zeichen (&, p%) jede positive ganze
Zahl K/, fir die kk' = 1(mod. v) gilt, wobei v die kleinste positive ganze Zahl
ist, fiir die ¥ —1 durch € modulo p teilbar wird; dabei ist vorauszusetzen, dass
& nicht durch x modulo p teilbar ist, und aulerdem, dass k zu v teilerfremd
ist. Die Richtigkeit der Behauptung, dass £’ durch (&, p%) teilbar ist (mod. p),
ergibt sich aus §. 354.
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§. 363. Die Schlussbemerkung bezieht sich vermutlich auf die Einfithrung
von Moduln, die Potenzen der Primzahl p sind; vgl. §§. 251, 372, 373.

§. 367. Die Wurzeln der Gleichung 3 + zz — 22 — 1 = 0 sind die zweiglied-
rigen Perioden, in die die Wurzeln der Gleichung 1;7:11 = 0 zerfallen. Dasselbe
Beispiel findet sich auch auf einem einzelnen Blatt, auf dem das Hauptresul-
tat der §§. 362, 363 unter dem Titel »der goldene Lehrsatz« ausgesprochen
ist.

§. 371. Dieser Paragraph sollte ein Beispiel enthalten; es ist jedoch nicht

ausgefiihrt.

R. DEDEKIND.
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WEITERE ENTWICKLUNG DER UNTERSUCHUNGEN
UBER REINE GLEICHUNGEN.

1.

Das Verfahren, mit dem wir in Artikel 360 der Disquiss. Arithm. gezeigt
haben, wie die Gleichung "™ — 1 = 0 zu lésen ist, bildet eine tiberaus frucht-
bare und bedeutende Theorie, von der wir in jenem Werk nur die ersten
Grundlagen beriihren konnten. Wir hoffen daher, dass es den Mathematikern
willkommen sein wird, wenn wir diesen Gegenstand hier erneut aufnehmen,
das nur kurz und zum Teil unter Auslassung der Beweise Skizzierte ausfiihr-
licher behandeln und die seit jener Zeit hinzugekommenen Entwicklungen
eingehender verfolgen.

Der Exponent n wird als Primzahl vorausgesetzt und die Zahl n — 1 als
in die Faktoren o x 8 x v zerlegt; ferner bezeichnen wir mit g irgendeine
primitive Wurzel zum Modul n. Es bezeichne 7 eine beliebige Wurzel der
Gleichung 2™ — 1 = 0 und R eine beliebige Wurzel der Gleichung z® — 1 = 0.
Bezeichnen wir also den Umfang des Kreises, dessen Radius = 1 ist, mit P und
die imagindre Grofie v/—1 mit i, so werden sdmtliche Wurzeln der Gleichung
P —1 = 0 oder samtliche Werte von R durch die Formel

kP . kP
CoSs o + 2sin v
dargestellt, wobei k die ganzen Zahlen 0,1,2,3...3 — 1 durchlduft. Ferner
sind offenbar samtliche Potenzen jeder Wurzel R selbst ebenfalls Wurzeln;
ist R die Wurzel, die einem Wert von k entspricht, der zu 3 teilerfremd ist,
so sind alle Potenzen R°, R, R?, R3... R?~! voneinander verschieden und er-
schopfen daher die gesamte Menge der Wurzeln. In diesem Fall nennen wir R
eine eigentliche Wurzel der Gleichung 2 — 1 = 0; dagegen heiBt eine Wurzel
R, die einem Wert von k entspricht, der zu S nicht teilerfremd ist, uneigent-
lich. Ist 6 der grofite gemeinsame Teiler der Zahlen & und (3, so gilt, wie man
leicht sieht, R% = 1, wihrend alle Potenzen R°, R, R?, R3 .. .Rgfl vonein-
ander verschieden sind; daher ist R eine eigentliche Wurzel der Gleichung
2% —1=0. Dasselbe gilt fiir die Gleichung 2™ — 1 = 0, doch sind deren Wur-
zeln mit Ausnahme der Wurzel 1 notwendigerweise simtlich eigentlich.
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2.

Nach diesen Vorbemerkungen soll sich unsere Untersuchung vor allem mit
Funktionen der folgenden Form befassen, die aus 5+ Gliedern bestehen:

r+ Rrd” + R%9™ 4 R¥9™ 4 R0

Der Kiirze halber bezeichnen wir sie mit dem Zeichen [r, R]. Die einzelnen
Glieder eines solchen Ausdrucks sind Produkte aus Potenzen von r und Po-
tenzen von R; die Exponenten der ersteren bilden eine geometrische, die der
letzteren eine arithmetische Folge. Die Exponenten

1, g%, g20‘, ggo‘ ...... gO‘BV*O‘

sind sdmtlich zum Modul n inkongruent zueinander, also jene Potenzen von r
voneinander verschieden; weiter fortgesetzt wiirden sie jedoch dieselbe Reihe

erneut beginnen, da ¢®%7 = 1(mod.n) und daher 9" = ist. Die anderen

Faktoren
1, R, R?>, R®....RP!

bilden ~ gleiche Perioden, da R® =1, RP~! = R usw. ist. Daraus folgt, dass
sich die Funktion [r, R] auch so darstellen ldsst:

T 4 pgfrmes

+ R(rga gt gt + rgam_amm)

+ R2 (Tg%t + Tga5+2a + TQQa,@+2a .... n rgaﬂ,yfaﬁJrQa)
+ usw.

+ RA1 (rgaﬁia g gt + rgaﬁ%a).

oder, wenn wir das Zeichen aus Artikel 343 der Disq. Ar. einfiihren,

[r,R] = (7, 1) + R(7,g%) + R*(v,¢*) ... + R° 71 (y,g*"~*)
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3.

Nehmen wir fiir die Wurzel r die Einheit, so erhalten wir
[1LR]=1+R+R*+R*...+ R ' =71+ R+R*+ R*... + R°7Y)

mit dem Wert = 8+, wenn wir auch fiir R die Wurzel 1 nehmen, dagegen
= 0 fiir jeden anderen Wert von R. Bleibt hingegen r unbestimmt und setzen
wir R =1, so ist [r,1] = r + 79" + r9* 4 9™ 49" oder, mit dem in
den Disq. Ar. eingefiihrten Zeichen, [r, 1] = (8v,1); das heifit, der Ausdruck
besteht aus einer Periode von By Wurzeln, von denen eine r selbst ist. Ist
a = 1, so umfasst diese Periode samtliche Wurzeln r,72,73...7r"! nur in
anderer Reihenfolge.

Man beachte noch die folgenden Beziehungen, deren Grund unmittelbar
ersichtlich ist:

[r,R] = R[r9",R] = R? [r92a, R] oder allgemein = RF [rgak, R]

wobei k eine beliebige positive ganze Zahl bezeichnet. Daraus folgt, dass die
Funktion [r™, R] entweder = [1, R] ist, ndmlich wenn m durch n teilbar ist,
oder sich in den iibrigen Fillen auf die Form R*[r9", R] mit v < a bringen
l&sst. Ist ndmlich m nicht durch n teilbar, so ist es zum Modul n irgendeiner
Potenz von g kongruent, deren Exponent sich wie in den Disq. Ar. zweckméfig
durch ind.m ausdriicken lasst; setzen wir also ind. m = A« + v, was offenbar
so geschehen kann, dass v < « ist, so erhalten wir [r™, R] = [r9"*" R] =
R~ r9", R]. Daher ist g = —\ zu setzen oder, wenn du einen positiven Ex-
ponenten wiinschst, u = —A(mod. 3).

4.

SATZ. Bezeichnet v’ ebenso wie r eine beliebige Wurzel der Gleichung
2" —1=0 und R’ ebenso wie R eine beliebige Wurzel der Gleichung
2% —1=0, so ist das Produkt

[r,R] x [r',R| =
[, RR'| + R[r"+', RR') + R*[r""' | RR/]
+ Ry RR!)...+ R 19" " RR/]

Beweis. Multipliziert man [r, R] mit den einzelnen Gliedern von [/, R'], so
lasst sich das Produkt in folgender Form darstellen:

20

r, Rlr' + ra, r'9° + TZQ,RT/g
R]r' + RR'[r9°, R]r'""" + R R™[r9

+ R*R® [7"93a, R]r'gm

+ RPY-1RBr-1 [rgam_a, R]r’gam_a
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Fasst man dann die ersten Glieder der einzelnen, ordnungsgeméafl entwi-
ckelten Teile zusammen, so ergibt sich [rr/, RR']; sammelt man ebenso die
zweiten Glieder, so entsteht R[r9"r’, RR'], und so weiter. Auf diese Weise
erhalt man schliellich die angegebene Form des Produkts. Q. E. D.

Ferner zeigt schon die Vertauschung von r, R mit r/, R/, dass sich dasselbe
Produkt auch in folgende Form bringen lasst:

[r', RR) + R'[r""" RR'] + R?[r"""" | R
+ R/3 [747,./930" RR/] c e + R’57—1 [Trlgaﬁ’}’*a 7 RR/]

Daraus folgt weiter: Bezeichnen auch r”,r” usw. beliebige Wurzeln der
Gleichung 2™ — 1 =0 sowie R”, R"” usw. beliebige Wurzeln der Gleichung
2# —1 =0, so ist das Produkt der Funktionen [r, R], [/, R'],[*", R"], """, R"]
usw., wie grofl auch ihre Anzahl sein mag, gleich der Summe

/ ! /! 1 77 17
SR¥R™ R usw.
192K gk’ gpgek’”! ! I I
[rr'9 "9 M9 usw., RR'R"R" usw.]

wobei fiir ¥/, k", k" usw. simtliche Zahlen 0,1, 2,3 ... 3y—1 eingesetzt werden,
die auf alle moglichen verschiedenen Arten miteinander kombiniert werden.
Dadurch ergeben sich insgesamt S*~1y#~! Glieder, wenn s die Anzahl jener
miteinander multiplizierten Funktionen bezeichnet.

5.

Die Formel, mit der wir im vorigen Artikel das Produkt beliebig vieler
Funktionen ausgedriickt haben, ist allgemein und setzt keinen Zusammen-

hang zwischen den Wurzeln r, r’, 7", """ usw. oder zwischen R, R, R”, R"" usw.

voraus. Daraus lasst sich leicht ableiten: Diirfen die Wurzeln »/, 7", r"" usw.
als Potenzen von 7 und die Wurzeln R', R”, R”" usw. als Potenzen von R be-
trachtet werden, so hat jedes Glied des Produkts die Form RM [r™, R)‘}, wobei
der Exponent X fiir alle Glieder derselbe ist, nimlich R = RR'R"R" usw.
Nach dem, was wir in Artikel 3 bemerkt haben, ldsst sich daher ein solches

Produkt auf die folgende Form bringen:
A[1,R + B[r,R + B'[r%, R\ + B"[r9" R + B"[r"’, R"| + usw.
+ B D RA
Dabei haben die einzelnen Koeffizienten A, B, B’, B”, B" usw. die Form
h+hR+h"R?+ bR + usw. + hP~D R

und h, b/, h”, K" usw. bezeichnen bestimmte ganze Zahlen.
Der einfachste Fall ist der, in dem r = v = r” = ¢/ usw. und auch
R =R = R’ = R" usw. gesetzt wird; dann geht unser Produkt in die Potenz

[r, R]* iiber, die sich daher stets auf die oben angegebene Form bringen lisst.
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6.

Setzen wir also A = f3, so erhilt die Potenz [r, R]? die Form

AL+ Blr 1)+ B, 1] + usw. + B Do 1]
+ BBy, g% ) =0

Werden also nicht nur der Wert der Wurzel R (und damit auch die Werte
der Koeffizienten A, B, B usw.), sondern auch die Werte der einzelnen Sum-
men von (v Gliedern (5v,1), (87, g) usw. als bekannt vorausgesetzt, so ist
der Wert von € unmittelbar bekannt, und daraus lasst sich [r, R] durch die
Formel %/0’ ermitteln. Dieser Ausdruck lisst 3 verschiedene Werte zu; daher
konnte zweifelhaft erscheinen, welchen man nehmen soll. Man zeigt jedoch
leicht, dass diese Wahl vollig beliebig ist, sofern R eine eigentliche Wurzel
der Gleichung z” — 1 = 0 ist. In diesem Fall sind nédmlich jene 3 Werte des
Wurzelausdrucks A,/8’ offenbar

a 2a af—a

[r,R], [ ,R], [r9 ,R]....[rY , R]

denn die Potenzen dieser Funktionen mit dem Exponenten 3 sind nach Arti-
kel 3 einander gleich, wihrend die Funktionen selbst zu den S verschiedenen
Wurzeln der Gleichung z” — 1 = 0 proportional sind. Solange aber nur die
Summen von [~ Gliedern (87, 1), (87, g) usw. bekannt sind, ist die Wurzel r
selbst nur insofern bestimmt, als sie in der Menge (37, 1) enthalten sein muss;
es bleibt beliebig, welche Wurzel aus dieser Menge wir fiir » nehmen. Diese
Wurzeln sind r, 79°, P9’ usw., und daher kénnen wir auch von den Funktionen
[r,R], [r9", R], [r9"", R] usw. eine beliebige fiir [r, R] nehmen.

Diese Schliisse wiirden nicht gelten, wenn R keine eigentliche Wurzel der
Gleichung z” — 1 = 0 wére. Nimmt man némlich an, dass R eine eigentliche
Wurzel der Gleichung 7 —1 =0 und B ein Teiler von § ist, so ergibt sich

leicht
af3 /

R = [/ R], [r9", R =[r*"""" R) usw.

Daher kommen in der Menge der 3 Funktionen [r, R, [r9", R]...[r9"" ", R]
nur 3’ verschiedene vor; folglich sind auch von den Werten des Ausdrucks #,/¢’
nicht mehr als 8’ zulédssig, die iibrigen 3 — /3’ dagegen unzuléssig. Man sieht
aber leicht, dass man in diesem Fall nicht bis zur Potenz mit dem Exponenten
B der Funktion [r, R] aufsteigen muss, sondern dass sich bereits die Potenz
[r, R]?" auf unsere Form

ByA + B(Bv,1) + B'(B7,9) + B"(87.¢°) usw.

bringen lasst. Wir erhalten somit [r, R] durch einen Ausdruck wie 5/\/9, und
es ist gleichgiiltig, welchen Wert dieses Ausdrucks wir nehmen.

af—a
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7.

Ebenso wie [r, R] lassen sich auch die Funktionen [r, R?], [r, R3] usw. oder
allgemein [r, R¥] bestimmen. Nimmt man néamlich an, dass in 6’ anstelle von R
die Potenzen R%, R usw. R* eingesetzt werden und dadurch die Funktionen
0",0" usw. 0%) entstehen, so ist offenbar [r, R%)% = 0", [r, R*]® = 0" usw.
und allgemein [r, R¥]® = 6(®); daher kénnen auch diese Funktionen durch
Wurzelausdriicke dargestellt werden, [r, R?] = #,/6” usw. Es ist jedoch nicht
zweckméfig, diese Wurzelausdriicke zu verwenden, wenn eine Gréfle durch
eine Funktion von [r, R], [r, R?] usw. ausgedriickt werden soll. Da nimlich
ihre einzelnen Werte nicht vollstdndig bestimmt sind, bliebe zweifelhaft, wel-
che man miteinander kombinieren diirfte; offenbar ist dies aber keineswegs
beliebig. Man sieht leicht, dass, sobald fiir [r, R] ein bestimmter Wert genom-
men wird, auch sidmtliche [r, R?], [r, R3] usw. vollstindig bestimmte Werte
erhalten miissen, die jedoch durch die Wurzelausdriicke nicht angegeben wer-
den. Diese sind daher beiseitezusetzen und andere Ausdriicke zu suchen, mit
deren Hilfe [r, R?], [r, R?] usw. rational durch [r, R] und bekannte GroSen
dargestellt werden. Dies erreichen wir leicht auf folgende Weise.

Nach dem Satz aus Artikel 4 und dem, was wir in Artikel 5 gezeigt haben,
liisst sich auch das Produkt [r, R¥] x [r, R]°* auf eine Form wie

BYA+ B(Bv,1) + B'(B7,9) + B" (87, ¢°) + usw.
+ B (By, g7

bringen, wobei A, B, B, B” usw. rationale Funktionen von R sind. Setzen wir

also die Produkte
[r, RZ] x [r, R]'B*2 =

[r, R3] x [r,R]P~3 = 0"
[r, R*] % [r, R)"~* = 5"
usw.
so sind auch ¥”,9"”,9"" usw. rational bestimmbare Grofien, und es gilt

"

9
[7", RQ] = ?[7‘7 R]2
19///
[Ta Rg] = 7[7‘7 R]3
19////
[Tv R4] = W[h R]4
usw
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Diese Ausdriicke stellen somit die Werte der Funktionen [r, R?], [r, R?]
usw. rational dar, sofern nicht [r.R] = 0 ist; gélte diese Gleichheit, so wiirden
sie unbestimmt. Wir kénnen aber streng beweisen, dass [r, R] = 0 niemals
eintreten kann, sofern r eine von 1 verschiedene Wurzel bezeichnet, auch wenn
wir uns die Darlegung dieses Beweises fiir eine andere Gelegenheit vorbehalten
miissen, um hier nicht zu ausfithrlich zu werden.

8.

Was wir in den vorigen Artikeln dargelegt haben, ist niitzlich, wenn wir
von Perioden mit v Gliedern zu Perioden mit v Gliedern absteigen wollen.
Man sieht ndmlich leicht, dass, wenn R eine eigentliche Wurzel bezeichnet,
gilt:

B(v,1) = (By,1) + [r, R] + [r, R?] + [r, R®] + usw. + [r, %]
B(7,9%) = (87,1) + R°~[r, R] + R°*[r, R?]
+ Rﬁ_?’[r, R3] + usw. + RJr, R’B_l]
B(v,9°*) = (Bv,1) + R***[r,R] + R**[r, R?]
+ R?75[r, R®] + usw. + R?[r, R°7!]

Usw.

Nihme man hier fiir die einzelnen [r, R], [r, R?] usw. die Wurzelausdriicke
B0, B\/0" usw., so wire der Wert jeder Reihe unter 3°~! Werten zweifel-
haft. Nimmt man dagegen fiir [r, R?] usw. die rationalen Ausdriicke, so ist er
keiner anderen Mehrdeutigkeit unterworfen als derjenigen, die der Natur der
Sache nach unvermeidlich ist. Diese Bemerkung scheint der Aufmerksamkeit
des berithmten LAGRANGE entgangen zu sein, der glaubte, unsere in den Dis-
quis. arithm. Artikel 360 angegebene Methode vereinfacht zu haben, indem
er jene Wurzelausdriicke anstelle der rationalen Ausdriicke einsetzte; dabei
hatten wir dort die Wurzelausdriicke mit Bedacht iibergangen und nur ratio-
nale Ausdriicke angegeben (Traité de la résolution numérique des équations;
Ausgabe 2, S. 311).

Ferner muss hier kaum darauf hingewiesen werden, dass, sobald die Werte
der Perioden (v, 1), (7, ¢%) usw. oder auch nur einer von ihnen ermittelt sind,
die Werte aller iibrigen Perioden mit v Gliedern rational daraus abgeleitet
werden konnen. Der Abstieg von Perioden mit v Gliedern zu Perioden mit
v Gliedern erfordert somit die Losung der Gleichungen zf = 1, 28 = ¢'; die
iibrigen Operationen werden rational ausgefiihrt.
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9.

All dies war bereits in den Disquis. Ar. auf nahezu dieselbe Weise behandelt
worden; einiges war dort jedoch ohne Beweis hinzugefiigt worden, den wir hier
nachzutragen fiir zweckméflig halten. Wir haben dort angekiindigt, dass die
Bestimmung des Wertes der WurzelgroBe %/, die, da 6’ eine imaginére GroBe
ist, die Teilung sowohl eines Verhéltnisses als auch eines Winkels in 8 Teile
zu erfordern scheint, nur von der letzteren abhéngt und dass die erstere stets
auf das Ziehen einer einzigen Quadratwurzel zuriickgefithrt werden kann. Dies
beweisen wir wie folgt.

Bezeichnen wir wie oben die imaginidre Groéfie / — 1 mit ¢ und schreiben
0" = P +iQ sowie /0 = p + iq, wobei fiir die WurzelgréBe ein beliebiger
Wert gewahlt ist und P, ), p, g reell sind, so ist bekannt: Werden die positiven
Groflen E, e und die Winkel F, f so bestimmt, dass P = Ecos F', Q = Esin F,
p=ecos f, ¢ =esin f ist, so gilt e = A\/E, und f ist gleich einem der Winkel

101 1 1

g g g g
Somit wird f- ger durch Teilung des Winkels F' in 8 Teile bestimmt; das
Ziehen der Wurzel #/E kénnen wir jedoch auf folgende Weise vermeiden.
Jedes Produkt r* R¥ hat denselben reellen Teil wie 7~*R~K wihrend die
imaginaren, den Faktor i enthaltenden Teile in diesen Produkten gleich, aber
entgegengesetzt sind. Daraus folgt unmittelbar [r~!, R™!] = p—iq = e(cos f —
isin f) und daher

(F+360°), =(F+720°)....=(F+(8-1)360°)

[r Rl > [ R = e?
Nach dem Satz aus Artikel 4 wird jenes Produkt jedoch
= [1,1] 4+ R[r" "1, 1] + R 9"~ 1] + usw.
+ Rﬁv—l[rgaﬂ”’a—l’ 1]
=B+ R(By.9% — 1) + R*(By,9°* — 1) + usw.
+ RO (B, g — 1)

Diese Grofle léasst sich bestimmen, wenn R und sdmtliche Perioden mit 5+
Gliedern als bekannt vorausgesetzt werden. Die Bestimmung von e verlangt
somit nur das Ziehen einer Quadratwurzel.

Im besonderen Fall a = 1 sind die einzelnen Perioden (8v,¢%* — 1),
(87, 9% — 1) usw. offenbar = r +r2 + 3 + 7% 4 usw. + "1, und daher

ee = By + (R+R2+R3+usw.+R57_1)(T+r2 + 73 + usw. —|—r"_1)
=py+1=n

sofern r und R als von 1 verschiedene Wurzeln vorausgesetzt werden; folglich
gilt stets e = y/n (Disq. arithm., Artikel 360 am Ende).
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10.

Bisher haben wir unsere Untersuchung in grofiter Allgemeinheit gefiihrt,
sodass sie beliebige Werte der Zahlen «, 8, umfasst; von nun an gehen wir
jedoch zu dem eingeschrankteren Fall o = 1 iiber, der uns den Weg zu iiberaus
fruchtbaren und eleganten Untersuchungen erdffnen wird. Das Zeichen [r, R]
bezeichne also die Funktion

n—2

r+ Rrd 4+ B9 4+ R 4 usw. + R %9

Dabei ist n eine Primzahl, r eine beliebige Wurzel der Gleichung 2™ —1 =0
(die Wurzel 1 nicht ausgenommen), R eine beliebige Wurzel der Gleichung
28 —1 = 0, wobei (3 einen gegebenen Teiler von n—1 bezeichnet, und schlieBlich
g eine ganze Zahl, die eine fest gewahlte primitive Wurzel zum Modul n ist.
Ferner schreiben wir der Kiirze halber

1+r+r2+r +usw. +r" =3
1+ R+RP+ R +usw. +R"2=5

Daraus folgt offenbar, dass s den Wert = n fiir r = 1 annimmt, dagegen s = 0
fiir jeden anderen Wert von r; ebenso gilt S =n—1 fiir R = 1, dagegen S = 0
flir jeden anderen Wert von R.

Nach Artikel 3 haben wir daher [1, R] = S, [r, 1] = s—1; ferner gilt fir jeden
ganzzahligen Wert von m, der nicht durch n teilbar ist, [, R] = R~ ™™ [r, R]
oder allgemeiner [r™, RM] = R=Mndm[p  RM] wobei ind m der Exponent der
Potenz der Zahl g ist, die zum Modul n der Zahl m kongruent ist. Wenden
wir diese Transformation auf das an, was wir in Artikel 5 gezeigt haben, so
folgt, dass sich das Produkt zweier oder mehrerer solcher Funktionen [, RT]
auf die Form

A1, RN + B[r, R

bringen l&sst. Dabei sind A und B rationale Funktionen von R mit ganzzahli-
gen Koeffizienten, und A ist die Summe aller Werte von H. Es wird von grofler
Bedeutung sein, solche Transformationen auf einen handlichen Algorithmus
zuriickzufiithren; dazu miissen wir vor allem die Beschaffenheit des Produkts
zweier Funktionen naher betrachten.
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11.
Das Produkt [r, R¥] x [r, R”] wird nach dem Satz aus Artikel 4 =

[r27R/L+V] 4 R“[Tg+1,R”+V] T R2“[7~92+1,R“+”]
+ R3“[r93+1, RFTY] + usw. + R("_Q)“[rgndﬂ, RFTY

Unter den n —1 Exponenten 2,9+1,9°+1,¢°+1 usw. g" 241 ist nur einer
durch n teilbar, ndmlich g2(” 1) + 1; das entsprechende Glied unserer Summe
ist daher R2(m—1k K1, R*TV]. Dieses Glied ist = 0, sofern nicht RF” = 1 ist,

und = (n — 1)R2(”_1)“ = +(n — 1) fir R¥*” = 1. Die tibrigen Teile unserer
Summe, deren Summe wir = €2 setzen, werden auf folgende Weise umgeformt:

[7,27Ru+1/ — R (p+v) 1nd2[r R;H—l/]

] =

R“[Tngl,R”er] RH—(ptv) ind(g +1)[7~ RFHY)
]
I =

R2“[7'92+1,R‘u+y R2,u (p+v)ind(g? +1)[7, R,qul/]

R3“[7~93+1,R“+” R3,u (u+v) ind(g> +1)[T R,LL+1/]

Uusw.
Daraus erhalten wir
L 0= [T‘, Ru—f—y] % ERp,indl’—(/J,—‘rl/) ind(z+1)

wenn fiir « der Reihe nach die Werte 1,g,¢%, ¢°....¢" 2 mit Ausnahme von
gz(" 1) eingesetzt werden oder, was offenbar auf dasselbe hinauslduft, wenn
wir fiir x die Werte 1,2,3,4....n — 2 einsetzen, da diese Werte jenen zum
Modul n, wenn auch in anderer Reihenfolge, kongruent sind.

Nehmen wir die ganze Zahl y zu x invers zum Modul n, also so bestimmt,
dass zy =1 (mod n) gilt, so ist indz = —indy (mod n—1) und ind(x+ 1)+
indy = ind(zy 4+ y) = ind(1 + y) (mod n — 1); daraus ergibt sich

pindx — (p+v)ind(z +1) = —pindy — (u+ v){ind(y + 1) — ind y}
=vindy — (g +v)ind(y + 1)

Danundiezul,2,3...n—2 inversen Zahlen mit diesen selbst iibereinstimmen
und nur ihre Reihenfolge gedndert ist, gilt auch

1I. 0= [7”, R/L+V] < N RY ind y—(p+v) ind(y+1)
wobei fir y der Reihe nach die Zahlen 1,2, 3...n—2 eingesetzt werden. Diesel-

be Formel folgt unmittelbar aus I, da sich die Zahlen pu, v offenbar miteinander
vertauschen lassen.
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Nehmen wir schliellich die ganze Zahl z zu =z 4+ 1 invers zum Modul n,
also zz + z = 1 (mod n), so gilt ind(1 — z) = indz + indz (mod n — 1),
ind(z +1) = —ind z (mod n — 1) und daher

pindzx — (p+ v)ind(z 4+ 1) = p(ind(1 — 2) —ind 2) + (4 v) ind 2
= pind(l — 2) +vind z
Da folglich, wenn x die Werte 1,2,3...n — 2 durchlduft, die Zahl z die Werte

2,3,4...n—1, wenn auch in anderer Reihenfolge, durchlaufen muss, erhalten
wir den dritten Ausdruck

II1. 0= [T‘, RN+V] % ERuind(l—z)—l-l/indz

wobei fiir z der Reihe nach die Werte 2,3,4...n — 1 eingesetzt werden, oder,
wenn du es vorziehst,

V. 0= [,r_ R;H—V] « ERuind(n—i-l—z)—i-uindz
_ [1", Ru+u] % ERuind z4vind(n+1-—2)

Da ind(1 — 2) = 1(n — 1) +ind(z — 1) gilt, ldsst sich unser Produkt auch so
darstellen:

[’I”, R,u] % [7“7 Ru] _ R%(n_l)u{[l,Rlﬁ_V] + [7“, Ru-{—u] > ERuind(z—l)—i-uindz}
_ R%(n_l)u{[l,RlH_V] + [7", RM—H}] % ZRuindz+yind(z—1)}
Dabei sind fiir z stets die Werte 2,3,4....n — 1 einzusetzen.

Ferner konnen in allen diesen Formeln die Zahlen
pindz—(p+v)ind(z+1), vindy—(p+v)ind(y+1), pind(l—z)+vindz

usw. offenbar durch ihre kleinsten Reste zum Modul 3 ersetzt werden.
Ist u+v =0 (mod B), so gilt

[r, R¥][r, R”] = (n — )R D"
Fr+r? 4 e
x (1+R*+ R™ 4+ R¥ ... 4 R=21 _ R%(n—l)u)
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12.
Das Produkt [1, R*] x [r, R”] wird nach dem Satz aus Artikel 4

= [r, R**"] + RM'[r, R*T] + R*[r, R*™] + usw. + R 21 [r, RIV]
= [r, R*"] x (1 + R* + R* 4 R 4 usw. + R("2H)

~1
= [r, R x = 5 (14 R* + R* + R¥ + usw. + R~1)

Daraus entwickelt sich das Produkt [1, R*] x [1, R¥] zu

n—1

[1, R“] x (1 + R* + R* + R 4+ usw. + RIO~Dm)

Nun lésst sich das Produkt [, R#] . [r™, R*'] allgemein ohne Schwierigkeit
ermitteln. Denn es ist [, R*] = R™#"™ [ RH] fiir einen Wert von m, der
nicht durch n teilbar ist, und = [1, R#| fir einen teilbaren Wert; und da
eine dhnliche Transformation fiir den anderen Faktor [n™, R“/] gilt, fiithrt die
Multiplikation entweder auf die Aufgabe des vorigen Artikels oder auf die
Félle zuriick, die wir in diesem Artikel betrachtet haben.
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13.

Da wir nun gezeigt haben, wie sich ein Produkt aus zwei Faktoren ent-
wickeln lasst, wird die Entwicklung eines Produkts aus mehr Faktoren kei-
ne Schwierigkeit bereiten. Ist das Produkt [r, R*] x [r, R”] auf die Form
A1, RF¥] + B[r, RF"] gebracht, so wird beim Hinzufiigen eines dritten Fak-
tors [r, R™] das Produkt offenbar = C[1, RATV*™] 4+ D[r, RFT¥*™], wenn wir

[r, RFF][r, RT) = ¢[1, RFTYT™] + d[r, RFTVTT)

und

C = Be
D = Bd + A{1 + R* + R>" 2% 4 ygw. + R"=2) 4y

setzen. Somit lisst sich [r, R]* leicht auf die Form A[1, R*] + B[r, R*] bringen.
Als Beispiel wollen wir die Potenzen der Funktion [r, R] fir n =11, 5 =5
entwickeln und dabei g = 2 setzen. Den Zahlen entsprechen dann die folgen-

den Indizes:
Zahlen 1.2.3.4.5.6.7.8.9.10

Indizes 0.1.8.2.4.9.7.3.6. 5

Zur Entwicklung des Quadrats [r, R]?> nach Formel I aus Artikel 11 haben wir
also

p=1 v=1
Werte von z ... 1. 2.34. 5. 6.7. 8. 9
indz ... 0. 1.8.2. 4. 9.7. 3. 6
2ind(z +1) ... 2.16.4.8.18.14.6.12.10
Kleinste Reste von indz — 2ind(x + 1)
zum Modul 5 ... 3. 0.4.4. 1. 0.1. 1. 1

woraus wir

Q= [r,R?] x {2+ 4R + R® + 2R*}

und
1% [ R*=[1,RY +[r,R* x {2+ 4R + R® + 2R"}

herleiten. Derselbe Ausdruck ergibt sich aus Formel I aus Artikel 11, ndmlich

Werte von z ... 2.3.4.5.6.7.8.9. 10
indz ... 1.8.2.4.9.7.3.6. 5
indln+1—2z) ... 56379428 1
kleinste Reste von ind z + ind(n + 1 — 2)

zum Modul 5 ... 1.4.0.1.3.1.0.4. 1

Auf ganz dieselbe Weise finden wir

2. [rRY.[r,R] = [1,R% +[r.R¥] x {2+ R+ 4R? + 2R}
3. [nRY.[rR =[1,RY +[r,RY x {2+ 4R+ R® + 2R"}
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Schliefflich wird
4% [, RY.[r, Rl =[1,1] + [r,1] x {1 + 2R+ 2R* + 2R* + 2R"}

Multiplizieren wir Gleichung 1° mit [r, R] und setzen fiir [r, R?] . [r, R] seinen
Wert aus 2° ein und verwenden auflerdem

[1,R*.[r,R] = [r, R*] . {2 + 2R + 2R* + 2R® + 2R"}
so erhalten wir

[r, R = [1,R3] x {24+ 4R + R® + 2R"}
+ [r, R?] x {12+ 22R + 18R* + 24R® + 15R*}

und ebenso

[r, R]* = [1, RY] x {12+ 22R + 18R? + 24R> + 15R*}
+ [r, R*] x {164 4+ 170R + 205R* 4 180R* 4 190R*}
[r, B> = [1,1] x {164 + 170R + 205R? 4 180R?® 4+ 190R*}
+ [, 1] x {1836 + 1830R + 1795R? + 1820R* + 1810R*}
= 1640 + 1700R 4 2050R? + 1800R? + 1900R*
+ (1836 + 1830R 4 1795R? + 1820R> 4 1810RY)(s — 1)
= 91855 — 985 — (6R + 41R? + 16 R* 4+ 26R*)s
+66R + 451R* + 176 R® + 286 R*

14.

Die Rechnung in den vorhergehenden Artikeln ist so durchgefiihrt, dass
sie sich auf sdmtliche Werte von r und R erstrecken lasst. Sie wird erheblich
kiirzer, wenn wir R von Anfang an als eigentliche Wurzel der Gleichung z? —
1 = 0 betrachten. Unter dieser Voraussetzung lésst sich das Produkt [r, RF] x
[r, R] auf die Form B[r, R¥t”] bringen, sofern y + v nicht durch 3 teilbar ist;
ist dagegen p + v durch S teilbar, so wird jenes Produkt = (n — 1)R%(”_1)“ +
[r, 1]SR* "% wenn wir fiir ind = alle Zahlen 0,1,2,3....7n —2 mit Ausnahme
von %(n — 1) einsetzen. Daraus folgt leicht, dass in diesem Fall, sofern p und
damit auch v nicht durch g teilbar sind,

[r,R*] . [r,R"] = R2™Drfn — 1 — [r, 1]}

gilt, also = 0 fiir r = 1 und = nR3 =Dk fijy jeden anderen Wert von r. Da

ferner Rz DI den Wert = 41 oder = —1 annimmt, je nachdem, ob ”T_l i
gerade oder ungerade ist, wird unser Produkt im ersten Fall = n, im zweiten
= —n.
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Daraus folgt weiter, dass wir
[r, R)> = A'[r, R?]

[r,R?].[r,R] = A"[r, R®]

[r, R3] . [r,R] = A" [r, RY]
setzen konnen, und so fort bis

[r, R°7?] . [r,R] = AP~ [r, RF7]

woraus sich

[r, R> = A'[r, R?]

[r, R]> = A’A"[r, R3]

[r,R]* = A’A" A" [r, R*|
ergibt, und so fort. Schliellich gilt

[r,R)® = £nA’A"A" ... AP=2)

Dabei ist das obere oder das untere Vorzeichen zu wéhlen, je nachdem, ob
% gerade oder ungerade ist.
Ist der Wert von [r, R] gefunden, so koénnen die iibrigen Funktionen

[r, R)? g _ [ R]?

YO [r, R°] = oA W
hier also offenbar viel leichter bestimmt werden als in den Féllen, in denen
die Bedingung o = 1 nicht erfiillt ist, wie wir bereits in den Disq. Ar. (Arti-
kel 360, 111) angemerkt haben. Eine eingehendere Betrachtung der Natur der
Funktionen A’, A” usw. erleichtert diese Operationen noch mehr.
15.

In Artikel 9 haben wir gezeigt, dass sich der Wert der Funktion [r, R] auf
die Form y/n(cos f + isin f) bringen lasst; ebenso lassen sich die Funktionen
[r, R?], [r, R®] usw. bis [r, R®~!] auf eine dhnliche Form bringen. Setzen wir

[r, R] = \/n(cos f' + isin f')
[r, R*] = \/n(cos f” + isin f")
[r, R%] = y/n(cos f" 4 isin f")

Uusw.

[Tv RQ] =

so wird

A = n(cos(2f' — f") +isin(2f’ — f")
A// — \/n(COS(f, + f/l _ f///) +Z~Sin(f/ _|_ f/l _ f”/))
Al// — \/’I’L(COS(]H _|_ f/l/ _ f//l/) +'L.Sin(f/ + f/// _ fl/l/))

Uusw.
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Daraus ist ersichtlich: Werden die Funktionen A’, A”, A”" usw. auf die Formen
A" =d/(cosb +isind)
A" = a"(cosb” +isinb”)
A/// — a]///(c()S b/// + ZSin b/”)
usw.
gebracht, und zwar so, dass alle a’,a”, a” usw. positiv sind, so gilt

/ " "
a=a =ada" usw.=/n
1

= E(b/ + 0" + 0" + usw. 4 b572)

wenn ”Tfl gerade ist, oder

1
p
n—1

wenn "5 ungerade ist, und dann

f (180° + b’ + b + usw. + bF=2))

[r, R] = v/n(cos f' +isin f)
[r, R*] = v/n(cos(2f' — b') +isin(2f — 1))
[r, R?] = /n(cos(3f' =V —b") +isin(3f — v — b))

Uusw.

Schliefllich gilt nach den Formeln aus Artikel 8

n—1 __l ﬁ " I3t N VA N/
( 3 ,1>— 6+ ﬂ{cosf +cos(2f" =)+ cos(3f — b — ") + usw.

+cos((B—1)f =t —b" —b" —usw. — bP=2)}

+ Z.\gn{sim fr+sin2f =) +sin(3f = b — ") 4+ usw.}

Ebenso ergeben sich die Werte der Funktionen (”T_l, g) , <"T_1, gZ) ) <"T_1, g3)
usw., wenn wir in dieser Formel fiir f' der Reihe nach f' — 362%, = 2%

0 . : 0 . 0
- 3% usw. einsetzen und dabei R = cos 362, k 4 isin 362 k yoraussetzen.

I
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16.

Eine weitere Vereinfachung ergibt sich aus der folgenden Beobachtung. Da
nach Artikel 14

+[r, R][r, R°1] = [r, RY[r, R®* 2] = £[r, R®][r, R’ ] usw. = n

gilt, wobei [im ersten, dritten usw. Produkt] das obere oder untere Vorzeichen

zu wéahlen ist, je nachdem, ob % gerade oder ungerade ist, muss im ersten

Fall

cos(f' + f(ﬁ_l)) = cos(f" + f(ﬁ_z)) = cos(f" + f(’B_g)) usw. =1
im zweiten

—cos(f' + fPDy = cos(f" + fB2) = —cos(f" + fP) usw. = 1

und in beiden Fallen

sin(f 4+ fOY) = sin(f” 4+ fP2) = sin(f"” + B3 usw. = 0
gelten. Daher diirfen wir im ersten Fall

fED) = g B — g f(B8) = gy,

im zweiten

f(ﬁ—l) — 1809 — 7, f(6—2) = —f" f(5—3) —180° — " usw.
setzen. Daraus folgt aber, dass im ersten Fall

b3 =" b =" usw.
AB=3) — A" AB) = A" usw,
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im zweiten dagegen

b2 =y —180°, B3 =p” +180°, P =p” —180° usw.
A2 = _ 4, AB=3) — A" AP — A" usw.

gilt, sodass sich die Anzahl der Funktionen A’, A”, A” usw. auf die Halfte
verringert. Daraus ergibt sich weiter im ersten Fall

N\H

1= B(2b’ + 20" + usw. + 2b(zF~1D)

(ng 1,1> = ; + \/671{2cosf'+2cos(2f/ —b)
+2cos(3f — b —b") + usw.
+2cos((38—1)f =¥ —b" —usw. — b(éB_Q))
+cos(ABf — 1 — b — usw. — b(zFD)}

(wobei das letzte Glied offenbar = cos0 = 1 ist) oder

F= 220 + 20" + usw. + 2b(2(F-3) 4 p(a(B-1)y

E\r—‘

(n—1’1> = —;—i—\gn{QCOSf'—i—Qcos@f'—b')

+2cos(3f — b —b") + usw.
+2cos(L(B—1)f' — b — b —usw. — b(z(F3))}

je nachdem, ob 8 gerade oder ungerade ist; und im zweiten Fall

1
Fl == (26 + 20" + usw. + 2627~ 1))

B

-1 1
(n ,1) =——+4 ﬁ{2 cos(2f' —b') +2cos(4f — b — b — ") + usw.

p s
+2cos((38 — 2)f B — b — usw. — b(28-3)
+ COS(*ﬁf —b —b" —usw. — b(%ﬂ—l))}
+ 1\/*{2 sin f' + 2sin(3f" — 0" — ") + usw.

+2sin((38—1)f — b —b" — usw. — b(%ﬁ_m)}
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oder

f= ;(213’ + 20 + usw. + 26271 4 1800)

n—1 __l ﬂ Y, It i
( 5 ,1)- ﬁ+ 5{2008(2]” b))+ 2cos(4f — b —b" — ") + usw.

+2cos((38—1)f —b — V" — usw. — b(%ﬁq))}
+ i\gn{Q sin f' 4 2sin(3f — v’ — b") + usw.

+2sin((38 —2)f — b —b" — usw. — b(%ﬁ_?’))
+sin(38f — b —b" — usw. — b(%ﬂ_l))}

je nachdem, ob % 5 gerade oder ungerade ist. Fiir die iibrigen Perioden mit "T_l
Gliedern gilt dasselbe, was wir oben angemerkt haben. Allgemein folgt daraus
also, dass zur Bestimmung dieser Perioden die Teilung des ganzen Kreises in
B Teile erforderlich ist, von der die Konstruktion der Winkel ',5"”, " usw.
rational abhéngt; ferner die Teilung des Winkels o' + 0" + " + usw. in
Teile; schliefllich die Quadratwurzel \/n. Setzen wir sogleich f = %(n - 1),
so stimmen jene Perioden offenbar mit den doppelten Kosinus der Winkel
g, 2@, 331—00 usw. bis $(n — 1)% iiberein. Daher hiangt die Teilung des
Kreises in n Teile von der Teilung des ganzen Kreises in i (n—1) Teile ab, von

2

der Teilung eines nach Ausfiithrung jener Teilung konstruierbaren Winkels in
3(n—1) Teile und von der WurzelgréBe \/n. Wollen wir bis zu den Sinus der

Winkel @ usw. fortgehen, so ist eine weitere Operation notig.
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17.

Zur weiteren Verdeutlichung greifen wir das Beispiel aus Artikel 13 wieder
auf, in dem wir

A =A"=2+4R+ R*+2R* = 2R — 2R?> — R®
A" =24+ R+ 4R*> 4+ 2R* = —R+2R?> - 2R*

gefunden haben. Nehmen wir fiir R den Wert cos 72° + isin 72%, so wird

A= A" =2cosT2° — 3cos 144° + i(2sin 720 — sin 144°)
A" = —3cos72° 4 2 cos 144° + i(sin 72° + 2sin 144°)

Die Winkel ¥',0” werden daher durch die Gleichungen

2sin 720 — sin 1449

. /
1) sind’ = i
%) cosl — 2 cos 720 — 3 cos 144°
V11
, 2sin 729 — sin 144°
B gl = T B cos 1440
2 Gy~ S0 729 + 2sin 144°
V11
5) cosh — —3cos 72% + 2 cos 144°
V11
6) tang b’ — sin 72° + 2sin 144°

—3cos 720 + 2 cos 1440

bestimmt. Jede der Gleichungen 1,2, 3 geniigt, um den Winkel &’ zu bestim-
men, sofern der Quadrant bekannt ist, in dem er zu nehmen ist; dieser muss
anhand der Vorzeichen der GréBen 2sin 720 — sin 144°, 2 cos 720 — 3 cos 144°
bestimmt werden. Dasselbe gilt fiir den Winkel b”. In unserem Fall ist b’ zwi-
schen 0 und 90°, b” zwischen 90° und 180° zu nehmen. Multiplizieren wir
Zihler und Nenner von Gleichung 3 mit —3 cos 720 4 2 cos 144°, so geht sie in

2
tang b’ = ﬁ{_ sin 72° + 13 sin 144°}

iiber. Ebenso ergibt sich aus Gleichung 6, wenn Zdhler und Nenner mit
2 cos 720 — 3 cos 144° multipliziert werden,

2
tang b’ = 7 {~13sin 720 — sin 144°}
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In Zahlen erhalten wir daraus

tang b’ = +0,4316226944, logtangb’ = 9,6351042715
v = 23°20'46"04603

tangb” = —0,8355819332, logtangb” = 9,9219890411n
b = 140°7'6"52441

woraus sich

51 = 186"48'38"61647, 1 = 37°21"43"723294

ergibt.
.Wir haben also
]' \/1]‘ 0 / " 0 / "
(21)=—¢+ T{2 cos 37921743"723294 + 2 cos 51°22/41”400558}
1 11
(2,2) = 5 ‘/5{2 cos 325°21/43"723294 + 2 cos 267°22/417400558}
1 11
(2,4) = —= ‘/5{2 cos 253°21'43"723294 + 2 cos 123°22/417400558}
1 11
(2,8)= -z + ¢5{2 cos 181°21/43"723294 + 2 cos 339°22/41”400558}
1 11
(2,5) = —= ¢5{2 cos 109°21/43"723294 + 2 cos 195°22/417400558}
woraus wir .
(2,1) = +1,6825070652 = 2cos 2%
(2,2) = +0,8308299 = 2cos 20°
0
(2,4) = = 2cos 1440
0
(2,8) = = 2cos 28
1800
(2,5) = = 2cos 47

finden.
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18.

Ein weiteres Beispiel liefert uns die Gleichung 7 — 1 = 0, die wir in den
Disquis. Arithm. schon nach einer anderen Methode behandelt haben. Setzen
wir also n = 17, § = 8, g = 3; dann entsprechen den Zahlen die folgenden
Indizes:

Zahlen 1. 2.3. 4.5. 6. 7. 8.9.10.11.12.13. 14. 15. 16
Indizes 0. 14. 1. 12. 5. 15. 11. 10. 2. 3. 7.13. 4. 9. 6. 8

Daraus finden wir
A= A" = 2R+ 2R* + 3R* + 4R° + 2R’ + 2R”
A”:AW”:2+3R+R3+R4+3R5+4R6+R7
A" = A" =34 3R+2R*+ 3R+ R’ +2R° + R’
oder, da in diesem Fall R* 4+ 1 = 0 gilt,
A/ — A////// — _3 _ 2R_ 2R3
AT =AM 1 4R2
A — A — 3—1—2R—|—2R3
Setzen wir also R = cos45% + isin 45°, so wird
A/ — A////// — _3 _ 27/\/2
A// — A///// — 1 o 42'
A/// — A//// — 3 + 22\/2
Somit finden wir ¢’, 0", 0" aus den Gleichungen

sind = —/&  sind’ = -/ sind” = +yL
cosb' = =/ cosb’ =+ cosb” =+/3%
tangt' = +/5  tangb’ = —4 tang b = +/3
woraus wir
V¥ =223018'49", b =2842'10, " = 43°18'49" =¥’ — 180°

4f" = 550°39'48" ' =137°39'57"
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1 17
(2,1) -3 L{z cos 137°39'57" + 2.cos 52°1'5" + 2 cos 265°38'52" + 1}
1
(2,4) = 8+\/{2cos92039 57" 4 2cos 322°1'5” 4 2 cos 130°38'52” — 1}
1
(2,9) -3+ “8{2 cos 47°39'57" 4+ 2 cos 232°1'5” + 2 cos 355938'52" + 1}
1 17
(2,10) -3 ¢8{2 c0s 239’57 + 2 cos 142°1'5” + 2 cos 220°38'52” — 1}
1 1
(2,13) -3+ ﬁ{z cos 317°39'57" + 2 cos 52°1'5" 4 2 cos 85°38'52” + 1}
(2,5) S ¢ ¥ 12¢0s272°39'57" 4 2 cos 322°1'5” + 2 cos 310°38'52" —
,b) = 8 cos + 2cos + 2cos 1}
1
(2,15) = -2 + \/8{2(:08 227939'57" + 2 cos 232°1'5" + 2 cos 175"38/52" + 1}
1 \/17 Oqq0/=~! 0q/xn O0aq/=oll
(2,11) =— 3 + ~—{2c0s 182"39'57" + 2 cos 142°1'5" + 2 cos 40°38'52" — 1}
herleiten.
3(2,1) = 40,092268 = cos 1+360°
3(2,3) = = cos 360"
1(2,9) = = cos £360"
$(2,10) = = cos 360"
$(2,13) = 40,93247 = cos 1-360°
3(2,5) = = cos 173600
3(2,15) = = cos 360"
3(2,11) = = cos 1~360"
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Von diesen allgemeineren Untersuchungen iiber die Funktionen [r, R], wel-
che die in Artikel 360 der Disquiss. Ar. begonnene zweite Theorie der reinen
Gleichungen weiter verdeutlichen und erweitern, gehen wir zu einer genaue-
ren Betrachtung gewisser besonderer Félle iiber, ndmlich solcher, in denen
fir 8 bestimmte Werte genommen werden. Daraus werden mehrere eben-
so fruchtbare wie elegante Untersuchungen hervorgehen; einige davon waren
zwar schon in den Disq. Ar. (Artikel . . .), jedoch nach einer anderen Methode,
behandelt worden, andere sind dagegen als vollig neu anzusehen. Den bemer-
kenswerten Zusammenhang dieser Untersuchungen mit der hoheren Arithme-
tik, die dadurch sehr grofle und bisher unerwartete Fortschritte macht, wollen
wir in einer anderen, bald zu veréffentlichenden Abhandlung darlegen. — Fer-
ner setzen wir in der gesamten folgenden Untersuchung voraus, dass fiir r eine
etgentliche Wurzel der Gleichung £ —1 = 0 und fiir R eine eigentliche Wurzel
der Gleichung R? — 1 = 0 genommen wird.

19.

Wir beginnen mit dem Wert 5 = 2, wobei also fiir R der Wert —1 zu
nehmen ist. Unsere Funktion [r, R] wird daher

Ry I A
und es gilt
[, Rl = —[r%, Rl = +[r" ,R] = —[r*",R] usw.

Allgemein gilt, wenn A eine beliebige, nicht durch n teilbare ganze Zahl be-
zeichnet,

™, R] = +[r, R] wenn A quadratischer Rest von n ist,

™, R] = —[r, R] wenn \ quadratischer Nichtrest von n ist.

Bezeichnen wir ferner die quadratischen Reste von n, die unter 1,2,3...n—1
enthalten sind, unbestimmt mit ¢ und die Nichtreste von n innerhalb dersel-
ben Grenzen mit b, so sind offenbar die Zahlen

1L,¢% g . ... g" 3
ohne Riicksicht auf ihre Reihenfolge zum Modul n den Zahlen a kongruent,
und ebenso die Zahlen

9,.9°,9°....g"?

den Zahlen b, sodass [r, R] = 2r® — Xrb wird.
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. 0 - .
Setzen wir also % = w und r = coskw + isinkw, so wird [r,R] =

Y cos akw — X cos bkw + X sin akw — X sin bkw. Nach Artikel 14 ist das Qua-
drat der Funktion [r, R] gleich = +n oder = —n, je nachdem, ob n von der
Form 4z+1 oder 4z —1 ist; somit gilt im ersten Fall [r, R] = +/n, im zweiten
[r.R] = +iy/n. Das der Wurzelgrole vorangestellte Vorzeichen bleibt jedoch
mehrdeutig. Daraus ergeben sich die folgenden Summen:

I. Ist n von der Form 4z + 1, so gilt

Y cos akw — X cosbkw = ++/n
Y sinakw — X sinbkw = 0

II. Ist n von der Form 4z — 1, so gilt

Y cosakw — X cosbkw = 0
Ysinakw — Ysinbkw = £4/n

Da ferner die Gesamtheit der Zahlen a, b offenbar mit 1,2,3...n — 1 iiber-
einstimmt, gilt 1% + $r® = r + 72 + 3 + usw. + "1 = —1, und damit
Y cosakw + X cosbkw = —1, Ysinakw + X sinbkw = 0. Aus diesen und den
vorigen Summen folgen die nachstehenden:

I.  Fiir den ersten Fall

Ycosakw = —1 £ /n

Ycosbkw = —% Fi/n
Y sinakw = Xsinbkw =0

II. Fir den zweiten Fall

Y cos akw = ¥ cosbkw = —
Ysinakw = j:%\/n
Ysinbkw = F3/n

1
2

Diese Summen wurden bereits in den Disquiss. Arr., Artikel 356, nach
einer nicht sehr verschiedenen Methode hergeleitet; keine der beiden Metho-
den kann jedoch die Mehrdeutigkeit des der Wurzelgréfle voranzustellenden
Vorzeichens beseitigen. Diesen Mangel haben wir aber vor Kurzem in einer
besonderen Abhandlung behoben, in der bewiesen wurde, dass fiir den Wert
k =1 in allen angefiihrten Formeln die oberen Vorzeichen zu nehmen sind.
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BEMERKUNGEN.

Aus der urspriinglichen Fortsetzung dieser Abhandlung von Artikel 19 an, die der
Behandlung besonderer Félle gewidmet war, sind nur noch einige Artikel erhalten.
Sie befassen sich mit der quadratischen Gleichung, deren Wurzeln die beiden Peri-
oden mit "T_l Gliedern sind; das Manuskript bricht zu Beginn der Untersuchung
ab, durch die das Vorzeichen der bei ihrer Losung auftretenden Quadratwurzel be-
stimmt werden sollte. Die Ubereinstimmung dieses noch erhaltenen Anfangs mit der
Abhandlung Summatio quarumdam serierum singularium zeigt, dass der Verfasser
seinen Plan dnderte, um die eben genannte Bestimmung des Vorzeichens zum Gegen-
stand einer besonderen Abhandlung zu machen. Vergleicht man damit das Zitat in
Artikel 8, wo im Manuskript versehentlich die dritte statt der zweiten Ausgabe des
Werkes von LAGRANGE angegeben war, so ergibt sich, dass diese Handschrift aus dem
Jahr 1808 stammt. Dass die Veroffentlichung des Vorangehenden nicht aufgegeben
worden war, zeigt ein bei Artikel 19 offenbar spéter eingefiigtes Blatt, auf dem eine
andere Fortsetzung beginnt und hinsichtlich der Bestimmung des Vorzeichens bereits
auf die Abhandlung Summatio usw. verwiesen wird. Diese zweite Fortsetzung, die
aber ebenfalls bald abbricht, ist hier wiedergegeben. Der Text des durchweg druck-
fertigen Manuskripts wurde bei der Herausgabe getreu beibehalten; nur in Artikel 16
mussten die Formeln fiir den zweiten Fall hinzugefiigt werden.

R. DEDEKIND.
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BEWEIS EINIGER SATZE UBER

DIE PERIODEN DER KLASSEN BINARER
QUADRATISCHER FORMEN.

SATZ. 1. Die Anzahl der (eigentlich primitiven) Klassen derselben Deter-
minante, die, zur P-ten Potenz erhoben, wobei P entweder eine Primzahl
oder eine Primzahlpotenz = p™ ist, die Hauptklasse K ergeben, ist entweder
gleich 1 oder gleich einer Potenz derselben Primzahl p.

Beweis. Es sei (Q) die ganze Gruppe aller in Betracht kommenden Klas-
sen und n ihre Anzahl. Da die Hauptklasse K notwendig in (£) enthalten
ist, ist der Satz evident, wenn sie die einzige darin ist. Gibt es aber noch
andere, so wird die Anzahl der in der Periode jeder von ihnen enthaltenen
Klassen eine Potenz von p sein; es sei eine von ihnen A, und wir nehmen an,
ihre Periode () enthalte p™ Klassen, die samtlich in () enthalten sein wer-
den. Erschopfen nun die Klassen dieser Periode () die Gruppe (), so gilt
p® = n, und der Satz ist bewiesen; andernfalls sei B eine beliebige Klasse von
(), die nicht in () enthalten ist, und wir nehmen an, ihre Periode werde so
weit entwickelt, bis wir zu einer Klasse bB gelangen, die zugleich unter den
Klassen von () vorkommt. Dies muss notwendig eintreten, weil zumindest
die Hauptklasse dieser Periode und () gemeinsam ist. Nehmen wir nun an,
bB sei die erste Klasse in der Periode von B, die () gemeinsam ist, oder b
sei so klein wie moglich, so behaupte ich

19, Dass b eine Potenz von p sein wird. Denn offenbar erhalten wir, wenn
wir b = p®h, bB = iA und hk = 1 (mod p™) setzen (was moglich sein wird),
kbB = pPhkB = p°B = ikA, das heifit, auch p®B wird unter den Klassen
von (2) vorkommen, woraus folgt, dass h = 1 und b = p? gilt.

20, Dass, wenn wir die Klassen K, B,2B....(b—1)B mit (8) bezeichnen,
samtliche Kompositionen einer Klasse von (2() mit einer Klasse von (8) zu-
sammen p®T# verschiedene Klassen ergeben. Denn nehmen wir mA + nB =
m'A+n'B und n = n/ an, so gilt notwendig m = m/; ist n > n/, so gilt
(n—n')B = (m' — m)A, was unmoglich ist, wenn nicht n = n’ gilt.

30, Dass diese p®™# verschiedenen Klassen in () enthalten sein werden,
was evident ist.

Erschépfen nun diese p®+# Klassen die Gruppe (), so ist der Satz be-
wiesen; andernfalls wihlen wir eine weitere Klasse von (9), die nicht unter
ihnen enthalten ist, ndmlich C; wir setzen ihre Periode so weit fort, bis wir
zu einer Klasse gelangen, die bereits unter den aus () und (28) zusammen-
gesetzten Klassen enthalten ist. Durch eine dhnliche Schlussweise wie zuvor
werden wir beweisen, dass der Exponent dieser Klasse eine Potenz von p,
= p7, sein muss und dass die Komposition der ersten p” Klassen der Periode
von C mit den bereits gefundenen p®+? Klassen p®+#+7 verschiedene Klassen
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ergibt, die simtlich in () enthalten sind. Erschopfen diese Klassen die Grup-
pe (9Q) noch nicht, so behandeln wir in derselben Weise eine vierte Klasse
D usw.; und es ist evident, dass, da (Q) aus endlich vielen Klassen besteht,
auch diese Operationen enden werden und n gleich einer Potenz von p sein
wird. Q. E. D.

Satz. II. Wird die Anzahl aller Klassen des Hauptgeschlechts durch
a®bPc usw. ausgedriickt, wobei a,b,c verschiedene Primzahlen bezeichnen,
so gibt es in diesem Geschlecht a®,b®, ¢V usw. Klassen, die, jeweils zur Po-
tenz a®,b%, ¢ usw. erhoben, die Hauptklasse ergeben.

Beweis Es seien A, A’, A” usw. samtliche Klassen, die, zur Potenz a®
erhoben, K ergeben, und (2() ihre Gesamtheit; ebenso B, B’, B” usw. (98),
C,C",C", (€) usw. usw. Ich behaupte, dass aus der Komposition aller Klassen
von () mit allen Klassen von (28) mit allen Klassen von (€) usw. Klassen
hervorgehen, die voneinander verschieden sind. Denn ist A+ B+ C--- =
A"+ B '+ C'... usw., so erhalten wir, wenn wir A — A’ = A", B— B' = B"
usw. setzen,

A"+ B"+C" usw. = K

also, wenn wir zur Potenz b°¢Y usw. erheben, (b%¢?...)A” = K, woraus
leicht A” = K und A = A’ folgt, und ebenso gilt B = B, C' = C’ usw. Es sei
die Gesamtheit dieser Klassen = (.5). Ferner ist klar, dass alle diese Klassen
zum Hauptgeschlecht gehéren werden. Schliellich kann es im Hauptgeschlecht
keine Klasse geben, die nicht in (S5) enthalten ist. Es sei . . .

BEMERKUNG.

Dieses 1801 geschriebene Fragment bezieht sich auf Disq. Arithm., Artikel 306, 1X.
Das Wort dignité wird hier in einem sonst nicht iiblichen Sinn gebraucht.

STERN.
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(L]
UBER DEN ZUSAMMENHANG ZWISCHEN
DER ANZAHL DER KLASSEN, IN DIE

BINARE QUADRATISCHE FORMEN
ZERFALLEN, UND IHRER DETERMINANTE.

ERSTE ABHANDLUNG

DER KONIGLICHEN GESELLSCHAFT VORGELEGT
1834 . ...

1.

Dreiunddreiflig Jahre sind nun vergangen, seit wir die Prinzipien des be-
merkenswerten Zusammenhangs entdeckten, dem diese Abhandlung gewid-
met ist, wie schon am Schluss der Untersuchungen tber héhere Arithmetik
angekiindigt wurde. Andere Beschéftigungen hatten uns jedoch lange von
dieser Untersuchung abgehalten, bis wir in jiingerer Zeit zu ihr zuriickkehren
und sie durch neue Bemiihungen erweitern konnten. Da aber dieser neue Teil
der héheren Arithmetik den Umfang einer einzigen Abhandlung tibersteigt,
soll diese erste den Formen mit negativen Determinanten gewidmet sein; die
Formen mit positiven Determinanten, die eine ganz eigene Behandlung erfor-
dern, miissen einer anderen Abhandlung vorbehalten bleiben.

2.

Die Grundlage des ganzen Gegenstands bildet eine besondere Untersu-
chung tber die Anzahl aller Kombinationen ganzzahliger Werte, die zwei
unbestimmte ganze Zahlen x, y innerhalb eines vorgeschriebenen Bereichs an-
nehmen. Offenbar lédsst sich diese Aufgabe auch geometrisch darstellen, in-
dem man die Anzahl der kompleren Zahlen ermittelt, deren Darstellung in
eine vorgeschriebene Figur fillt. Die Beschaffenheit der Figur hingt von der
Beschaffenheit der sie umgebenden Linie ab und somit entweder von einer ein-
zigen Gleichung zwischen den Koordinaten x,y (wenn der Rand eine in sich
zuriickkehrende Kurve ist) oder von mehreren solchen Gleichungen (wenn
er .aus mehreren gekriitmmten oder geraden Teilen besteht); dabei bleibt es
unserer Wahl iiberlassen, ob wir Punkte, die komplexen ganzen Zahlen ent-
sprechen und etwa auf dem Rand selbst liegen, mitzdhlen oder ausschlieflen
wollen.

259



Klassenanzahl und Determinante

Bei der analytischen Darstellung der Aufgabe lassen sich diese Begren-
zungsbedingungen stets so ausdriicken, dass eine oder mehrere gegebene Funk-
tionen der Variablen x,y, ndmlich P, @, R usw., positive oder nichtnegative
Werte annehmen miissen (je nachdem, ob der Wert 0 ausgeschlossen oder
zugelassen wird).

Ist beispielsweise die vorgeschriebene Figur ein Kreis mit dem Radius
= /A, und liegt sein Mittelpunkt in einem Punkt, der einer komplexen gan-
zen Zahl entspricht, so lautet die analytische Bedingung, dass A — zx — yy
nicht negativ ist, sofern wir, was wir immer voraussetzen werden, die auf dem
Rand selbst liegenden Punkte beibehalten wollen. Ist die Figur ein Dreieck,
so miissen die drei linearen Funktionen ax +by+c, d'z+b'y+c, a"v+b"y+c"
nichtnegative Werte haben, und ebenso in anderen Fallen.

3.

Eine exakte Losung der Aufgabe muss im Allgemeinen so vorgehen, dass
zunéchst aus der Beschaffenheit der Bedingungen die eine Variable, beispiels-
weise x, auf Grenzen beschriankt wird, zwischen denen die einzelnen ganzzah-
ligen Werte nacheinander durchlaufen werden. Es ist zu ermitteln, wie viele
ganzzahlige Werte der anderen Variablen y jedem davon entsprechen; diese
Anzahlen sind dann zusammenzuzéhlen. In besonderen Fillen wird es meist
besondere Verfahren geben, um die Arbeit abzukiirzen.

Ist die Figur beispielsweise wie oben ein Kreis mit dem Radius = /A, so
sei r die néchstkleinere ganze Zahl unterhalb von /A oder /A selbst, falls A
ein Quadrat ist. Ebenso seien 7/, 7", 7" usw. r(") die nichstkleineren ganzen
Zahlen unterhalb von /(A — 1), /(A —4), /(A —9) usw. bis zu /(A —rr).

Dann ist die gesuchte Anzahl

=2r +1+2(2r" +1)+2(2r" +1) + 2(2r" + 1) + usw.
=1+ 4r +4r + 4" + 4" + usw. + 4r(")
In diesem Beispiel ist die folgende Methode kiirzer. Es sei ¢ die nachstklei-

nere ganze Zahl unterhalb von / %A (oder dieser gleich, falls sie ganzzahlig
ist); ferner seien 7@+ 7(4+2) (@+3) ysw. die nichstkleineren ganzen Zahlen

unterhalb von /(A — (¢ +1)2), /(A — (¢ +2)?), /(A — (g + 3)?) usw. bis zu
/(A —rr). Dann ist die gesuchte Anzahl

= 4qq + 1+ 4r + 8(r\ WY 4 (02 4 (@) | ygw. (1)
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Nach dieser Formel wurden die folgenden Anzahlen ermittelt:

A A A
100 | 317 | 1000 | 3149 | 10000 | 31417
200 | 633 || 2000 | 6293 || 20000 | 62845
300 | 949 || 3000 | 9425 || 30000 | 94237
400 | 1257 || 4000 | 12581 || 40000 | 125629
500 | 1581 || 5000 | 15705 || 50000 | 157093
600 | 1885 || 6000 | 18853 || 60000 | 188453
700 | 2209 || 7000 | 21993 || 70000 | 219901
800 | 2521 || 8000 | 25137 || 80000 | 251305
900 | 2821 || 9000 | 28269 || 90000 | 282697

1000 | 3149 || 10000 | 31417 || 100000 | 314197

4.

Fiir unser Vorhaben ist keine exakte Bestimmung erforderlich, sondern
die Suche nach einem Ausdruck, der sich der genauen Anzahl beliebig weit
ndhern kann, wihrend die Grenzen ins Unendliche erweitert werden. Da dies
aber etwas Unbestimmtes enthélt, miissen wir die Sache zun&chst genauer
darlegen.

Wir nehmen also an, dass die Funktionen P, (), R usw. aufler den Variablen
x, 1y ein konstantes Element k enthalten, sodass die einzelnen P, @), R usw. ho-
mogene Funktionen der drei Grofien x,y, k sind. Die durch die Gleichungen
P=0,Q =0,R =0 usw. bestimmte Figur hingt damit von k ab, und zwar
entsprechen verschiedenen Werten von k dhnliche und beziiglich des Koordina-
tenursprungs dhnlich gelegene Figuren; entsprechende lineare Abmessungen
sind den Werten von k, die Flacheninhalte den Werten von kk proportional.
Bezeichnen wir nun die Anzahl der Punkte innerhalb der Figur mit M, ih-
ren Flacheninhalt mit V', so miissen offenbar M und V mit wachsendem k
wachsen; wachst k ins Unendliche, so ndhern sich M und V dem Verhaltnis
der Gleichheit beliebig weit. Oder, wenn du elementare Klarheit verlangst:
Ist eine Grofle A gegeben, wie klein sie auch sei, so lisst sich stets eine solche
Grenze angeben, dass fir jeden Wert von k, der diese Grenze ﬁbersﬂﬂgt,%g
sicher zwischen 1— X\ und 1+ A liegen muss. Nach der iiblichen Ausdrucksweise
darf man dies so angeben: Es wird M = V fiir einen unendlichen Wert von k.

In unserem Beispiel gilt die erforderliche Bedingung, wenn wir k£ = /A
setzen, und die Kurve wird ein Kreis, dessen Fldcheninhalt = 7w A, wobei w
den halben Umfang eines Kreises mit dem Radius = 1 bezeichnet. Die oben
angegebenen Zahlen lassen die Konvergenz deutlich erkennen.

Wenn es iibrigens der Miithe wert wire, konnten wir den Beweis dieses
Satzes leicht mit der Strenge der Alten durchfithren; an dieser Stelle haben
wir ihn jedoch lieber unterdriickt und eilen zu schwierigeren Dingen weiter.
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5.

In dieser Abhandlung wird der Rand durch eine einzige Gleichung der
Form axx + 2bxy + cyy = A ausgedriickt, wobei a, b, ¢ ganze Zahlen sind und
bb — ac eine negative Zahl ist, die wir = — D setzen. Offenbar ist die die Figur
begrenzende Kurve eine Ellipse, und es ist leicht zu sehen, dass die Quadrate
der Halbachsen die Wurzeln der Gleichung

(ac—bb)qg — (a+c)Ag+AA=0 oder =A <a+c:t V(4bb+ (a = 0)2)>

2(ac — bb)

sind.

Das Produkt dieser Wurzeln ist a?j)b = %4, also der Flacheninhalt der

Ellipse = %. Daraus folgt, dass die Anzahl aller Kombinationen ganzzahliger

Werte von z,y, fiir die axz + 2bxy + cyy den Wert A nicht iibersteigt, mit
wachsendem A dem Wert % immer ndher kommt und fiir unendliches A
diesem Wert gleichgesetzt werden muss. Dabei ist offenbar gleichgiiltig, ob
die Kombination x = 0,y = 0 zu den iibrigen mitgezahlt oder ausgeschlossen
wird. Somit ist die gesuchte Anzahl (im letzteren Sinn) nichts anderes als
die Summe der Anzahlen der Darstellungen der einzelnen Zahlen 1,2,3... A
durch die bindre quadratische Form axx + 2bxy + cyy; und da einige dieser
Zahlen durch diese Form tiberhaupt nicht dargestellt werden kénnen, andere
mehr, andere weniger Darstellungen zulassen, ist die Gréfle 7= als mittlerer

VD
Wert der Anzahl der Darstellungen einer unbestimmten positiven Zahl durch
eine beliebige Form zu betrachten, deren Determinante = —D.
6.

Bevor wir die Folgerungen hieraus allgemein untersuchen, erschien es uns
zweckméBig, einige besondere Félle auszuarbeiten, damit sich die Art der
Argumentation leichter verstehen lasst. Greifen wir also zunéchst die Form
xx + yy wieder auf, fiir die die Anzahl der Darstellungen einer unbestimmten
Zahl den mittleren Wert = 7 erhélt. Die Anzahl der tatsichlichen Darstel-
lungen einer gegebenen Zahl lésst sich ohne Schwierigkeit aus den in den
Untersuchungen iiber héhere Arithmetik aufgestellten allgemeinen Prinzipi-
en bestimmen. Bezeichnen wir mit fA die Anzahl der Darstellungen der Zahl
A, so ist diese = 4, wenn A = 1 oder 2 oder eine Potenz von zwei ist; = 8§,
wenn A eine Primzahl der Form 4n 4 1 oder das Produkt einer solchen Prim-
zahl mit einer Potenz von zwei ist; = 0, wenn A eine Primzahl der Form
4n 4+ 3 oder durch eine solche Primzahl, jedoch nicht durch deren Quadrat
teilbar ist; schliefSlich allgemein

entweder =4(a+1)(B+1)(v+1)...
oder =0
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Dabei wird die Zahl A auf die Form 2#Sa®b?cY ... gebracht; a,b, c usw. be-
zeichnen verschiedene Primzahlen der Form 4n + 1 und S das Produkt der
Primzahlen der Form 4n + 3, die ein- oder mehrmals unter den Faktoren der
Zahl A vorkommen, falls es solche gibt. Es gilt der erste oder zweite Wert,
je nachdem, ob die Zahl S ein Quadrat oder kein Quadrat ist. Somit hingt
f A offenbar allein davon ab, wie die Primzahlen 3,5,7,11,13 usw. unter den
Faktoren der Zahl A vorkommen, sodass allgemein

FA=4(3).(5).(7).(11).(13)....

zu setzen ist, wenn wir annehmen, dass die Werte der Zeichen (3), (5), (7) usw.
so gewahlt werden, dass fiir eine Primzahl p gilt:

erstens (p) =1, wenn p die Zahl A nicht teilt

zweitens (p) = a+1, wenn p die Form 4n+1 hat und p® die hochste Potenz
ist, die A teilt

drittens (p) = 0, wenn p die Form 4n+3 hat und der Exponent der héchsten
Potenz von p, die A teilt, ungerade ist; schlieilich

viertens (p) = 1, wenn p die Form 4n+3 hat und der Exponent der héchsten
Potenz von p, die A teilt, gerade ist.

Offenbar ist der erste Fall im zweiten und vierten enthalten.

Auf diese Weise verlaufen die Glieder der Folge f1, 2, f3, f4 usw. sehr
unregelméBig, obwohl sich der mittlere Wert = m umso genauer ergeben muss,
je mehr Glieder genommen werden. Die Summe f1 + f2+ f3+ ...+ fA
bezeichnen wir mit F'A.

7.

Setzen wir nun allgemein fm + f3m = f'm, so erkennt man leicht, dass

FA=4(5).(7).(11).(13)...

gilt, das heifit, f’A wird von der Beziehung von A zum Teiler 3 unabhin-
gig sein, sodass die UnregelméBigkeit der Folge f'1, f'2, f'3, f'4, f'5, f'6 usw.
sowohl spater beginnt als auch viel geringer ist. Setzen wir ferner

1+ f24+ 3+ f44+usw. + f'm=F'm

so gilt
F'3BA=F3A+ f3+ f6+ f9+...+ f94

=F3A+FA
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Daraus folgt leicht, dass fiir ins Unendliche wachsendes A
F'3A =47A

zu setzen ist, oder dass der mittlere Wert der Glieder der Folge
11,12, '3, f'4 usw.

_ 4

= §7T

ist.
Ebenso ergibt sich, wenn wir allgemein — f'm + f'5m = f”m setzen,

1A =4(7)(11)(13) ...

das heif3t, aus der neuen Folge f”1, f”2 usw. verschwinden die Schwankungen,
die von der Beziehung zur Zahl 5 abhdngen. Setzen wir die Summe

flll+f/,2+f”3+...+f”m:F//m

so gilt
F'sm = —F'm+ F'5m

woraus folgt, dass fiir ins Unendliche wachsendes m

F"5m = 37 .4m

zu setzen ist, oder dass der mittlere Wert der Glieder der Folge = % . %ﬂ ist.

Gehen wir in derselben Weise weiter, indem wir neue Folgen bilden und
dabei nacheinander die Faktoren (7), (11), (13), (17) usw. entfernen, so nédhern
sich diese immer mehr der Unverdnderlichkeit, und ihre mittleren Werte er-
halten nacheinander die neuen Faktoren %, %, %, %—‘;, %8 usw. Die Nenner sind
dabei die Primzahlen in ihrer natiirlichen Reihenfolge, die Zahler dagegen um
eins grofler oder kleiner, je nachdem, ob jene die Form 4n — 1 oder "4n+ 1 ha-
ben. Da nun bei Fortsetzung dieses Verfahrens ins Unendliche der konstante

Wert 4 dem mittleren Wert immer nédher kommen muss, erhalten wir
— g 4 4 8 12 12 is i i
4=m.5.5.%.11 13- bisins Unendliche

oder
3 5 7 11 13

"3+1°5—-1"7T+1 11+1 13-1""
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Entwickelt man die einzelnen Briiche in unendliche Reihen,

3 _,_ 1, 1t 1
341 3 9 27
o —1+1+1+ L +
5—-1 5 25 125
7 _1 1+1 1 n
T+1 7 49 343 T
usw.
so lasst sich das Produkt leicht in
1,1 1,1 1 1
1—§+g—7+§—ﬁ+ﬁ....

entwickeln; die Summe dieser Reihe ist bekanntlich = iw. Tatséchlich hatte
der beriithmte EULER schon vor langer Zeit auf umgekehrtem Weg hieraus die
Gleichheit zwischen %71’ und dem unendlichen Produkt % . % . %.. hergeleitet

(Introd. in analys. inf., Bd. I, Kap. xv, Artikel 285).
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8.

Betrachten wir an zweiter Stelle die Form zx + 2yy, fiir die die Anzahl der
Darstellungen einer unbestimmten Zahl den mittleren Wert = % haben wird.
Bezeichnen wir mit fA die Anzahl der Darstellungen einer gegebenen Zahl
A durch diese Form, so ist diese = 2 fiir A = 1 oder A = 2 oder immer dann,
wenn A eine Potenz von zwei ist; ferner fA = 4, wenn A eine der Primzahlen
ist, deren quadratischer Rest —2 ist, also eine der Formen 8k + 1,8k + 3,
etwa A = 3,11,17,19,41, 43 usw.; schlieffilich fA = 0, wenn A eine Primzahl
ist, deren quadratischer Nichtrest —2 ist, etwa aus der Folge 5, 7,13, 23,29, 31
usw., also entweder der Form 8k + 5 oder der Form 8k + 7. Allgemein ist
jedoch

entweder fA=2a+1)(B+1)(y+1)...

oder fA=0

zu setzen. Dabei wird die Zahl A auf die Form 24Sa®b?c7 . .. gebracht; a, b, ¢
usw. bezeichnen verschiedene Primzahlen der Formen 8k + 1, 8k + 3, dagegen
S das Produkt der iibrigen Zahlen (der Formen 8k + 5,8k + 7), falls solche
unter den Faktoren der Zahl A vorkommen. Es gilt der erste oder zweite
Wert, je nachdem, ob S ein Quadrat oder kein Quadrat ist. Durch ganz dhn-
liche Schlussfolgerungen wie im vorigen Artikel gehen wir nun von der Folge
1,12, f3, f4, f5 usw., also 2, 2,4, 2,0, 2 usw., nacheinander zu anderen iiber,
die immer lédnger konstant bleiben. Ihre mittleren Werte sind nacheinander
%, % . %, \/l . % . g, % . % . g . % usw.; wir gehen dabei so vor, dass wir zu

der Gleichung
™ 2 6 8 10 14 16 18

2=— . - .- . .= .—=.—=.—...
V2 3 5 7 11 13 17 19

gelangen, in der die Nenner die natiirliche Folge der Primzahlen bilden, die

Zahler dagegen um eins kleiner sind, wenn die Nenner die Form 8k + 1 oder

8k + 3 haben, und um eins gréfler, wenn die Nenner die Form 8k + 5 oder

8k + 7 haben.
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[11]

UBER DEN ZUSAMMENHANG ZWISCHEN
DER ANZAHL DER KLASSEN, IN DIE
BINARE QUADRATISCHE FORMEN
ZERFALLEN, UND IHRER DETERMINANTE.
ERSTE ABHANDLUNG
DER KONIGLICHEN GESELLSCHAFT VORGELEGT 1837 . . .

1.

Sechsunddreiflig Jahre sind vergangen, seit die Prinzipien des bemerkens-
werten Zusammenhangs entdeckt wurden, der in dieser Abhandlung behan-
delt werden soll, wie schon am Schluss der Untersuchungen tiber hohere Arith-
metik angekiindigt wurde. Andere Beschiftigungen hatten die Aufmerksam-
keit jedoch lange von dieser Untersuchung abgelenkt, bis es in jiingerer Zeit
gelang, zu ihr zuriickzukehren und sie durch neue Bemiihungen zu erweitern.
Da aber dieser neue Teil der hoheren Arithmetik den Umfang einer einzigen
Abhandlung tibersteigt, soll diese erste den Formen mit negativen Determi-
nanten gewidmet sein; die Formen mit positiven Determinanten, die eine ganz
eigene Behandlung erfordern, bleiben einer anderen Abhandlung vorbehalten.

2.

Fiir unser Vorhaben wird ein Satz bend6tigt, der an sich zwar arithmetisch
ist, dessen Wesen sich jedoch bequemer und deutlicher durch Uberlegungen
in geometrischer Form vor Augen fithren ldsst.

Ist in einer unbegrenzten Ebene eine durch eine beliebige Linie begrenzte
Figur gegeben, so lasst sich ihr Flacheninhalt ndherungsweise bestimmen, in-
dem man die Ebene in Quadrate teilt und sowohl diejenigen zéhlt, die ganz
innerhalb der Figur liegen, als auch diejenigen, die von ihrem Rand geschnit-
ten werden. Offenbar ergibt sich ein kleinerer oder groflerer Flacheninhalt als
der wahre, je nachdem, ob die letzteren Quadrate weggelassen oder zu den
ersteren hinzugezéhlt werden. Will man aber die letzteren, auf dem Rand
liegenden Quadrate nach irgendeiner Regel teils ausschlieflen, teils mitzdhlen,
so kann der Fehler positiv oder negativ sein; er muss jedoch kleiner sein als
der gesamte Flacheninhalt aller Randquadrate. Je kleiner man die Quadrate
wahlt, desto genauer wird der Flacheninhalt auf diese Weise bestimmt. Man
kann eine solche Anndherung unbegrenzt fortsetzen oder die Quadrate so
klein wéhlen, dass der Fehler kleiner als jede gegebene Grofie wird. Obwohl
dies schon an sich einleuchtend erscheinen mag, werden wir es dennoch nicht
verschméhen, es durch einen strengen Beweis abzusichern.
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Zwei Quadrate konnen entweder einen Eckpunkt, zwei oder keinen gemein-
sam haben; im ersten und zweiten Fall sollen sie benachbart, im dritten dis-
junkt heiflen. Offenbar kénnen hochstens vier Quadrate sdmtlich einander
benachbart sein; daher miissen sich unter je fiinf verschiedenen Quadraten
mindestens zwei disjunkte finden. Da nun der Abstand zwischen zwei Punk-
ten in disjunkten Quadraten nicht kleiner sein kann als die Seitenldnge der
Quadrate, die wir mit a bezeichnen wollen, ist klar: Geht ein Punkt von ei-
ner beliebigen Stelle eines Quadrats aus, durchquert dann ein zweites, drittes
und viertes und gelangt schliefllich zu einem fiinften, so ist die Lange seines
Weges sicher nicht kleiner als a. Aus demselben Grund kann, wenn die Linie
immer weitere Quadrate durchlauft, der Teil zwischen dem fiinften und neun-
ten sowie zwischen dem neunten und dreizehnten usw. nicht kleiner als a sein.
Wir schlieflen daher leicht, dass eine beliebige in sich zuriickkehrende Linie,

die insgesamt n verschiedene Quadrate beriihrt hat, sicher nicht kiirzer als

(n—4)a
2

sicher nicht mehr als 4 + %l verschiedene Quadrate berithrt haben. Da deren

Flacheninhalt = 4aa + 4al bei unbegrenzt abnehmendem a kleiner als jede
gegebene Grofle werden kann, gilt dies umso mehr fiir den Fehler der oben
besprochenen Flachenbestimmung.

sein kann. Umgekehrt kann also eine geschlossene Linie der Lange = [

3.

Die Regel fiir die Zulassung oder den Ausschluss der auf dem Rand der
Figur liegenden Quadrate liefle sich auf viele verschiedene Arten festlegen. Am
einfachsten scheint es jedoch, nur die Lage des Mittelpunkts jedes Quadrats zu
beachten: Quadrate, deren Mittelpunkte innerhalb der Figur liegen, werden
zugelassen, diejenigen, deren Mittelpunkte auflerhalb liegen, ausgeschlossen.
SchlieBllich bleibt es unserer Wahl iiberlassen, ob Mittelpunkte, die etwa auf
dem Rand selbst liegen, den inneren oder den duferen zugerechnet werden
sollen. Anstelle der Mittelpunkte kénnten wir auch beliebige andere Punkte
nehmen, die in den einzelnen Quadraten jeweils dieselbe relative Lage haben.

Damit kommt es darauf an, sich in der Ebene Punkte in gleichen Abstéan-
den auf ebenfalls gleich weit voneinander entfernten Geraden so verteilt zu
denken, dass sie Quadrate bilden. Nach dem Satz des vorigen Artikels kénnen
wir dann behaupten, dass die Anzahl der in der Figur enthaltenen Punkte,
multipliziert mit dem Quadrat des Abstands zweier nachster Punkte, dem
Fléacheninhalt der Figur beliebig nahe kommt, sofern jener Abstand nur hin-
reichend klein gewéahlt wird; oder, nach der gewohnlichen Ausdrucksweise,
dass dieses Produkt den Flicheninhalt angibt, wenn der Abstand unendlich
klein ist.
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4.

Die durch die folgende Gleichung zwischen den rechtwinkligen Koordinaten
p, q ausgedriickte Kurve,

app + 2bpg + cqq =1

ist ein Kegelschnitt, und zwar eine Ellipse, wenn a, ¢ sowie ac — bb positive
Groflen sind. Der von dieser Ellipse eingeschlossene Fliacheninhalt ergibt sich
zZu . = m. Der Wert von app + 2bpg + cqq ist auBlerhalb der Ellipse
iiberall grofer als 1, innerhalb kleiner als 1 und nirgends negativ.

Man denke sich ein .System von Punkten in der Ebene der Ellipse so
verteilt, dass sie Quadrate bilden, deren Seiten = A den Koordinatenachsen
parallel sind. Dabei ist es gleichgiiltig, ob der Koordinatenursprung, also der
Mittelpunkt der Ellipse, mit einem dieser Punkte zusammenfillt oder nicht.
Die Anzahl der Punkte innerhalb der Ellipse, einschliellich etwa auf dem
Rand selbst liegender Punkte, sei = m. Dann ist nach dem Satz des vorigen
Artikels m der Grenzwert von mA\, dem diese Grofle bei unbegrenzt
abnehmendem A beliebig nahe kommt.

Nehmen wir an, dass der Koordinatenursprung mit einem Punkt des Sys-
tems zusammenfallt, so sind, wenn wir p = Az, ¢ = Ay setzen, offenbar fiir die
einzelnen Punkte des Systems = und y ganze Zahlen; umgekehrt entspricht
jede Kombination ganzzahliger Werte der Gréflen z,y einem Punkt des Sys-
tems. Die Zahl m ist daher nichts anderes als die Anzahl aller Kombinationen
ganzzahliger Werte von x, y, fiir die F' nicht grofler als M wird, wenn wir der
Kiirze wegen die Funktion oder quadratische Form axz + 2bxy + cyy mit F
und die Grofle ﬁ mit M bezeichnen. Die Determinante dieser Form ist bb—ac;
dafiir schreiben wir —D. Unser Satz ist nun folgendermaflen auszusprechen.

Satz 1. Die Anzahl m aller Kombinationen ganzzahliger Werte der Un-
bestimmten x,y, fir die der Wert einer Form mit negativer Determinante
—D die Grenze M mnicht tberschreitet, wird = %, zwar ndherungsweise,
doch mit unbegrenzt zunehmender Anndherung, wihrend M ins Unendliche
wdchst. Es braucht kaum darauf hingewiesen zu werden, dass die unbegrenzte
Anndherung hier, und ebenso im Folgenden, nicht so zu verstehen ist, als ob
die Differenz zwischen % und m selbst unbegrenzt abnihme. Vielmehr nd-
hert sich das Verhdltnis dieser Groflen unbegrenzt der Gleichheit; das heifit,

JyD — 1 nimmt unbegrenzt ab.
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5.
Um die Auszdhlung tatséichlich auszufiithren, kann man fiir die einzelnen
ganzzahligen Werte von x zwischen den Grenzen — % und +4/ % die bei-

den Werte von y berechnen, die F' = M entsprechen; daraus ergibt sich unmit-
telbar die Anzahl der dazwischenliegenden ganzen Zahlen. Da diese Anzahl
fiir entgegengesetzte Werte von x dieselbe ist, ersparen wir uns nahezu die
Halfte der Arbeit. Man kann auch die Werte von x zéhlen, die den einzelnen
Werten von y zwischen den Grenzen — % und + % entsprechen. Durch
eine geeignete Verbindung beider Methoden lésst sich die Arbeit weiter ver-
ringern; wir fithren dies hier jedoch nicht ausfiihrlicher aus. Es moge geniigen,
einiges zum einfachsten Fall hinzuzufiigen.

Die Form sei F' = zx + yy, also die Kurve ein Kreis; ferner seien
rr' 7" " . r(") die nichstkleineren ganzen Zahlen unterhalb von

VM, (M =1), (M=4), (M=9).../(M—rr)

oder diese Groflen selbst, falls sich unter ihnen ganze Zahlen befinden. Dann
ist die gesuchte Anzahl

mo=2r+1+22r +1)+22r" +1) + 227" + 1) + usw. +2(2r") +1)
=1+ 4r + 47 + 47" + 4r" + usw. + 4"

Dasselbe erreichen wir jedoch schneller, indem wir mit ¢ die néchstkleinere
ganze Zahl unterhalb von / %M bezeichnen (oder diese Groe selbst, wenn
sie ganzzahlig ist) und die Formel

m = 4qq + 1+ 4r + 8(r(@+Y) 4 02 4 (043 4 gy, 4 ()
verwenden. Auf diese Weise wurden die folgenden Anzahlen ermittelt.

M m M m M m
100 | 317 1000 | 3149 10000 | 31417
200 | 633 || 2000 | 6293 | 20000 | 62845
300 | 949 || 3000 | 9425 | 30000 | 94237
400 | 1257 || 4000 | 12581 || 40000 | 125629
500 | 1581 || 5000 | 15705 || 50000 | 157093
600 | 1885 || 6000 | 18853 || 60000 | 188453
700 | 2209 || 7000 | 21993 || 70000 | 219901
800 | 2521 8000 | 25137 || 80000 | 251305
900 | 2821 || 9000 | 28269 || 90000 | 282697

1000 | 3149 || 10000 | 31417 || 100000 | 314197
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6.

Dem Satz des Artikels 4 geben wir auf folgende Weise gréfiere Allgemein-
heit.

SAtz 1I.  Sollen nicht alle Kombinationen ganzzahliger Werte von x,y,
fiir die F' den Wert M nicht iberschreitet, gesammelt werden, sondern nur
diejenigen in bestimmten Abstdnden, ndmlich diejenigen, bei denen x einer
gegebenen Zahl G zu einem gegebenen Modul g und y einer gegebenen Zahl
H zu einem gegebenen Modul h kongruent ist, so wird die Anzahl m' die-
ser Kombinationen ndherungsweise durch % ausgedriickt, mit unbegrenzt
zunehmender Anndherung, wahrend M ins Unendliche wdchst.

Setzen wir namlich x = g2’ + G,y = hy’ + H, so ist klar, dass m’ die
Anzahl aller Kombinationen ganzzahliger Werte von /.y’ ist, fur die

agg(x’ + %)2 + 2bgh(z’ + %)(y’ + %) + chh(y + %)2

den Wert M nicht iiberschreitet. Denken wir uns also ein Punktesystem in der
Ebene wie in Artikel 4 verteilt, jedoch so, dass nicht der Koordinatenursprung,
sondern der Punkt mit den Koordinaten p = %, q = % mit einem Punkt

des Systems zusammenfallt, so driickt m’ die Anzahl der Punkte innerhalb
der Ellipse aus, deren Gleichung

aggpp + 2bghpq + chhqq =1

ist, wobei etwa auf dem Rand selbst liegende Punkte stets mitgezahlt werden.
Der Flécheninhalt dieser Ellipse = T ist der Grenzwert, dem

erc—bb) gh7\r/D
sich das Produkt m/A\ = %’ unbegrenzt ndhert, wenn A unbegrenzt abnimmt
oder M ins Unendliche wéchst.

Offenbar umfasst unser Satz auch den Fall, dass nur eine der Unbestimm-
ten z,y in bestimmten Abstdnden fortschreiten soll, wihrend der Wert der
anderen keiner Bedingung unterliegt. Denn dies ist offenbar dasselbe, als wenn
entweder h oder g = 1 gesetzt wird.

7.

Die bisherigen Ausfithrungen sind von der Beschaffenheit der Koeffizien-
ten der Form azxzx + 2bxy + cyy unabhingig; von nun an werden wir aber
voraussetzen, dass diese Koeffizienten ganzzahlig sind. Damit gibt jede Kom-
bination ganzzahliger Werte von x,y der Form selbst einen ganzzahligen
Wert oder entspricht einer Darstellung irgendeiner ganzen Zahl durch die-
se Form. Daher ist die Gesamtheit aller Kombinationen ganzzahliger Werte
von z,y, durch die die Form F = axx + 2bxy + cyy einen Wert nicht gro-
Ber als die Grenze M erhalt, dieselbe wie die Gesamtheit aller Darstellun-
gen ganzer Zahlen, die die Grenze M nicht {iberschreiten, also bis zu dieser
Grenze einschliellich, falls sie selbst ganzzahlig ist. Bezeichnen wir daher
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der Kiirze wegen die Anzahl der verschiedenen Darstellungen einer bestimm-
ten ganzen Zahl n durch die Form F' mit F'(n) oder, wenn keine Mehrdeutig-
keit zu befiirchten ist, einfach mit F'n, so ist die oben durch m ausgedriickte
Zahl = FO+ F1 4+ F2 + F3 + usw. + FM, und der erste Satz nimmt die
folgende Gestalt an.

Satz III.  Die Summe FO+ F1+ F2 4+ usw. + FM wird ndherungsweise
durch % ausgedriickt, mit unbegrenzt zunehmender Anndherung, wdhrend
M ins Unendliche wdchst.

8.

Es bietet sich an, dem dritten Satz, der die Darstellungen aller Zahlen be-
trifft, einen anderen hinzuzufiigen, der nur ungerade Zahlen betrifft. Offenbar
kénnen durch die Form F' keine ungeraden Zahlen dargestellt werden, wenn
a und ¢ beide gerade Zahlen sind; die Untersuchung wird daher auf die drei
iibrigen Félle beschrankt.

I. Ist a ungerade und c gerade, so wird eine ungerade Zahl dargestellt,
indem man z einen ungeraden Wert gibt, wiahrend der Wert von y beliebig
bleibt. Satz II zeigt daher, wenn man g = 2,G = 1,h = 1 setzt, dass die An-
zahl aller Kombinationen solcher Werte von z,y, die der Form einen ungera-
den Wert nicht gréfler als die Grenze M geben, mit unbegrenzter Anndherung
durch % ausgedriickt wird, wihrend M ins Unendliche wéchst.

II. Ist a gerade und c ungerade, so muss zur Darstellung einer ungeraden
Zahl y ungerade sein. Setzen wir daher ¢ = 1,h = 2, H = 1, so gelangen wir
zum selben Schluss.

III. Sind sowohl a als auch ¢ ungerade, so muss entweder ein ungerader
Wert von = mit einem geraden Wert von y oder ein gerader Wert von x mit
einem ungeraden Wert von y kombiniert werden, damit sich ein ungerader
Wert der Formel ergibt. Fiir jede der beiden Arten wird die Anzahl aller
Kombinationen, fiir die der Wert der Form die Grenze M nicht {iberschrei-
tet, mit unbegrenzter Anndherung durch AI/—MD ausgedriickt. Daher wird die
Anzahl aller Kombinationen, die der Form ungerade Werte nicht gréfler als
die Grenze M geben, auch hier mit unbegrenzter Annéherung durch %
ausgedriickt.

Da nun die Gesamtheit aller solchen Kombinationen nichts anderes ist als
die Gesamtheit aller Darstellungen aller Zahlen 1,3,5,7... M, wenn M eine
ungerade ganze Zahl ist, oder 1,3,5,7.... M — 1, wenn M gerade ist, haben
wir

Satz IV. Die Summe

F1+F3+4+ F5+F7..+FM oder Fl1+ F3+4+ F5+F7..+F(M —1)

(je nachdem, ob M ungerade oder gerade ist) wird mit unbegrenzter Annd-

herung durch % ausgedriickt, sofern F eine Form ist, in der einer der

Koeffizienten a, c oder beide ungerade sind.
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[111]

Es sei C' die Gesamtheit der Reprasentanten sdmtlicher Klassen der eigent-
lich primitiven Formen fiir die Determinante —D. Wir bezeichnen mit (n) die
Anzahl aller Darstellungen der Zahl n durch Formen aus der Gesamtheit C.
Es sei p eine ungerade Primzahl. Dann ist

1. (pn)=(n) wenn p ein Divisor von D

2. (pn) = (n) + (h)

3. (pn) = =(n) + (h)
Divisor von zx + D
Nichtdivisor von zx + D

} wenn p Nichtdivisor von D

wobei n = hp*, u beliebig und h nicht durch p teilbar ist.
Im Fall 1. ist (k) = (ph) = (pph) = (p>h) usw.

2. (ph) = 2(h), (pph) = 3(h), (p°h) = 4(h) usw.
3. (ph) =0, (pph) = (h), (P’h) =0, (p*h) = (h) usw.
* *
*
Aus jeder eigentlich primitiven Klasse fiir die Determinante = —D, deren

Anzahl = X ist, sei eine Form ausgewéhlt; die Gesamtheit dieser Formen sei
L.

Man bezeichne mit fA die Anzahl sdmtlicher Darstellungen der Zahl A
durch Formen aus L.

Es sei ferner f(A;p) = z%’ wenn p® die hochste Potenz der Primzahl p ist,
die A teilt; ferner f(A;p,q) = fﬁ, wenn ¢ eine andere Primzahl ist, deren

hochste A teilende Potenz = ¢ ist; ebenso f(A;p,q,r) = fpaq%, wenn r

eine dritte Primzahl ist, deren hochste A teilende Potenz r” ist, und so weiter.

[IV.]
Man bezeichne mit (n) die Anzahl der Werte = aus der Gesamtheit
0,1,2,3,4....p" — 1

fur die xx — D = zx — ap” durch p" teilbar ist.

1) p ungerade z. B. = 7. 2) u gerade z. B. =6
(I)=1 aNp aRp
(2)=p (1) = (1) =1
(3)=p 2)=p (2)=vp
(4) =pp B)=p @)=p
(5) =pp 4)=pp (4)=pp
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6)=p> (5)=pp (5) =pp
D=p  6)=p*  (6)=p
®=0 (=0 (1)=2
©=0 ®=0 (3=2
Man mache nun Dann ist
- (? — (1) fo= (1)
(2) - (;f) —@) =14
(3) - (;‘) —@) =)+ @)
-y prereereay

Setzt man also p%(l + % + %’Dp + J;%g +usw.) =T, so ist

1 @2 (3 (4
]iTzl—I-Q—i-Q—F%-F%—FUSW.
Pp

p p pp
:1+@:1+}
p b

Also T =1
V.]

Die durchschnittliche Anzahl der Klassen”) in der Nihe der negativen De-
terminante —D ist ndherungsweise

B m\/D
41+ 5 + 735 + usw.)

Die tatsdchliche Anzahl wird durch die folgenden Formeln ausgedriickt. Der
Kiirze wegen steht dabei m fiir die durchschnittliche, M fiir die tatséchliche
Anzahl; p, ¢ bezeichnen alle ungeraden Primzahlen, die D nicht teilen, und
zwar ersteres die Teiler, letzteres die Nichtteiler von [J + D; r die Primzah-
len™, die D teilen:

K [Vel. Disquiss. Arithm., Artikel 302; die dortige Formel weicht um eine Konstante 6 von
der hier im Text vorkommenden ab.]
") [ungerade.]
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p3_|_p2 q3_q2 3

pP—1 ¢3—-1 r3—-1

D 1 -1 -1
T Produkt ausp+ .q .TT
4 P q rr

L NB. M = 2YP produkt aus 29
s p—1 qg+1

p+1 g—1 rr—1

p—1 qg+1" rr

I. M = m Produkt aus

II. M=

D
Iv. M=,/ {2 . Produkt aus

2,/D
V. M="Y"f1+1414141 )
77{ st=+= 9usvv}

NB. Die Formel III wird unmittelbar aus dem Vergleich der beiden Arten
abgeleitet, die darstellbaren Zahlen bis zu einer gewissen Grenze zu zéhlen.

[VI]
SATZ. Die Anzahl der Klassen, in die alle eigentlich primitiven binéren
Formen mit der negativen Determinante —D"), ist gleich
-1 1 -1
D q+ y T
q rr

g X v/D x Produkt aus

wobei bezeichnet:
p alle Primzahlen™, fiir die —D ein Nichtrest ist,
q alle Primzahlen™, fiir die —D ein Rest ist,

r alle Primzahlen™, die D teilen;

_ 7V/D Produkt aus =l
1 lusw

Im Nenner steht das positive Vorzeichen vor den Briichen, deren Nenner
die Form von Nichtteilern haben, das negative vor denen, deren Nenner die
Form von Teilern von xx + D haben; die Briiche, deren Nenner nicht zu D
teilerfremd sind, werden ganz weggelassen™ ).

) [eingeteilt werden.]
) [ungerade.]

) [Bezeichnet man mit m alle positiven ganzen Zahlen, die zu 2D teilerfremd sind, und
verwendet das von JACOBI verallgemeinerte Symbol von LEGENDRE, so ist die obige Regel fiir
die Vorzeichen folgendermafien zu berichtigen: In der vorhergehenden Formel ist der Nenner

D\ 1

1:|:é:|:%usw.:2:|:(_?)a
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2D1+L+1..)
T
cotg @ £ cotg 30 £ cotg bl ... £ cotgnd
N :/D
wobei § = %, N = {1} D gesetzt und fiir n alle zu D teilerfremden Zahlen
genommen werden, mit dem wie oben bestimmten Vorzeichen).
Fiir eine positive Determinante ist die Anzahl der Klassen™)

2Dt +1..)
~ log.T+UyD

Dabei bezeichnen T, U die kleinsten Werte der Groflen ¢, u, die der Gleichung
tt — Duu = 1 geniigen

_ logsin %0 =+ log sin %0 + log sin %9 usw.
B logT + U+/D

[VIL]

Bei einer negativen Determinante —p, die”") eine Primzahl der Form 4n+1
ist, ist die Anzahl der Klassen?) = (o« — ), wobei a die Anzahl der quadrati-
schen Reste im ersten Viertel

1.2.3.... Yp—1)

PN

und 8 die Anzahl der Nichtreste ist.

wobei das obere oder untere Vorzeichen zu nehmen ist, je nachdem die Zahl m ein Produkt
aus einer geraden oder ungeraden Anzahl (gleicher oder ungleicher) Primzahlen ist; dagegen
ist im Zéhler der nachfolgenden Formel

—D\ 1
1i%i%“.:2(?7>a

]

K [Siehe die weiter unten folgende Anmerkung zu diesem Fragment.]
) [In der nachfolgenden Formel bezeichnet D die positive Determinante, und es ist

D\ 1

“[d. h. wenn p eine positive Primzahl der Form 4n + 1 ist.]
D[die Anzahl der Klassen ist = 2(a — 3).]

276



Klassenanzahl und Determinante

[VIIL]

b=2m+a—1 (mod 8)

wobei m die [halbe] Anzahl der Klassen fiir die Determinante —p ist

plm a b f %‘1_}’ al B
17 2| 41| —4 —4 +1] 3| 2
41| 4] +5| +4 +9 +1] 3| 4
73| 2| -3| =8| 427 +1| 1] 6
8| 6| +5| 8| +34 +31 9| 2
97 | 2| +9| +4 | +22 +1] 5| 6
113 4| =7 +8| +15 —1] 9| 4
137 4| —-11| +4| 437 -1| 3| 8
193 | 2| -7 |+4+12| 481 —2|11| 6
233 | 6| +13 | +8 | +144 +2 15| 2
241 | 6| +15| +4 | +64 —1(13| 6
257 | 8| 41| 4+16| +16 0]15| 4
281110 45| —16| +53 +51 9|10
313 | 4| +13 | —-12| —-25 +1| 5|12
337 4] 49| +16 | —148 0| 7|12
353 | 8| +17| +8 | +42 +3 15| 8
51 .1 +1| +2 +2 0
131 1] =3 =2 +5 0
29| 3| +5| +2| +12 +1
371 1| +1| —6 —6 +1
53| 3| =7 —2| +23 0
61| 3| +5| —6| +11 +2
01 7| +1|-10| -10 +3
109 3| =3 | +10| +33 -1
149 | 7| =7 —-10| +44 +2
57| 3| -11| —6| —28 0
173 7| 4+13| +2| 480 +3
181 5| 49| +10| —-19 +1
197 5| +1|—-14| —14 +3
229 | 5| —-15| +2 | —107 -1
269 | 11 | +13 | +10 | —8&2 +3
2771 3] 49| +14 | —60 0
293 | 9| +17| +2 | +138 +4
317 | 5| —11 | +14 | +114 -2
349 | 7| 45| +18 | —136 0
373 | 5| —7|+18 | +104 -2
389 | 11 | +17 | —10 | —115 +6
397 | 3| -19| —6| +63 -1
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[IX]

Verteilung der quadratischen Reste auf Achtel.

p eine Primzahl; (r) die Anzahl der quadratischen Reste von p, die zwischen
(r —1)% und r% liegen.
Erster Fall; p = 8n + 1.

2t Anzahl der Klassen fiir die Determinante — p;

2u  Anzahl der Klassen fiir die Determinante — 2p.

H=@®)=12n+t+u)
2)=4)=06)=(71)=12n+t—u)

(3)=(6)=102n—3t+u)
pl 2n| t]| uwl|(1)](2)|(3)
7] 4] 20 2] 21 1] o
41 10| 4| 2] 4| 3| 0
730 18| 2| 8| 7| 3| 5
89| 22| 6| 4| 8| 6| 2
97| 24| 2|10| 9| 4| 7
113 28| 4| 4| 9| 7| 5
137 34| 4| 6| 11| 8| 7
193] 48| 2]10| 15| 10| 13
233 58| 6| 4| 17| 15| 11
241 60| 610 19| 14| 13
257 | 64| 8| 8| 20| 16| 12
281 7010 4| 21| 19| 11
313 78| 4[18| 25| 16| 21
337 84| 4(12| 25| 19 21
353 | 88| 8[12| 27| 21| 19
4011100 10] 6| 29| 26| 19
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Zweiter Fall; p = 8n + 5.

2t Anzahl der Klassen fir die Determinante — p;

2u  Anzahl der Klassen fiir die Determinante — 2p.

(1) =@B)=(6)=08)=12n—t+u)
2)=(")=12n+3t—u+2)
W=0B)=i2n—t—u+2)

pl2n| t| uw|(1)](2)]4)
50 0] 1] 1] of 1] o
13| 2] 1| 3| 1| 1] 0
29 6| 3| 1] 1| 4| 1
371 8| 1| 5| 3| 2| 1
53012 3| 3| 3| 5| 2
61| 14| 3| 5| 4| 5| 2
10124 7| 3| 5| 11| 4
10926 3| 5| 7| 8| 5
149 36| 7| 3| 8| 14| 7
157 38] 3|13 12| 9| 6
17342 7| 5| 10| 15| 8
18144 5| 9| 12| 13| 8
197 58| 5| 5| 12| 15| 10
229 | 56| 5|13 | 16| 15| 10
260 | 66| 11| 5| 15| 24| 13
277168 3|11] 19| 17| 14
203 (72| 9| 9| 18| 23| 14
317 | 78| 5| 7|20 22 17
349 | 86| 7|13| 23| 24| 17
373192| 5|13 | 25| 24| 19
380 (96| 11| 7| 23] 31| 20
397198 | 3|21 29| 22| 19
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Dritter Fall; p = 8n + 3.

t Anzahl der Klassen fiir die Determinante — p

2u  Anzahl der Klassen fiir die Determinante — 2p.

(D=4)=(1)=3i@n+t—u)
2)=(5)=8)=3i@n—t+u)
(B)=1i2n+t+u+2)
6)=12n—t—u-+2)
pl2n | t] w|(1)](2)]B)](6)
3l o] 1] 1] o] of 1] 0
1) 20 3] 1] 1| o 2| 0
19 4| 3| 3] 1| 1| 3| 0
43110 3| 5| 2| 3| 5| 1
5014 9| 3| 5| 2| 7] 1
67|16 3| 7| 3| 5| 7| 2
83120 9| 5| 6| 4| 9| 2
10726 9| 3| 8| 5| 10| 4
131 32|15| 3| 11| 5| 13| 4
13934 9 7| 9| 8| 13| 5
163 40| 3|11 8| 12| 14| 7
179 | 44 | 15| 3| 14| 8| 16| 7
211 | 52| 9| 5| 14| 12| 17| 10
227 (56 | 15| 7] 16| 12| 20| 9
2516221 7] 19| 12| 23| 9
283 (70| 9|15| 16| 19| 24 | 12
307 | 76| 9| 17| 17| 21| 26| 13
331 (82| 9|11] 20| 21| 26| 16
347 (86 | 15| 5| 24| 19| 27| 17
379 | 94| 9| 11| 23| 24| 29| 19
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Vierter Fall; p = 8n + 7.

t Anzahl der Klassen fir die Determinante — p;

2u  Anzahl der Klassen fiir die Determinante — 2p.

(1) =1(2n+2t —u)
2)=@B)=(5)=12n+u+2)
(4)=(6)=(7) = i(Zn—u+2)

(8) = 1(2n — 2t +u)
plon| t] w|M]@]@]6)
7 0] 1] 2 0 1 0 0

23| 4| 3| 2 2 2 1 0

31| 6| 3| 4 2 3 1 1
471 10| 5| 4 4 4 2 1

71116 7| 2 7 ) 4 1

79118 5| 4| 6| 6| 4| 3
103 | 24| 5|10 6 9 4 6
1271 30| 5] 8| 8| 10| 6 7
151136 7] 6| 11| 11 8 7
167|140 | 11| 6| 14| 12 9 6
191146 | 13| 4| 17| 13| 11 6
199 1 48| 9|10 14| 15| 10| 10
223154 7]116| 13| 18| 10| 14
239 | 58 15| 4| 21| 16| 14 8
263|164 |13 6| 21| 18| 15| 11
271166 |11 (12| 19| 20| 14| 14
311176 19| 6| 27| 21| 18| 11
359 8819 6| 30| 24| 21| 14
367190 9120| 22| 28| 18| 23
383194 |17 112| 29| 27| 21| 18
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X

Verteilung der quadratischen Reste auf Zwélftel.

p eine Primzahl; (r) die Anzahl der quadratischen Reste von p, die zwischen
%p und {5p liegen.
Erster Fall; p = 24n + 1.
2t Anzahl der Klassen fiir die Determinante — p

4u  Anzahl der Klassen fiir die Determinante — 3p

(1) = (12) = §(6n + 3t + 2u)
(2) = (4) = (6) = (7) = (9) = (11) = £(6n — 3t + 2u)
(3) = (5) = (8) = (10) = §(6n + 3t — 4u)
plon|tlul(1)]©2)]B)
73] 3[2]3] 5] 3] 2
97| 4|23] 6| 4| 3
193 8(2(6| 11| 9| 5
241 (10|63 | 14| 8| 11

Zweiter Fall; p = 24n + 13.

2t Anzahl der Klassen fiir die Determinante — p;

4y Anzahl der Klassen fiir die Determinante — 3p.

(1)=(3)=(10)=(12) =12n+1+1¢)
2)=(06)=(7)=011)=502n+1-1)
(4)=(9)=32n+1—t+2u)
(5)=(@8)=32n+1+t—2u)
pln|tlul(1)](2)]4)](5)
1B3lof1[1] 1] o 1] o
37011112 2 1| 3| 0
611232 4| 1| 3| 2
1094313 6| 3| 6| 3
1571634 8| 5| 9| 4
181|753l 10| 5| 8| 7
2291953 12| 7] 10| 9
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Dritter Fall; p = 24n + 5.

2t Anzahl der Klassen fir die Determinante — p;

2u Anzahl der Klassen fiir die Determinante — 3p.

MH=2)=06)=(M=011)=012) =n

(3) =(10) = 3(2n+ 1 +1¢)

(4)=(9) = 3(2n —t +u)

(5) =(8) = 3(2n +1—u)
plmn| tlul (1) @) ]M)]((5)
51000 1] 1] of 1] o o
200 1] 3| 3| 1] 3| 1| 0
53| 2| 3| 5| 2| 4| 3| 0
101 4] 7| 5| 4] 8| 3] 2
149 6| 7| 7| 6] 10| 6| 3
73| 7| 7] 9| 7|11]| 8| 3
197 8| 5|11 | 8| 11| 11| 3
269 | 11|11 | 7| 11| 17| 9| 8

Vierter Fall; p = 24n + 17.

2t Anzahl der Klassen fiir die Determinante — p;

2u  Anzahl der Klassen fiir die Determinante — 3p.

(1) =(2) = (6) = (7) = (11) = (12) = §(6n + 3 +u)
(3) = (10) = £(6n + 6 + 3t — 2u)
(4)=(9) = ¢(6n+3—3t+u)
(5) = (8) = £(6n+6 — 2u)

plnjt] u|(1)][@)]4)]6)
17l o2 3] 1] 1] o] o0
41 1(4| 3] 2| 3| of 1
89| 3|/6| 3| 4| 6| 1| 3
113 4[4 9] 6| 4| 4| 2
137 54| 9| 7| 5| 5| 3
233 9(6|15| 12| 8| 9| 5
257 110 |8 ] 9| 12| 12| 8| 8
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BEMERKUNGEN ZUR ABHANDLUNG

UBER DEN ZUSAMMENHANG ZWISCHEN DER ANZAHL DER KLASSEN, IN DIE
BINARE QUADRATISCHE FORMEN ZERFALLEN, UND IHRER DETERMINANTE.

Zu I. und II.

Die zweite Formel fiir die Anzahl der Punkte innerhalb des Kreises (I,
Artikel 3, und II, Artikel 5) ergibt sich aus der Betrachtung des in den Kreis
eingeschriebenen Quadrats, dessen Seiten parallel zu den Koordinatenachsen
sind; der Vergleich beider Formeln fiihrt zu dem auch arithmetisch leicht zu
beweisenden Satz

v e _|_T(Q) — qq_|_7~(f1+1) +7~(Q+2) I _|_7»(7’)

aus dem sich wiederum die Richtigkeit der ersten der beiden folgenden Regeln
ergibt, die sich auf einem besonderen Blatt vorfanden:
yAuflosungen der Gleichung zx + yy < A; Formel

1+4yA+4/1A+8%5(V/(A—nn) —n)

wobei bei jeder Wurzel der Bruchteil weggelassen und von n =1 bis n = /A
»(soll heiBen /2 A)“ summiert wird.
Andere Formel

A A A A
1+4{A-4+4-4+4-4 3

wobei bei jedem Glied der Bruchteil weggelassen wird .

Diese letztere Formel folgt aus dem spéter (I, Artikel 6) angewandten Satz
iiber die Anzahl aller verschiedenen Darstellungen einer bestimmten Zahl
durch die Form zz + yy (vgl. Disqq. Arithm., Artikel 182, Anmerkung). Er
ldsst sich leicht folgendermafien umformen: Die Anzahl der verschiedenen Dar-
stellungen einer positiven ganzen Zahl m durch die Form xx+yy ist = 4(a—b),
wobei a,b die Anzahlen der Teiler von m bezeichnen, die jeweils die Form
4n + 1, 4n 4 3 haben. Aus dem Vergleich dieser arithmetischen Formel mit
der (in I, Artikel 5, oder II, Artikel 4) durch geometrische Betrachtungen ge-
wonnenen mittleren Darstellungsanzahl erhélt man leicht und in aller Strenge
das bekannte Ergebnis

+ ...

Wl
(S
=

n

4
das in der Abhandlung (I, Artikel 7) durch einen &hnlichen Vergleich, aber
mithilfe unendlicher Produkte hergeleitet wird.
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Zu IIT und IV.

Ist C' die Gesamtheit aller positiven, nicht eigentlich dquivalenten, eigent-
lich primitiven Formen mit negativem Determinanten —D, und weist man
den Variablen jeder dieser Formen zwei zueinander teilerfremde Werte zu, so
ist die Anzahl aller Darstellungen einer positiven ganzen Zahl m gleich ey)(m).
Dabei bezeichnet € die Anzahl der Losungen der Gleichung ¢t + Duu = 1 und
1(m) die Anzahl derjenigen Wurzeln n der Kongruenz nn+ D =0 (mod m),
fiir die die drei Zahlen m, 2n und % keinen gemeinsamen Teiler haben
(Disqq. Arithm., Art. 180). Fiir den Faktor gilt e= 4 fiir D = 1, in allen ande-

ren Fillen = 2. Ist ferner m = p™p'™ p"™" ..., wobei p,p,p" ... verschiedene

Primzahlen sind, so ist 1 (m) = ¥ (p™)(p™ )b(p"™" ) .. .; bezeichnet A(m) die
Anzahl der Wurzeln n der Kongruenz nn + D = 0 (mod m), und verwen-
det man das von LEGENDRE eingefiihrte und von JACOBI verallgemeinerte
Zeichen, so ist ¢ (p™) = A(p™) = 1 + (%), wenn p kein Teiler von 2D ist,
andernfalls aber = A(p™ — %91(19”*1); die Anzahl 2((p™) lésst sich stets leicht
bestimmen (Disqq. Arithm., Art. 104). Fiir das Folgende geniigt jedoch die
Bemerkung, dass 2((p™) stets von 7 unabhéngig wird, sobald 7 eine gewisse
Grofle iiberschreitet.

Weist man den Variablen der in der Gesamtheit C' enthaltenen Formen
ausnahmslos alle ganzzahligen Werte zu (Disqq. Arithm., Art. 181), so wird
die Anzahl (m) aller Darstellungen der Zahl m gleich ef(m), wobei f(m) =

) <%) ist und die Summe iiber alle quadratischen Teiler pu der Zahl m zu

bilden ist. Daraus folgt unmittelbar

fm) = f@ ™ "™ ) = FOO)FE™ )™ ..

und
FO™) = @™ + @™ ) + (™) + ...

wobei die Reihe so lange fortzusetzen ist, wie die Exponenten 7, m1—2, m—4...
nicht negativ werden. Wenn p kein Teiler von 2D ist, folgt daraus

w1 () () ()

und allgemein, wenn m zu 2D teilerfremd ist,

f(m)=x (_D)

n

wobei die Summe iiber alle Teiler n der Zahl m zu bilden ist.
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Aus diesen Bemerkungen ergibt sich unmittelbar die Richtigkeit der im
Text (III, 1, 2, 3) aufgestellten Sétze iiber die Anzahl (m), wenn man beim
ersten noch die Bedingung hinzufiigt, dass D nicht durch pp teilbar sein darf
(die Bestimmung der Klassenanzahl ist schon in den Disqq. Arithm., Art. 256,
auf den Fall zuriickgefiihrt, in dem D durch kein Quadrat teilbar ist). Zugleich
findet man auch ohne diese Einschrankung, dass die unendliche Reihe

den Wert

hat, je nachdem, ob 2D durch die Primzahl p teilbar oder nicht teilbar ist.

Zu V.

Die Bemerkung zu Formel III zeigt, auf welchem Weg der Verfasser die
Anzahl k der in der Gesamtheit C enthaltenen Formen bestimmt hat. Aus
geometrischen Betrachtungen (vgl. I, Art. 5, und II, Art. 4) ergibt sich, dass
der Grenzwert, dem sich der Quotient

M+2)+@B)+...+(m)

bei unbegrenzt wachsendem m néahert, also die mittlere Anzahl der Darstel-
lungen einer unbestimmten positiven ganzen Zahl,

™
vD

ist. Ein zweiter Ausdruck fiir denselben Grenzwert lasst sich auf verschiedene
Arten aus der Beschaffenheit der zuvor bestimmten Anzahl (m) = ef(m)
der Darstellungen der Zahl m ableiten. Nach den erhaltenen Bruchstiicken (I,
Art. 7, 8; IIT und IV) scheint der Verfasser dabei zunéchst den folgenden Weg
eingeschlagen zu haben.

Ist 6(m) eine beliebige Funktion der positiven ganzen Zahl m und p eine
beliebige Primzahl, so lasst sich aus #(m) stets eine neue Funktion 6'(m) ab-
leiten, deren Wert unabhéngig davon ist, ob und wie oft p als Faktor in m
enthalten ist, und die fiir alle nicht durch p teilbaren Zahlen m mit 6(m) tiber-

=k

einstimmt. Man erhélt eine solche Funktion, indem man 6'(m) = 6 (%) setzt,

wobei p™ die héchste in m aufgehende Potenz von p bezeichnet; man kann
sagen, dass die Funktion '(m) aus 6(m) durch Elimination der Primzahl p
entsteht. Bildet man auf diese Weise aus f(m) eine neue Funktion f’(m) durch
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Elimination der Primzahl 2, daraus die Funktion f”(m) durch Elimination
von 3 und so weiter, so verlduft jede folgende Funktion regelméfliger als die
vorhergehenden. Eliminiert man die Primzahlen nacheinander in aufsteigen-
der Reihenfolge, so hat eine solche Funktion #(m) fiir unendlich viele Werte
von m den Wert f(1) = 1, insbesondere fiir alle Werte von m, die kleiner als
die zuletzt eliminierte Primzahl sind. Durch unendliche Fortsetzung dieses
Verfahrens ndhert man sich immer mehr der Funktion f°°(m), die fur alle
Werte von m den Wert 1 hat und deren mittlerer Wert folglich ebenfalls = 1
ist. Gelingt es nun, den mittleren Wert einer Funktion 6(m) durch denjenigen
der néchstfolgenden 6'(m) auszudriicken, so lasst sich auch der mittlere Wert
der Funktion f(m) durch eine unendliche Kette von Operationen finden.

Ist p die Primzahl, durch deren Elimination 6'(m) aus 6(m) entsteht, so
ist (m) = 0'(m) f(p™), wobei p™ wieder die hochste in m aufgehende Potenz
von p bezeichnet. Wenn p kein Teiler von 2D ist, findet man daraus leicht

o) = o)~ (=) om)

Setzt man zur Abkiirzung

so ergibt sich
/() = ©(mp) ~ (=) 0(m)

und daraus, wenn w,w’ die jeweiligen mittleren Werte der Funktionen
6(m),0'(m) bezeichnen,

wl

1_ (ﬂ) 1
P )p
Wenn dagegen die Primzahl p ein Teiler von 2D ist, besteht zwischen den
Funktionen 6(m) und 6'(m) im Allgemeinen keine so einfache Beziehung mehr;
auf dhnliche Weise ergibt sich jedoch leicht, dass in diesem Fall w = w' ist. Die

Beziehung zwischen w und w’ ldsst sich in beiden Fallen auch auf folgendem
Weg ableiten. Setzt man

w =

9(m) = £0()
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wobei die Summe iiber alle Zahlen p zu bilden ist, die nicht durch p teilbar

und zudem nicht grofer als m sind, und bezeichnet man mit m/, m”, m"” ...

die jeweiligen grofiten in %, m?/, mTH ... enthaltenen ganzen Zahlen, so ist

+9(m') f(p) +I(m") f(pp) + I(m") £ (°) + ...
©'(m) =I(m) +I(m') +I(m") + I(m") + ...

und daraus folgt

w o f(p) | flop) | f(P*)
A U

in Ubereinstimmung mit dem oben gefundenen Ergebnis (vgl. die Note zu III
und IV).
Der mittlere Wert der Funktion f(m) ist daher gleich dem unendlichen

Produkt 1

1— (ﬂ) 1

p)p
in dem p alle Primzahlen durchlaufen muss, die keine Teiler von 2D sind;
daraus folgt

II

b= e\/DH 1

U 1— (ﬁ) 1
p)p
Hinsichtlich der Strenge dieser Herleitung bleibt jedoch ein Bedenken ge-
gen die Methode, den mittleren Wert der Funktion f(m) durch schrittweise
Elimination aller Primzahlen zu bestimmen. Zwar ist ersichtlich, dass die
durch Elimination der ersten n Primzahlen erhaltene Funktion f((m) im
Wert mit der Funktion f*°(m) = 1 iibereinstimmt, solange m kleiner als die
zuletzt eliminierte Primzahl bleibt. Durch hinreichend grofle Wahl von n l&sst
sich diese Ubereinstimmung somit bis zu jeder vorgegebenen Gréfie der Zahl
m erreichen. Damit allein ist aber keineswegs bewiesen, dass sich bei unbe-
grenzt wachsendem n der mittlere Wert von f(™ (m) dem mittleren Wert von
f°(m), also dem Wert 1, unbegrenzt nidhert. Wie der Verfasser diese Liicke
ausfiillen wollte, ldsst sich aus den erhaltenen Papieren nicht mit Sicherheit

erkennen. Doch fithrt die schon oben (in der Note zu I) mitgeteilte Formel

A A A A A
R e - S R

fiir die Anzahl der Zahlenpaare, deren Quadratsumme den Wert A nicht iiber-
steigt, zu der Vermutung, dass der Verfasser unter Umgehung des unendlichen
Produkts fiir den mittleren Wert der Funktion f(m) unmittelbar die unend-

liche Reihe DA 1
>()%
n /n
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gefunden hat. Dabei muss n der Grofle nach alle positiven ganzen Zahlen
durchlaufen, die zu 2D teilerfremd sind. Die einfachste Art, diesen Ubergang
anzudeuten, scheint die folgende zu sein.

Ist p der grofite unter den Teilern einer Zahl m, die zu 2D teilerfremd sind,
und setzt man 6(m) = f(u), so ist f(m) die Funktion, die durch Elimination
aller in 2D aufgehenden Primzahlen aus f(m) entsteht und deren mittlerer
Wert nach dem Obigen mit demjenigen von f(m) ibereinstimmt. Da nun
O(m) =% (%) ist, wobei n alle Teiler von p, also alle Teiler von m, die zu
2D teilerfremd sind, durchlduft, ergibt sich die zur obigen analoge Formel

O(m) = 0(1) +6(2) + ...+ 6(m) = (f) -
wobei in der rechten Summe der Buchstabe n alle zu 2D teilerfremden Zah-
len durchléduft und vom Quotienten 7+ stets nur die grofite in ihm enthaltene
ganze Zahl zu nehmen ist. Ordnet man die Glieder dieser Reihe nach wachsen-
den Zahlen n, so nimmt der Faktor 7* fortwéhrend ab oder zumindest nie zu,
und die Reihe bricht ab, sobald n > m wird. Auflerdem folgt aus dem Fun-
damentaltheorem der Theorie der quadratischen Reste und seiner Verallge-
meinerung, dass die Summe von jeweils ¢(4D) aufeinanderfolgenden Werten
des Faktors (%) verschwindet. Daraus ergibt sich, dass die Summe beliebig
vieler aufeinanderfolgender Werte dieses Faktors ihrem absoluten Wert nach
niemals die endliche, nur vom Determinanten D abhingige Grole A = ¢(2D)
iibersteigt. Verbindet man diese beiden Bemerkungen, so findet man leicht,
dass die Summe aller auf das Glied (%) ™ folgenden Glieder dem absoluten
Wert nach kleiner als A" ist und folglich der Quotient ©(m) : m bei unend-
lich wachsendem m die in der angegebenen Weise geordnete, konvergierende

unendliche Reihe
(=3
ni——=)=
n /n

zum Grenzwert hat. Nachdem so der gemeinsame mittlere Wert der Funktio-
nen #(m) und f(m) gefunden ist, erhdlt man unmittelbar

/0y (D)L

s n n

Ferner ist zu bemerken, dass die Artikel 6 und 8 der Abhandlung II auf eine
in mancher Hinsicht einfachere und auch leicht durchfithrbare Behandlung des
Problems hinweisen, bei der nur Darstellungen ungerader Zahlen oder sogar
nur solcher Zahlen betrachtet werden, die zu 2D teilerfremd sind.
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Zu VI und VII.

Wie der Verfasser die Reihe X (%) % summiert hat, geht aus einigen be-
sonderen Beispielen hervor, die sich auf einzelnen Blattern finden.

Ist D =3 (mod 4), so folgt aus dem Fundamentaltheorem der Theorie der
quadratischen Reste unter Verwendung der Reihe

1 1 1 1
+ + +
u—mT u+mw u—2r  u+2w

—D\ 1 ny\ 1 T v VT
(22) 45 (5) = 5o () o
(n>n D)n =20 \p)"Egp
ist, wobei v alle zu 2D teilerfremden Zahlen durchlauft, die kleiner als D sind.
Setzt man

1
cotangu = — +
U

dass

2
vV -1=i, cos%—l—isin%:r

und bezeichnet mit p alle zu D teilerfremden Zahlen, die nicht grofler als D
sind, so lasst sich die vorstehende Summe leicht umformen zu

—-D\ 1 m [ 2 uN rH—1
*(D)4-55 ()=
<n>n 4D<D> D/ rt+1

Wendet man nun die fiir jede Wurzel w der Gleichung w? = 1 giiltige Formel

w—1

wHl
an, in der « die Zahlen 1,2,3...(D — 1) durchlaufen muss, so erhilt man
durch Umkehrung der Summationsreihenfolge

—-D\ 1 w2 I
Yl—)-=—=|=]2(-1 0‘_12<—) s
<n>n 4D<D>() D)"
Die Summation iiber p lasst sich bekanntlich mithilfe der in der Abhand-
lung Summatio quarundam serierum singularium bewiesenen Sétze ausfithren.

2(_1)(1710\)&
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Beschrankt man sich auf den Fall, in dem D durch kein Quadrat teilbar ist,
so findet man allgemein

() - (5)5 o

wobei (%) = 0 zu setzen ist, wenn « nicht zu D teilerfremd ist. Im Fall D = 3
(mod 4) erhalt man daher

—-D\ 1 T 2 a T o
s(2)2=-" (= 2—1“(f>:—2 @
(n)n 4\/D<D> (=1) D 2y/D (D)
wobei o alle zu D teilerfremden Zahlen durchlauft, die kleiner als %D sind.
Da schliefflich € = 2 ist, wird die Klassenanzahl

-+(3)

Ist dagegen D =1 (mod 4), so erhilt man unter Verwendung der Reihe

1 1 1 1
cosecu = — — - + + — ...
u u—7m u+wT u—2r u+2w

auf dhnliche Weise
—-D\ 1 n-1 /m\ 1 s v—1 [V v
S(=2) - =21 (5) - = 55517 () cosec 515
<n>n U= (5)n =ap=H 7 (p)eoseeqp
_ " (ﬂ) ™
2D \D/ r2r +1
wobei die Buchstaben v und p ihre frithere Bedeutung haben. Schliefit man

den offensichtlichen Fall D = 1 aus und wendet die fiir jede Wurzel w der
Gleichung w?” = 1 (auBer w = 1) giiltige Formel

=1+ Bt 4 nP”
ww + 1

an, in der o die Zahlen 1,2,3... 1(D — 1) durchlaufen muss, so ergibt sich,
wieder unter der Einschrankung, dass D durch kein Quadrat teilbar ist,

—-D\ 1 s o
Yl—-=——3—=
()= 72(5)
und daraus, da € = 2 ist,
a//
k=2 —
(5)

Die Félle, in denen D gerade ist, lieen sich ganz ahnlich behandeln. —
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Zur Bestimmung der Klassenanzahl fiir positive Determinanten D finden
sich aufler der im Text mitgeteilten Schlussformel nur einzelne geometrische
Figuren. Sie stellen Hyperbelsektoren endlicher Ausdehnung dar; daneben
stehen Ungleichungen, die die Punkte, deren Koordinaten die Variablen der
quadratischen Formen sind, auf das Innere eines solchen Hyperbelsektors be-
schréanken. Diese Hyperbelsektoren treten an die Stelle der Ellipsen, die den
quadratischen Formen mit negativen Determinanten entsprechen. Durch die
Bestimmung ihrer Flacheninhalte ergibt sich wiederum die mittlere Darstel-
lungsanzahl, sofern nur Darstellungen zugelassen werden, deren Variablen die
erwahnten Ungleichungen erfiillen. Andererseits dienen diese Ungleichungen
dazu, aus den unendlich vielen Darstellungen einer Zahl m, die alle zu ein und
derselben Wurzel n der Kongruenz nn—D =0 (mod /) gehéren und sdmtli-
chen Losungen der Gleichung ¢t — Duu = 1 entsprechen (vgl. Disqq. Arithm.,
Art. 205), eine einzige herauszugreifen und alle anderen auszuschliefien. Die
Anzahl aller zugelassenen Darstellungen der Zahl m durch die Gesamtheit al-
ler nicht eigentlich dquivalenten, eigentlich primitiven Formen ist dann gleich
dem Wert der Funktion f(m), in der nur —D durch D zu ersetzen ist. Aus
ihren Eigenschaften ergibt sich wie zuvor bei negativen Determinanten ein
zweiter Ausdruck fiir die mittlere Darstellungsanzahl; der Vergleich mit dem
zuvor geometrisch abgeleiteten Wert fiihrt dann unmittelbar zur Bestimmung
der Klassenanzahl.
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Zu VIII.

Hier bezeichnet p eine positive Primzahl der Form 4n + 1; die Bezeichnung
stimmt mit der in der Abhandlung Theoria residuorum biquadraticorum 1,
Art. 23, verwendeten tiberein. Es gilt also

f=1.2.3....4p-3).L(p—1) (mod p)
p=aa+bb; a=1 (mod4); b=af (modp)

Die mit «, 8 bezeichneten Zahlen sind durch die Zerlegung p = aa + 23883
bestimmt. Die Spalte f ist den beiden vorgefundenen Tabellen hinzugefiigt
worden; auflerdem wurden einige Liicken darin ausgefiillt.

Der im Text aufgestellte Satz hingt mit dem biquadratischen Charakter
der Zahl 2 zusammen. Da nadmlich (vgl. Theoria resid. biqu. I, Art. 21)

p—

2fT = f L (mod p)
gilt, folgt aus der Kongruenz
b=2m+a—1 (mod )

die andere Kongruenz

2f T = feraTil (mod p)
und umgekehrt die erste aus der zweiten. Die zweite Kongruenz lésst sich
leicht folgendermafen beweisen. Ist pu die Anzahl der quadratischen Reste ag
zwischen 0 und %p, so ist nach VII

m=2u—3(p—1)

und die Anzahl der quadratischen Reste ai zwischen %p und %p ist = %(p —
1) — p. Ist nun p = 1 (mod 8), also die Zahl 2 ein quadratischer Rest, so
bilden die Zahlen 2a; und p — 2ae zusammen dieselbe Gesamtheit wie die
Zahlen a; und «s. Bezeichnet man das Produkt dieser Zahlen mit A, ergibt
sich

p—1

2T A= (-1)1®P V14 (mod p)
und folglich

p

of T = (-1 = 2+ = fm+i(p—1) (mod p)
Da ferner in diesem Fall b =0 (mod 4) und somit
p—1 a—1 bb a—1_a-1

LA— 1 — =2
g et ==+ 1

gilt, erhdlt man die zu beweisende Kongruenz

(mod 4)

p—1 a—1

21 =f™"5  (mod p)
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Ist dagegen p =5 (mod 8), also die Zahl 2 ein quadratischer Nichtrest, so
stimmen die Zahlen 2a;; und p—2ao mit sémtlichen quadratischen Nichtresten
zwischen 0 und %p iiberein. Bezeichnet man ihr Produkt mit B und das
Produkt der Zahlen oy und a9 wieder mit A, so ist

f = AB, (—1)%_“2%14 =B (mod p)

Quadriert man diese beiden Kongruenzen und berticksichtigt dabei, dass
ff=-1, 2" =-1 (mod p)
ist, erhdlt man
—1=AABB, —AA=BB

und daraus A* = +1. Da nun A ein Produkt quadratischer Reste ist, ist AA
ein Produkt biquadratischer Reste und somit selbst ein biquadratischer Rest.
Daher muss AA = +1 sein, weil —1 ein biquadratischer Nichtrest ist. Daraus
folgt

(—1)%_“2% =AB=f (mod p)

und
P

2fT = () lf= el = fmtiT (mod p)
Da schlieflich in diesem Fall b = 2 (mod 4) und folglich

p—>5 a—1 bb—4 a—1 a-1
D=0 e+ 2 = d4
A G e 4 5 (modd)

gilt, erhalt man wiederum die zu beweisende Kongruenz

p—1

271 = feraTil (mod p)

294



Klassenanzahl und Determinante

Zu IX.

Es sei p eine positive ungerade Zahl, die durch kein Quadrat teilbar ist,

+=s(2)
p

wobei s, alle zu p teilerfremden Zahlen durchlaufen muss, die zwischen (r—1)%
und r% liegen. Bezeichnet man die Anzahlen der nicht eigentlich dquivalenten,
eigentlich primitiven Formen fiir die Determinanten —p und —2p mit C; bezie-
hungsweise Co, so ist (vgl. DIRICHLET, Recherches sur diverses applications
etc., § 11, in CRELLE’s Journal XXT)

Ci = 2(51 + SQ), Cy = 2(51 — S4)

und

oder
Ci=5+854+53+84, C9 :2(52+53)

je nachdem, ob p =1 oder = 3 (mod 4) ist. Ferner bilden die Zahlen s; und
s zusammen dieselbe Gesamtheit wie die Zahlen 2s; und p — 2s4, ebenso die
Zahlen s3 und s4 dieselbe Gesamtheit wie die Zahlen 2so und p — 2s3. Im
Fall p = 1 (mod 4) ist die Summe S; + S3 + S3 + Sy = 0. Daraus ergeben
sich in beiden Féllen zwei weitere Beziehungen zwischen den vier Summen
S1,S53,53,54, sodass jede durch C7 und Cs ausgedriickt werden kann. Auf
diese Weise erhélt man, wenn p =1 (mod 4) ist,

2
i(p) Ci+ 10y
1 2 1
52:S7z4<2—<p>>01—402
2 1
2+ ;) CI+ZCQ
2

1
4
Lt

und, wenn p = 3 (mod 4) ist,

2
s ()t

S1 =5y

Ist p eine Primzahl, so folgen daraus unmittelbar die im Text angegebenen
Formeln fiir die Anzahl der quadratischen Reste in den einzelnen Achteln.
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Zu X.

Es sei p eine positive Zahl der Form 6n + 1, die durch kein Quadrat teilbar

ist, und
=s(3)
p

wobei s, alle zu p teilerfremden Zahlen durchlaufen muss, die zwischen (r —
1){5 und r {5 liegen. Bezeichnet man die Anzahlen der nicht eigentlich dquiva-
lenten, eigentlich primitiven Formen fiir die Determinanten —p und —3p mit
C1, Cs, so findet man leicht (vgl. DIRICHLET, Recherches etc., § 11, oder die
Note zu VI und VII)

C1=2(51+852+853), C3=2(51+ 52— 55— S6)
oder
Cy =51+ 5+ S3+ 84+ 55 + Sg, 0322(52+53+S4+S5)

je nachdem, ob p = 1 oder = 3 (mod 4) ist. Berticksichtigt man auerdem,
dass

die Zahlen s; und s3 mit den Zahlen 2s; und p— 2sg
” » s3 und sy4 , ” ” 255 und p — 2s5
) ” S5 und S6 ”» ) ) 283 und p— 234

und ebenso

die Zahlen s1,82,83 mit den Zahlen 3sy, 3s5 —p, p— 354

” . S4, S5, S6 . ” ” 359, 3s¢ —p, p — 3s3
iibereinstimmen und dass im Fall p = 1 (mod 4) die Summe S; + So + S5 +
S4 4+ S5 + Sg = 0 ist, so erhdlt man neben den beiden obigen vier weitere
Beziehungen zwischen den sechs Summen Si,S55...S5g, sodass alle aus C}

und C3 bestimmt werden kénnen. Auf diese Weise erhélt man, wenn p = 1
(mod 4) ist,

p p
1 3 1 2
So=8Snu=—3(1+(-))Ci+35(1+(=))Cs
p p

S3 = S1o

Il
D[
Q
|
=
N
—_
+
7N\
AR
~_
N—
e

Sy=8y=—1c, -1

55258:i<1+(

3
p
56287:_11L<1+<3
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und, wenn p = 3 (mod 4) ist,

v=-s=so-5()+()- Ot

Ist p eine Primzahl, so folgen aus dem ersten System die im Text angege-
benen Formeln; fiir die anderen Falle erhélt man &hnliche Formeln aus dem
zweiten System.

R. DEDEKIND.
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GEOMETRISCHE SEITE DER TERNAREN
FORMEN.

Ein Punkt im Raum (0) werde als Anfangspunkt gewiihlt. Der Ubergang
von da zu drei anderen Punkten P, P’, P”, die mit jenem nicht in einer Ebene
liegen, sei jeweils t,t',t"”; wobei, wenn keine Verwechslung moglich ist, die
Punkte P, P', P" selbst durch (¢). (t'), (") bezeichnet werden kénnen.

Ferner sei allgemein (¢,¢') das Produkt der Langen der beiden Linien ¢,
mit dem Kosinus ihres Neigungswinkels usw.

Man hat allgemein (at + o't' +"t" + ... Pu+ v + v +..) wenn
man die Multiplikation

(at+ 't +"t" +.) x (Bu+ v+ p"u" +..)

ausfiihrt und statt tu,tu/, tu” o/ " .. usw. (t,u), (¢, o), (t,u"), (', ),
(t',u") usw. schreibt.
Jeder Punkt im Raum kann durch ein Trinom

(wt‘i‘wlt/—'_x”t”)

dargestellt werden.
Fiir alle Punkte, die in einer bestimmten Ebene liegen, wird dann eine
Gleichung
Az 4+ N’ + N2 =L

gelten, wo A\, X', M, L feste Zahlen bezeichnen. Fiir eine Ebene durch die drei
Punkte pt, u't’, u"t" ist

)\/14: )\/ /: )\//H// :L
Schreibt man

t.t)=a, (t.¢)=d, " t)=d",
(t/,t//) — b7 (t,t//) — b/7 (t,t/) — b//

und
add" —bb=A, ad" -Vt =A" ad -V =A"
W' —ab=B, b —dbv =B v —-db =B"

D = ad'a” + 200" — abb — d'V'Y — a"'b"v"

So ist
T = At+ B"t' + B't" senkrecht zu ¢ und t”
T = B't+ At + Bt" t und t”
T" = B't+ Bt + A"t" t und ¢/
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und allgemein, wenn
Mo+ N’ + X2 =L

die Gleichung einer Ebene ist, so wird die Linie
)\T+ )\/T/ + )\//T//

zu ihr senkrecht sein.
Ferner gilt
al +b"T" +0'T" = Dt
V'T +dT +bT" = D
VT + 0T +d"T" = D"

und die Linien ¢,#',t” sind senkrecht zu den Ebenen, deren Gleichungen

ar + b2’ +b'2” = Const
bV'x + a'x’ + bx” = Const
bx+bx' +d’z"” = Const

Der doppelte Flacheninhalt des Dreiecks durch die Punkte mt, m/t’, m”"t”
ist gleich der Quadratwurzel aus dem Wert der Form

A, AT, A
Fopam)

wenn man einsetzt: X = m/m”, X’ = mm/”, X" = mm/, wihrend das sechs-
fache Volumen der Pyramide, die sich dadurch mit dem Punkt 0 bildet,
= mm/m”\/D wird, also ist das Lot

>

:\/F—

(v 7> 77

PR . . . AD, A'D, A”D . 1o
T,T", T" beziehen sich ebenso auf die Form <BD’ BD. B,,D> wie t,t',t" auf
a a/ a//
(b, b, b )

Die drei Wurzeln der Gleichung

3=

0=p°—pplat+d +d)+pA+A +A")-D

geben die Quadrate der drei Hauptachsen eines Ellipsoids an, das in dasjenige
Parallelepiped eingeschrieben ist, auf welches sich die positive ternére Form

A, A, A"

a a/ a// . . .
v mit adjungierter Form ( ' %/ zr

bbb ) und Determinante = —D

bezieht.
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Beziehung der Raumverhiltnisse auf ein gegebenes Tetra-
eder.

Es bezeichnen (0),(1),(2),(3) die vier Ecken, gegeniiberliegenden Fléchen
und Lote. Jeder Punkt des Raums P hat dann beziiglich eines beliebigen
Anfangspunkts M vier Koordinaten x,z’, 2", 2", zwischen denen jedoch die

Beziehung
x+$/+x//+x///:0

gilt. Dabei bezeichnet x den Quotienten, den man erhélt, wenn man den
Abstand des Punktes P von einer durch M zur Ebene (0) gelegten parallelen
Ebene durch das Lot (0) dividiert usw.

Allgemein ist dann

—(PM)?* = 22/ (01)% + x2”(02)? + z2™(03)?
+ x/w//(12)2 + x'm"'(13)2 + $//x///(23)2

Das Grundgesetz der Kristallisation lasst sich am kiirzesten so aussprechen:
Zwischen je fiinf dabei vorkommenden Ebenen besteht folgende Beziehung:

Sind ihre Normalen auf der Kugeloberflache (0), (1), (2),(3),(4), so sind
stets die Produkte sin 102 . sin 304, sin 103 . sin 204, sin 203 . sin 104 in einem
rationalen Verhéltnis; ist dies wie av: 3 : 7y, soist 8 = a+ 7.

Sind die Koordinaten der 5 Punkte auf der Kugeloberfliche

a b ¢
a/ b/ C/ (ab/ _ ba/) ) (a//b//I _ b//a///)
a v so miissen (ab” — ba") . (a"'b —b"a’)
a’ oy (ab/// . ba///) . (a/b// . b’a”)
0 0 1

in rationalem Verhéltnis stehen.
Allgemein seien 1,2,3,4,5 die 5 Punkte auf der Kugeloberfliche, 0 der
Mittelpunkt; dann stehen, wenn 12 das Volumen des Tetraeders 0345 bedeutet

23 .45
24 .53 in rationalem Verhaltnis
25 .34
ebenso
12.34
13 .42 Uusw.
14 .23
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Geometrische Seite der ternaren Formen

Transformationen der Form (_51 _51’ _51) Det. =108

Chaux carbonatée

17 17 17 240 240 240 10 10 10
141 -1 77y
{71 T +1} (1717 1%) (fies £ios £168) (471747 equiaxe
+1-1+1 36 . 108 256 . 11664 216
8 8 8 4 4 4 15 15 15 5 5 5
+141 0 15 15 1 5,5 0
{0 +1+1} (5% (Aad)  (5B551H) (2125 25) verse
+1 0 +1 4.108 54 27 .108 54
20 20 20\ (10 10 10 51 51 51 17 17 17
241 41 Zo1 o1 = gt
{+1+2 +1} (0 e fa) (353545 (COn 2 ) (121510 contrastante
+1+1 +2 16 . 108 216 432 . 108 16 . 108
20 20 29 312 312 312 52 52 52
14242 Sl3s Sigs O 33 “93 5
{+2 2 +2} (£25 {23 793) (2135 15s i3s) (233 %33 °35) mixte
+2 42 +1 25.108 67500 . 108 33750

Schreibt man die urspriingliche Form allgemein als (f;, 5’7 fL) und eine ab-

geleitete als (5 5 5) so gilt

, T=3t—-2u U=-t+2u
, T=2t4+2u U=t+3u

, T'=6t4+10u U =5t+ 11u
, T=9t4+16u U =8t+17u

N I

Die Form (é g’ g) geht durch die Substitution

x=u+u —2u” umgekehrt 6u =z + 3y + 22
y=u—u 6u' = x — 3y + 2z
z=u+u +u” 6u” = -2z + 22

r=2 (mod3), z=y (mod?2)
.. . Atk A4k, 44k
uber in (k—2, ko2 ko
Um Kalkspat zu erhalten, ist £k = 0,973103 zu setzen.
Hind die komplexen Werte der orthographischen Projektion von drei gleich

langen und zueinander senkrechten Geraden a,b,c, so gilt aa + bb + cc = 0,
allgemein kann man, mit beliebigen komplexen Zahlen p und ¢, setzen

a=(p—q)(q—pii), b= (q— qi)(pii— pi),
c=(qi —p)(pi —q)
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Hexakisoktaeder.

Gleichung: pz +qy +rz =1

Koordinaten.
1
1. - 0 0
i 1
2. - -
ﬁTv ﬁTv
3.
a+B+y a+pB+y a+B+xy

a< fp<y

Sechsfaches Volumen einer Elementarpyramide
B 1
7B+ B+7)
Alle [Flachen] sind um eine Kugel beschrieben, deren Radius
B 1
~ Vlaa+ B3+ )
Doppelter Flacheninhalt eines Dreiecks

_ V(aa+ B8 +77)
V(B + )+ B+7)

Kante
V(BB +77)

Y(B+7)
V(la+B)? +277)
Y(a+B+7)
V(2aa + (8+7)%)
B+(a+B+7)
Kosinus des Winkels zwischen den Kanten 3.1 .2

_ af + 66 + vy
V(BB +y7)((a+ B)? +27v7)

1.2=

i

1.3=

I

2.3=

Sinus
_ v-(ea+BB8+77)

V(BB +)((a+ B) +27v7)
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@

= N

e e i i e R

WNNDFF =P -9

Vorkommende Werte.

TRWWWNNNDNG PEEDeE == oy

PR Wk WO W m Www e —2

Hexaeder
Rhombendodekaeder
Tetrakishexaeder

Oktaeder
Trapezikositetraeder

Triakisoktaeder
Hexakisoktaeder

Triakisoktaeder
Hexakisoktaeder
Triakisoktaeder
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BEMERKUNGEN.

Neben den vorstehenden Notizen, die die in der Besprechung von SEEBERS
Untersuchungen der terndren Formen dargestellten Gesichtspunkte teilweise
weiterentwickeln, sind in der Handschrift mehrere eigene Kristallmessungen
mit einem achtzolligen REICHENBACHschen Theodoliten aufgezeichnet. Die
einzelnen Protokolle enthalten jeweils das Beobachtungsdatum, aus dem her-
vorgeht, dass diese Untersuchung dem Juli 1831 angehort.

Aus der Theorie der indefiniten ternidren quadratischen Formen findet sich
im handschriftlichen Nachlass nur der folgende, wahrscheinlich wéhrend der
Ausarbeitung der Disqu. Arr. aufgezeichnete Satz

»Alle Transformationen der terndren Form

1,1, -1
(0, 0, 0 )
in sich selbst werden durch die Formel

ad + By af —~6 af + o
ay—B6 S(aa+d86—pB—7y) s(aa+yy— BB —66)
ay+ B slaa+ BB =y —380) glaa+ BB+ vy + 60)

dargestellt, wobei a, 3,7,9 so gewdhlt werden, dass ad — Gy =1
gilt

Es entstehen namlich alle Transformationen, in denen die neun Koeffizien-
ten ganze Zahlen sind, wenn flir «, 5,7, 0 sowohl alle die der Bedingungsglei-
chung geniigenden ganzen Zahlen und zwar zwei gerade und zwei ungerade
gesetzt werden, als auch alle die ungeraden Vielfachen von +/ %, die dieselbe
Bedingungsgleichung «d — 8y = 1 erfillen.

Zu Seite 309. Chaux carbonatée équiaxe, inverse, contrastante und mixte
sind die von HAUY (Traité de Minéralogie 1801 Band II, S. 132, 137) ge-
brauchten Benennungen.

Die Tafel der Transformationen der Form (‘;’ ‘;’ ‘;’) enthélt in der ersten ver-

tikalen Spalte die Koeffizienten der Substitution, in der zweiten die dadurch
entstandene neue Form, in der dritten die der letzteren Form entsprechende
primitive, wenn diese nicht bereits selbst primitiv ist, und in der vierten deren
adjungierte Form.

SCHERING.
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ZUR THEORIE DER
BIQUADRATISCHEN
RESTE.

L]

1.

Wir erweitern das Gebiet der héheren Arithmetik, indem wir darin auch
die komplexen Gréflen aufnehmen. In dieser Untersuchung nennen wir jede
Grofle « + iy eine komplexe ganze Zahl, wenn z, y reelle ganze Zahlen sind.

2.

Die unendlich vielen komplexen ganzen Zahlen lassen sich am bequemsten
durch Punkte in einer unbegrenzten Ebene anschaulich darstellen; wir nennen
den Punkt mit der Abszisse x und der Ordinate y den Punkt z + iy; alle
Punkte, die ganze Zahlen darstellen, sollen ganzzahlige Punkte heifien.

3.

Um eine bestimmte Festlegung zu treffen, sollen die Abszissen stets nach

links positiv und die Ordinaten nach oben positiv sein.
4.

Die vom Punkt z + iy zum Punkt 2’ + iy’ gezogene gerade Linie soll die
gerade Linie (x + iy, 2’ + iy’) heiflen; dabei beriicksichtigen wir, wo es darauf
ankommt, zugleich die Richtung und unterscheiden daher die gerade Linie
x + iy, 2’ + iy von 2’ + iy, x + iy.

5.

Der Kiirze halber wollen wir komplexe Gréfien wie x + 7y auch durch einen
einzigen Buchstaben bezeichnen, etwa z.
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6.
Die von den geraden Linien 2z, 2/2", 2" 2" ... 2" ~12" 2"z begrenzte Figur

nennen wir die Figur 22'2"2"..2". Wir schlieBen den Fall nicht aus, dass

einige dieser Linien einander schneiden.

7.

Mit S(z,2',2"...2") bezeichnen wir allgemein die Summe von so vielen
reellen ganzen Zahlen, wie ganzzahlige Punkte innerhalb der Figur liegen.
Dabei setzen wir fiir jeden Punkt, den die Grenzlinie der Figur einmal, zwei-
mal, dreimal usw. umlauft, die Zahl +1, 42, +3 usw.; die oberen Zeichen
gelten, wenn die Grenzlinie den Punkt so umgibt, dass er auf der rechten Sei-
te der Figur liegt, die unteren im entgegengesetzten Fall. Schneiden sich also
keine Seiten der Figur, so ist S(z,2’,2”..) die Anzahl der Punkte innerhalb
der Figur, positiv oder negativ genommen.

8.
Offenbar gilt stets

S(z,2',2" .. .2") =8, 2", 2" .. 2" 2)
=S(2",2"..2") usw.
=S Y )

=S 22 Y 2 2" usw.

9.

Wie die auf der Grenzlinie selbst liegenden Punkte zu behandeln sind, muss
noch genauer festgelegt werden. In vielen Féllen kénnen auf der Grenzlinie
iiberhaupt keine ganzzahligen Punkte liegen; dann ist keine Festlegung nétig.
Liegen aber auf der Grenzlinie zz’ solche Punkte, so zeigen wir durch ein
zwischen z und 2’ eingefiigtes + an, dass diese Punkte so zu behandeln sind,
als lidgen sie rechts von der Grenzlinie, und durch ein —, als lagen sie links.
Wir werden auch gelegentlich ein 0 oder % einfiigen, um anzuzeigen, dass sie
auf jeder Seite gar nicht oder nur mit ihrem halben Wert zu beriicksichtigen
sind. Ist einer der Punkte z,2’,z” usw. selbst ein ganzzahliger Punkt, so
wird er, sofern nicht ausdriicklich das Gegenteil gesagt wird, iberhaupt nicht
mitgezahlt, auBer soweit er zugleich auch als Punkt, der kein Eckpunkt ist,
in Betracht kommt.

10.

Sétze. Werden alle z, 2/, 2" usw. um dieselbe ganze Zahl vermehrt, so bleibt
S unveréndert.

306



Zur Theorie der biquadratischen Reste

Wird ¢ durch —i und jedes Verbindungszeichen durch sein entgegengesetz-
tes ersetzt, so dndert S nur sein Vorzeichen.

S(z,2,2"...2") = S(zyu,u . u", 2 2" 2"
- S(z,u,u . .u™, )
= S(z,u, U u, 2™, 2 )

— S(z,u,u w2 2T 2)
Dabei miissen die Verbindungszeichen einander entsprechen, zwischen den
rlickwérts laufenden Gliedern jedoch umgekehrt werden.

Ist ¢ eine ganze Zahl = a + bi, so gilt, wenn die gegeniiberliegenden Ver-

bindungszeichen entgegengesetzt sind,

5(272/72/ + Ca Z+ C) = [biE’ - ay/] - [bx - ay]

Ist hierbei ba’ —ay’ selbst eine ganze Zahl, so ist diese fiir [ba’ —ay'] zu nehmen,
wenn das Verbindungszeichen zwischen 2z’ und 2’ + ¢ + ist, dagegen 1 oder %
weniger, wenn dieses Zeichen — oder % ist; fiir bz — ay gilt das Umgekehrte.

Die Formel gilt nur, wenn a und b keinen gemeinsamen Teiler haben; ist
ihr grofiter gemeinsamer Teiler = h, so ist stattdessen

br' — ay’ br — ay
Al

zu nehmen.

11.

Wenden wir uns nun unserem eigentlichen Gegenstand néher zu. Sind fiir
den Modul m = a+ bi die Zahlen f, f’, f” usw. so beschaffen, dass sie erstens
alle modulo m paarweise inkongruent sind und zweitens jede ganze Zahl not-
wendig einer von ihnen kongruent sein muss, so nennen wir die Gesamtheit
der Zahlen f, f, f” usw. das System der Primitivreste von m. Thre Anzahl ist
stets = aa + bb.

12.

Das System der Primitivreste kann auf viele Arten gebildet werden. Am
einfachsten wéhlt man die Punkte innerhalb des Quadrats 0, m, (1+7)m, im;
hinzuzufiigen sind jedoch noch

I. der Punkt oder die Grofle 0;
II. alle Punkte auf zwei einander nicht gegeniiberliegenden Grenzlinien.

Statt auf einer der 4 Grenzlinien alle Punkte zu nehmen, kann man sie auch
auf mehreren zugleich nehmen.
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Die Auswahl dieser Punkte auf den Grenzlinien, falls dort welche liegen,
kann auf mehrere Arten geschehen, die den obigen Bedingungen geniigen. Die
einfachste ist die folgende.

Man nehme auf der Grenzlinie 0, m alle Punkte zwischen 0 und %m, inklu-
sive, und auf der Grenzlinie 0, im alle Punkte von %wn bis im, exklusive, und
verfahre bei den beiden anderen &hnlich.

Diese beiden Verfahren lassen sich so veranschaulichen:

(1+4)m (I+49)m

13.

Schliet man von den Primitivpunkten aus:
I. nur den Punkt 0, wenn a gerade und b ungerade ist, oder umgekehrt;
II. die Punkte 0 und %(1 + i)m, wenn a und b beide ungerade sind;

ITI. die vier Punkte 0, %m, %(1 +1i)m, %z’m, wenn a und b beide gerade sind,

so nennen wir die verbleibenden eigentliche Primitivpunkte und die ausge-

schlossenen uneigentliche. Die Anzahl der ersteren ist also

im Fall I = aa+bb—-1
II = aa+bb—2
III = aa+bb—4

und damit stets durch 4 teilbar.
14.

Diese eigentlichen Primitivpunkte lassen sich in 4 Klassen F, F’, F" F"
aufteilen, sodass

iF=F  iF'=F" iF"=F" {F"=F
-F=r" —-F=zF" —-F'=zF —-F"=F
—iF=F" —iF'=F —iF"=F —iF"=F"
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Dabei gilt nun der folgende &uflerst wichtige Satz.
Es sei M eine Zahl, die mit m keinen Faktor gemeinsam hat. Von den
Zahlen M F gehoren zur Klasse F' eine Anzahl von n,

F'n
F// n//
F/// n///

und der kleinste Rest von n’ + 2n” + 3n” modulo 4 sei = N, also N gleich
einer der 4 Zahlen 0, 1, 2, 3. Unter dieser Voraussetzung ist N unabhdngig von
der Aufteilung der Primitivreste in Klassen. Wir nennen ihn den Dezidenten
des biquadratischen Verhéltnisses der Zahl M zu m.

15.

Die einfachste Art der Aufteilung ist allerdings die folgende:

(1+i)m
I

m F/// 'm
F
0

In besonderen Féllen kann jedoch eine andere Aufteilung vorteilhafter sein.

16.
Sind f, f’, f” usw. simtliche Primitivreste des Moduls m, so gilt
S(z+ %, 2+ %, 2"+ %, usw.)
+S(z+ fa/, 2+ fal, 2+ fal, usw.)
+ S(z+ %, 2+ %, 2+ %, usw.)

+ usw.

= S(mz,mz',mz2", usw.
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17.

Theorie des biquadratischen Restes 1+ 1.

Der Modul soll mit dem Rest keinen Teiler gemeinsam haben. Wir nehmen
daher an, dass von den Zahlen a und b die eine gerade und die andere ungerade
ist. Das folgende Schema zeigt die Aufteilung der eigentlichen Primitivreste
in die vier Klassen:

(I+i)m

/ P /!
F (

/
m o o m m (% + %i)m
\F\

F///

0 0
Zu n sind alle Zahlen zu rechnen auf
der Linie O... %m Anzahl =g
Zu n’ alle Zahlen auf
der Linie 0... (3 + i)m Anzahl = ¢’

Zu n’ alle Zahlen innerhalb

des Dreiecks 3m,m, (3 + 2i)m Anzahl =h
Zu n" alle Zahlen innerhalb

des Dreiecks 0, m, (3 + 3i)m  Anzahl = h/
und auBerdem alle Zahlen auf

der Linie (1 + 2i)m.. (3 + 2i)m Anzahl = ¢”

vl

Es gilt stets ¢’ +¢”" =g,aa+bb=p, 1(p—1)=g+¢ + ¢’ +h+H. Der
Dezident ist also

D = 504y, 5m, (5 + 50)m_)) + 5(p — 1) +2¢"
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Man nehme nun fiir den Modul m + 1 + i die folgenden Ubergénge an:
g geht iber in G

g/ G/
g// G//
h H
h H'
so gilt
AS(0¢4), 3m, (5 + 3i)m(-))
=+500), (3 + 2)m, (3 + 3i)m +i))
= S04, 3m, gm + 5 + 3i()
—SGm, (A +3i)m, (3 +3i)m+1i, tm+ 14+ 30)

Das letzte dieser S ist
= (3o = 0)] - [ba] = S(4 + bibm b+ 1 — 3
wenn a ungerade oder gerade ist
= [3(a=b)] =[50
= [3(a-b)] - [3
— S(0(4), (3 + 30)m, (3 + Siym +i_))
Also
AD = — [3a—t)] + [4d]
+25(04 ),(% +%i)m,(% +%‘)m+z’(,))+a+b+1
—25(0(4), 2m, 2m —|— + z( )) — 2¢" +2G"
Die Verbindungszeichen gelten alle fiir den Fall, dass a — b positiv ist; sonst

nimmt man die entgegengesetzten.
Wir zerlegen ferner S(0(4, (3 + 3i)m, (5 + 2i)m + i(—y) in

SOy, (5 + 30)m, (§ + 3m) + 3i())

+[3(a—b)] = [f(a— b)]
= 8((z + gi)my, (1 + gi)m, (5 + 30)m — 5i(-))
Der letzte Teil
= 8(z + 30, (=1 — 1M+ 5 + 36, (=5 — pO)m+5.,)
oS- b+ dam b — b (4 dm— b))
= = S(=3 —gi(), (3 + 30)m— 5 — 51, (3 +30)m—5_))+g" —G"
= S(0(4), (4 39)m, (3 + 2i)m + %z(,))
= S0y, gm.gm+ 3+ 3iy) +g" = G”
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Damit ergibt sich also

AD = + [3(a—b)] + [34]
—48(=g =3y 1 T qim =3 — gh, (3 g)m =5
-2[3@a=b)]+a+b+1

Fiir die Vermehrung des Moduls um 1 — ¢, —1 + 4, —1 — 7 ist keine beson-
dere Untersuchung nétig, weil die Moduln m, im, —m, —im offenbar gleiche
Dezidenten haben. Wir haben also die folgenden Satze:

Sind der Modul und sein Dezident a + bi,= D, so haben die folgenden
Moduln die angegebenen Dezidenten:

a+1+(B+1)i|D+a+b+1+]
a+1+(B—-1)i|D+a—-b+1+][—
a—1+0B+1)i|D—a+b+1+][L
a—1+b-1)i|D—-—a—-b+1+]

Daraus ferner

oder wenn a un-
gerade ist
D — a—b—3 2 1 —_9 a—b
a+2+bi 2+ 23] [fjkz D + b=a=L
_2[ a4 ]
D4 a=bt3 4 of_1lg]_ o[b=a
a—2+ bi AR - et B P
— g[ett=2)
D — atb=3 | ofly) _ o[atb
a+ (b+2)i 2 [2]_2{(&]2] D + atb=3
4
D a+b+3 2 _lb -2 —a—b
a+(b—2) T [ 2] [b:tz72
2=
a+24+(b+2)i| 2a—b+1+D oder D+b—1
a+24+(b-2)i|—a—2b+1+D D+a-1
a—24+(0b+2)i| a+2b+1+D D—-a-—1
a—2+0b-2)i|-2a+b+14+D D—-b—-1

a+4+bi | D4+a+bd a+8+bi|D+2
a+(b+4)i | D—a+b
a—4+bi D—a-b
a+(b—4)i | D+a—>b

a+4+(b+4)i| D+ 2b

a+4+(b—4)i| D+2a
a—4+(b+4)i| D+2a
a—4+(b—4)i|D+2b
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Das Ergebnis der vorhergehenden Untersuchungen ist also folgendes: Fiir
den Modul m = a + bi, wobei a ungerade und b gerade ist, gilt
1+¢

D = g(—aa +2ab+ bb —8b+1)
m

(und wenn a + bi = 1+ (2 4 2i)(« + 5i))
oder %(—aa +2ab—3bb+1)=—(a—B)? -7

1—1
m

D = i (4aa + 2ab—bb—8b— 1)

oder £(+aa + 2ab + 3bb — 1)

—1—3
D ! = i(—aa+2ab+bb+1)
m
=B+aa+208-BB=-B+(a+B)
D= L(taa+ 2ab— bb— 1)
m
=a+aa—2aB8—-FB=—a—(a+p)?
2
D—:%ab

m
(3

D— =1 bb—1
- i(aa + )

D— = 3(aa+bb—1)
m

el

Allgemeiner Satz tiber die Dezidenten.

Es seien A, B,C usw. verschiedene (ungerade komplexe) Primzahlen, von
denen keine die Zahl M teilt; dann gilt

M M M M
D———— =aD— D— D— .
T BACT D o A—i—ﬁ B+’y C—i—usw

Milaath—1) — ;Do (mod. (a + bi) wenn a + bi eine Primzahl

142

D = %(—acﬂ— 2ab — 3bb+ 1)
m
:_é(3(a—b):|:1)(a—b¥1) wennazé
1_
D z:é(+aa+2ab+3bb—1)
m
1
D mlzé(—aa—i—Qab—l-bb—Fl)
:%(a_b:pl)(a—bZFB) wenn a = +1
I
DT (haa 4 2ab—bh— 1)
m 3
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Allgemein m = 1 mod.(1 + 7)

. N (04 4
D 1;; - —Realteil L+ Z)Y(? —1 = Imaginérkoeft. Z_F_g;
. N (04 4
Di = +Realteil (L=9)m” 1) = Imaginérkoeff. m = 1
m 16 8 — 81
1+ (mod. 16)
a b
0 2 4 6 8 10 12 14
110 3 3 02 1 1 2
3133021 1 2 0
511 2 033 0 2 1
712 0330 2 1 1
912 1120 3 3 0
11/1 1 2 0 3 3 0 2
313 0211 2 0 3
150 2 1 1.2 0 3 3
18.

Theorie des biquadratischen Restes —1 — 24.

Der Modul = m = a + bi sei so beschaffen, dass a ungerade und b gerade ist;
auflerdem setzen wir voraus, dass er eine Primzahl ist.

Die folgenden Schemata stellen den Dezidenten dar; von ihrer Identitdt
iiberzeugt man sich leicht:

(e
SIS

Der Kiirze halber bezeichnen wir S(z,z + o,z + a+ 8,z + ) mit [z, «, ],
sodass
[$7a76] - _I:‘,'U7167a:| — [x—l—a,ﬁ,—a]
=—[z+a,—a,f]
== [x—l—a—i—ﬁ,—a,—ﬁ]
= —[$+05+I3,—5,—Oé]

314



Zur Theorie der biquadratischen Reste

Setzt man ferner

—a—2b —b+2
m  —a n a

o—4i 10 o~

so besteht der Dezident aus den folgenden acht Teilen:

I[=1[0 727 —iQ)]
—2I1 = —2[0, 3, Q]
I = +[Q, 5, —iQ)
IV = +[-iQ, 1, Q]
-3V = -3[Q, 3, Q)
—3VI = —3[2Q, 3, —iQ)]

+2VIT = +2[(1 —9)Q, 1, Q)

+VIII = +[0, §, 3im]

Bezeichne F' einen beliebigen Elementarrest des Moduls —1 — 27, so gilt

Z[2FQ7 %7262] [O 2 ;Zm]
Setzt man also fiir F' die Werte 0, 1,4, —1, —i ein, so gilt
0= 10, Q,ZQ] =1IX

+[2Q, Q,ZQ] =X.
+[2iQ, Q,ZQ] =XI

+[—20Q, 2,1@] = XII

+[— 22@, 2,@@] = XIII
—[0,—3 —i,3im] = —-XIV

Man addiere dies zum vorigen Wert des Dezidenten. Aus dieser Verbindung
ergeben sich die folgenden Resultate:
(1) Da (1 + 2i)Q + 3 eine ganze Zahl ist, gilt

XI=[-Q - 3,3iQ] = —[-Q,—3,iQ)]
= -[Q.3,-iQ)]
also
I+ XI=0
(2) Wir fassen IV, =3V, X, XIII auf folgende Weise zusammen:

IV = +[-2Q + 3i, 3, Q] = [-2iQ — 3, 35,iQ)]
V’ = —[20, +%»—Q] = —[-2iQ, —3i,iQ)
= [+iQ — 3 ,Q,ZQ]
=[ iQ + §i, —3, —iQ] = [-2iQ — 5 + 3i, 3,iQ)]
XTI = [-2iQ, 5,@@]
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Das gesamte Ergebnis aus diesen Teilen ist also
—4V
+ R(-2iQ) — R(~iQ) — I(~2iQ) + I(~iQ)
— Quadr. [-2iQ — 1 + 14]
+ Quadr. [-2iQ + % — 11]
(3) Fasst man I, =211, —3VI, +2VII, +1X, +XII zusammen, so ergibt sich

I=10,3,—iQ)]
IT = [0, — i, —iQ)]
VI = [iQ — i, 3, —iQ] = [§ — i, —$,iQ)]
= [-5 + 30,3, —iQ)
VI = [-Q — §i, 5, Q) = [-5 + 36, —3,—Q)
[ .
[ _ 1
[

XII = [—iQ + 34,%,iQ] = [3 + 3i, —3, —iQ)]
= + 41 — 411 — 4VI 4 4XII
— I(3i) + I(—iQ + 3i) + 10 — I(—iQ) — 2R0 + 2R(—iQ)
+ 2Quadr. (—iQ + 1 + 14)
= 41 — 4TI — 4VI + 4XII
+ R(—1 —2i)Q — R(—2iQ) — I(—iQ) + 2R(—iQ)
+ 2Quadr. (—2iQ + I + §9)
Dies alles zusammen ergibt folglich
+ A1 — 411 — 4V — AVI + 4XI + §(a — 1) — 3b
+ Quadr. (—2iQ + 1 — i)
+ 2Quadr. (—2iQ + 1 + 4
— Quadr. (—2iQ — § + 14)
SchlieBlich ergibt sich VIII—XIV = 1(a—1)+ 4b. Da die drei Quadratteile
dem Dezidenten von —™5- gleich sind, gilt also

—1—-23
ZEa—l—l—Dez.
m —1—-—2

Dez. Was zu beweisen war.

Wahrscheinlich ldsst sich der Beweis noch erheblich dadurch vereinfachen,

dass
1 9; (1 +iym (=1+i)ym
+ 21
Dez. =
m

0
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19.

Durch Induktion wurde Folgendes gefunden:

a— b aa + 2ab—1
Des. _ =1 d. 4
oz a+b2 1 , a (mO )
2ab + 2bb — 1
_aa+ ab4+ -1 a+bi =1 (mod. 2+ 2i)

Damit héngt Folgendes zusammen: Es sei aa + bb = p (Primzahl), a =
1 (mod. 4)

1.2.3........... 1(p—1) = a mod.p
i0+3) .1 +7)... 50 -1) =5
s +1).3(p+3)... -1 =7y
1Bp+1) . p—1=4¢
so gilt
a=6 [B=v wenn %b gerade
a=-6, f=-—v wenn %b ungerade
+af =i, +66 =20, §E2a,
8 =a, 1B(1-ap)=a
1+ap T2

Es kommt demnach nur noch darauf an, die Dezidenten bei reellen Resten
zu bestimmen.

a1?  p1(@=1) =1 (mod. (aa + bb))
wenn ¢ = 1)(mod. 4) b gerade aa + bb Primzahl

Will man nur mit reellen Zahlen arbeiten, so kommt es auf den folgenden
Hauptsatz an. Es sei a — 1 durch 4 und b durch 2 teilbar; a und b seien ohne
gemeinsamen Teiler, und k bezeichne die Zahlen 1,2,3...aa 4 bb — 1. Es sei

«a die Anzahl aller Werte von k, fur die die kleinsten Reste von ak, bk,
aak, abk alle zwischen 0 und %(aa + bb) liegen

B ak,bk, aak,—abk
v ak,bk, —aak, —abk
6 ak,bk,—aak, abk

Dann ist 34 2y + 3§ — 1(aa — 1) durch 4 teilbar.
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[IL]

VORBEREITUNGEN ZUR ALLGEMEINEN THEORIE
DER BIQUADRATISCHEN RESTE.

(1)

Es sei P = x+1iy, wobei weder x noch y eine ganze Zahl ist. Wir bezeichnen
die Zahl +1 mit LP, L'P,L" P, L'" P, je nachdem P im ersten, zweiten, dritten
oder vierten Quadranten liegt (im ersten und zweiten Quadranten ist [y]
gerade, im dritten und vierten ungerade; im ersten und vierten ist [z] gerade,
im zweiten und dritten ungerade). In allen Féllen, in denen diese Zeichen
nicht = 1 sind, werden sie als = 0 vorausgesetzt. Dann gelten die folgenden
24 Relationen:

L(P+1)=L'P L(P+i)=L"P L(P+1+i)=L"P
L(P+1)=LP L(P+i)=L"P L'(P+1+i)=L"P
L'(P+1)=L"P L'"(P+i)=LP L'(P+1+i)=LP
L"(P+1)=L"P L"(P+i)=LP L"(P+1+i)=L'P

LiP=L"P L(-P)=L"P L(—iP)=L'P
L'iP=LP L'(-P)=L"P L'(—iP)=L"P
L'iP=LP L'"(-P)=LP L"(—iP)=L"P
L"iPp=L"P L"(—P)=L'P L"(—iP)=LP

(2.)

Mit PP’ oder z bezeichnen wir eine Linie, die bei P beginnt und bei
P’ endet. Sie muss nicht gerade sein. Wir geben allen von 2z + 2iy nach
2z + (2y + 1)i gezogenen geraden Linien (wobei z,y sdmtliche ganzen Zahlen
durchlaufen) eine positive und eine negative Seite; als positive wiahlen wir die
rechte, als negative die linke. Mit Tz bezeichnen wir die Anzahl aller Schnitte

der Linie z mit den eben beschriebenen Linien, wobei diejenigen positiv

gezahlt werden, bei denen z von der negativen auf die positive Seite iibergeht,
und die anderen negativ. Ferner setzen wir

Tz—T(z—1)=8z
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(z — 1 ist eine zu z parallele Linie, die vom Punkt P — 1 nach P’ — 1 geht).
Offenbar brauchen wir dem obigen Liniensystem nur noch die von 2z + 1+ 2yi
nach 2x + 1+ (2y + 1)i gezogenen Linien hinzuzufiigen und deren linke Seiten
als positiv und die rechten als negativ zu betrachten, um in Sz die Anzahl
aller Schnitte von z mit diesem doppelten System gerader Linien zu erkennen.
Ferner gilt

T(-z)=-T(z+1)
T(2)+T(z+1i) =[5 ] [32']
S(z+1)=-—
S(z+z):—Sz+LP+L”’P LP —L"pP
S(z+1+i)=82z—LP+L"P+LP +L"P

Siz =8z —LP+ LP’
S(—2)=8z— LP—L"P+LP + L"P
S(—iz)=Sz+L'P-LP

1.

Wir betrachten in der Ebene zwei Arten von Punkten: erstens diejenigen,
denen ganze Zahlen entsprechen; zweitens diejenigen, die durch Produkte
ganzer Zahlen mit der Grofle @@ = 537 bestimmt sind. Wir kénnen sie als
Punkte erster und Punkte zweiter Ordnung unterscheiden.

2.

Verbindet man jeden Punkt zweiter Ordnung mit seinen vier Nachbarn
durch gerade Linien, die wir Ligaturen nennen werden, so wird die ganze
Ebene in unendlich viele Quadrate geteilt. Die Punkte erster Ordnung liegen
teils innerhalb dieser Quadrate, teils auf den Ligaturen innerhalb ihrer

Grenzen und teils auf den Grenzen der Ligaturen; Letzteres gilt, wenn sie
zugleich Punkte zweiter Ordnung sind. Ist k@ ein solcher Punkt, so muss,
sofern m, M ohne gemeinsamen Teiler und beide ungerade sind, & durch M
teilbar sein.

3.

Bei den Ligaturen kénnen wir auch zwischen Anfangs- und Endpunkt un-
terscheiden, also PQ von (P, oder diese Unterscheidung in einigen Féllen
beiseitelassen. Zwei solche Ligaturen nennen wir entgegengesetzte. Im Allge-
meinen lassen sich die Ligaturen am bequemsten durch ihren Anfangs- und
Endpunkt bezeichnen, die man gegebenenfalls in eine Klammer einschlieffen
kann. Die zu einer Ligatur entgegengesetzte soll durch doppeltes Uberstrei-
chen angezeigt werden: QP = PQ).
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4.

Jedes der betrachteten Quadrate wird von vier solchen Ligaturen einge-

schlossen
{kQ, (kF+1)Q}, {(k+1)Q, (k+1+1)Q},
{(k+14+9)Q,(k+)Q}, {(k+9)Q,kQ}....Q

denen es zur Rechten liegt. Dabei ist es wichtig, auf die Form der Zahl k
zu achten. Wir unterscheiden vier Arten von Quadraten, je nachdem k =
0,1,1 + 4,7 (mod. 2) gilt, und verwenden die Zahlen 0,1,2,3, die wir die
jeweiligen Intensoren der Quadrate nennen.

5.

Den Ligaturen geben wir dieselben Intensoren wie den Quadraten, die ih-
nen zur Rechten liegen.

6.

Nun haben wir ein anderes, grofieres Quadrat €' zu betrachten, namlich
dasjenige, das entsteht, wenn das in 4 fir £ = 0 angegebene mit M multipli-
ziert wird. Es wird also von den geraden Linien pu, i/, p”’, i’ begrenzt

(0. 4m}, (. 31+ Dm), (3(L-+ m, bim}, {dim, 0}

Es besteht aus ganzen Quadraten €2 und Teilen solcher Quadrate. Man zédhle

alle Punkte erster Ordnung in seinem Innern zusammen, indem man fiir
jeden Punkt den Intensor des Quadrats €2 nimmt, in dem er liegt. Diese
Summe oder ihr kleinster Rest modulo 4 heifit der Dezident von M fiir den
Modul m und bestimmt die biquadratische Modalitdt von M beziiglich dieses
Moduls.

7.

Wir zerlegen das Quadrat Q' auf folgende Weise in 5 Teile. Man verbinde
den Punkt 0 mit £(1+44)(m — 1) durch die Linie A, die ausschlieflich entlang
Ligaturen innerhalb von Q' verlduft. Es sei

smAidx=XN, T1+im—-A=X\" Lim—ix=)"
Diese 4 Linien gehen also von den Ecken des Quadrats €’ ins Innere und
enden an den vier Ecken des innersten Quadrats. Dessen Intensor ist 0, wenn
m =1 (mod. 2 4 27); die Ligaturen dieses Quadrats seien v, v/, v" "
Die 5 Teile werden also begrenzt sein durch

L ... u N, 7, A

... W, N, U, N
ML ... @, N, o7, N
V. ..ou" A VTN

V. das innere Quadrat v, v/, V", "
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Der Dezident ist also die Aufzdhlung aller Punkte erster Ordnung in I. II. III.
1V.
8.

Der Kiirze halber soll der Intensor eines beliebigen Punktes der Intensor
des Quadrats sein, in dem er liegt, und durch ein vorangestelltes T bezeichnet
werden.

Der Dezident ist also
YYP+XYP +3XYP"+xYP"”

wobei P alle Punkte in I. usw. bezeichnet.

10.

Wir betrachten nun noch den Bereich VI = —iIV, der auflerhalb von €/
liegt, sich aber entlang p an I anschliefft und mit ihm zusammen den Bereich
w bildet, der aus AA + BB vollstandigen Quadraten besteht. Bezeichnet II
alle ganzen und IT’ alle um %z vermehrten ganzen Punkte dieses Bereichs, so
lasst sich leicht beweisen, dass der Dezident

= YYII — EYII' + Anzahl aller ganzen Punkte innerhalb VI
— Anzahl aller halben Punkte innerhalb VI.

11.

Man stelle sich von jedem ganzen Punkt k nach k + %z gerade Linien
gezogen vor, deren rechte Seite als positiv und deren linke als negativ gilt. Es
sei [ eine Linie, und SI bezeichne die Summe aller Schnitte von [ mit diesem
Liniensystem, wobei diejenigen positiv gezdhlt werden, bei denen [ von der
negativen auf die positive Seite libergeht, und die entgegengesetzten Schnitte
negativ. Fiir den Dezidenten gilt dann der folgende Ausdruck:

S(Y1.Sl)+ S — Sp

Dabei bezeichnet [ alle Ligaturen der Quadrate in w (stets so genommen,
dass die Quadrate ihnen zur Rechten liegen), und !’ diejenigen Ligaturen, die

auf dem Umfang der Figur w zwischen 0 und %m liegen, also auflerhalb von
Q.
Alle Ligaturen [ bestehen aus

1) 1

2) 1", den innerhalb von €’ liegenden Grenzligaturen, also X', 7, i;
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3) 1", die im Innern von w liegen.

Verstiinde man unter ! unbestimmt alle Ligaturen, die innerhalb von w oder

auf den Grenzen dieser Figur liegen, sofern sie von Punkten 7 ausgehen,

2M
wobei k durch 1+ ¢ teilbar ist, so ware der Dezident
=Ya.Sl—Su
wobei « = 1 fiir alle Ligaturen im Innern von w;

a =TI+ 1 fir alle Grenzligaturen auflerhalb von €', deren Richtung entlang
der von 0 nach %m gehenden Grenze verlauft;

a=—(YX+1)=-7"I fiir alle auf dieser Grenze, die in entgegengesetzter
Richtung verlaufen;

a =TI fir alle Grenzligaturen innerhalb von €', deren Rich-
tung auf 0 zugeht;

a = —YI+1 fiir alle Grenzligaturen innerhalb von €', deren Rich-

tung von 0 wegfiihrt.

12.

Wir kénnen nun sémtliche vorkommenden [ (nach dem letzten Verfahren)

paarweise zusammenfassen, ndmlich [ mit %m — [, die wir verbundene Liga-
turen nennen wollen. Eine einzige ist davon ausgenommen, die isoliert steht
oder mit ihrer verbundenen Ligatur identisch ist, ndmlich diejenige, die von

m

m
$(M —1).-— nach %(M+1)2M

oM lauft

Fiir verbundene Ligaturen ist o stets gleich.
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[111]

THEORIE DER BIQUADRATISCHEN RESTE.

1.
Die kleinsten Reste zum Modul m = a + bi sind die ganzen Zahlen p =
o + Bi, fir die bei £ = x + yi die Gréen 2 und y positiv und kleiner als 1
sind. Hinzu kommt der Rest 0°). Thre Anzahl ist = aa + bb.

2.

Ist aa+bb ungerade, so hat aa+0bb die Form 4n—+1. Léasst man den kleinsten
Rest 0 weg, so zerfallen die {ibrigen in vier Klassen. Zur ersten Klasse f zdhlen
wir diejenigen, bei denen x und y kleiner als % sind,

die zweite f’ beidenenz >1, y<1
dritte fox> %, y > %
vierte f"ox < s, Y>35

Man erhélt alle Reste

f'oaus if +m
[’ oaus —f+(1+1i)m
f" aus —if +1im

“und, falls @ und b einen gemeinsamen Teiler e haben, die Zahlen =, 2m 3m  (e=Dm

e’ e e " e
Diesen Fall wollen wir jedoch vorerst aus der Untersuchung ausschlieflen.
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3.

Es sei M eine andere Zahl, die mit m keinen Faktor gemeinsam hat. Dann
gilt
M1 =1 (mod. m)

folglich ist Mi(@a+bb=1) ontweder = 1, oder = 4, oder = —1, oder = —1, das
heifit = ¢, wobei € eine der vier Zahlen 0, 1, 2, 3 bezeichnet. Im ersten Fall ist
M ein biquadratischer Rest von m, also auch ein quadratischer. Im dritten
Fall ist M ein quadratischer, aber kein biquadratischer Rest; im zweiten und
vierten Fall sowohl ein quadratischer als auch ein biquadratischer Nichtrest.
Wir nennen dieses €, von dem der biquadratische Charakter der Zahl M
beziiglich des Moduls m abhéngt, den Dezidenten von M zum Modul m.
Durch Induktion erhélt man den folgenden schénen Satz. ,Sind M und m
ungerade Primzahlen der Form 1+ (2 + 2i)u, wobei u eine ganze Zahl ist,
so ist die Differenz der beiden Dezidenten, von M zum Modul m und von m
zum Modul M, entweder = 0 oder = 2; das Erste gilt, wenn wenigstens eine
der Zahlen m, M die Form 1 + 4N hat, das Andere, wenn beide die Form
1+ 2¢ 4+ 4N haben’ Dieser Reziprozitédtssatz ist dem fiir quadratische Reste
bei ausschliefllich reellen Zahlen analog.

4.
Man multipliziere alle Zahlen f mit M und bestimme ihre kleinsten Reste
zum Modul m. Befinden sich darunter
a zu f gehorig
B f
1
g ;///

S0 ist € = B4 27+ 36 (mod. 4).
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Beweis. Die Gesamtheit derjenigen Zahlen aus f, deren Produkte mit M
Reste aus f ergeben, sei g; die Gesamtheit derjenigen, deren Produkte Reste
aus f’ ergeben, sei ¢’, und ebenso ¢” . ¢"”. Dann sind die kleinsten Reste von

_Z'g/M, _g//M, ig///M

samtlich in f enthalten und sowohl voneinander als auch von den kleinsten
Resten der Produkte gM verschieden. Folglich ist das Produkt aller

gM, —igM, —¢"M, +ig"M

zum Produkt aller f kongruent, also auch zum Produkt aller g,¢’,q”, ¢".
Jenes Produkt ist aber gleich dem Produkt aller g, ¢’, ¢”, ¢ multipliziert mit

M . (—=iM)P . (=M)Y . (iM)°
also ist dieses letzte Produkt =1

folglich ~ Me+PHHo(_)B(—1)%% =1

oder MOTPITTS = B(1)7(—j) = AH2H30

woraus der Satz unmittelbar folgt.

5.

Ob der kleinste Rest einer Zahl N zum Modul m zur Klasse f, f/, f” oder
f"" gehort, lisst sich leicht entscheiden. Ist nédmlich w die in & enthaltene
ganze Zahl, so ist jener Rest = N — wm und gehort somit zu f, f/, f”, je
nachdem nach dem Ansatz

N .
— —w=x+1y
m

die folgenden Bedingungen gelten:

x<%,y<%
>3, y<j
x>%, y>%
<3, Y>3

In diesen 4 Féllen ist die in % enthaltene ganze Zahl der Reihe nach die
folgende:

2w

2w+1

2w+1+14

2w 41
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Daraus ist ersichtlich, dass der kleinste Rest von N zum Modul m zu
£ f ", " gehort, je nachdem die folgenden Bedingungen gelten, wenn man

die in % enthaltene ganze Zahl = £ + ni setzt:
¢ gerade 7 gerade
& ungerade 7 gerade
¢ ungerade 7 ungerade
¢ gerade 1 ungerade
6.
Danach erhélt man den Dezidenten von M zum Modul m wie folgt. Man

bestimme die ganzen Zahlen, die in den einzelnen % enthalten sind. Be-

zeichnet man diese allgemein mit x 4 yi, so lasse man diejenigen ganz aufler
Acht, bei denen x und y beide gerade sind; man rechne fir jede derjenigen,
bei denen z ungerade und y gerade ist, eins, nehme fiir jede derjenigen, bei
denen x und y beide ungerade sind, zwei und fiir jede derjenigen, bei denen
x gerade und y ungerade ist, drei. Von der Summe aller dieser Zahlen nehme
man den kleinsten Rest modulo 4; dies ist der gesuchte Dezident. Wir driicken
dies so aus:

M
Dec.— = 3¥n
m
wobei [QfTM] =z + yi und n = 0 zu setzen ist, wenn x gerade und y gerade

1 x ungerade y gerade
2 x ungerade y ungerade

3 x gerade y ungerade
Der Kiirze halber wollen wir n mit der Charakteristik © bezeichnen,
n =@M
m

Um zu entscheiden, zu welcher Klasse M beziiglich m gehért, wéihlt man diejenigen Wer-
te von k (unter den Zahlen 1,2,3...p — 1) aus, fiir die [MTM] gerade wird, und addiert

’
72[2’“Tm]2. Nimmt man k nur bis %p, so ist zu summieren

2km' M 2km’
12+ 1}

p p

-={]

fiir diejenigen Werte von [W}, die durch 1 + ¢ teilbar sind.
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7. 8.

Diese Regel ist allgemein, welche Zahl M auch bezeichnet. Fiir den Fall, der
zunéchst Gegenstand unserer Untersuchung sein soll, in dem M als ungerade
und von der Form 1+ (242¢) N vorausgesetzt wird, ist eine etwas abgednderte
Regel zweckmaéBiger.

Man denke sich die Zahlen f erneut in 4 Klassen zerlegt. In die erste setzt
man die (h), deren Doppeltes ebenfalls in f liegt; zur zweiten, b, zihlen wir
diejenigen, deren Doppeltes 2h’ zu f’ gehort. Ebenso bezeichnen A” und h”
diejenigen, deren Doppeltes zu f” und f” gehort. Der Dezident ¢ ist also

2hM 2h' M 20" M 20" M
e=X0—— + X0 + X0 + X0

m m m m
Die Gesamtheit aller 2k und —2h” + (1 + ¢)m nennen wir H
die aller —i(2h' — m) und (2R — im) nennen wir H’
H und H' umfassen somit alle f; jene sind die geraden, diese die ungeraden.
Ferner sind die folgenden Beziehungen anzuwenden

OiN =1+ 06N
@(—N):2+@N
O(—iN) =3+ 6N
O(N+1)=1-0ON
O(N+1+i)=2+6N
O(N+1i)=3—-06N
folglich
o2t miM _ 2MiM 2l M
m m m
_opl 144 _opn "
G)( 2h" 4+ m( +z))M:2+® 2hM:@2hM
m m m
2h/// . M 2h/// M 2h///M
oM i+ m)M . J2RTIM
m m m
und hM R )M
£:262 _@(—2 i+ mi)
m m
_oplt . ".;
+@( 2h —I—m(l—l-Z))M_@(Qh i+m)M
m m
!
:ZG)HM—ZGHM
m m
oder M
—Ein
m

wobei das obere Zeichen fir gerade f, das untere fiir ungerade zu nehmen ist.

327



Zur Theorie der biquadratischen Reste

9.

Es sei nun allgemein f = &+ ni. Die Zahlen &, n sind durch die Bedingung,
dass f ein kleinster Rest von m ist, oder dass nach dem Ansatz -~ = r+yi die
Groflen x und y zwischen den Grenzen 0 und % liegen miissen, auf bestimmte
Bereiche beschrankt. Durch Unterscheidung der verschiedenen Fille lielen
sich dafiir leicht bestimmte Regeln angeben. Geben wir 1 einen bestimmten
Wert, so hat wiederum ¢ seine bestimmten Grenzen. Nehmen wir zum Beispiel
an, dass a negativ und b positiv ist, so miissen wegen

v a& + by
" aa+bb
an — b
y:
aa + bb

die folgenden Bedingungen gelten:

I. damit z positiv werde & < —377

I. damit y positiv werde § < 7

III. damit z < % werde £> %l;—?bn
IV. damit y < 5 werde £> 2“77—27‘2“—575

Fiir positives 1 schliefit die zweite Bedingung bereits die erste ein, fiir
negatives 7 ist es umgekehrt. Ebenso ist die dritte Bedingung bereits in der
vierten enthalten,

wenn n<i(a+b)
und umgekehrt, wenn 7> 3(a +b)

Wir brauchen jedoch nicht alle acht Félle, die hier auftreten kénnen, einzeln
zu betrachten. Fiir einen bestimmten Wert von n bezeichnen wir lediglich die
kleinere Grenze von ¢ mit €0, die groBere mit €%, und bemerken nur, dass an
diesen Grenzwerten stets entweder x = 0,y = 0,z = %, y= % gilt, und zwar
muss Folgendes gelten:

wenn in der oberen Grenze | in der unteren Grenze
a pos. b positiv x:%oderyzo x:Oodery:%
a neg. b positiv | x =0 oder y =0 :L':lodery:%

1

x =5 oder y =0
x=0odery=0

a neg. b negativ | x =0 oder y =
a pos. b negativ | x = % oder y =

NI L

Der Kiirze halber unterscheiden wir diese vier Félle, indem wir sagen, dass
im ersten m zum ersten Quadranten gehort, im zweiten zum zweiten usw.
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10.

Wir wollen nun die Summe aller i@% ndher betrachten, bei denen 7
einen bestimmten Wert hat. Wenn £ nach und nach stetig vom kleinsten
Wert €0 zum groBten €90 wichst, dndert sich auch

(& +ni)M

=X+Yi

nach dem Gesetz der Stetigkeit. Liegt 2 im ersten Quadranten, so wachsen
sowohl X als auch Y fortwihrend; liegt - im zweiten Quadranten, so nimmt
X fortwahrend ab und Y zu. Im dritten Quadranten tritt das Umgekehrte
des ersten, im vierten das Umgekehrte des zweiten Falls ein. Die in X + Y
enthaltene ganze Zahl dndert sich jedoch sprunghaft, indem sich entweder
[X] oder [Y] um eine Einheit &ndert. Die Werte von &, bei denen ein solcher
Ubergang stattfindet, das heifit, bei denen entweder X oder Y eine ganze
Zahl wird, seien der Reihe nach

5/7 5/17 gl// . g’n

Hier ist zu bemerken, dass weder diese Werte noch &Y und ¢€%° ganze Zahlen
sein konnen, auler fiir n = 0, wo entweder &9 oder £%° = 0 wird. Es sei nun

/ . O .
S) (€ +T:ZZ) M C) (& +n;ﬂ)M = ¢ (anders auszudriicken)
o (" +mi)M _e (& +mni)M — "
m m
usw.
00 ; n—1 ;
Q€0 M (€M,

m m

329



Zur Theorie der biquadratischen Reste

Dann sieht man leicht, da zwischen £ und ¢’ [£¢'] — [3£°] gerade und [1¢ +
3] — [3€° + 1] ungerade ganze Zahlen liegen usw., dass bei Betrachtung allein
des bestlmmten Wertes von n gilt:

M

(120 = {[3¢] - [3¢"] - ¢ + 3] + [3¢" + 31}

9(60 + i) M
+{[3¢"] - [%ng’] — 3¢+ 3]+ [3€ + 31}
(oM gy
+{[3€"] — [5€"] = [3€" + 3] + [3¢" + 31}
. {@7(50 )M + 0" + 9"}
+ usw. "
+ {5 - 3¢ — €™ + 3]+ [3¢" +3])

O .
.{@W+5’+5”+..+5”}

@(SO + ni) M

+((3 SOO] [500 30)-©

(Dabei gilt das obere Zeichen fiir gerades 7, das untere fiir ungerades.)
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Die Zahlen §’,6”,6" usw. konnen keine anderen Werte als +1 und —1
haben. Den Wert +1 erhéalt ¢’ unter den folgenden Bedingungen, wobei die

Werte von X,Y, die zu & gehoren, mit X', Y’ bezeichnet sind:

% im 1. Quadr.
X' ganze gerade Zahl
und [Y] ungerade

% im 2. Quadr.

X' ganze gerade Zahl
[Y] gerade

Y’ ganze gerade Zahl
und [X] gerade

% im 3. Quadr.

X' ganze gerade Zahl
und [Y] gerade

Y’ ganze gerade Zahl
[X] gerade

% im 4. Quadr.
X' ganze gerade Zahl
[Y] ungerade

Y’ ganze gerade Zahl
und [X] ungerade

Y’ ganze gerade Zahl
[X] ungerade

Sobald sich eine dieser Bedingungen in die entgegengesetzte dndert, wird
6 = —1; dndern sich beide, so bleibt § = +1.
11.

Die folgenden Formeln dienen der bequemeren Ubersicht dieser Rechnun-
gen:

es ist m = a + b, aa+bb=d
M = A+ Bi, AA+BB=D
M
d—:a—i—ﬁi, a=aA+bB, [B=aB—-0bA
m
ST viy, M(ztiy) = X +iY
m

Sind 7 und X gegeben, so gilt

1. ¢ 2
D BX
2. Y==1+

Sind 7 und Y gegeben, so gilt

_ _«a ay
AL
=B T
Sind 7 und x gegeben, so gilt
—-i g
X=-8140a
Yy =414 6
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Sind 7 und y gegeben, so gilt

d
s =g -
A «
0. X =415
_ B B
10, v="21_26
12.

Die Regel des Artikels 10 lésst sich nun so ausdriicken. Erhélt n einen
bestimmten Wert, so ist

¥+ @fWM =k'O(XY + V%) — k9(X% + Y%) + Bk

Hier ist k° = 0, wenn [¢°] gerade ist; k* = +1, wenn [¢°] ungerade und 7
gerade ist; kX = —1, wenn [¢°] ungerade und 7 ungerade ist. k% wird ebenso
durch [¢%] und 1 bestimmt. Schlieflich ist ¥k eine Summe aus so vielen
Zahlen, wie es zwischen ¢ = £° und ¢ = £°° ganze Werte von X oder Y gibt.
Jedes Mal ist k = 0, wenn das entsprechende [¢] gerade ist, hingegen = +1,
wenn [£] ungerade ist. Das Zeichen wird wie folgt bestimmt. Ist X eine ganze

Zahl, so wird k = 1, wenn zugleich gilt:

n  gerade
X  gerade
[Y] gerade
% im zweiten oder dritten Quadranten d.h. o negativ

Ist eine oder sind drei dieser Bedingungen nicht erfiillt, so wird &k = —1;
fehlen zwei oder alle vier, so bleibt k& = 1. Ist hingegen Y eine ganze Zahl, so
wird £ = 1, wenn von den 4 Bedingungen

gerade
gerade
gerade
im ersten oder zweiten Quadranten d.h. 8 positiv

ST < S

alle, zwei oder keine erfiillt sind.

13.

Jetzt miissen wir noch die Fille einzeln betrachten, in denen &Y oder ¢%°
(oder X9, Y0 X0 y00) eine ganze Zahl ist. Hier sind vier Fille zu unterschei-
den, wobei wir ¢ und A als ungerade voraussetzen.

I. Liegt m im ersten Quadranten, so ist flir z = %, y = 0 die Grofle n = %b
eine ganze Zahl. Dann ist Y% = 1B eine ganze Zahl, und (X% + Y%)
wird nur dann = @(%A—i— %Bz) sein, wenn [ negativ ist. Bei positivem 8 wird
hingegen ©(3A + (3B — 1)i) dafiir genommen.
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II. Liegt m im zweiten Quadranten, so ergibt sich fiir x = 0,y = 0 der
Wert 1 = 0. Hier gilt fiir diesen Wert von 7: X% = 0, Y% = 0. Man hat dann

M
O(X% +vY%) = 2 jenachdem — im 1.
m
3, 2.
0 3.
1 4. Quadr. liegt, und k% =1
III. Liegt m im dritten Quadranten, so ist fir x = %,y = 0 die Grofle
n= %b eine ganze Zahl, wofiir X° 4+ Y% = %A + %Bi gilt. Man setzt dann

OX?+Y%)=0(3A+ (3B - 1)i)

sooft B negativ ist.
IV. Liegt m im vierten Quadranten, so ist fir n =0 O(X°+Y% =0,1,2,3
zu setzen, je nachdem % im 1. 2. 3. 4. Quadranten liegt; k° = 0.

14.

Aus den vorhergehenden Untersuchungen folgt nun die folgende Bestim-
mung des Dezidenten.

Man sammle alle Werte von x und y, die innerhalb der Grenzen 0 und %
liegen und fiir die entweder  und X oder n und Y ganze Zahlen sind, und
bestimme fiir jedes x + iy nach den Regeln des Artikels 12 den Wert von k.

Man sammle ferner alle Werte auf den Grenzen, das heifit, wo entweder
xz = 0 oder %, wéhrend y zwischen 0 und % liegt, oder y = 0 oder = %,
wahrend x zwischen 0 und % liegt, und die so beschaffen sind, dass 7 eine
ganze Zahl und [¢] ungerade ist. Das zugehorige [ bestimme man wie folgt.
Es sei OM(z + yi) = +6, das obere Zeichen fiir gerades, das untere fiir
ungerades 7

so ist fur m im
fir | 1. Quadr. | 2. Quadr. | 3. Quadr. | 4. Quadr.
y=0| l=-60 l=-6 =406 l=+46
r=1| 1=-6 =40 =40 l=-0
yzg =446 =40 l=-0 l=-0
x=0]| =46 l=-6 l=-6 l=+0
Kiirzer so:

[ =106,
das Zeichen ist dasselbe wie das von a wenn x =
das entgegengesetzte wenn r = %
dasselbe wie das von b wenn y = %
das entgegengesetzte wenn y =0
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Zu Xk + X!l kommt dann noch hinzu

wenn m im zweiten Quadranten liegt: 2,1,0,3 je nachdem % im
wenn m im vierten Quadranten liegt: 0, 1. 2. 3. 4. Quadr.

wenn m im ersten Quadranten liegt und %(a — 1) ungerade ist,

O©(2A+ (3B —1)i) wenn f positiv
O(3A + £ Bi) wenn [ negativ

wenn m im dritten Quadranten liegt und %(a — 1) ungerade ist,

—O(3A+ 3Bi) wenn /3 positiv

—@(%A + (3B —1)i) wenn 3 negativ.
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[IV.]
1.

Biquadratischer Rest? m = a + bi; aa +bb=d
Modulus M=A+DBi, AA+BB=D

D
mw:u u=a+pi, a=adA+bB, [=Ab— Ba

E+ni=m;, mm=x4+yi=p; "TM=X+Yi=P

Beziehungen

r=a€—bn d€ = ax + by D¢ =AX + BY
y=b&+an dn=—-br+ay Dn=-BX+AY
X=A—-Bn dX =ax+py Dzr=aX-pY
Y=B{+An dY =—-pxr+ay Dy=pX+aY

B¢ =—Bx+bX = Ay —aY
fn=—Ax+aX = —By+bY
af = Ax +aY = By +aX
an=—-Bx+aY = Ay — bX

Diejenigen 7, bei denen ¢ und 7 zwischen 0 und % liegen, sollen mit 7°
bezeichnet werden, die entsprechenden p und P mit p¥ und P; diejenigen ,

bei denen 1 = 0 und & zwischen 0 und % liegt, mit 7’; diejenigen, bei denen
¢ = § und 7 zwischen 0 und % liegt, mit «”; diejenigen , bei denen n = 1
und £ zwischen 0 und % liegt, mit 7'”; schliefSlich diejenigen, bei denen £ = 0
und 7 zwischen 0 und 3 liegt, mit 7.

Den Dezidenten von §; findet man wie folgt:
Man sammle alle ganzen P?, fiir die somit 2° und y" gebrochen sind. Die

jeweiligen Intensoren von p® seien t°, das heifit die Zahlen 0, 1. 2, 3, je nachdem

[z] gerade, ungerade, ungerade, gerade
gerade, gerade, ungerade, ungerade

Dann ist der gesuchte Dezident = 3 +t°, wobei das obere Zeichen fiir gerade
PV, das untere fiir die ungeraden zu nehmen ist.
Dies ist die erste Methode.
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2.

Wir wollen nun die einzelnen P° nach den Werten von Y° zusammenord-
nen. Beschrinken wir uns auf den Fall, dass a, b, A, B positiv sind, so ist der
kleinste Wert durch Y. .41 angegeben, der gréBte durch %(A—i—B —1). Fir je-
den bestimmten Wert von Y miissen die Werte von X zwischen bestimmten
Grenzen liegen, ndmlich

I. wenn A — B positiv ist

wenn zwischen und

vels | |

Y=1B -L5 34
Y>1IBund <la| -BY2 | _BY D
N

II. Wenn A — B negativ ist,

wenn zwischen und
vem | oot |
Y>ldund <1B |40 _D | a0
iz | M2 | s
voin |- |-mrip

An den kleineren Grenzen gilt entweder £ = 0 oder n = %, an den grofleren
hingegen entweder n = 0 oder £ = % Es lasst sich leicht beweisen, dass die
Grenzen von z nie ganze Zahlen sind.
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3.

Wir wollen nun die Partialsummen fiir jedes bestimmte Y anders darstel-
len. An den Grenzen hat p bestimmte Werte, die mit p*, p** bezeichnet seien.
Wiéhrend sich X stetig von der einen Grenze zur anderen dndert, geht p stetig
von p* zu p** tiber. Die in [p] enthaltene ganze Zahl dndert sich dabei jedoch
sprunghaft, indem sich stets entweder der reelle oder der imaginédre Teil um
eine Einheit #ndert. Die Anderungen treten bei den Werten von X

X, X", X", X"

ein, die bereits nach ihrer Grofle geordnet sind und denen die Werte von p

// /11

p, . p

entsprechen.

Das letzte X* kann auch mit X** identisch sein, wenn ( positiv ist, oder
X’ mit X* identisch sein usw.

Die & nehmen hier zu; wenn also x** eine ganze Zahl ist, wird sie als z*
gezahlt.

Die y nehmen bei positivem § zu; dann wird ™ ganz mitgezahlt;

bei negativem  nehmen sie ab; dann wird y* mitgezéhlt.
Die Intensoren von p*, p** seien \* und \**
der Intensor von p’ an bis p”.. \*+ ¢’
p// blS p/// . )\* + 5/ + 5//
pt bis p** .. N8+ 0" =

Dann wird die Partialsumme, sofern Y° gerade ist,

= Mg =h)+ N+ = 1)
+ (}\* + 5/ + 5//)(gl! _ h”) + usw. + )\**(gp, _ h,u,)

wobei g die Anzahl der geraden X° von X* bis X’ und h die der ungeraden
bezeichnet.
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4.

Diese Formel lasst sich auch so darstellen:

M{3X" = 3] - EX)}
+{[3X — 3] - X}
F I~ - 1)
+ usw.
+ {3 X" - 3] - [3X"]}
MY =] - X
oder durch
Ne* + 6’ +6"" + usw. + gFet — N
wo allgemein € =0 wenn [X] ungerade

und = —1 wenn [X] gerade ist und Y gerade
+1 wenn [X] gerade und Y ungerade.

Fiir § hat man hingegen die Werte

B

positiv  negativ

wenn z eine ganze gerade Zahl, [y| gerade -1 -1
[y] ungerade +1 +1

x eine ganze ungerade Zahl, [y] gerade +1 +1
[y] ungerade -1 -1

y eine ganze gerade Zahl, [z] gerade -3 +3
[z] ungerade -1 +1

y eine ganze ungerade Zahl, [x] gerade +3 -3
[z] ungerade +1 -1
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5.

Hieraus leiten wir die folgende zweite Methode zur Bestimmung des Dezi-
denten ab.

I. Man sammle alle Kombinationen ganzer Werte von Y und z, die folgende
Eigenschaften haben:

1. dass & = Aﬁ%by zwischen 0 und % liegt, wobei die zweite Grenze einge-
schlossen ist;

—Bz+aY
a

2. dass n = zwischen 0 und % liegt, wobei die erste Grenze einge-

schlossen ist.

II. Dafiir berechne man

X:Dac—i—BY
«

Bx +dY

Yy=—"
!

ITII. Man lasse alle diejenigen weg, bei denen [X] ungerade ist, und teile
die iibrigen, bei denen [X] gerade ist, in zwei Klassen;
in die erste Klasse setze man diejenigen, bei denen zugleich gilt:

Y gerade, x gerade, [y] gerade
oder wo eine dieser Bedingungen gilt;

in die zweite diejenigen, bei denen zwei dieser Bedingungen oder gar keine
erfillt sind,
oder in I. wo [Y + x + y| gerade
II. wo [Y + z + y] ungerade

und nenne den Uberschuss der Anzahl in der ersten Klasse iiber die in der
zweiten c.

IV. Man sammle alle Kombinationen ganzer Werte von Y und y, die fol-
gende Eigenschaften haben:

1. dass £ = Ay%y zwischen 0 und % liegt, die erste Grenze eingeschlossen
bei negativem [, die zweite bei positivem g;

2. dassn = =By b wischen 0 und % liegt, die erste Grenze eingeschlossen

bei positivem 3, die zweite bei negativem.
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V]
[1.]
Modulus M =A+ Bi AA+ BB =D

Rest m=a+0bi, aa+bb=d

D
mﬁzu:aJrﬁi:aAerBqL(Abea)i

E+mi=nm, ©™m=p=z+yi; TM=P=X+Y1

w ist eine unbestimmte unendlich kleine reelle positive Grofie.

[2.]
Vorbereitung.

1. Man sammle alle 7, fiir die gilt:

€ nicht negativ und nicht gréfer als %
7 positiv und kleiner als %

Entweder = oder y eine ganze Zahl
Entweder X oder Y eine ganze Zahl

und bestimme fiir jedes m die Grofle € nach folgender Regel:

Es sei p? die néchste durch 1+ i teilbare ganze Zahl bei p
po die nachste durch 1+ ¢ teilbare ganze Zahl bei P

und setze ¢ = +1, wobei das Zeichen stets dasselbe ist wie das Zeichen des
imagindren Teils der Grofle

Es gelten die folgenden besonderen Regeln. Erste Klasse, z und X ganze

Zahlen
B8 = —Bx+bX

b6n=—Ax+aX
By = —ax +dX
BY = —Dx +aX
e = —1, wenn 3 positiv, x gerade, [y] gerade, X gerade, [Y] gerade ist oder

wenn nur eine ungerade Anzahl dieser Bedingungen gilt.
€ = 41, wenn keine oder eine gerade Anzahl dieser Bedingungen gilt.
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Zweite Klasse, y und Y ganze Zahlen

fE = +Ay —aY
Bn=—By+bY
Br =+ay —dY
BX =+Dy—aY

e = —1, wenn [ positiv, [z] gerade, y gerade, [X] gerade, Y gerade ist oder
wenn eine ungerade Anzahl dieser Bedingungen gilt.

€ = +1, wenn keine oder eine gerade Anzahl gilt.

Dritte Klasse, y und X ganze Zahlen

af = +By+aX
an = +Ay — bX
ar = —py +dX
oY =+Dy— X

e = —1, wenn « positiv ist und [z],y, X, [Y] alle gerade sind oder wenn eine
ungerade Anzahl dieser Bedingungen gilt.

e = +1, wenn keine oder eine gerade Anzahl erfillt ist.

Vierte Klasse,  und Y ganze Zahlen

af = +Ax +bY
an=—Bx +aY
ay =+0x+dY
aX =+Dx+ BY

e = +1, wenn « positiv ist und z, [y], [X], Y alle gerade sind oder wenn eine
ungerade Anzahl dieser Bedingungen gilt.
€ = —1, wenn keine oder eine gerade Anzahl davon gilt.
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[3.]

II. Man sammle alle 7, fiir die gilt:

¢ positiv und kleiner als %
n=uw
und entweder X oder Y eine ganze Zahl,

und setze € = £1, wobei das Zeichen des imaginaren Teils von

M
P—pO

zu nehmen ist.
Besondere Regel: erste Klasse, X ganz

A = +X + Bw
Ar = +aX — Bw
Ay = +bX — aw
AY = +BX + Dw

e = —1, wenn A positiv ist und X und [Y] gerade sind oder wenn nur eine
Bedingung gilt.

€ = 41, wenn keine oder zwei gelten.

Zweite Klasse, Y ganz

B¢ =+4Y — Aw
Bz = 4+aY — aw
By = +bY — pw
BX =+4+AY — Dw
e = +1, wenn B positiv ist und [X] und Y gerade sind oder wenn nur eine

Bedingung gilt.
€ = —1, wenn keine oder zwei gelten.
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[4.]

III. Man sammle alle 7, fiir die gilt:

¢ und n unterliegen denselben Bedingungen wie in II;

entweder x oder y ist ganz,

und setze € = £1 mit dem Zeichen des imagindren Teils von
m
p—p°
Besondere Regeln: erste Klasse, z ganz

af = +x + bw

ay = +bx + dw
aX = +Ax + fw
aY = +Bz 4+ aw

e = —1, wenn a positiv ist und z, [y] beide gerade sind oder wenn nur eine
Bedingung gilt.
€ = +1, wenn keine oder zwei gelten.
Zweite Klasse, y ganz
b =4y — aw
bx = 4ay — dw
bX = +Ay — aw
bY = +By + pw

e = +1, wenn b positiv ist und [z] und y gerade sind oder wenn nur eine
Bedingung gilt.
e = —1, wenn keine gilt.
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[5.]
IV. Man sammle alle 7, fiir die gilt:
&= % + %w
oy . 1
n positiv und kleiner als 3
X oder Y ganz,

und setze € = +1 mit dem Zeichen des imaginaren Teils von
iM
P—po

Besondere Regeln: erste Klasse, X eine ganze Zahl,

2Bnp=4A—-2X + Aw
2Bxr = - + 2bX — fw
2By = +a — 2aX 4 aw
2BY =+D —2AX 4+ Dw

¢ = +1, wenn B positiv ist und X, [Y] gerade sind oder wenn eine Bedingung
gilt,

€ = —1, wenn keine oder zwei Bedingungen gelten.

Zweite Klasse, Y eine ganze Zahl

2An=-B+2Y — Bw
24 = +a — 2bY 4+ aw
24y = 4B+ 2aY + fw
2AX =+4+D —2BY + Dw

€ = +1, wenn A positiv ist und [X], Y gerade sind oder wenn eine Bedingung
gilt;
€ = —1, wenn keine oder zwei Bedingungen gelten.
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[6.]

V. Man sammle alle 7, fiir die gilt:

&, n denselben Bedingungen unterworfen sind wie in IV,

und wo z oder y eine ganze Zahl,

und setze € = +1 mit dem Zeichen des imaginaren Teils von
m
p—p°
Besondere Regeln: erste Klasse, = eine ganze Zahl

2m = +a — 2z + aw

2by = +d — 2ax + dw
2bX =+ +2Bx + fw
20Y = +a — 24 + aw

e = +1, wenn b positiv ist und z, [y] gerade sind oder wenn eine Bedingung
gilt;
€ = —1, wenn keine oder zwei Bedingungen gelten.

Zweite Klasse, y eine ganze Zahl

2an = —b+ 2y — bw

2ax = +d — 2by + dw

2aX = +a — 2By + aw

20 = —f + 2Ay — fw
€ = +1, wenn a positiv ist und [z],y gerade sind oder wenn eine Bedingung
gilt;
€ = —1, wenn keine oder zwei Bedingungen gelten.
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[7.]

Die erste Methode ergibt nun folgendes Resultat:

4 Dezident =1 e von allen
—4% von denen, wo y ganz [z| gerade
II. —X¢ von allen

+4Xe von denen, wo [z] gerade [y] ungerade

IV. 443 von denen, wo nicht zugleich

[x] und [y] gerade

+Q
Hier ist
firA B|Q=
+ 4+ | —Intens. +puwi + Int. %m — pw
+  — | —Intens. +uw + Int. %mz — pwi

— — | —Intens. —uwi — Int. %m + pw

—  + | —Intens. —pw — Int. %mz + pwi

Die folgende Tabelle stellt dies dar:

a pf A Bl A B| A B| A B

+ ++ = - =] = +
+ + +2 0] 0 +2|-3 —-5|—-3 =5
+ - 0 +2|-2 0|-5 =-3|—-1 -3
- - -3 —-1|-1 +1|—-4 -2 0 -2
- + +1 —-1(-1 41| 0 —-2|—-4 —6
mT—l gerade, ungerade

Der erste Teil von
2Q.. -3 — (aBAB) + (Aa) + (AB) + (Ba) — (Bf)
Das ganze 2Q fir

m—1
2

ungerade — 3+ 4(A) — (B) — (B8) + (aA) + (aB)
+ (BA) — (BB) — (aBAB)

mT—l gerade —3+2(A)+ (B)+ (B) + (ad) + (aB)

+ (BA) — (BB) + 2(BAB) — (afAB)
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Beispiel
m=+3—2i |13 1+i)M+(—2+i)m =1
M=-1-06:i |37 mM = —15 — 16i
w=—+9+ 20
+4 4+ 13¢ | +38 4 3114 +1 -1
+5+ 7 | +29 4 114 0 +0
+6+7| +20—-9¢| 0—1 -3
+10 4 147 | +58 + 221 +1 +1
+114+8: | +49+ 2 +1 -1
+12+2¢ | +40 —18¢ | +1 — 14 +2
+16 4+ 157 | +78 + 13¢ +2 -0
+174+90 | +69—-Ti | +1 -1 +2
+18 43¢ | 460 —27¢ | +1 — i -2
Dezident = —2
I.. +1 0
II.. 0 —4
V.. 0
Q= -5
-8
Gut
I
x| X [206|20n| 20y | 20Y | ¢
+1| 0 6 1] -9|-37| -1
+1 4 4| 44| -28| -1
+2 2 7| +17| -19| -1
+2|+1| 10 5| —5| —65|—1
+2 8 8| +8| =56 | +1
-3

y| Y |20¢]|20n ]| 202 | 20X £
0| —1] 3| 2|+13] +9| +1*

-2 6 41426 +18 | +1

-3 9 6| +39 | +27| +1
+1|-1 2 8| +22| +46 | +1
+4

(+1)

y| X119 |9 | 9z | 9Y €

O|+1| 3] 2[+13|-20| +1
—2| 42| 0| 3| +6| -3| -1*
0(=1)
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x| Y |9 9| 9y | 9X €
+1 -1 1| 3|47 |+17| -1
+2 | =3| 4| 3|+1|+14|+1

0
I... +1(0)
1I
Y | 6£ | 6x 6y | 6X €
1|+l | 4+34+9%w | —-2] —1 —1*
-2 +2 | +6+9w | -4 | -2 +1
0(-1)
111
x| 3| 3y|3X |3Y €
+1] 1| -2 1] —-6+9%w | -1
v
X | 12n | 12z 12y | 12Y €
0| +1 | 4+20+20w | —9 | =37 —1*
+1| +3 | +24+20w | —3 | —39 +1*
+2 | +5 | +28+20w | +3 | —41 -1
—1(0)
v
z | 4n| 4y | 4X 4V €
+2 | +1|—-1|+4—20w | —13 | +1
y| 6n| 6x2|6X | 6Y €
0| +2|+13| +9 | —-20| +1
8.]

Wir wollen nun das Resultat von I ndher betrachten. Es gibt vier Kombi-
nationen:
19, wenn = und X ganze Zahlen sind. Hier gilt

B¢ = —Bx +bX
Bn=—Ax +aX
By =—ax+dX
BY = —Dx + aX
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Es seien ¢° und Y die absolut kleinsten Reste von —ax +dX, —Dz 4 aX
modulo 8 und By = By’ + y°, BY =AY’ +Y?, und man setze

Bu = —By® + bY" Y0 = 4au — bt
Bt =—-Ay’ +a¥Y?  Y'=4Au— Bt
Dann werden ¢, u ganze Zahlen sein, ndmlich
—u+ti=M(z+y'i)—m(X+Y'i)*
i(t+ui) = Mi(y —y) —mi(Y' =Y)

und es gilt dann € = —1, wenn
t 4+ u gerade und 3,4, Y positiv sind oder wenn zwei oder keine Bedingung
gilt; sonst € = +1.

Wir setzen
t+wui =460 wenn y° und Y° beide positiv

—60 9% und Y beide negativ

+60" y° positiv YO negativ

—0" 0 negativ Y positiv
jedem durch 1 + i teilbaren 6 entspricht dann ein € = —1
jedem durch 1+ i teilbaren 0’ e=+1
jedem durch 1 + ¢ nicht teilbaren 6 e=+41
jedem durch 1 + 7 nicht teilbaren 6’ e=-1

sofern 3 positiv ist.
Fiir negatives g ist die Regel umgekehrt.

x| X| 0| Y| t+wi 0 0 e
+1| 0|-9|4+3| 0-3: 0+3:|—1
+1|+4|-8| -1+ 2 —1+2¢] -1
+2|-3|+1 0—1 O+2]—1
+2|4+1|-5|-5| —=1—12| +1+4:2 -1
+2 | 4+8|+4 | +1+ 27| +1 424 +1

[9.]
20 wenn y und Y ganze Zahlen sind. Hier seien 2/, X’ die néichsten ganzen
Zahlen bei x und X, und

B .X0
r—x :E’ X-X :?
und man setze
Bt +ui) = =Mz’ + mX® = —Mp° + mP°,
t+ui = Mp —mP’
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das heif3t,
Bt = —Az" + aX° 20 = —bt + au

pu=—Bz' +bX? XY= _—Bt+ Au
Es gilt dann

€ = —1, wenn 8 positiv, 20 positiv, X0 positiv, t + u gerade
usw.
Wir setzen
besser
t+ui =460 wenn 20 und X° positiv +6”
= —0 wenn beide negativ -0

= +60" wenn z° positiv, X° negativ. —0
= —¢ wenn 2 negativ, X" positiv +6

wobei fiir € dieselbe Regel wie oben gelten wird.

y| Y| 20| X0 t+wi| 0 0| e
0| —1|-7|+49|+1-3i —1+43i | +1
2|46 —2| 0+2i 0+2i|+1
3| =1 +7| 41— 1+ |+1
+1|—1{+2|+6 +1 | +1 +1

Man kann nun beweisen:

1) Dass alle 6, die aus (1) und aus (2) hervorgegangen sind, voneinander
verschieden sind. Ihre Gesamtheit heifle ©.

2) Dass alle § = T + Ui die Eigenschaft haben, dass

—bT + aU
—BT + AU

positive Zahlen kleiner als % B sind.

3) Dass, wenn T, U zwei ganze Zahlen sind, die den eben genannten Be-
dingungen unterliegen, T+ U+t gewiss in O liegt.

(Wie denn? Es wird auf die obige Gleichung * gegriindet.)

4) Ahnlich verhilt es sich mit #', deren Gesamtheit ©’ aus denjenigen
Zahlen T" + U’i bestehen wird, fiir die

—bT" + al’
—(=BT' + AU")

positive Zahlen kleiner als % B sind.
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In unserem Fall gilt

0| € o € 0" || 0" e

+1|+1 O+ |—1||4+2—¢|+1]| +1|—-1
+14+4|—1 04+2¢|4+1||+3—c|—1] +2|+1
+1+2¢|+1 0+3¢|—1
144 +1
—14+2¢| -1
—1+3i|+1

Hier ist
0=—M-+.m

0 =—.M—.,m
0" =+, Mi+ ,m
0" =+, Mi— ,m

[10.]
3%, ¢y und X ganze Zahlen. Es seien 2/, Y’ die niichsten ganzen Zahlen bei
z und Y, und

pO PO
P +yi=p, X+Yi=P; p-p=— P-P =—
Q@ Q@
und man setze
Mp° PO
i(t +ui) = Mp' —mP' = — P m
Q Q@
Mz? Y0
=2 M g
Q@ Q@
at =—Bz" +aY? soist z' = —bt+au
au = +Az° + bY?° Y%= 4+ At + Bu
Es gilt dann
€ = —1, wenn « positiv, 20 positiv, y? positiv, t + u gerade usw.
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Wir setzen

besser

t+ui =+60" wenn 20 positiv, Y° positiv = +6’
= +60" wenn z° positiv, YO negativ. —6"

—0"  wenn 2 negativ, Y° negativ. —¢’

—0"  wenn z° negativ, YO positiv. = +6"

Es wird also fiir jedes 6”7 ... e=—1
0" ... e=+1

sofern §” oder " durch 1 + i teilbar und « positiv ist.

yl| X | 2% X0 t+ui 0" 10" e
O|+1|+4| -2 +2 +2|+1
142 -3 =3|-3+i|+3—i| |-1
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[11.]

Klasse 4, z und Y ganze Zahlen. Unter ahnlichen Voraussetzungen wie in
3 setze man

Mp° PO
—(t+ui) = Mp' —mP' = et L
@ o
Miy®  mXPO
= - +
o @

at = —By® — aX? Y = —bt + au
au = +Ay’ —bX° X%=_At - Bu
Es gilt dann
e = +1 wenn « positiv, y° positiv, X° positiv, ¢t + u gerade usw.
Wir setzen

t+ui = 4+6" wenn y° positiv X° negativ
+60"  wenn 3" positiv X© positiv
—0"  wenn y° negativ X° positiv
—0"  wenn 1° negativ X° negativ

Fiir € gilt dann die Regel (wie oben in 3), sofern « positiv ist:

o .| teilbare 6"
¢ = —1 fiir jedes durch 1+ 1 { nicht teilbare 6"
teilbare 6"

e = +1 fiir jedes durch 1 —4 { nicht teilbare 6"

x| Y| 0| X0 t+wi 0" 0" | e
+1|-1(-2| -1 —1 +1] -1
2| 3| 41| —4|42—i|+2—i +1

Die Gesamtheit aller 6" aus 3 und 4, die wir mit ©” bezeichnen, besteht
also aus allen Zahlen T + Uz, fiir die

T at itiv und Kleiner als =
und + AT 4 BU [ Positivu einer als ja
die Gesamtheit aller 6" ... (©") aus denen, fir die
—0T + aU

s . 1
_AT — BU } positiv und kleiner als e

353



Zur Theorie der biquadratischen Reste

[12.]

Nach der obigen Verbesserung lautet die Regel also so:
Es enthalte

© alle Zahlen T + Ui, wo + b1 — aU positiv
— BT + AU positiv und < %ﬁ

©" alle Zahlen T + Ui, wo — bT + aU positiv
+ AT + BU positiv und < %a

©" alle Zahlen T + Ui, wo — bT + aU positiv
— BT + AU positiv und < %B

©" alle Zahlen T + Ui, wo + bT — aU positiv
+ AT + BU positiv und < %oa

sofern jeweils 5 oder « positiv ist.

Fir alle durch | ist dann | wenn
1 + ¢ teilbaren €=
0 +1 B positiv
o' -1 o positiv
0" -1 B3 positiv
9" +1 « positiv
@ @/ @/I @///
O—e|—1|4+2—4|+1 41|41 —-1|-1
0—2i|+1||4+3—d|—1| +1+d|—-1|—-2|+1
0—3i|—1 +14+2¢|+1
+1—3|+1
+1 -2 -1
+1—3¢|+1
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[13.]
Daraus folgt die folgende Regel. Es seien die Resultate aus den Vorschriften

M...G, Il...qg, IV...H V...h
Dann gilt
40=R=0
40/ =-g+G—-h—-—H+R
40" = 29+ 2G + R
40" = —g+G+h+H+ R"
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In unserem Beispiel gilt

G=0, g=-1, H=-1, h=+2,
R =0, R'=+2 R"=-2
40 =0, 40'=+1-1+0=0,
40" =424+2=44, 40" =414+1-2=0

und die Korrekturen R, R’ usw. werden folgendermaflen bestimmt:

+ 2(aBabAB)

R =

—
S
~—
+

\
_l_
—~ [N

™

SN — N —
+ 37+
D[ N[

S—
Nl NI~ NI

—

R// —

A~ NN
=

Q

SN —
~—

_l’_

|
D=
NI —
b

N[

—

R" —

)

[ +3(a) +5(B)
wobei die Gréflen in Klammern nur die Zeichen angeben.

Es gilt also

R+ R + R'+ R" =2(aBabAB) — 2(b) + 2(B) + 2(B)
folglich
0+0 +0"+0" = —g+G+ 3(aBabAB)

+3(8) — 5(0) + 3(B)

= —g+G+S8
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ab  + + - + - - + -
ABap Sl|llapg Sllapg S|lap S
+ 4+ + + L=+ L= = 1]+ = 1
+ = =1+ + 0 |-+ +1]|- - 0
-+ 4+ = 0 ||+ + +1||—- + +2||— — +1
e [ EEE IS || B
————— |+ — =1|[+ + +1||— + +1
-+ —-1||— — =2||+ — =1||+ + O
- =+ 0= = —1|+ = 0|+ + +1
+ + —1f|— 4+ —-1||— = —=1}|+ — -1
[14.]

Danach erhélt die erste Regel nun folgende Gestalt:

4Dez. = 1. — 4¥e von denen, fir die y ganz, [x] gerade
II. + 4Xe von denen, fiir die [z] gerade, [y] ungerade
III. — 3¢ von allen
IV. 4+ 4%e von denen, fiir die nicht zugleich
[x] und [y] gerade
+Q+S

In unserem Beispiel

I.... 0
M.... —4
I +1
vV 0
Q -5

S 0
-8

Man denke sich nun in IIT diejenigen besonders markiert, fir die y ganz und
[x] gerade ist. Dann gilt

III. e von allen
—4¥e der besonders markierten
= Intensor (§ — w)m — Intens. wm = —W
Hier ist
a b
+ +| -3 -1
- + —2 0
W= — — +2 0
-+ +3 +1
m—1 m—1
2 2
gerade ungerade
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Also

4Dezident = 1. —4%e vy ganz, [z] gerade
II. +4%e [z] gerade, [y] ungerade
III. —4¥e y ganz, [z] gerade
IV. +4%e alle, fiir die nicht zugleich [z], [y] gerade
+Q+S+W

Tabelle fiir 2(Q + 5 + W)

abABalpf a bABal/f
+4+++++ 0 Of--++—-—=| 0 0
+ —-|-1 0 - +|+1 0
-+ 4+ —|-1-1 -+ -+ 0-1
- —]-1 -1 + 4] 0-1
e | - —++] 0-1
- +|-1-1 + —]-1-1
+ —-—=+|-1 0 + -+ 0 0
++/-1 0 ——=/ 0 O
— A+t =+ 0 O+ -+ ++ —|+1 41
+ 4+ 0 0 — 0 0
— 4+ +|-1 -1 — 4+ — —|+1 0
+ —]-1-1 -+ 0-1
- =+ —|-2 -1 - ——+|+1 0
- —]-2 -1 ++] 0-1
+ —-=—=|-1 0 + — + +|+1 +1
—+(-1 0 + -1 0 0
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[15.]
Die zweite Methode ist folgende:

Dezident = I. + Xe, fiir die Y ganz, [X] gerade
— 43¢, unter diesen, fiir die auch y ganz, [x] gerade
II. + XX, fir die Y ganz, [X] gerade;
A ist der Intensor von p
1. —¥Ne, fiir die X ganz, [Y] ungerade
X\ der Intensor von ip =1, 2, 3, 0
wenn A =0, 1, 2, 3
IV. + ¥)e, fir die Y ganz, [X] gerade,
A der Intensor von p
IV. +XNe, fiir die X ganz, [Y] gerade
X\ der Intensor von im —ip=0 3 2 1
wenn Int. p=0 1 2 3
+4q

Hier ist ¢ = 0, wenn % ungerade, das heifit nur durch 144, nicht durch

2 teilbar ist und nicht zugleich AB + — gilt; sonst hingegen

a Bl a Bl a B a B
AB + +| -+ - -]+ -
+ +|Int. $(m —wp) |[+3 +1[+3 +1|+0 +2|+0 +2
— +0 0 0 0 0
— —|=Int. $(m +wp)||-0 —=2|-0 —=2|-3 —1|-3 —1
+ —|—Int. wp —0 -1 -2 -3

Wo zwei Zahlen stehen, gilt die erste fiir gerades mT_l, die andere fiir ungera-
des.
In unserem Beispiel:

I y Y | 20x | 20Y € 43
0 |-1{+13] +9 +1* 4
0 |—-2]+26| +18 +1 1
+1|—1]|+22| +46 +1 —_
Dez. = -2
+3(+1)
I1. Fehlen.

V. X 12212y |12Y | e[ AN |Ne

0 |420+ 20w| —9|-37|—1|2| 2| -2

+1|424 4+ 20w | —3|—=39|4+1|3| 1|+1

+2(+28 + 20w | +3|—41|—1|0| 0] O

-1
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Die Beitrage aus II vereinigen sich zu folgendem Resultat:
II. — e, fir die Y ganz, [X]| gerade
+ 43, von eben diesen, wenn zugleich [z] gerade,
[y] ungerade
. +XNe, fiir die Y ganz, [X] gerade
— YN, fiir die X ganz, [Y] ungerade,
)\ der Intensor von ip
Die letzten beiden Teile vereinigen sich wiederum zu
III. + Xe, fur die [X] gerade, [Y] ungerade
— 4¥e, wenn zugleich x eine ganze Zahl, [y] ungerade

+r+s

wobei r =0, wenn AB..... —

und r = Int. wmi, wenn AB ..+ —

s = —Int. (% —w)mi, wenn gerade und B positiv,

in allen anderen Féallen =0
In unserem Beispiel
III. Fallt aus. =0, s=0
Die Beitrage aus IV vereinigen sich zu folgendem Resultat:

IV. + 43¢, fir die Y ganz, [X] gerade und nicht zugleich

[x] gerade, [y] gerade

— Y Ne, fiir die Y ganz, [X] gerade

+ X Ne, fir die X ganz, [Y] gerade
fiir die A’ Int. von im — ip

Die letzten beiden Teile vereinigen sich wiederum zu
V. + Xe, wo nicht zugleich [X] und [Y] gerade
— 4%, wo zugleich x eine ganze Zahl, [y]| gerade

+w
Hier ist w = 0, wenn % gerade und A positiv ist; in allen iibrigen Fallen

= —Intensor (3i 4+ w)m
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In unserem Beispiel

3

6Y
+1

—-20

6.X
+9

6x
+13

Tafel fir ¢, r, s,w und deren Summe.

AN AN NN AN A M MH MmO oM NN NN N MM M MM N AN [\ e B e I B N IR Y]
[ A e N [ A e O [ e O O [ A e O
Wowuc22222222 M M MH M M MH MM MO MMM MMM®M AAAANAATATN
1= 0= R N N N [ e [ [
- 4 @ @O0 00000 OO0 OO0 0 OO0 0 oo oo
Halla@ @ @ 000 4= OO0 0000 AN OO0 MmMmn OO0 000000
S o+ + + +F
| | | |
— O fFf F N FO A = 1010 FFHFO A A NO O FO A =100 OMm
| L e N B B e e I O O B + |
£2°°9999°2 2SRy es eeqeagee eegaggee
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gu22220000 A A ANANNO OO0 MM MMOODOO Mmmmmo oo O
bt e N I | [ . [ . [
|
M2_n200000011 O OO OO AN OO OO MM OO O oo o oo
E + + + + +
— AN O O 4 AN - O — = O O ~ ~ O —~ N~ O O AN~ MmA AN N OO NN O M
+ + [ + + [ s s [ s s [ |
R L L N A A |
WUQJOOOOOOOO o A A A A A A A A A A A H OO0 000000
5 80 [ e [ e
- H © O O O OO OO0 OO0 OO0 Oooocoooo
_2_200000011 O OO O OO AN OO OO MM OO O oo o oo
se + + + + T+ F
OO OO OO O OO OO0 N A OO0 MAN OO oo ocoom
| | | |
N O OO MOO = MMM —w<HFHFO A A NN A FO~ eSO O ™M
+ I + ++ 11 + + 0 + |
[P S)
| -
|
M2_m200000011 O O OO OO A OO OO MM OO O oo o oo
+ + + + + +
M O OO MO O MMOOMMAA OMHOODOMMA OO O OO OO ™M
+ I | + + [ + [ |
@ + 1T 11 +++ +++1 11T 1+ T++F+1 10017 11 1T ++F+1
s +++ 0T+ I ++++ 111 T ++++10 000 +++
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< + + | I
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361



Zur Theorie der biquadratischen Reste

[16.]
Es gilt folglich

M
Dez. % — Dez. pres =

I. —4%¢, fur die y,Y ganz, [z], [ X] gerade
II. +4%e, Y ganz, [X| gerade, [x] gerade, [y] ungerade
III. — 43¢, x ganz, [X] gerade, [Y] ungerade,
[y] ungerade
IV. +4%e, Y ganz, [X] gerade, und nicht zugleich [z], [y] gerade
V. —4%e, z ganz, [y] gerade und nicht zugleich [X], [Y] gerade

+ 9
Hier ist ¢ in folgender Tabelle dargestellt:

abABalpf ) ab A
Fh 4+ H[+4 00 -2|— — +
4+ 0 002 +

— 44| 0-40-2 -

s 0-40-2 -
- — — —|—-4-40-2 —
0—-40-2 -
0 00-2 +
0 00-2 +
_|_

Jr

<

Q

+

|
O OO OO OO OOk OO O RO

|+ ++ + @
|

!
!
!
!
|+ + 4+
|+ +++ | =
|
|
|

+4 00 =2||+ —
+4 00 -2
0-40-2
0-40-2 —
—4 —-40 -2 —
-4 -40 -2 - -
0 00-2
+—-—=+] 0 00-2

I+
|

_|_

|

+
|+ 4+ + F++

|+ + + +
|

!
+ o+ 4

|+t
|

|

|

+
|
|
|

O R R R RO OO R ROO
O OO OO0 OO oo oo
|

|+ +++ 1
!
AN DN NDNNDN NDNDNDDNDNDNDDNDDND

Hier gelten die ersten beiden Spalten fiir
die letzten beiden fir
die erste und dritte fir
die zweite und vierte far

M — 1) gerade
M — 1) ungerade
m — 1) gerade
m — 1) ungerade

DO | | 0| —
N N N
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[17.]

Die 128 Fille, die in der obigen Tafel bei der Bestimmung von ) unter-
schieden werden, lassen sich viel kiirzer folgendermafien zusammenfassen:

b =k+1

k= —4, wenn a, A, o, b, B, B gleichzeitig die Zeichen + + + — — — haben,
sonst stets
k=20

(M —1) gerade  i(m —1) gerade |l =+4, wenn ABS positiv
—4, wenn AB( negativ

0, in allen tibrigen Fallen
(M —1) gerade  1(m —1) ungerade |l = —4, wenn A negativ
0, wenn A positiv

(M — 1) ungerade
(M — 1) ungerade

(m—1) gerade |1=0

D= D=
SIS

(m — 1) ungerade |l = —2

Es ist noch zu versuchen, ob es vorteilhafter ist, A und a positiv, dagegen
aber m = 1, M = 1 nur modulo 2 (nicht modulo 2 + 2i) zu nehmen. Das
Endresultat muss sein

Dez. %—Dez %E
m=|1 142t 3 3+ 2

110 00 0
1+2¢1(0 2 2 0

310 2 0 2
3+2:|0 0 2 2

Alles modulo 4.
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VL]

THEORIE DER BIQUADRATISCHEN RESTE.

1.

Eine Folge komplexer ganzer Zahlen ¢, ¢, ¢ usw. sei so beschaffen, dass
sie erstens modulo p = a+ (5i alle paarweise inkongruent sind, wobei o und
ganze reelle Zahlen bezeichnen, und dass zweitens jede komplexe ganze Zahl
modulo p einer von ihnen kongruent ist. Unter dieser Voraussetzung heifit
die Gesamtheit der Zahlen ¢, ¢, ¢” usw. ein vollstindiges Restsystem fiir
den Modul u. Es ist bewiesen, dass die Anzahl seiner Zahlen gleich der Norm
von p ist, also der Zahl aa + 83, die mit v bezeichnet werden soll.

2.

Unter den Zahlen ¢, ¢, ¢” usw. ist eine durch p teilbar. Wird sie ausge-
schlossen und die Gesamtheit der {ibrigen mit x bezeichnet, so bildet x ein
vollstdndiges System der durch den Modul nicht teilbaren Reste, deren An-
zahl = v — 1 ist. Beschrinken wir die Untersuchung auf ungerade Moduln, so
ist v — 1 durch 4 teilbar. Dann sind ferner f,:f, — f, —¢f untereinander inkon-
gruent; folglich sind diejenigen Zahlen in y, die jeweils i f, — f, —i f kongruent
sind, voneinander und von f verschieden. (Assoziierte und zusammengesetzte
Zahlen.)

Daraus ergibt sich eine Zerlegung von y in vier Gruppen oder Teilsyste-
me k, k', k", k", Man setzt eine beliebige Zahl aus x, zum Beispiel ¢, in die
Gruppe k und die drei den Zahlen iy, —p, —i@ kongruenten Glieder von x
der Reihe nach in die Gruppen &/, k", k". Nachdem diese vier Zahlen aus y
gestrichen sind, setzt man wieder eine beliebige der iibrigen in x und die drei
auf dieselbe Weise von ihr abhéngigen in «/, ", k. So fahrt man fort, bis das
ganze System Yy verteilt ist. Die Gruppen &, x’, k", k" sollen zusammengeho-
rige Viertelsysteme heiflen. Offenbar haben sie folgende Eigenschaften:

1) Jedes Viertelsystem besteht aus (v — 1) = $(aa + 38 — 1) Zahlen.

2) Kennzeichnend fiir ein Viertelsystem ist, dass keine seiner Zahlen, we-
der selbst noch mit ¢, —1 oder —¢ multipliziert, einer anderen Zahl aus
demselben Viertelsystem kongruent ist, dass aber jede durch g nicht teil-
bare Zahl, entweder selbst oder mit ¢, —1 oder —: multipliziert, darin
vorkommt oder einer seiner Zahlen kongruent ist.

3) So wie die Multiplikation der Zahlen in xk mit i, —1 und —i jeweils die
Zahlen in «/,k”,k”" oder ihnen kongruente Zahlen ergibt, erzeugt die
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Multiplikation der Zahlen in s’ mit jenen Faktoren jeweils wieder die
Zahlen in ", k", k; die Multiplikation der Zahlen in k" erzeugt auf &hn-
liche Weise die Zahlen in ", k, k’; schliefSlich erzeugt die Multiplikation
der Zahlen in " wieder &, x/, k".

Der Kiirze halber lasst sich diese wechselseitige Abhéngigkeit der vier Vier-
telsysteme so ausdriicken:

K =1k,

"

K =—K=1K,

[/ — /- [ .
K" =ik = —Kk = —ik.

Wenn m eine komplexe ganze Zahl bezeichnet, die mit p keinen gemein-
samen Teiler hat, und sdmtliche Zahlen eines Viertelsystems x mit m mul-
tipliziert werden, so bilden die Produkte oder beliebige ihnen kongruente
Zahlen ihrerseits ein Viertelsystem. Ebenso entstehen durch Multiplikation
der Zahlen der Systeme «/,x”, k" drei weitere Viertelsysteme, die mit dem
ersten zusammengehoren. Der Beweis ldsst sich leicht fiihren. Diese vier neu-
en Systeme mogen mit mr, mk’, mrk”, mk”" bezeichnet werden, unabhingig
davon, ob die Produkte selbst oder ihnen kongruente Zahlen gewahlt werden.
Im letzteren Fall kann man stets Zahlen wahlen, die in einem der Systeme
k, k', kK", K" liegen. So ist das System y, wenigstens im Allgemeinen gespro-
chen, auf zwei verschiedene Arten in Viertelsysteme zerlegt. Nehmen wir an,
dass mk gemeinsam hat

mit K..... A Zahlen
Koo N Zahlen
& X' Zahlen
K" X" Zahlen

Dann haben auch &’ mit mx’, ” mit mx” und " mit mx"”" jeweils A Glieder
gemeinsam; k&’ mit mx’, & mit mk”, K mit mx"’ jeweils X' Glieder usw. Es
sei € der kleinste Rest von X +2)\"+3)\" modulo 4, oder ¢ eine der vier Zahlen
0,1,2,3, je nachdem X +2)\’+3)\" die Form 4n,4n+1,4n+2,4n+3 hat. Ich
behaupte nun, dass € von der Anordnung des Viertelsystems x unabhéngig
ist.

Um die Beweisfithrung zu erleichtern, verwende ich folgende Bezeichnung.
Iy soll die Zahl 0,1,2,3 bezeichnen, je nachdem die durch g nicht teil-
bare Zahl 1 (selbst oder durch Kongruenzreprésentation) in der Gruppe
k, k', k", k" liegt. Daraus ergeben sich unmittelbar folgende Aussagen:

I II(iy)) =1+ 1y (mod. 4).
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II. Die Zahl i~ 4 liegt selbst oder durch Kongruenzreprisentation in
der Gruppe k.

III. XIImp = ¢, (mod. 4), wenn die Summation iiber alle in x liegenden
Glieder ¢ erstreckt wird.

Es sei nun k ein anderes Viertelsystem aus f, f/, f” usw., wihrend r aus
0,0, " usw. besteht. Ich setze voraus, was erlaubt ist, da die Reihenfolge
der Glieder in k beliebig ist, dass f mit ¢ identisch ist oder zusammengehort,
S mit ¢, f” mit ¢” usw. Die mit k zusammengehorigen Viertelsgruppen
seien k(= ik), k" (= —k), k(= —ik). Ferner habe die Charakteristik P fiir
die Gruppen k, k', k", k" dieselbe Bedeutung wie II fiir «, x’, ", k", sodass
Py =0,1,2,3, je nachdem v zu k, k', k", k" gehort.

Geht man also von der Zerlegung von x in die Viertelsysteme k, &', k" k"’
anstelle von «, k', ", k""" aus, so tritt an die Stelle von ¢ der kleinste Rest von
Pmf +Pmf' +Pmf” + Pmf"” usw. usw. oder von XPm f modulo 4, und es
ist zu beweisen, dass XPmf — XIlme durch 4 teilbar ist.

Wir schreiben diese Grofie so:

Pmf + Pmf' +Pmf"” +Pmf" + usw.
—Pmy — Pmy' — Pmy” — Pmy™” —
+Pmy + Pmy’ + Pmy” + Pmy"” +
—IImy — my’ — Ume” — me"”' —

Da nach Voraussetzung f und ¢ kongruent sind oder zusammengehoren,
gilt dasselbe fiir mf und ma), und es ist

f=iy .
mod.
it f = i TP mg :

Daraus folgt leicht Pmf —Pmp = —P¢ (mod. 4), und die Summe der beiden
obersten Reihen = —XP¢. Da ferner Pmp—IImg = P(i 7 1"?my), mep.i~1Ime
zu k gehort und die Gesamtheit aller me . i~ ohne Riicksicht auf die
Reihenfolge mit allen ¢ iibereinstimmt, ist die Summe aller P(mep . i71m®)
gleich der Summe aller Py. Folglich ist die Summe der dritten und vierten
Reihe = ¥Py (mod. 4), also die Summe aller vier Reihen = 0 (mod. 4). Was
zu beweisen war.

Da ¢ also unabhéngig von der Wahl der Viertelsysteme nur von m und p
abhangt, nennen wir € den Charakter der Zahl m in Bezug auf den Modul p
und bezeichnen ihn mit Ch. m (mod. p). Offenbar ist dies nur eine Verallge-
meinerung der Definition, die (Art. ...) fir den Fall gegeben wurde, dass pu
eine Primzahl ist, oder schliefit sie ein.
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4.

Ich gehe jetzt zu bestimmten Anordnungen der Viertelsysteme iiber und
setze den mit m bezeichneten Modul = ea + ebi. Dabei bezeichnet die posi-
tive ganze Zahl e den grofiten reellen Divisor, also den grofiten gemeinsamen
Divisor der beiden Bestandteile von m; somit sind a, b teilerfremd. Das am
einfachsten angeordnete Viertelsystem ist dasjenige, dessen Glieder x + iy so
beschaffen sind, dass ax + by positiv und kleiner als %e(aa + bb) ist, wah-
rend ay — bz nichtnegativ und ebenfalls kleiner als Je(aa + bb) ist. Die letzte
Bedingung ist absichtlich so ausgedriickt, dass auch die Fille ay — bx = 0
eingeschlossen sind. Man sieht leicht, dass es insgesamt %(e — 1) solche Fille
gibt, namlich

x =a, y =b

r = 2a, y =2b

x = 3a, y =3b
usw. bis

r =ie—1a, y =3(e—1)
also gar keine, wenn die Bestandteile von m keinen gemeinsamen Divisor
haben. Nennen wir dieses Viertelsystem k und diejenigen Systeme, die durch
Multiplikation der zu k gehorenden Zahlen mit ¢, —1, —i entstehen, &', k", k"";
oder man kann auch setzen

K=m+ik, K'=QQ+im—k, K" =im—ik

So erhilt man die folgende Regel, um zu entscheiden, ob eine beliebige
vorgegebene, durch m nicht teilbare ganze Zahl z+iy einem Glied von k, &/, k"
oder k" kongruent ist. Man kann namlich 2(az + by) in die Form Pe(aa +
bb) + @ und 2(ay — bx) in die Form Re(aa+ bb) + S bringen, wobei P, Q, R, S
ganze reelle Zahlen sind und folgende Bedingungen erfiillen:

wenn x + iy einer Zahl aus folgendem System kongruent ist

so dass k K K" K"

P gerade ungerade ungerade gerade

R gerade gerade ungerade ungerade

Q positiv positiv positiv nichtnegativ
e(aa + bb) — Q || positiv nichtnegativ | positiv positiv

S nichtnegativ | positiv positiv positiv

e(aa + bb) — S || positiv positiv nichtnegativ | positiv

Die Ubersicht wird leichter, wenn man die Fille, in denen keine der Zahlen
ax + by, ay — bx durch e(aa + bb) teilbar ist, von den iibrigen unterscheidet.

I. Im ersten Fall nimmt man fiir P einfach die (algebraisch) kleinere der bei-

den ganzen Zahlen, zwischen denen i((ZiiZ?lj)) ausschliellich liegt, und ebenso

2(ay—bx)
e(aa+bbd)

flir R die kleinere der beiden, zwischen denen liegt.
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IL. Ist ax+by durch e(aa+0bb) teilbar, so ist ay —bx zwar durch aa+bb, aber

nicht durch e(aa + bb) teilbar (weil sonst = + iy durch ea + ebi teilbar wére).

Ist nun R, also die unmittelbar unter igzz;%; liegende ganze Zahl, gerade, so

ist x + iy modulo ea + ebi einer Zahl aus k' kongruent, dagegen einer aus k",
wenn R ungerade ist.
I1I. Ist ay+bx durch e(aa+bb) teilbar, nicht aber ax+ by, so ist x4y einer

Zahl aus k oder aus k” kongruent, je nachdem die algebraisch unmittelbar
2(az+by)

unter e(aa+bb)

liegende ganze Zahl gerade oder ungerade ist.

5.

Aus dem Vorstehenden ergibt sich ohne Miihe die folgende Methode, um
den Charakter einer gegebenen ganzen Zahl M = A + Bi beziiglich des unge-
raden Moduls m = ea + ebi, der sie nicht teilt, zu bestimmen.

Zur Abkiirzung verwenden wir folgende Bezeichnung. Ist p eine beliebige
nichtganze reelle Zahl, so bezeichnet [p] diejenige ganze Zahl, die sowohl p— [p]
als auch 1+ [p] —p positiv macht. Diese Definition schliefit also die Anwendung
der Bezeichnung auf ganze Zahlen aus. Wiirde man verlangen, dass weder
p — [p] noch 1+ [p] — p negativ ist, so wire das Zeichen [p] fiir ganzzahliges p
zweideutig. Man kénnte auch, wie in einer fritheren Abhandlung geschehen,
verlangen, dass 1 + [p] — p positiv und p — [p] lediglich nichtnegativ ist. Fir
unseren Zweck ist es etwas bequemer, bei der ersten Definition zu bleiben.

Das Viertelsystem k besteht demnach aus allen ganzen Zahlen f, fir die,
wenn man % = & + ni setzt, £ ausschlieflich zwischen 0 und 1 liegt und 7
zwischen 0 und 1, mit eingeschlossener 0; oder

[€]=0, [n]=0
oder [{]=0, n=0

= ¢+ ) und nimmt

Setzt man nun fiir jedes f WTM

0 wenn zugleich [¢] gerade und entweder [n] gerade oder n ganz
1 [n] gerade und entweder [¢] ungerade oder £ ganz

2 [€] ungerade und entweder [n] ungerade oder 1 ganz

3 [n] ungerade und entweder [¢] gerade oder & ganz

oder in Tabellenform

‘ [n] gerade ‘ [n] ungerade ‘ 7 ganz

(€] gerade 0 3 0
[€] ungerade 1 2 2
& ganz 1 3 —.

was man mit V(£ + in) bezeichnen kann, so ist der gesuchte Charakter der
Zahl M beziiglich des Moduls m gleich dem kleinsten Rest von XW¥ f modulo
4.
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6.

Die im vorhergehenden Artikel gegebene Vorschrift ist allgemein; fiir den
Fall, dass M ungerade ist, werden wir ihr jedoch eine andere Gestalt geben.
Zugleich nehmen wir an, dass die reellen Teile von m und M ungerade und
daher die imaginaren Teile gerade sind.

Wir ordnen jeder zum Viertelsystem k gehérenden Zahl f eine andere Zahl
g zu, die aus f folgendermafien abgeleitet wird. Setzt man % = £+ 1in, so
unterscheidet man vier Félle:

I.  Wenn [2¢] = 0 und entweder [2] = 0 oder n =0
II.  Wenn [2£] = 1 und entweder [27] = 0 oder n =0
III. Wenn [2§] =0 und [2n] =1
IV. Wenn [2§] =1 und [29] =1

Im ersten Fall setzt man g = 2f, im zweiten g = im — 2 f, im dritten ¢ = m+
2if, im vierten g = (14 1i)m — 2f. Man sieht leicht, dass die Gesamtheit aller
g ein vollstdndiges Viertelsystem [ bildet. Seine kennzeichnende Eigenschaft
ist, dass, wenn man £ = ¢ 4 in setzt, zugleich folgende Bedingungen gelten:

entweder [£] =0, [ =0
oder n=0, [§]=0 und g durch 1+ i teilbar
oder €=0, [n]=0 und g durch 1+ ¢ nicht teilbar

Daraus folgt, dass [ sich von k& nur dadurch unterscheidet, dass diejenigen
Zahlen in k, fiir die 7 = 0 und die durch 1 + ¢ nicht teilbar sind, ndmlich

atbi, 3a+bi), 5a+bi)... = (a+ bi)

oder bis & (a + bi)

je nachdem e die Form 4n + 1 oder 4n + 3 hat, in [ fehlen und stattdessen in
der letzteren Gesamtheit die Produkte dieser Zahlen mit ¢ auftreten. Zugleich
sieht man, dass fiir e = 1, also wenn m durch keine reelle ganze Zahl teilbar
ist, £ und [ vollig gleich sind.

Nun ist ¥ f unmittelbar aus dem zu f gehorenden g abzuleiten. Das Er-
gebnis ist, dass fiir die obigen 4 Fille gilt:

M
L of=vi
m
wenn weder reeller noch imaginédrer Teil
_yM gM
II. vf= m von =—— ganz
m

M . . .
1 - VZ=  wenn einer von beiden ganz ist

III. wie II. IV. wie L.
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BEMERKUNGEN.

Nach der Stelle zu urteilen, die die betreffenden Handschriften in einem
Notizbuch einnehmen, stammen die hier im Druck mit I und II bezeichne-
ten Bruchstiicke aus dem Jahr 1811 oder der unmittelbar folgenden Zeit.
Von den vorangegangenen Versuchen, das Fundamentaltheorem fiir biqua-
dratische Reste mit den hier fiir den Rest 1 + ¢ angewandten Methoden zu
beweisen, ist eine Aufzeichnung erhalten, die den besonderen Fall des Restes
1 4 2i erledigt und von jener Bestimmung des biquadratischen Charakters
ausgeht, die Artikel 6 des Bruchstiicks III als Anmerkung beigefiigt wurde.
Im Ubrigen lassen sich die historischen Angaben, die GAUSS in den Anzeigen
seiner arithmetischen Abhandlungen veréffentlicht hat, mithilfe des Nachlas-
ses dahin ergénzen, dass die in den Artikeln 15 bis 20 der Theoria residuorum
biquadrat. enthaltenen Lehrsatze schon vor der Ausarbeitung der Theoria mo-
tus corporum coel. niedergeschrieben wurden. Die in den Anzeigen erwidhnten
Untersuchungen iiber kubische Reste sind wohl nicht zur Ausarbeitung ge-
langt; aufgezeichnet sind davon die mit den Hilfsmitteln der Abhandlung
Disquisitionum circa aequationes puras ulterior evolutio gefiihrten Beweise
der Reziprozitdtssitze fiir zwei Primzahlen, von denen eine reell ist.

Die Bruchstiicke III bis VI bilden in der Handschrift besondere Hefte. Bei
den ersten drei weist die Form der Schriftziige auf eine Zeit hin, die nicht weit
von derjenigen der Bruchstiicke I und II entfernt liegt, wihrend fiir das letzte,
Nr. VI, ein erheblich spaterer Zeitpunkt anzunehmen ist.

[I.] Art. 10. Die Anzahl der Gitterpunkte in (z,2,2" + (,2 + () ergibt
sich aus dem Satz: Sind a und b teilerfremd, so geht die von £ 4 ni nach
&+ ni+ a+ bi gezogene Gerade durch einen Gitterpunkt, wenn der imaginére
Teil von (£ + i) . (—a + bi) eine ganze Zahl ist.

[I.] Art. 17. Die erste Umformung des letzten S im Ausdruck fiir AS erhélt
man, indem man das betreffende Flachenstiick in drei Teile zerlegt, sodass
jenes S in

2
—S((3 + 3i)m, 3m, 3m+ 3 — 3i)

iibergeht, dann die Gitterpunkte im ersten Flachenteil mithilfe des Satzes in
Artikel 10 auszéhlt und aulerdem beriicksichtigt, dass im zweiten Flachenteil
kein Gitterpunkt liegt.

Die zweite Umformung erhélt man, indem man die den Eckpunkten des
dritten Flachenteils entsprechenden Gréflen mit ¢ multipliziert und um die
ganze Zahl (1 — z)mT_l vermehrt; schlieBlich erhélt man die dritte, indem
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man die zuletzt entstandene Figur nach der Vorschrift von Artikel 16 mit
derjenigen vergleicht, die gegeniiber ihr die Ortsverschiebung = + hat.

[I.] Art. [18.] Eine Erlduterung zum ersten Schema findet sich in den Arti-
keln 1 bis 6 des spater niedergeschriebenen, hier mit [II.] bezeichneten Bruch-
stiicks.

[I.] Art. [18.] (2.) Die geometrische Deutung ergibt mithilfe der beiden
Systeme von Gitterpunkten

[~2iQ — 3, 3,1Q] = [-2iQ + 5, 3.1Q] = IV"
und
—[-2iQ + 51, —51,iQ] = —[-2iQ — 3i,—3i,iQ] =
die Gleichungen
IV — IV* + [-2iQ, 3i, —3] = =X + X* + [-iQ, 5i, —3]
XTI+ IV* = [-2iQ, 1,1Q] = —1(—2iQ) + I(—iQ)
V+X* = —[-2iQ, —i,iQ] = R(—2iQ) — R(—iQ)

wobei allgemein Rz und [z die gréfiten im reellen Teil und im Koeffizienten
des imagindren Teils von = enthaltenen ganzen Zahlen bezeichnen.

[—2iQ, %i, —%] ist aber die Anzahl der Gitterpunkte in dem Quadrat, des-

sen Mittelpunkt bei —2@'Q — i + %i liegt und zwischen dessen Endpunkten die
Ortsverschiebungen 5 und 22’ bestehen

[—iQ, 50, — ] oder [—2iQ, — ] ist die Anzahl der Gitterpunkte in einem
gleichen Quadrat mit Mlttelpunkt —2iQ) + =7
[I.] Art. [18.] (3.) Mithilfe der Gltterpunkte

[07 %i, —ZQ] = _[_%ia _%iv _ZQ} =I"
erhalt man
VIT— XTI = 1—T* + [—iQ, 3, 3i] — [0, 1, 14)
:I_I* [ 22Qa272]
II—I* = [0, —i, —iQ] = —RO + R(—iQ)
IX —1=10,-1,-iQ] = 10 — I(—iQ)
VI - XIT = —[i,—1,-iQ] = —I(i) + I(—iQ + i)
b
2

a—1
2

VI — XIV = —[3, =1 — 4, yim(_] =
[IL.] Art. 10. Es gilt

TP =-T(—iP' + 22m)
TP =-1-"T(P" - Lim),
TP" =1+ T(—iP") (mod. 4)
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und —iP’ + Lim, P” — im sind die jeweils um 1 vermehrten Gitterpunkte

in I und VI.

[ITII.] Art. 6. Die in der Anmerkung angegebenen Regeln zur Bestimmung
von Dec.% habe ich der vorliegenden Abhandlung aus einer anderen Stelle
der Handschriften beigefiigt. Die erste dieser beiden Regeln, die, wie leicht zu
sehen ist, mit der zweiten iibereinstimmt, folgt aus derjenigen von Artikel 6,

weil "
kE=f.i" (mod. m), nz@fT, p =mm/,
2km'1% _ 2km’
[ ;n] =0 (mod. 2+ 2i)
gilt.

[III.] Art. 8 enthéilt in der Handschrift ein Beispiel zu Artikel 7, ndmlich
die Bestimmung des Dezidenten von —1 + 2 fiir den Modul —11 + 4.

[III.] Art. 10. Zur Bemerkung ‘anders auszudriicken’ kann man Artikel 3
des folgenden Bruchstiicks [IV] vergleichen.

[IV.] Die Artikel 1. 2. 4 enthalten in der Handschrift auler dem hier Ab-
gedruckten noch die Anwendung auf die beiden Beispiele fir m = 5 + 84,
M =9+ 4iund fir m =9+ 4i¢, M =5+ 8i. [V.] Art. [7.] Hier bezeichnet
Dec.§}, wie in Artikel 1 des vorhergehenden Bruchstiicks [IV], den Wert von

Y(=1)*2(=1)"Int.p

wobei die Summation iiber alle ganzen Zahlen X und Y erstreckt wird, fir
die die zugehorigen ¢ und 7 innerhalb der Grenzen 0 und % liegen.

Nach der Angabe im Text wurden die Formeln fiir den Dezidenten in den
Artikeln 7 und 15 auf zwei besonderen Wegen gefunden. Um diese Erlauterun-
gen jedoch nicht zu sehr auszudehnen, werden sie hier aus einer gemeinsamen
Quelle abgeleitet.

Nimmt X einen beliebigen bestimmten ganzzahligen Wert an, so sei Y* der
kleinere und Y** der groflere der beiden Werte von Y, die den Grenzwerten
von &, i entsprechen. Die zu Y* und Y** gehérenden Werte von p seien p*
und p**. Ebenso wie Y* und Y** kénnen sie nicht gleich sein, weil die Summe
3} sich nicht iiber die Grenzwerte von £ und 7 erstreckt.

Fithrt man wie in den beiden vorhergehenden Aufsétzen [III] und [IV] die
Summation iiber alle beim selben X auftretenden Werte von Y aus, setzt
dabei fiir die Anzahl der zwischen Y’ und Y” liegenden ungeraden Zahlen
[AY”—1]—[3Y" — 1] und fiigt die auf die Grenzen { = 0 und =  bezogenen
Intensoren zweimal mit entgegengesetzten Zeichen hinzu, so erhélt man fiir
¥ (—1)YInt. p den aus sieben Teilen bestehenden Ausdruck

—Y[—Int.(p — pwi) + Int.(p + pwi)]
wobei alle p aufzunehmen sind, fiir die [Y] gerade,

x oder y ganz, einschl. £ = 0 und %, ausschl. n =0 und %
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— Int.(p* — pwi) wenn [Y™] gerade
(p** H ) [ Lg ¢ =0 oder %, 0<77<%
+ Int.(p™™* 4+ pwi) wenn [Y**] gerade
— Int.(p* + pwi) wenn [Y™*] gerade
(p** : ) | Lg 0<£<%, nzOoder%
+ Int.(p™ — pwi) wenn [Y**] gerade
— Int.(p* + pwi) wenn [Y™] gerade
(p** H ) [ Lg & =0 oder %, nzOoder%
+ Int.(p™* — pwi) wenn [Y** — w] gerade

der, mit (—1)% multipliziert und iiber alle ganzzahligen X summiert, den
Dezidenten f; ergibt.

Aus dem ersten Teil des Ausdrucks entsteht so fiir die nach Artikel 2,
Vorschrift T gebildeten e

Ye wobei X ganz, [Y] gerade

— Ye wobei auerdem y ganz, [x] gerade

Fiir die folgenden Teile kann man

— (B)Int.(p — Buwi) wenn £ = 0
+ (B)Int.(p + Buwi) wenn & = %

el

} X ganz, [Y] gerade, 0 < n <

(A)Int.(p + Apwi
+ (A)Int.(p — Apwi

—3[(A") + (B")|Int.(p + A’ i)
wenn X ganz, [Y + A'w] gerade, £ und n = 0 oder %

wenn 7 =0

N[

; } X ganz, [Y] gerade, 0 < & <

N[ =

wenn 7 =

setzen. Dabei ist A’ = +A oder —A, wenn n = 0 oder %, und B’ = +B

oder —B, wenn & = 0 oder %; zum Beispiel verwendet man die Bezeichnung

(A) : +1 oder —1, je nachdem A positiv oder negativ ist.
Multipliziert man mit (—1)%, fiihrt die Summation iiber X aus und lisst

dabei in diesen Ausdriicken, und zwar im
ersten p — Buwi, P — BDwi, m — ABwi — BBw, X, [Y]
jeweils in ip, iP, im, =Y, [X]

zweiten p+ Buwi, P+ BDwi, m + ABwi+ BBw, X, [Y]

p, P, m X, [Y]
dritten p+ Apwi, P+ ADwi, m + AAwi+ ABw, X, [Y]

p, P, m X, [Y]
vierten p— Auwi, P — ADwi, m — AAwi — ABw, X, [Y]

. indm —ip, iM —iP, i—in, Y — B, A—1—[X]
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die angegebenen Groflen ineinander iibergehen und bezeichnet das Ergeb-
nis aus dem fiinften Ausdruck mit ()1, so erhdlt man
— %(=1)Y(B)Int. ip,
wobei Y ganz, [X] gerade, n = w, 0 < < %
+ 2(—1)X(B)Int. p,

wobei X ganz, [Y] gerade, £ = % +w, 0<n< %
— 2(=1)*(A)Int. p,

wobei X ganz, [Y] gerade, n =w, 0 < < %
+ 2(=1)Y (A)Int.(im — ip),

wobei Y ganz, [X] gerade, £ = % +w, 0<n< %

+ @1

Die Untersuchung der einzelnen Félle zeigt, dass unter der Voraussetzung
M =1 (mod. 2+ 2i)

Q1 = — Int. pwi ist, wenn M im 1. Quadranten liegt
— Int.(3mi + pwi), wenn M im 2. Quadr. und gerade
+ Int.(3mi — pwi), wenn M im 4. Quadr. und gerade

wobei man eine komplexe Zahl gerade oder ungerade nennt, je nachdem sie
durch 2 teilbar ist oder nicht.

Bei Anwendung der in den Vorschriften IT und IV bestimmten ¢ ergibt sich
somit

Dec.% =1, Xe, wobei X ganz, [Y] gerade

— 4%, wobei auflerdem y ganz, [z] gerade
II, — Xelnt.ip, wobei Y ganz, [X]| gerade
IV, + Xelnt.p, wobei X ganz, [Y] gerade
II, + Xelnt.p, wobei X ganz, [Y] gerade
IV, + Xelnt.(¢éim — ip), wobei Y ganz, [X] gerade
+ @1
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Eine andere Form des Ausdrucks fiir den Dezidenten erhélt man, wenn man
zuerst iiber X summiert und die Anzahl der zwischen X’ und X" liegenden
ungeraden Zahlen durch [3X” + ] — [$X’ + 3] darstellt, némlich

Dec.% =1, Xe, wobei Y ganz, [X] ungerade

— 4%, wobei auflerdem y ganz, [z] gerade
II, — Xelnt.ip, wobei X ganz, [Y] gerade
IV, + Xelnt.p, wobei Y ganz, [X] ungerade

II, + Xelnt.p, wobei Y ganz, [X] ungerade
IV, + Xelnt.(im — ip), wobei X ganz, [Y] ungerade
+ Q2
Q2= —Int.(—pw), wenn M im 2. Quadr.
+ Int.(3m — pw), wenn M im 1. Quadr. und ungerade
— Int.(3m + pw), wenn M im 3. Quadr. und ungerade

Fiihrt man die Summation iiber Y zuerst aus, wéihlt aber die zweite soeben
verwendete Methode, um die Anzahl der zwischen zwei Werten liegenden
ungeraden Zahlen zu bestimmen, so ergibt sich

Dec.% =1,  Xe, wobei X ganz, [Y] ungerade

— 4Ye, wobei auflerdem y ganz, [x] gerade
II
IV, + Xelnt.p, wobei X ganz, [Y] ungerade

— Yelnt. ip, wobei Y ganz, [X] ungerade

)

II, + Xelnt.p, wobei X ganz, [Y] ungerade
IV, + Xelnt.(im — ip), wobei Y ganz, [X] ungerade
+ Q3

Q3 = — Int.(—pwi), wenn M im 3. Quadr.

— Int.(3mi + pwi), wenn M im 2. Quadr. und ungerade

+ Int.(3mi — pwi), wenn M im 4. Quadr. und ungerade

Summiert man auch zuerst iiber X und verwendet die erste Darstellung
der Anzahl der zwischen zwei Werten liegenden ungeraden Zahlen, so erhalt
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man die in [V], Artikel 15 angegebene Form fiir den Dezidenten. Dabei kann
die Grofle g auch durch folgende Gleichung definiert werden:

qg= —Int. pw, wenn M im 4. Quadr.
+ Int.(3m — pw), wenn M im 1. Quadr. und gerade
— Int.(3m + pw), wenn M im 3. Quadr. und gerade

Die Vereinigung dieser vier Ausdriicke fir den Dezidenten ergibt das in [V],
Artikel 7 aufgestellte Resultat. Denn Int.ip — Int. p ist gleich 3 fiir gerades [x]
und ungerades [y], sonst aber gleich 1; ferner ist Int.(im — ip) + Int. p gleich
0, wenn [z] und [y] gerade sind, in allen iibrigen Féllen aber gleich 4.

[V.] Art. [7.] Die erste Tafel zum Beispiel gibt in der ersten Spalte die

zu jedem ganzzahligen P gehorenden Werte von % oder 37(¢ + ni), wenn

0<€¢< %, 0<n< %; in der zweiten % oder 37 . p; in der dritten die
grofite in p enthaltene ganze Zahl; und in der vierten +Int. p, wobei das obere
Zeichen gilt, wenn P durch 1 + i teilbar ist, das untere, wenn P nicht durch
1+ 7 teilbar ist.

[V.] Art. [9.]. [12.] Die verbesserte Bezeichnung der 6 ist nur bei der zweiten
und dritten Klasse, Artikel 9. 10, angedeutet, aber auch auf die erste und
vierte, Artikel 8. 11, auszudehnen. Demnach hat ein #* = T + Ui denjenigen

Index A\,=0,1,2 oder 3, fiir den die durch die Gleichungen

MM =A~+Bi, iPu=p+oi
o = —Koeff. Imag. 6*(a — bi) = +bT — aU
oc®" = +Koeff. Imag. 0 (A — Bi) = —BT + AU

bestimmten Gréfen ¥ und ®° zwischen 0 und % liegen.

Um nach den Andeutungen in Artikel 9 (3) zu beweisen, dass, wenn 7
U zwei ganze reelle Zahlen sind, die die soeben aufgestellten Bedingungen
erfillen, T+ Ui auch in der bei einer der vier Kombinationen, Artikel 8.
11, bestimmten Gesamtheit 6 liegt, bezeichne man mit ¢’, ® diejenigen
komplexen ganzen Zahlen, fiir die die Gleichung

T+Ui=¢i*"M+d'm

gilt und fiir die eine der vier Gréfien i%@o, ii%‘po so beschaffen ist, dass
ihr reeller Teil und der Koeffizient ihres imaginéren Teils zwischen 0 und %
liegen (Theoria residuorum biquadr. artt. 45,46). Die betreffende Grofe ist
dann, wie man aus der Untersuchung der sechzehn einzelnen Félle in den
vier Kombinationen leicht erkennt, %, und die ihr entsprechende Gréfle unter

cpliq:,() ,(I,lfq)o . P . (I>/7<I>0 o 4p'—g00 Y
T, dieg st 4y, weil S5 = 550t
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Aus dieser Darstellung der Grofien % oder % folgt auch, dass I, ¥e von
allen aus ©+0’+0" 40" besteht. Dabei bezeichnet ©* die Summe derjenigen
e, die fur jeden Gitterpunkt 6 innerhalb des Parallelogramms 0, %m, %m +
Fi*M, i*M,

= +1 zu setzen sind, wenn 6 durch 1+ i teilbar und Koeff. Imag. i~

positiv ist oder wenn keine Bedingung gilt; dagegen

= —1, wenn nur eine gilt.

[V.] Art. 13. Die Bestimmung von ©* kann entweder mit den vier oben fiir
Dec. 3 verwendeten Summationsarten oder, was im Wesentlichen dasselbe ist,
mit den in [II], Artikel 11 angedeuteten Methoden ausgefithrt werden. Dabei
sind die vier Konstruktionen zugrunde zu legen, die entstehen, wenn man die
Punkte, deren 6 ein Vielfaches von 1 + ¢ ist, jeweils mit den Punkten 6 4 1,
0+, 0 —1 und 6 — i verbindet.

Ordnet man auf der Begrenzung des zuvor genannten Parallelogramms al-
len Punkten ein 6 zu, fiir die der reelle oder imaginédre Teil von 6 eine ganze
Zahl ist, bezeichnet mit #° die nichste durch 1 + i teilbare ganze Zahl bei @
und mit [ die Ortsverschiebung von einem Punkt des geraden Begrenzungs-
stiicks, das 6 enthélt, zu einem beliebigen nachfolgenden Punkt derselben
Geraden, also zum Beispiel bei diesem Parallelogramm der Reihe nach die
GroBen m, Mi*, —m, —Mi*, und setzt

€ = £1 mit dem Zeichen des imaginédren Teils von g0
so ergibt die Vereinigung der auf die eine oder andere Weise erhaltenen vier
Resultate 40* = —Ye.

Die gesonderte Bestimmung der zu den Eckpunkten gehérenden 6 und e
wird vermieden, wenn man dieses Parallelogramm durch ein anderes ersetzt,
dessen Begrenzungen denjenigen des ersten unendlich nahe sind und das die
beiden Punkte 0 und %m + %i)‘M nicht einschliefft. Die Begrenzung eines
solchen Parallelogramms erhélt man, indem man sie auf die positiven Seiten
der Linien . . = .

0....5m, sm+3zi"M....om,
Im+ MM LM, 0. Lt
legt. Ordnet man den vier so entstandenen Geraden der Reihe nach die un-
endlich kleinen positiven Groflen wi,ws,ws,wys zu, so kann man fiir die auf
ihnen liegenden Punkte 6

0 =p=m({+wii),
—0i* + Imi* + 1M = P = M(£ + wai),
—0 + im + IMi* = p = m(& + wsi),
0i" = P = M(£ +wyi) wenn \ gerade
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it — Imit™ + LM = P = M (3 + w2 + ni),
0i + tm — IMi'" = p = m(L + ws + i),
0i~ = P = M(£ +wyi) wenn \ ungerade
setzen. Dabei iiberschreiten € und 7 zur Schlieung der Figur teilweise auch
den Bereich der reellen Werte von 0 bis % um unendlich kleine Grofien.
Bezeichnen G, g, H, h die Summen der jeweils nach den Vorschriften II,
IIL, TV, V (in den Artikeln 3 bis 6) gebildeten e, umfassen G’ oder G, und ¢’
oder g, diejenigen ¢, die fiir die beim zweiten Parallelogramm gegebenenfalls
auftretenden unendlich kleinen Werte von ¢ gelten, im Ubrigen aber jeweils
nach den Vorschriften IT und III gebildet sind, beziehen sich ferner G’ oder
Gy und ¢” oder g, ebenso auf dieselben Vorschriften, jedoch auf die unendlich
kleinen Werte von %—{ , und schlielich H', h,, H", h,, jeweils auf die Vorschrif-
ten IV, V. IV, V und die unendlich kleinen Werte von % — 777% —n,1,1, SO
gilt
4@)\: —(g—f—g’—i—g”)—i)‘(G—i—G/—i—G”)
+iMg+ g +gs) +(G+G, +Gy) wenn \ gerade
4®>\ - (g—l—g'+g”) —Z'l_A(H—I—H/—{—H”)
— i)‘*l(h +h+ hy) + (G+ G, + Gy) wenn X ungerade

Fiir den Eckpunkt 6 des Parallelogramms, der dem Punkt 0 am néchsten
liegt, bezeichne & den zugehorigen Wert des £ der ersten Seite und &4 den
zugehorigen Wert des £ der vierten Seite, sodass

0 = m(& 4 wii) = i* M (&4 + wai)

Dann ergibt sich dasjenige &, dem auf der ersten Seite oder ihrer Verlangerung
ein Punkt p mit reellem Teil gleich 0 entspricht, aus der Gleichung

(Real.p =0), & —& =o0alw; — owy

wobei die positiven Faktoren der unendlich kleinen positiven Gréflen durch
die Einheit ersetzt sind und o, 2 die durch

p+oi =i MNa+pBi), A+Bi=iA+ Bi)

bestimmten reellen Groéflen bezeichnen. Dieser Punkt p liegt auf der ersten
Seite selbst, wenn & — &; positiv ist, also, wenn man w; unendlich klein ge-
genliber w4 annimmt, wenn o negativ ist. Der dem Punkt p néchste Punkt
p°, dessen darstellende Zahl durch 1 + i geteilt wird, ist der Punkt 0; daher
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m
p—p

hat Imag.
somit

5 oder Imag.ﬁ das Minuszeichen. Fiir Real. p = 0 erhélt man

e=—1wenn (0) =—1, e=0wenn (0)=+1, d h.e=-3+1(0)

und ebenso fiir Imag.p =0

m
— & = obBw) — owy, Imag.—— = Imag. -,
5 51 1 g p_po g E‘i’wll

e=—3+1(0) alsog =-1+ (o)
Beziiglich der vierten Seite gilt P? = 0, Imag.% = Imag.ﬁ,

also fir Real.(z’)‘P) =0; &—¢& =—0aUwy+ owy,
e=—3+ 3(ca)

und fiir Imag.(i*P) = 0; & — & = —0bBwy + owr,
e=—3+ 5(ob®B)

also G, = =1+ 3(0a) + 3(cbB) oder, weil p = aA+bB, G, = —1+ 3(po) +
3 (poabAB).

Der Teil R} von 40, der aus dem unendlich nahe beim Punkt 0 liegenden
Stiick der Begrenzung entsteht, ist somit

R} =+G, — g = —(0) + 3(po) + 5(poabAB)

Durch #hnliche Uberlegungen findet man fiir die Teile R%, Rg}, le\, die
jeweils dieselbe Beziehung zu den Punkten %m, %m+ %Mi)‘, %Mi)‘ haben wie
R} zum Punkt 0, bei geradem A

Ry =—g" —*G" = —1(b) — 3(B),
R) = —i*G' +itg = iMNo) — 3iM(po) — LiM(poabAB)
R} = +itgy + Gy = L1i(b) + 3i(B)

und bei ungeradem A
R%\ — _g// o ,1:1—)\H// — _%(b) o %(%)7
Ry = —i" H' —i*'h, =0,
Ri\ — _Z')\flh” + G// — %iA+1(a) + %i)\+1(9,[)

[V.] Art. [14.] Die Auswertung der Summen der nach Vorschrift III gebil-
deten ¢ ergibt sich aus der Gleichung

III, 3 von allen — 4% von denen, fiir die y ganz, [z] gerade
=11, X[-Int.(p —mw) + Int.(p + mw)]
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die anhand der Definition der ¢ leicht zu iiberpriifen ist. Dabei nimmt p alle
Werte an, die die unter Vorschrift I1I angegebenen Bedingungen erfiillen. Mit
Ausnahme der beiden Intensoren, die dem kleinsten (£*) und dem grofiten
zulédssigen Wert (£**) von £ entsprechen und jeweils gleich

—Int.(p* — mw) und + Int.(p™* + mw) oder
—Int.(wm) und + Int.(3 — w)m

sind, lassen sich diese Intensoren stets paarweise als +Int.(p' + mw) und
—Int.(p"” — mw) so zusammenstellen, dass zwischen ¢’ und ¢, die den Groien
p’ und p” entsprechen, kein Wert von £ liegt, der den reellen oder imaginé-
ren Teil von p zu einer ganzen Zahl macht. Die beiden Intensoren heben sich
daher immer gegenseitig auf.

[V.] Art. [15.] Es gilt

II, + Xelnt.ip wobei Y ganz [X] gerade,
— Yelnt. ip wobei X ganz [Y] ungerade
= X[—Int.i(p — mw) + Int. i(p + mw)]
fiir diejenigen p, fiir die z oder y ganz, [X] gerade
Y ungerade, 0 < € < %, nN=w
+ Int. i(p* — mw) wenn [X™] gerade [Y*] ungerade
— Int. i(p*™ + mw) wenn [X**] gerade [Y**] ungerade

wie man leicht erkennt, wenn man auf der zweiten Seite der Gleichung nach
dem Verfahren der vorhergehenden Anmerkung iiber jedes Intervall von &,
bis &, summiert, das so klein ist, dass zwischen &, und &, kein £ liegt, das im
zugehorigen P den reellen oder imaginaren Teil zu einer ganzen Zahl macht.
Die Anwendung der nach Vorschrift III gebildeten £ bringt die zweite Seite
dieser Gleichung in die in Artikel 15 angegebene Form.

[V.] Art. [15.] Die Umformung der Summen der nach Vorschrift IV gebilde-
ten MNe in die Summen der € aus V ergibt sich durch dieselben Uberlegungen
wie in der letzten Anmerkung, wenn man auflerdem die Gleichung

V, Xe von allen, — 43¢ wobei x ganz [y] gerade,

= +Int.(3im + mw) — Int.(3im + & — wm)
verwendet, die der zuvor ermittelten Auswertung der Summe der € in Vor-
schrift IIT entspricht.

[V.] Art. [17.] Bestimmt man die HilfsgroBen U, T', L, V durch die Glei-

chungen

U=1-2(B)— (AB) + (aa) + (8b) + (ab) — (Ba)

+ (aBab) — (aBabAB) oder
U=(1+(A)1—(B)1 = (ap) + (bB) + (af))
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weil (aa) + (Bb) = (A) + (AaSab),
(ab) - (8a) = (B) — (Bagab) ist,

T=-2+(a)+ (b) — (B) — 2(B) — (aab) oder
T'=-2+(a)+(b) = (B) — 2(B) — (ad) + (bB) — (BAB)
L=1+(A)1+(B)1+(B)—(1-(4)>1-(B)1-(8)
V=(1+(A4)1 = (B))(—2(a) +2(8) + (ab) + (b)) oder
V=(1+(A4)1—(B))(—(a)+ (b) + (8) + (ab) — (Bab) + (ap))

weil (a) + (b) = (8) + (Bab) wenn A positiv B negativ
und bezeichnet mit W/, S/, Q" die Groflen, in die W, S, @ im Ausdruck fiir
Dec.7; in Artikel 14 iibergehen, wenn man darin m mit M, also o + 37 mit
« — B, vertauscht, so gilt

W' = —5(B) — (AB) wenn L1

gerade

2W' = —(B) — (AB) wenn M=
25" = —(aBabAB) — (B) — (B) + (b)

ungerade

2Q" 4+ 25" +2W' =2T + U wenn

gerade

M-1
2Q +25" +2W' = -4+ 4(a) + U wenn

8 =8(q+r+s+w)—(2Q + 25 + 2W')
Ersetzt man hier 8(q¢ + r + s + w) durch den in Artikel 15 angegebenen
Wert, bringt ihn jedoch in die Form

ungerade

2T'+4L+V wenn M2_ ! gerade mT—l gerade
2T — 16 +16(A) +V  wenn ? gerade mT—l ungerade
—4+4(a)+V wenn M 2_ ! ungerade mT— gerade
—20+4(a)+V wenn M2_ ! ungerade mT—l ungerade

und beachtet, dass
V—U=—301+ )1+ (A)1+ (@)1 - 0)(1~(B)1~(B)

gilt, so erhélt man fiir ¢ die in Artikel 17 angegebene Bestimmung.
[VI.] Art. 3. Das unvollstdndige Zitat kann auf Artikel 4 des Bruchstiicks
IIT bezogen werden.

SCHERING.
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ZUR THEORIE DER KOMPLEXEN ZAHLEN.

L]
NEUE THEORIE DER ZERLEGUNG DER KUBEN.
I. Wir nehmen an, die Gleichung 2® + y3 + 23 = 0 habe eine Losung,

nédmlich x = a, y = b, z = ¢, wobei a, b, ¢ keinen gemeinsamen Teiler haben
und folglich auch paarweise teilerfremd sind. Wir setzen

b+c=a
cta=p4
a+b=ry

wobei auch «, 3,7 notwendig paarweise teilerfremd sind. Hatten nédmlich «
und 3 einen gemeinsamen Teiler, so wiirde dieser auch a? und b3 teilen; daher
miissten auch a und b einen gemeinsamen Teiler haben.

Wir haben nun

B+r—a)P+(y+a=-B+(@+5-7)"=0
Es gilt aber die Identitat

B+y—a)P+(r+a=pB>+(a+p-7)°
= (a+ B +)° —24apy
Folglich ist
(a+B+7)° = 24aby
Sind «, 3,7 reelle Zahlen, so ist a + 3+~ durch 3 teilbar, also o + 3+ )3
durch 27 und folglich a8+ durch 9. Daher muss eine der Zahlen «, 3,, zum
Beispiel «y, durch 9 teilbar sein, also auch ¢ und folglich ¢ durch 3.
Sind dagegen «, 5,7 imagindre Zahlen, so schlieflen wir, dass a + 8 + v
durch 1 — ¢, folglich 24a3~ durch (1 — ¢)? und somit a7y durch 1 — ¢ teilbar
sein muss. Also ist eine der Zahlen «, 3,7 durch 1 — ¢ teilbar und folglich

auch eine der Zahlen a, b, c.
IT. Allgemein gilt die Identitét

(p+q+7)°+ (p+qe +7ree)® + (p+ gee + 1¢)?
= 2Tpgr + 3(p+ ¢ +7)(p + ¢ + ree)(p + qee + re)

Ist also p+qg+r =0, so ist

(p+qe+ r55)3 + (p+qee+ 7‘6)3 — 2Tpgr =0
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Sind hier p,q,r, selbst Kuben, nimlich der Reihe nach = a?,b%,¢3, das
heifit, gibt es eine Losung der Gleichung 23 + 4% + 22 = 0, so setzen wir

ad+ b3+ Pee =d
ad+ e+ =0

—3abe = ¢

und erhalten ebenfalls a”® + b3 + ¢/3 = 0. Aus dieser neuen Losung ldsst sich
auf dieselbe Weise eine dritte ableiten und so weiter. Man sieht leicht, dass
auch die dritte Losung aus reellen Zahlen besteht, wenn dies fiir die erste gilt.

Weiter ist zu bemerken: Haben a, b, ¢ keinen gemeinsamen Faktor, so gilt
dies auch fiir o/, V', ¢/, abgesehen vom Faktor 1 — . Es ist namlich

a/

] = —cea® +eb® =a? —ec® = b +eec?
—¢
b/
=a —eb = —cea® + ec® = ecb® — 3
1—¢
c/
=(ee —1)ab
T ( )Jabe

Die ersten beiden Zahlen haben also weder mit a noch mit b noch mit ¢
einen gemeinsamen Faktor und kénnen auch nicht durch 1 — ¢ teilbar sein,
sofern nicht a, b, ¢ alle durch 1 — ¢ teilbar sind. Daher haben sie auch keinen
gemeinsamen Faktor mit der dritten Zahl.

III. Aber auch der umgekehrte Weg steht offen. Wir haben gesehen, dass
eine der Groflen durch 1 — e teilbar ist; dies sei ¢. Da man fiir a auch ae oder
aee und ebenso fiir b auch be oder bee einsetzen kann, diirfen wir voraussetzen,
dass a entweder = 1 oder = —1 ist. Wir nehmen den ersten Fall an, da im
anderen Fall b = 1 gelten wiirde und es nur mit a vertauscht werden miisste.
Wir setzen also

a=1+4 3«
b=—1+383
und )
le%—(sa—s)(ae—kﬁae):fl
€ —¢e
b
L+8:—1—|—(58—5)(&554—@5):B
€ — g€
a+b
= (ee — =C
P (ce —e)(a+B)

3
wobei A+ B +C =0 und ABC = #4555 — () gl

(e—ee)® —
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Da hier
a=—cA+eeB

b=ccA—¢eB
gilt, kbnnen A und B keinen gemeinsamen Faktor haben, weil dieser sonst
auch ein gemeinsamer Faktor von a und b wéire. Wegen A + B+ C = 0

kann folglich auch C' weder mit A noch mit B einen gemeinsamen Faktor
haben. Daraus folgt leicht, dass A und B und somit auch C' Kuben sind.

3
Denn ( £

—¢—) ist durch € — £z und folglich auch durch (¢ — e¢)? teilbar oder
a + [ durch 3; daher gilt A=1, B=—1 (mod. 3).

Setzen wir nun

A=a?
B ="
C=c?

so haben wir aus der Losung der Gleichung 22 + 3% + 23 =0

rT=a
b
z=c

eine andere Losung abgeleitet,
r=ad
y="u
z=c
wo a/3b/3¢3 — c?
(ce — )3

wobei also ¢ den Faktor 1 — ¢ einmal weniger enthalt als c. Dies ist aber
widersinnig, wenn ¢ nur durch eine bestimmte Potenz von 1 —¢ teilbar ist, das
heifit, wenn ¢ von 0 verschieden ist. Denn durch Fortsetzen dieser Operationen
kémen wir sonst schliefSlich zu einer Losung, bei der z iiberhaupt nicht durch
1 — ¢ teilbar wére, im Widerspruch zu (I).

Fiir Potenzen mit dem Exponenten 5 kann man einen &hnlichen Weg ein-
schlagen. Ist namlich a® + 0% 4+ ¢® = 0, so setzen wir b+c¢c = o, c+a =
B, a+ b= und erhalten

0 = (2a)° + (2b)° + (2¢)°
=B+y—a)P+(y+a-B)+(a+f—7)
= (a++7)° — 80apy(aa + BB +77)
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Es kann aber nicht (o + 8 + 7)® = 80aBvy(aa + B8 + v7) gelten, ohne
dass eine der Zahlen «, 3,y durch 1 — ¢ teilbar ist. Wére nédmlich keine davon
teilbar, so miissten sowohl oo+ 8+~ als auch aar+ 85+~ durch 1 —¢ teilbar
sein, folglich auch 2(aa+ BB +vy)+2(a+B+7)(a+B—7) = (2a+3)?+3453,
was unmoglich ist.

Man kann dies auch so darstellen. Ist a® + b® + ¢® = 0, so ist

4a+b+c)® =50b+c)(c+a)(a+b)
[(a+2b+3c)*+3(a+c)* —8(a+b+c)
=5(b+c¢)(c+a)(a+Db)
[(b—¢)>+3(b+c)?+4(a+b+c)d]

4(a+b+c)® +babe[(b—c)? +3(b+c)?| =5(a+b+c){....}

Im Ubrigen wire der Beweis dem vorherigen sehr #hnlich.
Versucht man aber dasselbe Vorgehen bei siebenten Potenzen, so gelingt
es nicht zu beweisen, dass bei einer gegebenen Losung

a"+b +c =0

notwendig eine der Groflen a, b, ¢ durch 7 teilbar sein muss. Es folgt ndmlich
nur
(a4 B+7)" =5aBy{3(e" + 5* +~7)
+ 10(a BB + aayy + BB77)}

was gelten kann, ohne dass «, 3,7 durch 1 — ¢ teilbar sind.
Hoffentlich lasst sich dies jedoch kiinftig aus der Natur der Determinanten
und der Einheiten ableiten.

[IL]
BESTIMMUNG DER NACHSTEN GANZEN ZAHL.

Es sei
e3=1, m=a+be+ cee
20 —b—c=A+«
2b—c—a=B+p
2c—a—-b=C+~

wobei A, B, C ganze Zahlen und «, 3,7 positive echte Briiche sind. Dann gilt

A+B+CHa+pB+7v=0
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Es sind also drei Félle zu unterscheiden:
ILLa+B8+~=0, folglicha=0,5=0,vy=0
1, A= B = C (mod. 3). Hier ist m selbst eine ganze Zahl.
2,A-B=B-C=C-A= %1 (mod. 3). Hier ist m £ 5% . " eine
ganze Zahl.
ILa+pB+v=1.
Hier ist jede der Zahlen
A+ Be+Cee+1
A+ Be+ Cee + ¢
A+ Be + Cee + e¢

durch 1 — ¢ teilbar und eine davon durch 3. Der Quotient oder

e" —a — fe — yee

m + 3
ist die gesuchte ganze Zahl.
Ol. a+ B +v=2
Hier sind
A+ Be+ Cee +¢€ +ee

A+ Be+Cee4eec+1
A+ Be+4+Cee+1+¢
durch 1 — € und eine dieser Zahlen durch 3 teilbar. Der Quotient oder

e"(e +ee) —a— fe — yee

m + 3

ist die gesuchte ganze Zahl.
In allen drei Fallen hat der Rest die Form

T + Ye + ze€

sodass x, y, z dem Betrag nach kleiner als % sind und z+y+z = 0 gilt. Daraus
folgt notwendig

_ . - 2
xx+yy + 22 =2xx — 2yz = 2yy — 20z = 222 — 20y < §

weil zwei der drei Groflen x, ¥, z notwendig dasselbe Vorzeichen haben. Folg-
lich ist die Determinante des Restes

:%(xx+yy+zz)<% Q. E. D.

Die néchste ganze Zahl lasst sich bequemer auf folgende Weise bestimmen.
Gegeben sei a + be + cee = m; man setze

b—a=C+7y
c—b=A+a
a—c=B+p
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wobei A, B, C die ndchstkleineren ganzen Zahlen und «, 3,y positive Briiche
sind. Hier sind drei Félle zu unterscheiden:

I. a + 5+~ =0; dann ist m selbst eine ganze Zahl

II. o + 8+ v = 1; dann ist die néchste ganze Zahl

B+ (B+C)e wenn « der groBte Bruch ist.
Ce+ (A+ C)ee B
A+ B . +Aee ¥

II. a4+ 8 + v = 2; dann ist die nichste ganze Zahl

B+1+(B+C+2)e wenn « der kleinste Bruch ist.
(CH+1)e+ (A+C+2)ee g
A+B+2 . +(A+1)ee 0%

In II, 1 ist der Rest 8+ (8 + 7)e, dessen Determinante

=pBB+By+1y
=5 —glla=B)(1+38) + (@ —7)(1 + 37)]

ist.

Noch einfacher so:

Man ordne die Briiche a — [a], b— [b], ¢ — [¢] nach ihrer GroBe und bezeichne
sie der Reihe nach mit p, ¢, r. Sind alle drei gleich grof}, so ist m eine ganze
Zahl. Sind sie aber ungleich, so sei t ein beliebiger Bruch zwischen

p und g, jenachdem g¢q—p am grofiten ist
q und r r—gq
rund 1 +p 1+p—1r

Dann ist
[a —t] + [b—tle + [c — tlee

die néchste ganze Zahl.

[111.]

Es sei e’ =1
a+be + cee + de? +ect = ¢
atbettee?+de et =q"
(@—b)2+(b—c)?+(c—d)?+(d—e)?+(e—a)=2p
(a—c)* 4+ (b—d)*+ (c—e)* + (d — a)* + (e — b)? = 2"

387



Zur Theorie der komplexen Zahlen

/q//// — —pIE —p”gg —p”53 _p/€4 —p!

//q/// — 7p/€€ 7p//€4 7p//€ 7p/63 — p"
Determinante = P'P" = —p'p’ + 3p'p” — p"'p”
Mensura = 2p’ + 2p” = 2P’ 4 2P”
= 5(aa +bb+cc+dd+ee) — (a+b+c+d+e)?

Multiplikation mit 1 — ¢ ergibt die neue Mensur = 8p’

. sin72°  sin 36°
Hochste Mensur = 2 (sin 360 T s 720) VD =4,472\/D
Modul =1 —¢
l—e=2x
e=1—-=x
ee=1-2zx+xx
e3=1-3z 4 3z2 — 23
et =1 —4da + 62z — 42 + 2*
= —4+ 6z — 4oz + 23
Also -
T =nmod. (1 —¢)

e" =1 —nzx mod. (1 —¢)?

4\T
<8+€ > =1+ nzr mod. (1 —¢)3

ge + &3

Eine Zahl, die = 1 mod. (1 — ¢)? ist, kann also nur dann eine Einheit sein,
wenn sie zugleich =1 (mod. 5) ist.
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[IV.]
EINIGES UBER DIE MENSUR DER ZAHLEN.

Es sei €® = 1, wobei n eine Primzahl ist,

m=a+de+ad"ece+d" .. +a" Vel = fe

D = fe. fee. fe.. . fe" !
f€ . f€n_1 — —b/(f-: + sn—l) _ b”(€2 +€—2)
A G T
dann ist
2b/ — (CL . a/)2 + (CL/ o a//)? + (a// _ a///)Q 4 usw.
oy — (a — a//)z + (a/ _ a///)2 + (a// _ a////)2 + usw.
usw.
Hier sind also o/,b”,b"” .. ausschliellich positive Grofien; sie heiflen Parti-
almensuren von m, ihre Summe
W+ 0" +b" +usw. =n(aa+dad +a’d" +..)
—(a+d +a" + usw.)?
die Generalmensur. Setzt man
fe.femt=¢, fee.fe" 2 =¢" usw.
so ist )
J + J’ + A" + usw. + ci(”_l)
Yy b+ usw. + b%(nfl)
de4+e" 1)+ (ee +e"2) 4+ (3 + €"73) + usw.
=2 + b + " + usw. + b1y —
d2—e—e" Y+ "2 —ee—e"?)
+ "2 =% — ") + usw. = nb

-1
(nD)%, b+ 0" +b" +usw. > nT D1

n—1
2n
Gilt allgemein

b >

fe. fe" t=A4+Ae+ A'ec+ A" + ..

so ist die Generalmensur A = —A — A’ — A" —usw. + nA
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Mensur von (1+¢)fe...
A = AN — (A — A) = 40 — 20l

Ista+ad +d" +..=0,s0ist A =n(aa+dad +a’a’" + usw.)

und ist A+ A"+ A" +...=0,s0ist A =nA, A =n(24+24")

Ist also einer der Koeffizienten A’, A” usw. negativ und dem Betrag nach
grofler als %A, so lasst sich die Mensur verringern, ohne die Determinante zu
dndern.

V]

Sollte sich bestétigen, dass jede Einheit nur aus Faktoren der Form
g — &P
gY — ¢l
zusammengesetzt ist, so wire folgender Satz bewiesen:
Ist f(e) eine Finheit, so ist
&)
fe™h)
Auch ohne jenen Satz vorauszusetzen, lasst sich der Schlusssatz leicht be-
weisen. Es sei

fet
dann ist
Fe.Fel=1
woraus sich mithilfe der Lehre von der Mensur leicht ergibt, dass
Fe=+£"

Das untere Zeichen ist jedoch unmoglich, weil sonst fe durch 1 — ¢ teilbar
sein miisste.

Dass die Determinante einer von 0 verschiedenen Zahl nicht = 0 sein kann,
lasst sich leicht beweisen. Ist die Determinante durch m teilbar, so ist die
Zahl selbst durch 1 — ¢ teilbar. Ist also die Determinante durch m™~! teilbar,
so muss die Zahl selbst durch m teilbar sein. Dies ist widersinnig, denn bei
der Determinante 0 kénnte man die Zahl zunéchst so oft durch m teilen, ohne
die Determinante zu dndern, bis sie nicht mehr teilbar wére. Der erste Satz
wird so ersichtlich. Es sei die gegebene Zahl

a+be+cecet+usw.=a+b+c.. mod. 1 —¢

also ihre Determinante = (a + b +c..)™ ! mod. 1 — ¢.
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[VL]
Esseie™ =1
fe = a+ be + cee + de> + usw.

m = Determinante dieser Zahl

ﬁ:f&s.fE?’...fE"*l
fe
= A+ Be + Cee +usw. = Fe

Der Zahl fe entspricht eine Wurzel der Kongruenz z" = 1 (mod. m.) Sie sei
r. Es gilt
nA=F1+4 Fe+ Fee+ ..

nB=F1+¢e¢ 'Fe+e ?Fee+..
nC =F1l+e2Fe+e Fec+..

Uusw.

Da Fee, Fe?, Fe* usw. durch fe teilbar sind, sind also
nA—F1—¢(nB— F1)
nA —F1—ee(nC — F1)
nA — F1—¢*(nD — F1)
USW.
alle durch fe teilbar oder auch
n(A—B) —en(B—C)
n(B —C)—en(C — D)

Uusw.

durch fe teilbar; folglich [wenn fe durch 1—e und Fe durch eine reelle ganze
Zahl nicht teilbar ist]

B
C—

A—-B ¢ C-D
e=p 5= D:D_Eusw.(mod.fe)
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BEMERKUNGEN.

Die hier unter der gemeinsamen Uberschrift Zur Theorie der komplexen
Zahlen zusammengestellten Untersuchungen sind verstreute Notizen in der
Handschrift. Sie enthalten die wesentlichen Schritte des Beweises des FER-
MATschen Satzes fiir die dritte und fiinfte Potenz. Die aus dritten Einheits-
wurzeln zusammengesetzten Zahlen sind in unvollstdndigen, hier nicht ab-
gedruckten Aufzeichnungen sowohl mithilfe der Theorie der bindren quadra-
tischen Formen als auch der Kreisteilung untersucht. Bei der Anwendung
der letzteren, und zwar wiahrend der Ausarbeitung der Abhandlung Disqui-
sttionum circa aequationes puras ulterior evolutio, wurde auch die ternére
kubische Form aufgestellt, in die 27“3;__11 fiir eine Primzahl n = 1 mod. 3
umgewandelt werden kann. Zugleich wurde die Theorie der Komposition der
damit verwandten Form X3 +mY?3 + mmZ3 — 3mXY Z entwickelt.

Die in den Untersuchungen des Bruchstiicks [I] vorausgesetzte Eigenschaft
der aus dritten Einheitswurzeln gebildeten ganzen Zahlen, dass jede nur auf
eine Weise in Primfaktoren zerlegt werden kann, ergibt sich aus dem Eu-
KLIDischen Verfahren zur Bestimmung der gemeinsamen Teiler zweier Zahlen,
wenn man dabei den unter [II] hergeleiteten Satz iiber die néchste ganze Zahl
zu einem beliebig vorgegebenen Bruch anwendet.

Dass dieselbe grundlegende Eigenschaft auch den aus fiinften Einheitswur-
zeln zusammengesetzten Zahlen zukommt, folgt daraus, dass der nach einer
ganz entsprechenden Regel wie in [II] gebildete Bruchrest entweder von m
oder aber von m multipliziert mit einer geeigneten Einheit £ so beschaffen
ist, dass er durch Subtraktion von der gegebenen Zahl mFE eine ganze Zahl
ergibt und dass seine Determinante die Einheit nicht tibersteigt. Die Einhei-
ten lassen sich aber, wie in [III] angedeutet, aus der Theorie der binéren
quadratischen Formen der Determinante 5 in Verbindung mit der Zerlegung
irgendeiner reellen Primzahl in vier Faktoren (zum Beispiel 11 = Det. (2+¢))
ableiten, namlich als Produkte der Potenzen von € und 1 + €.

SCHERING.
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Tafel des quadratischen Charakters

TAFEL
DES QUADRATISCHEN CHARAKTERS
DER PRIMZAHLEN VON 2 BIS 997 ALS RESTE
IN BEZUG

AUF DIE PRIMZAHLEN VON 3 BIS 503 ALS TEILER.
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5|7 [11[13]17]19]23[29]31[37[41[43]47[53]59

3 -1 1~ =1 1~ 3

5 - |- - ==l |- —| 5

7 - —= |- |-] |- 7
11 - |- - |-|- —|=|-| 1
13 —-l |-|- - |- 13
17 —|—|- —|=|=|-] 17
19 —== |-]-]- |- 19
23 - —=1=| |- [-] [-| 2
29 - - —-|- —|—| 29
31 - - — |-l |-] |-]3t
37 - —=1 |-|- 37
41 - B -4
43 —=1=1 =1 |-l |=]=|-|-|-] 43
47 - - —|=|-] a7
53 —|-|- — =l |-|-|-1-] 53
59 - —= |- - — = 59
61 - - |- - |- 61
67 —=l-1-] |- —| |-]| 67
71 - - =l |- |- 71
73 —-|- —-|- 73
79 - == |-1-] |- 79
83 - |- |-|-1-1-- —| 83
89 -1 |- |- -|- 89
97 - - —|-- 97
101 - —={=-l |-1-1 |-|- 101
103 S R i - - —|103
107 —=1 |=1-1-1 |=[-| |-|-]| |17
109 - |- - 109
113 —|- - |- —| |13
127 —|=-|- —=1- |- 127
131 —-1-1- —= |-|-]13
137 - |-|- - — |137
139 —-1-1- === |- 139
149 - —= |-|-|- — = |149
151 - 1= |=1=1 === |-|-]| [=]w1
157 —|--|- —|- - 157
163 —|=|-|-| |63
167 - - |-|- - 167
173 - —|=l=l-1-1-1- 173
179 - —|=l-] |-]- —|=| |-|1m9
181 S - - - |- — 181
191 - |-l |- - — 191
193 - |- - —|193
197 —={=| |-|-|-1-|=]-|197
199 - - S . —|=|=] |199
211 -1 |-1-1 |- —| [=|-|-]-]211
223 —=1 |=|=|=1=]=|=|=| |223
227 - —|-- —|—|—|—]|227

5|7 [11[13]17]19]23]29[31[37[41[43]47[53]59
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Tafel des quadratischen Charakters

61]67[71[73[79(83]89[97[101[103[107[109]113[127[131]137[139
3[=1= [=[- - - - - — 1 3
sl—| |=| |—| |- - - - -1 5
1 | -|-] |- S R e - 7
I R - - - - 11
13| — - - -] - S - - |13
17| |- |- - - — - 17
19| — - |- - — == 19
23 S - - - |- — | 23
29 |-|- - -] - — |29
31 | —|— S [ (U [ ) - 31
3l | —=|-|—] |- - - - B - V¢
41| — - |- B - S — | 4
43 |- = |-l=-1=1-]- - —| 43
arl = = |-|-1-1-]-1|- - 47
53 - - - - 53
59 - |- - - — | =159
61| — - - |- S U [ [ Q) N 61
67| |—|—|—| |-|- -] - - - 67
71 —=l-|-|- S U - 71
Bl—|—|-|=|=] |-]- — - - 73
o = |=|=|-|-|-]|- - 79
83| — - S R ) 83
89| |—|—|—|—| |-|- - - - — | 89
97| — —|=] |-|-|-]- S - 97
101 - |- S - - - - 101
103| — —= |- - - — | = —1103
107| — S - - - - 107
109 —| |[=|=| |-|-|- - - - - 109
13| — - |- S - — |113
27— |-|-|- - - I 127
131| — - - S e - - 131
137| — - S QR - — | = |137
139 =[] |—|-|- - — = =] =1]=1139
49| —|—| |- - - - | - 149
151 - - - — | = |151
157 | —|— - - S - 157
163|—| |- - - - 163
167| — —|- - - - 167
3| = =] |-|- - — | = |173
179 — | — |- - - — |179
181 |[—| |—|- - — | = |181
191 |- - - -] - 191
193] |- - |- - - - — = —1193
197| — - -] = S - - - 197
199| — - |- — - — |199
211 —=]=]= S [ [ e — | = |o11
223 - |-|- - - - — |223
227 S S 1y ey B - - — |227
61]67[71[73[79(83]89]97|101[103[ 107|109 113|127 |131]137[139
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Tafel II. Disquiss. Arithm. (Art. 99)

2[ 357 [11[13[17[19]23]29[31[37[41[43[47[53]59
29 == [=] [=|= “T =1 T=T T229
233|— S N ey 233
29| —|—|—| [-] |- - 239
241|—|—|— - - =] =]=]2a
21| === |=|=] [=| |-| |- 251
257 | — —|=1=l |-]-1- — |257
263 |— | — —=1= |- |-1-| [~ 263
269 - == - S i . R
11| —| |=|=|=] |- Y R - o
27| |—=| =] =] |-|-|- — =] |-]er7
281 —| |—|- - B - —| |=]-]281
283 S - —|- - — |283
293 - —|=1 =] |—=|—]293
307 —= |-l- - —| 307
311 —|—|—|—| |- —|=] 311
313[—|— —= |- |- 313
317 |- —| == |-| |-]-|317
331 - . - — = |33
337|——| |- |- ——]-]- 337
347| |- - - —| | =|-1347
349 |—|— —|=l=l-1-1-1- 349
353|— 1 =]=]=- N i 353
359 —[—|—| |—| |—| |- —=] |- 359
367|— - |- — === |-|-|—|367
33| (= |- |-|- B ) [ —|373
379 - - - 379
383|—|—| |- —=]=]-]- - 383
389 —=l=]=]-- - — (389
397| |- - —=|=]=1-] |-I- 397
401|—| |-|-]- - B R 401
409 | —|—[— - |- - —| 409
49| |—|-|-] |- —I=] |=]=|=|=] [-|419
21| |[—|-|-]-] |- - 421
431 —|—|=| |- - - — | =431
433 |- —|-|- . - —|— 433
39— |=|-|=|-| |-| |- —| 439
43| |- - —|=] |- |—]|443
449|—| |-|=]- - - —| =449
457 —|—| |- —=] |- - 457
461 - Y R —=] |=]-]461
463 |— - |- —|=| |—]|463
a7 |=| |- |=|-| |- —|=|—|—|-1467
479 | —|—[—|—| - - 479
487 — == |- —| |as7
a1 [—|-| |=|-]- S R 491
499 - —|- —|- 499
503|—|—| |—|-|— - —|—| |—]503
235 |7 [11[13]17]19]23]29]31 37|41 [43[47[53[59
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Tafel II. Disquiss. Arithm. (Art. 99)

61]67[71[73[79(83]89[97[101[103[107[109]113[127[131]137[139
29— [— T 1~ - 229
233 - - - S e - - 233
239 —|—| - - - - -]- 239
241|— |- —=l |- - — 241
251 |- |-|-|-]- - - - - 251
57— |—| |-|-| |- - — | — |257
263 | — |- - - - 263
29| —|—| |-|-| |-]|- - - |- 269
271 | — |- S . - — |27
2171 |—|—| |-|-1]- - - 277
281 - - — - 281
23— |=|-| |=|=-|-|-]- - - - 283
23— |—|—|-| |-] |- - - - 293
307 e e e e e 307
3t |—| |-|-|-]- - -]-1- — | = |31
313 - |-l-] |- - - — — | —|313
37| —|—| |-|-|-1|- - - - - 317
3Bl |- |-|-]- - - -]-1- — [331
337 - —| - - - |- 337
U7l —-|--| |-]- - -1-1-|- 347
a9 || |—| |- - — |349
353 | — - - |- - --1- 353
359 |- - - - - 359
67| |—| |-| |-|- - - = = 367
373 —= |-|- |- -]- - 373
379 — |- —= |-|-1-|- - — | = |37
383 |—|—|- - - - — |- |38
389 |- |-|- — - | - - 389
97 |—| |-|-|-] |- - - == 397
401 - |-|- - - - 401
409 - |- - - - — | = | - |409
419 —-|- - - — = | = |419
a1 |- - S QR U [ - - — |421
431 — - - — (431
433 - - - — | — |433
a9l |=-|-| |- - S - — | = |439
a3l —== |- |- - -]-1- — | = | - |443
449| — |- —|- - - - 449
a7 | =] | -|- - - - |- 457
461 —|—| |- - I — | = |461
a63|—|—| |—-|-| |-|- - - - - 463
467 - —|-- S e — | — |67
a9l —| | —|- —|- |- - — | = | = |479
a7l —|— |- |- |-]-1]- - - - — | — |487
ot —| |- |=|-] [-|- — S - — [491
499 |—| |- - -]-1- — === |499
53| — | —| |—-|-|-| |- - — 503
61[67[71[73[79(83]89[97[101[103[107|109| 113|127 [131]137[139
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Tafel II. Disquiss. Arithm. (Art. 99)

149[151[157[163[167[173]179[181]191[193[197 [199]211 [ 223 [227]229[233
3 —T=1T- - - —T=1- - 3
50 — | — S R —| - - 5
7| - | - - - S [ —~ -7
11 S - S P - - - 11
13 - S - - —| 13
1 [ [ - - - - 17
19| — - - - - — =119
23 - S R - - - - — |23
2| — | — S U - S - — 129
31| — - - - |- - - — |31
37| — | - | - - - - - |- — =37
41 - - - - 41
43 - - - - - 43
47| — - - - - 47
53] — - S [ (U [ [ 53
59 - |- - S - - 59
61| — - - - - - 61
67| — | - | - || -] - - - S R [ 67
71 - - - - - - - |- n
73| — - - S - 73
79 - - - - 79
83 - - S [ [ - 83
89 - S - - - - — |89
97 - - - S [ - |- 97
101 - S - - - I - — |101
103 — - - - - - 103
07| — | - - S [ - |- — |107
109 - - Y e I i - — |109
13| — - - - - - — |13
127| — - - — - H - - 127
131 - - - - - — |131
137 — S - - - - - 137
139 -] - I e 139
149| — - - - - 149
151 - - - - I i - 151
157 - - - = - — |157
163 - S R - - - - |- 163
167 - S [ I R g S - — | = |167
Y S U R Y R R - - — =] =173
179 — | — - - - - - 179
181 - - - — =] =1]=|1
191] — - S R I [ [ e 191
193 - - S U [ (U ) N - 193
197 - - Y e - — |197
199 - - - - - 199
211 - - - = - - - - 211
223 - - I ) e 223
227 —| - — - 227
149(151[157[163] 167|173 [ 179] 181[ 191|193 [ 197 199|211 [223 | 227|229 233
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Tafel II. Disquiss. Arithm. (Art. 99)

239|241|251|257|263|269|271|277|281|283|293 (307|311 {313 |317|331|337

~ ot w
|
|
|
|
|
|
|
|
~ ot w

53 | — - - - S - - - 53

61| — | — - -]-1- - |- - 61

101 — - - |- - - 101
103| — - S - — |103
07| - | = | - - - - |- - — | = |107
109| — - - S - - 109
ml - - -- - - =] =] =]=1]=1113
127 - S R 127
131 — S N A - - |- - — |131
137 - S [ - |- — [137
139| — S - - - - 139
149 - - - - - — =] =149
151 — | — | = - S I - 151
157| — - S R S P - 157
163 - — - - — 163
167| — - - S [ - - — [167
173 S R [ =] =]=]=1|173
179| — - — 179
181 - |- - - |- - - |- — |181
91 — | — | = S U U U N (U - 191
193] — | — - - - - — =] =193
197 — - - - |- - 197
199 — S R I g - - |- - 199
211 - N - = S [ — | = |21t
23] — | — | = | = S - 223
227| — - |- - - — | =] =227

239|241|251|257(263|269|271|277|281|283|293 (307|311 {313 |317|331|337
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Tafel II. Disquiss. Arithm. (Art. 99)

149[151[157[163[167[173]179[181]191[193[197 [199]211 [ 223 [227]229[233
29 — | — 1= - - — =229
233 - - - - - — | —|233
239 - - - - - 239
241 - I e - - — | =241
251 — S e - - - - — |251
257 - — S ) ) e 257
263 — | — | — S - - — |263
29| — | — - - - | - — |269
271 - - - - - - —|=|2n
277 - - - - 277
281 — -] - - - - - 281
283 - -] - - - - |- - — |283
203| — - = -]-1- — | —|293
307| — - |- - - —| =] =]~ [307
311 - - - | - - - - 311
313 -] - — — - - 313
317| — - S U - - - - 317
331| — - -]1-- - - — 331
337| — - =-]-1- - - —| =] - |337
347| — - - - - - |- - 347
349 - - - - - - — |349
353 - - - - - - — |353
359 — | — - |- - — | —|359
367 — | — - — | = — | = - |- 367
373 - - |- - 373
379 — | — -] - = - - - 379
383| — - - - -] - 383
389 - |- - - - | - 389
397 - - =-1-1- - - 397
401] — | — I - - - 401
409 - - - == - - 409
419 — | — | - - - - 419
421 — - - - - - - 421
31— | -] -] - - - - - -] - 431
433 - - - S ) — | — |433
439 - - S - 439
43| — | — - - - - - — | = | - |443
449 - S U ) [ e - - 449
457 - -] - - - — | = | - |457
461 I I - - -]- 461
463| — S U [ () g - - 463
467 — | — | - | - - - - - —| = | = | - [467
479 - I e - - - - — |479
487 - - - --]- 487
491 - - - - - S T
499 - - - S - — [499
503 - —| - - — | —|503
149(151[157[163] 167|173 [179] 181[ 191193197 199|211 [223 | 227] 229|233

400



Tafel II. Disquiss. Arithm. (Art. 99)

239[241]251[257[263]269]271[277[281[283[293[307 [311]313[317[331] 337
229 - 1= —T=1= — 1229
233 - - S e - == — | —|233
29| — | — ||| —-|—-]- S [ [ [ — [239
41| — | = | = | = S P - — | = |oa1
251 - - - - — =] =251
257 — | — - - -] - - 257
263 S - - — = =] =]=-]23
269| — - S [ - - 269
271 - - - S [ 271
277 - - = S [ [ [ 277
281 - - S R [ — =] =1]=es1
283 S [ R g - -|-]-1- - — [283
293| — - S R S [ - |- 293
307 -] - - - S [ (U (U [ 307
311 - — =] =]=1]=311
313 - - - - — == =]=]=1313
317 == — =] =]=]=]=1=1]- 317
331 — | — - - S - —| =331
37| — | — | — - - - - |- — | = [337
347 S - S [ R - 347
349| — | — === S [ [ - — [349
353 ==l =]=]=]=1]= — | =] =353
359 - - - - -] - 359
367 - S R R - 367
373| — - |- - - — |373
379| — S - S R S - — | = |37
383 - - - - N - 383
389| — - — - |- - - — | —[389
397 - S - - 397
01| — | — S - S U — | = |401
409| — - - S e — [409
419 S - - - - — |419
41| - | - - S N - S - — |421
431 - - - - — [431
433 - - I - - — | — |433
439 - - - S - - - 439
443 — — - S [ - 443
449 - S R - — | = |449
457| — | — - - - S [ - 457
461 - - - S - 461
463| — - - - - - - — |463
467 — | — | — - - - - 467
479 I i - - - - - - 479
487 - S R e S [ — |487
91| — | — S I - - - 491
499| — S - - - - - — | =] = |499
503 - | - - S - 503
239|241 [ 251257263269 271|277 281 283]293[307(311[313[317[331[337

401



Tafel II. Disquiss. Arithm. (Art. 99)

3471349(353(359(367|373|379|383|389|397|401|409|419 (421|431 (433|439

~ ot w
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
~ ot w

53| — - - —| =] =153

101 SN [ R R - - 101
103| — B (U S [ (S [ 103
107 - - - — = — |107
109 — | = | = - = — === |9
13] — - - B - f — |13
127 - - B I _ S 127
131 - - S - - B — |31
137 — SN (U R N R = — | = |137
139 — | — — - — _ _ 139
149] — S S - B O 149
151 = | = - S — |51
157 — | — | = - - - 157
163| — SN [ R R - B (U — |163
167 B (U - - S [ R N 167
173| — — - S (U R (N - - 173
179 — B (U SN (U (N R N — | = 179
il —|—|=|=]=]= - - - 181
o1 — | = | = - - . S U 191
193 _ S (U _ 193
197/ — - - == — = 197
199 _ — - B (U 199
21| — - S - — = 211
23| — | — | = | = | = _ - _ - - 223
27| — | — - B — {227

3471349(353(359(367|373|379|383[389|397|401|409|419 (421|431 (433|439
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Tafel II. Disquiss. Arithm. (Art. 99)

443|449 (457|461 |463 | 467|479 487491 (499|503 |509 521 523 | 541|547 | 557

~ ot w
|
|
|
|
|
|
|
|
~ ot w

53 | — - - - - -1-1- 53

101 - - |- - |- - — {101
103 - - - - - S [ 103
107 S R - |- - 107
109| — S [ N g - - - |- — 109
13| — I - S [ — | =113
127 - | - | - - - S P | — |127
131 - - - — |131
137 — | — - S - - — === w7
139 S - S — |139
149| — - - — | = |149
151 S I S - - S - 151
157 S - - - —| = |157
163 - |- - - - — - 163
167 - - - - S - — |167
173 S - |- S - — |173
179] — i S [ - — |179
181 — | — - S R e - - — | = |181
191 S U U U O —|=-1]-= 191
193 - - Y - - 193
197 — | — | - B R - — |197
199 — | — S i S [ 199
211 — - - = - =]=]=]=1]= 211
223| — S - - - - - 223
227 S P B - - - |- — |227

443|449 (457|461 |463 | 467|479 487491 (499|503 |509 | 521 523 | 541 | 547 | 557
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Tafel II. Disquiss. Arithm. (Art. 99)

347349 353[359[367]373[ 379 383[ 389397 [401 [409[419[421 [431 [433]439
229] — —T=T= - —T=1= S R [ [ TS
233 I - - 233
239| — | — S - - S [ [ ) — [239
21| — | — - - - - 241
251 - - - 251
257 - - - |- - - 257
263 - - - - - — |263
29| — | — | — - - — | = |269
271 I i - - - - - - - 271
277| — - - S R e N - 277
WL — | = | =] =] = - - S I — |281
23| — | — | — S U - - - - 283
203 — | — | — Y - - 293
307 — | — | — - - - S [ [ ) 307
311] — N - - = Y [ - — [311
313 - — S e - - - - 313
317 - - - - - 317
331| — - - - - - - - 331
337 -] - S - - S [ [ (U [ [ 337
347| — - - — 347
349 - - - - - 349
353 - |- S - |- — [353
359 - - S - - |- — | =] =359
367| — - - - - — | =] =367
373 - S - S [ [ — |373
379| — - - - - - 379
383 - - === =] =]=1]=383
389| — - - - - |- - |- 389
397 - - - - S — | =] =397
401 I S U ) [ - 401
409 - - - S [ (U [ [ — | — |409
419| — | — - - S [ - — |419
421| — - - - S - - - 421
431] — - - - S
433 - S R P (U [ — =] =] =433
439] — - - - - - — | —|439
443 — | — S - - - |- 443
49| — | — - - - - — | =] =]~ |49
457| — | — - - - S [ [ [ — | = |457
461 — I - - - — |461
463 I e - - - - — |463
467 - - - - - 467
479 - - - - 479
487 S - - - — | =] = |487
491 - - - I - 491
499 - - S - — | =] =] - [499
503 == =]=]=]- - — 503
347[349[353[359[367|373[379|383[389(397|401|409]419]421]431]433]439

404



Tafel II. Disquiss. Arithm. (Art. 99)

443[449]457[461[463]467[479[487[491[499[503 509 [521[523 541 [547[557
20 — | = | = [ = [ == - i - — 1229
233| — - - | - S - - — | —|233
239| — — S - - - - 239
241 - S N [ - - — |241
251] — | — - - - I - 251
257 - - S - 257
263 - S U - — |263
269 - |- - - 269
271 - - - |- S I - 271
277 S R R R e — | =] =27
281] — - S I - — |281
283| — - S - - - - 283
203| — | — — - S [ [ ) - 293
307 - - - - - — === 307
311 - - = S [ - |- 311
313 - — - - S U [ e 313
317 - - - |- - —| = |317
331 I e — - - 331
337 - - - - - — [337
347 === =]=]=]=]=1]= - |- 347
9| — | — | — - - - - - 349
353 - - |- - 353
359 S - S QR - == =]=]=1]=135
367 - - S R P - — [367
373| — =] =]=]=]= - - — |373
379 — | — S - - S - — [379
383 - = - |- - - — [383
389| — - - - - |- — 1389
397 - - - - S - — [397
401 - S [ U [ — =] =401
409 — | — | - - - - - 409
419 - - - - - - 419
421 S - - - - |- - 421
431 — | — S R e - - S R 431
433 - - - - - - - - 433
439 — | —| - | - - - - - - 439
443| — - — - - - — |443
449 S - - - - - B - 449
a7 — | = | = | = | - - |- - - — |457
461 - - - - B - — |461
463 — | — | — S R - — =] =] =1]-463
67| — | — - - - - - — |467
479 S U [ [ R N [ - 479
487| — I - - = - - — | = |487
491 S R I - - - 491
499 - - - S e - - - 499
503| — - — == — | —|503
143]449] 457|461 463]467]479] 487|491 499503509521 523|541 | 547|557
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Tafel II. Disquiss. Arithm. (Art. 99)

563[569[571]577[587]593[599[601[607]613]617]619]631]641]643]647]653
3 i —T=1= 1= - 3
5 - |- - S - 5
7 S - - - - - |- -7
11 - - ==l =]=]=]=-]1u
Bl -|-|- N - — =113
17— | - S U [ - - - 17
19 S R S [ [ S R T
23 S R R R R — =123
29 - - |- - - - - 29
31| — - - = - - — |31
37 - S - S I - - 37
41 - - - =-]=]=1-= - 41
43| — | - - S [ - 43
47 - - S [ =] =47
53 S R e - - —|=]=153
59 - -] - - S [ [ I U [ T
61| — | — | — N - 61
67 - S [ [ - 67
71 S [ I - |- N - 71
73 - - - - — — |73
9 — | - | - - - - - |- — |79
83| — - - - |- 83
89 - S S P - 89
97 - - S [ - - |- 97
101 — | — S - S - - |- - — |101
103 - - - S U [ 103
107 S R - - — |107
109 - - - — | = |109
ugl — | - - - - — | =113
127 - S - - - — |127
11— | - S - B - - - — | = |131
137| — — S [ - — | = |137
139 — | — - - I e - - 139
149| — N - - - == 149
151 — | = | = | = - - — =] ==
157 - - - - S e - — | = |57
163| — - - - — — | —|163
167| — - - - - - — |167
173 - - - S - 173
179 - S ) [ ) — | =] = |179
181 — - - - |- - 181
191 - B - S - - - |191
193] — S - - - 193
197 — | — - —l=]=]=]=1- — |197
199] — S ) [ e — | =] = [199
211 - - = - — | = |21t
223 - - - S - 223
227| — - |- - - - - 227
563[569|571]577(587]593[599]601[607]613]617]619]631]641]643]647]653

406



Tafel II. Disquiss. Arithm. (Art. 99)

659]661[673[677[683[691[701[709]719]727]733]739]743[751]757] 761
3 1= - - —T=1- 1= 3
50 — | — S QR [ - - -1 5
7| — - - - S P - 7
1 - - S N S - 11
13| — - - - |- - 13
17— | - - S I =]
19 ==l =]=]=1]= =119
23 - - - - - — |23
29 B - S [ U A — 129
31 — | — N - - - 31
37| — - - - S P [ - — |37
41 - - - S [ — |4
43| — | - - S P 43
ar| - | - - B - - |- — |47
53 - - - |- I - 53
59 - - — - |- - — =159
61| — - = S [ - 61
67| — - - - |- — |67
71| — - - - 71
.1 [ [ Y [ - 73
79 - |- Y [ =] =]=1]m
83| — - S - S [ - |- 83
89| — - - - —=]=189
97 S R R I R - - - |- 97
101 S QR - - — |101
103 — - - - - - - - 103
107 - S R - - - |107
109 — | — — - - - 109
113 - - N - — |113
127 S I S S - - 127
131 — S N - - - 131
137 - - - — | = |137
139 -] - — - - - — |139
149 — - - - = - - — |149
151 — - S - - - - 151
157 — | — - - S I e - 157
163 S - S S - 163
167 - - - - — | = |67
173 — | - S R e S [ [ [ 173
179 - — - - - - — |179
181 — - —l=]=1=1-= — =] =181
191 — S - S P - - - 191
193 - - - - 193
197 - - S [ - 197
199 — | — S U [ [ Q) N - 199
211 - - - - 211
223| — S R - S [ S - 223
27| — | — | — - - S 227
659661 ]673]677]683]691]701]709]719]727]733]739]743]751| 757|761

407



Tafel II. Disquiss. Arithm. (Art. 99)

563[569[571]577[587]593[599[601[607]613]617]619]631]641]643]647]653
229 - 1= - — =1 =1=1= 229
233 - - S - —| =] -1]-|233
29 — | — | | -] - - - S P - 239
21| — | — B - - 241
251 S [ I ) - - - 251
257| — - - - - - —| =] = |27
263| — | — - - - | - - - - 263
269| — S - Y [ [ — 1269
271 - |- - S I 271
277| — - - - - |- - 277
281 — | — | — - S - S [ U I 281
283| — - - - - - 283
293 S QR - - - |- — =] =] =293
307 — | — | — - - - - — [307
311] — - - = - - 311
313 - S U [ [ ) I [ - — |313
317 == - - - 317
331 — | — - I e - - 331
337| — - S - - - — | = [337
347 S - - - - — | =] = |37
349| — - - S e - - — | —|349
353 - - - - - 353
359| — - - - - - — | — 359
367 — | — | — | —| -] — - - S [ 367
373 S - - - - — |373
379 - - - - - 379
383 - - - - I 383
389 - - - - - — 1389
397 - S R - — | =] =397
401| — S - S P - - — l401
409 — | — | - - - - - 409
419| — - - - - 419
421| — - - - |- S - — |421
431 — | — - - |- - - 431
433 - - I - 433
439 - - S - - - - 439
443 — | — — — Y [ - |- - 443
449| — - |- - - — | =] = |449
457 - S - - - - — |457
461| — - S N - - 461
463| — S QR R I R S [ [ — |463
467 - - - - -1- — |467
a9 — | - -] -] - S R - - - - 479
a87| — | - | - - - S [ [ [ — |487
491 - - - S - 491
499| — | — - - S QR ) [ g 499
503 - - S - |- — | —|503
563[569|571|577|587]593]599]601]607|613]617|619]631|641|643]647|653

408



Tafel II. Disquiss. Arithm. (Art. 99)

659[661]673[677[683]691[701[709]719]727[733[739[743[751 757761
229 i —T=T= - —T=1= 229
233 - - S e - - —| =] - |233
239 — - S [ [ — =] =123
241| — - - S [ [ [ 241
251 N N S R 251
257 - - S - 257
263| — -] - - - - — |263
269| — - S - 269
271 - - S P — lom1
277 - N - - — | = |27
281 - - S - - - 281
283| — | — - - - - - - — |283
293| — S - S R R - 293
307 S R [ S [ - 307
311 - - - - |- — | = [311
33| — | — - - - - -]- 313
317| — =l =]=1]= - - |- - 317
331 — - - I ) ) 331
337 S P [ - - 337
347 - |- S [ — — 347
349 - - — - - - - 349
353| — S R - 353
359 — | — - S - - - 359
367| — - - - 367
373| — - S - S - S - 373
379| — - - - - - |- 379
383 — | — - Y [ - — [383
389 — | — S [ [ R g - - — 1389
397 - - S e - — | =] =397
401 - - S S - — | =] =401
409| — - - - - 409
419| — - - - - |- — |419
421 S I S I — | = |421
431 — | = | = | = N - — =] = |43
433 —l==|=]=|=]=1]-|43
439 — | — | - - - - |- - 439
443 - - — | =] =] = |443
449 S I - |- — | = |449
457 N - - — = =] == a7
461| — B - === S - 461
463| — - S R [ [ [ e — |463
467 — - - - e 467
479 — - - - - - - 479
487 S R R R e — | =] =] = |a87
491| — - - - - - 491
499 - -] - - - 499
503 — | — | — —| - - |- - — |503
659|661 |673]677(683[691|701|709|719]727|733]739]743]751| 757|761

409



Tafel II. Disquiss. Arithm. (Art. 99)

769 |773|787| 797|809 |811|821|823|827 (829|839 (853|857 859|863 |877|881

~ ot w
|
|
|
|
|
|
|
|
~ ot w

53 - - - === 53

101 - - - S [ [ 101
103 S - - Y [ 103
107 - - - - — |107
109 S - S - — | =] =109
ml - | = | - - N - - 113
127 S [ U I - - 127
131 — - |- B - S [ - |- 131
137 — - S - - - — [137
139 - - - - |- — 139
49| — | - | - - - - S R 149
151 S U —l=]=]=1= 151
157 — | — - - - - - 157
163 S - — S [ - 163
167 - S QR P | - 167
13— | = | - S - - |- - — |173
179 - S - - - - |- 179
181 — | — - - - S [ [ 181
91 — | — | = - - S - |191
193] — | — - - - S [ — 1193
197 — | - | = | = - S [ [ [ — |197
199 — -] - - S [ (U (U [ - 199
211 — - N - |- - - - — |211
223| — - - - — |223
227 - - - |- - |- 227

769|773 | 787| 797|809 |811|821|823|827|829|839 853|857 (859|863 |877|881

410



Tafel II. Disquiss. Arithm. (Art. 99)

883[887[907[911[919[929[937[941[947[953[967[971[977[983[991[997
3 = - - - - — =13
5 S - - - - 5
7| — S - S [ — - 7
1l - - |- - - S R P 11
Bl-|-|-|-|- - - - — =113
17| - - - S U | 17
19] — S - - — 119
23| — | — - - - — =123
2| — S [ [ - - - 29
31 - — - - - — |31
37 - S - - - - 37
41 S - S - 41
43| — - - S - S U 43
47| — - |- - B - - - - 47
53 - =l =]=]=]=1]= —=]=153
59| — - - |- - — | 59
61 S R e S [ - 61
67 S - S [ [ ) — |67
71 - S S -7
73 — Y Y — |73
79 S R | - - Y [ — |79
83 - |- - - - S R P
89 - |- - - S - — |89
97 - - - — | o7
101 - - - - — | = |101
103 — | - | — - - - I - 103
07| — - = - - - |107
109 - - - - — |109
113 S - |- - 113
127| — S I - - S U 127
131 S B - - - — | = |131
137 — | — S - — — | = |137
139| — — - - - - — |139
149 - N - = - — |149
151 — S - - - — | = |151
157 - - - - - |- - - 157
163 - - = - |- 163
167| — S e - - — |167
173 - S - - - — =] =173
179 I e - S e I - 179
181 - === 181
191 - - S - - 191
193 ===l =]=|=]=]=]-1- — 1193
197 - 197
199 I I - — — |199
211 - - S [ - 211
223 S I - S — |223
227 =] =]=1]= - =-]=-1- — |227
883[887[907[911[919[929[937[941[947(953[967]971]977[983[991[997

411



Tafel II. Disquiss. Arithm. (Art. 99)

769[773]787[797[809] 811821 [823]827[829[839 [853]857[859 863877 [ 881
229] — - - i 229
233 - I - - | - — | —|233
239 - - - - - - 239
241 S - - - |- - — | = |oa1
251] — | — - = - - - I - 251
57| — | - | - | - - - |- - - 257
263| — - S R — =] =] =]=]=1]-1263
29| — | — | — S QR R S - 269
271 - S N [ - |- S N N 16
277| — - - - - - 277
281 B - - —l==]=]=]=]=]=1]= 281
283| — | — |- - - - - 283
293 - S R S - - 293
307| — - - - - 307
311] — N - - - |- 311
3| — | — | - | - — — - — — |313
317| — - - - - - — |317
331 - - === ]=-]-1]- — | = [331
337| — - |- S R S [ - 337
347| — — S [ R - S - 347
349 - - - - - 349
353 S - - S I 353
39| — | — | = | = | — S - - 359
367 - |- S - - - - 367
373 S R [ - - S [ [ - 373
379 -] - - - S - 379
383 — | — | = | = | - - S [ - 383
389 — | — | — | — - S QR P 389
397| — - S R e — === 397
401 - S I - S U 401
409| — | — - S - - - 409
419 - - - - - — =] =] =419
421 S [ U I - S [ U U I 421
431 — | — - - - — =] = |43
433 - S QU ) [ - - 433
439 - - - - - - 439
443 - - - - |- - — |443
a9 — | = | = |=|=-|-1]- S [ [ [ 449
457 - - - I - 457
461| — S I - S R N PTG
463| — -] - - - - - — |463
467 - S e - - 467
479 - - - - - - 479
87| — | — S R R R e - — |487
491 - S - - S - 491
499 — - - - - - — [499
503 - - - — == — [503
769|773 [ 787|797 809|811 [821 823|827 829|839 853857859 863|877 881

412



Tafel II. Disquiss. Arithm. (Art. 99)

883[887]907[911[919]929[937[941[947[953[967 [971[977]983[991 [997
229] — —T=T= - —T=1=1= =229
233| — - - - | - - 233
239| — | — - - - - - 239
21| — | — S - - - - 241
251 - - - - 251
257 I - - - - - — |257
263 - - - - - — |263
269 - |- S - — 1269
71| — | — - |- S [ N [ [ [ [ e 271
277| — - — - S [ - - 277
281] — - - - S - - 281
283| — | — - - - - 283
293| — - - - - - 293
307 — | — | — - - - - — | =] =307
311 - - S R e - — [311
313 - - S I - S U [ e e RIE
317 N - = - - - 317
331 - - - - — | =331
337| — - - - - - - — [337
347 - S - — - |- 347
349| — SN N R R [ [ [ [ [ - 349
353 — | — | — S R Y [ [ [ 353
359 — | — - - - |- - - 359
367| — - - - - 367
373| — - - |- — |373
379 — | — | — S - - - S - — [379
383 - - - = - - - |- 383
389 S - - - - - - |- 389
397 - - - 397
401| — - B S U — l401
409 - - - - - - - — [409
a9 — | - |- -] -] - - - - |- 419
421 - - S - - - — | = |421
431 S R - - N — |431
433] — - - - - I - 433
439 — | — | - - - - - - - 439
443 — - Y I — | — |443
449 - |- - - |- — | = |449
457 N - - - |- 457
461| — S - - 461
463 - - - | - - - 463
467 S [ ) ) - - — |467
479 S e - - - - 479
487 - - - - - - - 487
491 - B - - |- — =] =491
499| — - - - - - - 499
503| — | — - - - - |- - 503
883[887[907[911[919[929[937[941[947(953[967(971[977[983[991[997

413



TAFEL

ZUR UMWANDLUNG

GEWOHNLICHER BRUCHE MIT NENNERN AUS
DEM ERSTEN TAUSEND

IN DEZIMALBRUCHE.



Umwandlung gewohnlicher Briiche in Dezimalbriiche

—_
~—

..6;(0)..3

.. 428571

.2;(2)..4;(3)..8;(4)..7; (5)..5; (0)..1
..81;(2)..63; (3)..27; (4)..54; (0)..90

.. 615384; (0) .. 769230

.. 5882352941 176470

..5263157894 73684210

.. 4347826086 9565217391 30

.. 740; (2)..481; (3)..962; (4)..925; (5)..851; (0)..370
.. 3448275862 0689655172 41379310

.. 4838709677 41935; (0) .. 3225806451 61290

..351; (2)..756; (3)..783; (4)..918; (5)..594; (6)..972;
..864; (8)..324; (9)..621; (10)..108; (11)..540; (0)..270
.. 46341; (2)..78048; (3)..68292; (4)..09756; (5)..58536;
..51219; (7)..07317; (0).. 24390

.. 5116279069 7674418604 6; (0) .. 2325581395 3488372093 0
.. 2127659574 4680851063 8297872340 4255319148 936170

.. 2040816326 5306122448 9795918367 3469387755 10

..9056603773 584; (2)..5471698113 207; (3)..2264150943 396;
.. 1886792452 830

.. 1694915254 2472881355 9322033898 3050847457 6271186440
796610

) .. 1639344262 2950819672 1311475409 8360655737 7049180327
8688524590

67 (1)..7910447761 1940298507 4626865671 641; (0)..1492537313
4328358208 9552238805 970

71 (1)..7323943661 9718309859 1549295774 64788; (0) .. 1408450704
2253521126 7605633802 81690

73 (1)..68493150; (2)..42465753; (3)..12328767; (4)..61643835;

—_ = =
_ O g W

o = R~ o

— N N N N

[u—
(aw]
~—

[\)

[\]
O© J W © 3 W
—_
N

IS W W N

— ENE
o N N e e I N N N N N N T N N
SRk N~ ~ O (=)
N e N e N S~—

1N
—~
—_
N—

1N
—~
—_
N—

ot U
Ne) W © N W
A~~~ N/~
o O = O
S— N N N

=
3

61

—

(5)..08219178; (6)..41095890 (7)..05479452; (8)..27397260;
(0) .. 13698630
79 (1)..6708860759 493; (2) .. 4556962025 316; (3) .. 2151898734 177;
(4) .. 2405063291 139; (5) .. 9746835443 037; (0) .. 1265822784 810
81 (1)..358024691; (2)..938271604; (3)..320987654; (4)..530864197;
(5)..839506172; (0).. 123456790
83 (1)..0240963855 4216867469 8795180722 8915662650 6;
(0)..1204819277 1084337349 3975903614 4578313253 0

415



Umwandlung gewohnlicher Briiche in Dezimalbriiche

89

97

101

103

107

109

113

121

127

131

137

139

149

(1)..3707865168 5393258426 9662921348 3146067415 7303;
(0) .. 1123595505 6179775280 8988764044 9438202247 1910
(0)..1030927835 0515463917 5257731958 7628865979 3814432989

6907216494 8453608247 4226804123 7113402061 855670

1)..1980; (2)..3960; (3)..7920; (4)..5841; (5)..1683; (6)..3366;
7)..6732; (8)..3465; (9)..6930; (10)..3861; (11)..7722;
12)..5445; (13)..0891; (14)..1782; (15)..3564; (16)..7128;
17)..4257; (18)..8514; (19)..7029; (20)..4059; (21)..8118;
22)..6237; (23)..2475; (24)..4950; (0)..0990

) .. 5825242718 4466019417 4757281553 3980; (2) .. 4951456310
6796116504 8543689320 3883 (0) .. 0970873786 4077669902
9126213592 2330

(1)..8878504672 8971962616 8224299065 4205607476 6355140186 915
(0) ..0934579439 2523364485 9813084112 1495327102 8037383177 570

(0)..0917431192 6605504587 1559633027 5229357798 1651376146
7889908256 8807339449 5412844036 6972477064 2201834862 38532110

(0) .. 0884955752 2123893805 3097345132 7433628318 5840707964
6017699115 0442477876 1061946902 6548672566 3716814159
2920353982 30

1)..8925619834 7107438016 52; (2)..2396694214 8760330578 51;
.. 3884297520 6611570247 93; (4) .. 5950413223 1404958677 68;
.. 0826446280 9917355371 90;

(

(3)

(0)

(1)... 3464566929 1338582677 1653543307 0866141732 28;
(2)

(0)

(
(
(
(
(
(1

.. 7244094488 1889763779 5275590551 1811023622 04;
.. 0787401574 8031496062 9921259842 5196850393 70

(0)..0763358778 6259541984 7328244274 8091603053 4351145038
1679389312 9770992366 4122137404 5801526717 5572519083
9694656488 5496183206 1068702290

1)..87591240; (2)..51094890; (3)..13138686; (4)..57664233;
5)..91970802; (6)..03649635; (7). .43795620; (8)..25547445;
9)..06569343; (10)..78832116; (11)..45985401; (12)..51824817;
13)..21897810; (14)..62773722; (15)..53284671; (16)..39416058;
). 07299270

1)..6187050359 7122302158 2733812949 6402877697 841726

)

)

..9208633093 5251798561 1510791366 9064748201 438848;
.. 0719424460 4316546762 5899280575 5395683453 237410

(0)..0671140939 5973154362 4161073825 5033557046 9798657718
1208053691 2751677852 3489932885 9060402684 5637583892
6174496644 2953020134 2281879194 6308724832 21476510
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Umwandlung gewohnlicher Briiche in Dezimalbriiche

151

157

163

167

169

173

179

181

191

193

197

(1)..5496688741 7218543046 3576158940 3973509933 7748344370
8609271523 1788079470 19867 (0) .. 0662251655 6291390728
4768211920 5298013245 0331125827 8145695364 2384105960 26490

(1)..1464968152 8662420382 1656050955 4140127388 5350318471
3375796178 3439490445 85987261 (0) .. 0636942675 1592356687
8980891719 7452229299 3630573248 4076433121 0191082802 54777070

(1)..2944785276 0736196319 0184049079 7546012269 9386503067
4846625766 8711656441 7177914110 4 (0) .. 0613496932 5153374233
1288343558 2822085889 5705521472 3926380368 0981595092
0245398773 0

(0) .. 0598802395 2095808383 2335329341 3173652694 6107784431
1377245508 9820359281 4371257485 0299401197 6047904191
6167664670 6586826347 3053892215 5688622754 4910179640
7185628742 514970

(1)..1065088757 3964497041 4201183431 9526627218 9349112426
0355029585 7988165680 47337278 (0) .. 0591715976 3313609467
4556213017 7514792899 4082840236 6863905325 4437869822 48520710

(1)..7398843930 6358381502 8901734104 0462427745 664;
(2)..6705202312 1387283236 9942196531 7919075144 508;
(3) ..9826589595 3757225433 5260115606 9364161849 710;
(0)..0578034682 0809248554 9132947976 8786127167 630

(0) .. 0558659217 8770949720 6703910614 5251396648 0446927374
3016759776 5363128491 6201117318 4357541899 4413407821
2290502793 2960893854 7486033519 5530726256 9832402234
6368715083 7988826815 64245810

(0) ..0552486187 8453038674 0331491712 7071823204 4198895027
6243093922 6519337016 5745856353 5911602209 9447513812
1546961325 9668508287 2928176795 5801104972 3756906077
3480662983 4254143646 4088397790

(1)..2198952879 5811518324 6073298429 3193717277 4869109947
6439790575 9162303664 9214659685 8638743455 49738;

(0) .. 0523560209 4240837696 3350785340 3141361256 5445026178
0104712041 8848167539 2670157068 0628272251 30890
(0)..0518134715 0259067357 5129533678 7564766839 3782383419
6891191709 8445595854 9222797927 4611398963 7305699481
8652849740 9326424870 4663212435 2331606217 6165803108
8082901554 4041450777 2020725388 6010362694 30
(1)..7055837563 4517766497 4619289340 1015228426 3959390862
9441624365 4822335025 3807106598 9847715736 04060913;
(0)..0507614213 1979695431 4720812182 7411167512 6903553299
4923857868 0203045685 2791878172 5888324873 09644670
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Umwandlung gewohnlicher Briiche in Dezimalbriiche

199

211

223

227

229

233

239

(1)..3819095477 3869346733 6683417085 4271356783 9195979899
4974874371 8592964824 1206030150 7537688442 211055276
(0) ..0502512562 8140703517 5879396984 9246231155 7788944723
6180904522 6130653266 3316582914 5728643216 080402010

(1)..3317535545 0236966824 6445497630; (2) ..3222748815
1658767772 5118483412; (3)..2559241706 1611374407 5829383886;
(4)..7914691943 1279620853 0805687203; (5) .. 5402843601
8957345971 5639810426; (6) .. 7819905213 2701421800 9478672985;
(0) ..0473933649 2890995260 6635071090

(0) .. 0448430493 2735426008 9686098654 7085201793 7219730941
7040358744 3946188340 8071748878 9237668161 4349775784
7533632286 9955156950 6726457399 1031390134 5291479820
6278026905 8295964125 5605381165 9192825112 1076233183
8565022421 5246636771 30

(1)..1806167400 8810572687 2246696035 2422907488 9867841409
6916299559 4713656387 6651982378 8546255506 6079295154
1850220264 317; (0) .. 0440528634 3612334801 7621145374
4493392070 4845814977 9735682819 3832599118 9427312775
3303964757 7092511013 2158590308 370

(0) .. 0436681222 7074235807 8602620087 3362445414 8471615720
5240174672 4890829694 3231441048 0349344978 1659388646
2882096069 8689956331 8777292576 4192139737 9912663755
4585152838 4279475982 5327510917 0305676855 8951965065
5021834061 1353711790 39301310

(0) .. 0429184549 3562231759 6566523605 1502145922 7467811158
7982832618 0257510729 6137339055 7959914163 0901287553
6480686695 2789799570 8154506437 7682403433 4763948497
8540772532 1888412017 1673819742 4892703862 6609442060
0858369098 7124463519 3133047210 30

1)..4644351; (2)..2552301; (3)..9330543; (4) .. 6569037;

(

(5)..9916317; (6)..7071129; (7)..7489539; (8)..2133891;
(9)..4686192; (10)..4016736; (11)..0585774; (12)..0502092;
(13)..7573221; (14)..5062761; (15)..7196652; (16)..1882845;
(17)..5899581; (18)..6485355; (19)..6987447; (20) .. 4560669;
(21)..9623430; (22) .. 6820083; (23) .. 8702028: (24) .. 4602510;
(25)..1087866; (26)..8075313; (27)..2635983; (28)..2259414;
(29)..9079497; (30) ..7782426; (31)..2384937; (32)..3472803;
(33)..1548117; (0)..0418410

418



Umwandlung gewohnlicher Briiche in Dezimalbriiche

241 (1)..5809128630 7053941908 7136929460; (2) .. 1327800829
8755186721 9917012448; (3) .. 8589211618 2572614107 8838174273;
(4) ..0248962655 6016597510 3734439834; (5) .. 3485477178
4232365145 2282157676; (6) .. 8796680497 9253112033 1950207468,;
(7)..3153526970 9543568464 7302904564; (0) ..0414937759
3360995850 6224066390

243 (1)..6748971193 4156378600 8230452; (3) ..8683127572 0164609053
4979423; (3)..4403292181 0699588477 3662551; (4) ..6213991769
5473251028 8065843; (5) .. 3909465020 5761316872 4279835;
(0)..0411522633 7448559670 7818930

251 (1)..4223107569 7211155378 4860557768 9243027888 4462151394;
(2)..8764940239 0438247011 9521912350 5976095617 5298804780;
(3)..2908366533 8645418326 6932270916 3346613545 8167330677,
(4) ..2828685258 9641434262 9482071713 1474103585 6573705179;
(0)

.. 0398406374 5019920318 7250996015 9362549800 7968127490

257 (0)..0389105058 3657587548 6381322957 1984435797 6653696498
0544747081 7120622568 0933852140 0778210116 7315175097
2762645914 3968871595 3307392996 1089494163 4241245136
1867704280 1556420233 4630350194 5525291828 7937743190
6614785992 2178988326 8482490272 3735408560 3112840466 926070

263 (0)..0380228136 8821292775 6653992395 4372623574 1444866920
1520912547 5285171102 6615969581 7490494296 5779467680
6083650190 1140684410 6463878326 9961977186 3117870722
4334600760 4562737642 5855513307 9847908745 2471482889
7338403041 8250950570 3422053231 9391634980 9885931558
9353612167 30

269 (0)..0371747211 8959107806 6914498141 2639405204 4609665427
5092936802 9739776951 6728624535 3159851301 1152416356
8773234200 7434944237 9182156133 8289962825 2788104089
2193308550 1858736059 4795539033 4572490706 3197026022
3048327137 5464684014 8698884758 3643122676 5799256505
5762081784 38661710

419



Umwandlung gewohnlicher Briiche in Dezimalbriiche

271

277

281

283

289

293

(1)..22140; (2)..32841; (3)..97047; (4)..82287; (5)..93726;
(6)..62361; (7)..74169; (8)..45018; (9)..70110; (10)..20664;
(11)..23985; (12)..43911; (13)..63468; (14)..80811; (15)..84870;
(16)..09225; (17)..55350; (18)..32103; (19)..92619; (20)..55719;
(21)..34317; (22)..05904; (23)..35424; (24)..12546; (25)..75276;
(26)..51660; (27)..09963; (28)..59778; (29)..58671; (30)..52029;
(31)..12177; (32)..73062; (33)..38376; (34)..30258; (35)..81549;
(36)..89298; (37)..35793; (38)..14760; (39)..88560; (40)..31365;
(41)..88191; (42)..29151; (43)..74907; (44)..49446; (45)..96678;
(46) ..80073; (47)..80442; (48)..82656; (49)..95940; (50)..75645;
(51)..53874; (52)..23447; (53)..39483; (0)..03690

(1)..8880866425 9927797833 9350180505 4151624548 7364620938
6281588447 653429602 (2) ..0469314079 4223826714 8014440433
2129963898 9169675090 2527075812 274368231 (3) .. 7545126353
7906137184 1155234657 0397111913 3574007220 2166064981
949458483 (0) .. 0361010830 3249097472 9241877256 3176895306
8592057761 7328519855 595667870

(1)..9217081850 5338078291 81494661; (2) .. 7722419928 8256227758
00711743; (3)..7010676156 5836298932 38434163; (4) ..8576512455
5160142348 75444839; (5) .. 3131672597 8647686832 74021352;
(6)..9110320284 6975088967 97153024; (7) .. 1957295373 6654804270
46263345; (8) .. 5693950177 9359430604 98220640; (9) .. 7473309608
5409252669 03914590; (0) .. 0355871886 1209964412 81138790

(1)..1519434628 9752650176 6784452296 8197879858 6572438162
5441696113 0742049469 9646643109 5406360424 0282685512
3674911660 7773851590 1060070671 3780918727 9 (0) .. 0353356890
4593639575 9717314487 6325088339 2226148409 8939929328
6219081272 0848056537 1024734982 3321554770 3180212014
1342756183 7455830388 6925795053 0

(0) ..0346020761 2456747404 8442906574 3944636678 2006920415
2249134948 0968858131 4878892733 5640138408 3044982698
9619377162 6297577854 6712802768 1660899653 9792387543
2525951557 0934256055 3633217993 0795847750 8650519031
1418685121 1072664359 8615916955 0173010380 6228373702
4221453287 1972318339 10

(1)..0375426621 1604095563 1399317406 1433447098 9761092150
1706484641 6382252559 7269624573 3788395904 4368600682
5938566552 9010238907 8498293515 3583617747 440273

(0) ..0341296928 3276450511 9453924914 6757679180 8873720136
5187713310 5802047781 5699658703 0716723549 4880546075
0853242320 8191126279 8634812286 6894197952 218430

420



Umwandlung gewohnlicher Briiche in Dezimalbriiche

307

311

313

317

331

337

(1)..4951140065 1465798045 6026058631 9218241042 3452768729
6416938110 7491856677 5244299674 2671009771 9869706840
3908794788 2736156351 7915309446 2540716612 3778501628 664
(0) ..0325732899 0228013029 3159609120 5211726384 3648208469
0553745928 3387622149 8371335504 8859934853 4201954397
3941368078 1758957654 7231270358 3061889250 8143322475 570

(1)..2958199356 9131832797 4276527331 1897106109 3247588424
4372990353 6977491961 4147909967 8456591639 8713826366
5594855305 4662379421 2218649517 6848874598 0707395498 39228
(0) ..0321543408 3601286173 6334405144 6945337620 5787781350
4823151125 4019292604 5016077170 4180064308 6816720257
2347266881 0289389067 5241157556 2700964630 2250803858 52090

(0)..0319488817 8913738019 1693290734 8242811501 5974440894
9686900958 4664536741 2140575079 8722044728 4345047923
3226837060 7028753993 6102236421 7252396166 1341853035
1437699680 5111821086 2619808306 7092651757 1884984025
5591054313 0990415335 4632587859 4249201277 9552715654
9520766773 1629392971 2460063897 7635782747 6038338658
1469648562 30

(1)..2397476340 6940063091 4826498422 7129337539 4321766561
5141955835 9621451104 100946372 (2) .. 0220820189 2744479495
2681388012 6182965299 6845425867 5078864353 3123028391
167192429 (3) ..5678233438 4858044164 0378548895 8990536277
6025236593 0599369085 1735015772 870662460 (0) .. 0315457413
2492113564 6687697160 8832807570 9779179810 7255520504
7318611987 381703470

(1)..1178247734 1389728096 6767371601 2084592145 0151057401
8126888217 5226586102 7190332326 2839879154 0785498489
4259818731 (2)..3595166163 1419939577 0392749244 7129909365
5589123867 0694864048 3383685800 6042296072 5075528700
9063444108 7613293051 (0) ..0302114803 6253776435 0453172205
4380664652 5679758308 1570996978 8519637462 2356495468
2779466193 3534743202 4169184290

(0) .. 0296735905 0445103857 5667655786 3501483679 5252225519
2878338278 9317507418 3976261127 5964391691 3946587537
0919881305 6379821958 4569732937 6854599406 5281899109
7922848664 6884272997 0326409495 5489614243 3234421364
9851632047 4777448071 2166172106 8249258160 2373887240
3560830860 5341246290 8011869436 2017804154 3026706231
4540059347 1810089020 7715133531 157270

421



Umwandlung gewohnlicher Briiche in Dezimalbriiche

343. (0)..0291545189 5043731778 4256559766 7638483965 0145772594
7521865889 2128279883 3819241982 5072886297 3760932944
6064139941 6909620991 2536443148 6880466472 3032069970
8454810495 6268221574 3440233236 1516034985 4227405247
8134110787 1720116618 0758017492 7113702623 9067055393
5860058309 0379008746 3556851311 9533527696 7930

347 (1)..6023054755 0432276657 0605187319 8847262247 8386167146
9740634005 7636887608 0691642651 2968299711 8155619596
5417867435 1585014409 2219020172 9106628242 0749279538
9048991354 4668587896 253 (0) .. 0288184438 0403458213
2564841498 5590778097 9827089337 1757925072 0461095100
8645533141 2103746397 6945244956 7723342939 4812680115
2737752161 3832853025 9365994236 3112391930 8357348703 170

349 (1)..3037249283 6676217765 0429799426 9340974212 0343839541
5472779369 6275071633 2378223495 7020057306 5902578796
5616045845 272206 (2) . . 8194842406 8767908309 4555873925
5014326647 5644699140 4011461318 0515759312 3209169054
4412607449 8567335243 5530085959 885386 (0) .. 0286532951
2893982808 0229226361 0315186246 4183381088 8252148997
1346704871 0601719197 7077363896 8481375358 1661891117 478510

353 (1)..7932011331 4447592067 9886685552 40; (2) .. 2096317280
4532577903 6827195467 42; (3) .. 8696883852 6912181303 1161473087
81; (4)..3512747875 3541076487 2521246458 92; (5) . . 8356940509
9150141643 0594900849 85; (6) .. 3994334277 6203966005 6657223796
03; (7)..1841359773 3711048158 6402266288 95; (8) .. 1558073654
3909348441 9263456090 65; (9) . . 3626062322 9461756373 9376770538
24; (10) .. 1529745042 4929178470 2549575070 82; (0) .. 0283286118
9801699716 7138810198 30;

359 (1)..3286908077 9944289693 5933147632 3119777158 7743732590
5292479108 6350974930 3621169916 4345403899 7214484679
6657381615 5988857938 7186629526 4623955431 7548746518
1058485821 7270194986 072423398 (0) .. 0278551532 0334261838
4401114206 1281337047 3537604456 8245125348 1894150417
8272980501 3927576601 6713091922 0055710306 4066852367
6880222841 2256267409 4707520891 3649025069 6378830083
565459610

422



Umwandlung gewohnlicher Briiche in Dezimalbriiche

361

367

373

379

383

(0)..0277008310 2493074792 2437673130 1939058171 7451523545
7063711911 3573407202 2160664819 9445983379 5013850415
5124653739 6121883656 5096952908 5872576177 2853185595
5678670360 1108033240 9972299168 9750692520 7756232686
9806094182 8254847645 4293628808 8642659279 7783933518
0055401662 0498614958 4487534626 0387811634 3490304709
1412742382 2714681440 4432132963 9889196675 90

(0)..0272479564 0326975476 8392370572 2070844686 6485013623
9782016348 7738419618 5286103542 2343324250 6811989100
8174386920 9809264305 1771117166 2125340599 4550408719
3460490463 2152588555 8583106267 0299727520 4359673024
5231607629 4277929155 3133514986 3760217983 6512261580
3814713896 4577656675 7493188010 8991825613 0790190735
6948228882 8337874659 4005449591 2806539509 5367847411
4441416893 732970

(1)..1983914209 1152815013 4048257372 6541554959 7855227882
0375335120 6434316353 8873994638 0697050938 3378016085
7908847184 9865951742 6273458445 0402144772 1179624664
8793565683 6461126005 3619302949 061662 (0) .. 0268096514
7453083109 9195710455 7640750670 2412868632 7077747989
2761394101 8766756032 1715817694 3699731903 4852546916
8900804289 5442359249 3297587131 3672922252 0107238605
8981233243 9678284182 305630

(0) .. 0263852242 7440633245 3825857519 7889182058 0474934036
9393139841 6886543535 6200527704 4854881266 4907651715
0395778364 1160949868 0738786279 6833773087 0712401055
4089709762 5329815303 4300791556 7282321899 7361477572
5593667546 1741424802 1108179419 5250659630 6068601583
1134564643 7794722955 1451187335 0923482849 6042216358
8390501319 2612137203 1662269129 2875989445 9102902374
6701846965 6992084432 71767810

(0) .. 0261096605 7441253263 7075718015 6657963446 4751958224
5430809399 4778067885 1174934725 8485639686 6840731070
4960835509 1383812010 4438642297 6501305483 0287206266
3185378590 0783289817 2323759791 1227154046 9973890339
4255874673 6292428198 4334203655 3524804177 5456919060
0522193211 4882506527 4151436031 3315926892 9503916449
0861618798 9556135770 2349869451 6971279373 3681462140
9921671018 2767624020 8877284595 30

423



Umwandlung gewohnlicher Briiche in Dezimalbriiche

389

397

401

409

419

(0) .. 0257069408 7403598971 7223650385 6041131105 3984575835
4755784061 6966580976 8637532133 6760925449 8714652956
2982005141 3881748071 9794344473 0077120822 6221079691
5167095115 6812339331 6195372750 6426735218 5089974293
0591259640 1028277634 9614395886 8894601542 4164524421
5938303341 9023136246 7866323907 4550128534 7043701799
4858611825 1928020565 5526992287 9177377892 0308483290
4884318766 0668380462 7249357326 47814910

(1)..3501259445 8438287153 6523929471 0327455919 3954659949
6221662468 5138539042 8211586901 7632241813 602015113;
(2)..5667506297 2292191435 7682619647 3551637279 5969773299
7481108312 3425692695 2141057934 5088161209 068010075;
(3)..3778337531 4861460957 1788413098 2367758186 3979848866
4987405541 5617128463 4760705289 6725440806 045340050;
(0)..0251889168 7657430730 4785894206 5491183879 0931989924
4332493702 7707808564 2317380352 6448362720 303022670

(1)..7381546134 6633416458 8528678304 2394014962 5935162094
7630922693 2668329177 0573566084 7880299251 8703241895
2618453865 3366583541 1471321695 7605985037 4064837905
2369077306 7331670822 9426433915 2119700748 1296758104
(0) .. 0249376558 6034912718 2044887780 5486284289 2768079800
4987531172 0698254364 0897755610 9725685785 5361596009
9750623441 3965087281 7955112219 4513715710 7231920199
5012468827 9301745635 9102244389 0274314214 4638403990

(1)..2542787286 0635696821 5158924205 3789731051 3447432762
8361858190 7090464547 6772616136 9193154034 2298288508
5574572127 1393643031 7848410757 9462102689 4865525672
3716381418 0929095354 5232273838 6308068459 6577017114 9144
(0) ..0244498777 5061124694 3765281173 5941320293 3985330073
3496332518 3374083129 5843520782 3960880195 5990220048
8997555012 2249388753 0562347188 2640586797 0660146699
2665036674 8166259168 7041564792 1760391198 0440097799 5110

(0) .. 0238663484 4868735083 5322195704 0572792362 7684964200
4773269689 7374701670 6443914081 1455847255 3699284009
5465393794 7494033412 8878281622 9116945107 3985680190
9307875894 9880668257 7565632458 2338902147 9713603818
6157517899 7613365155 1312649164 6778042959 4272076372
3150357995 2267303102 6252983293 5560859188 5441527446
3007159904 5346062052 5059665871 1217183770 8830548926
0143198090 6921241050 1183317422 4343675417 6610978520
2863961813 84248210

424



Umwandlung gewohnlicher Briiche in Dezimalbriiche

421

431

433

439

(1)..2826603325 4156769596 1995249406 1757719714 9643705463
1828978622 3277909738 7173396674 5843230403 8004750593
8242280285 0356294536 8171021377 6722090261 (2) ..2636579572
4465558194 7743467933 4916864608 0760095011 8764845605
7007125890 7363420427 5534441805 2256532066 5083135391
9239904988 1235154394 2992874109 (0) .. 0237529691 2114014251
7814726840 8551068883 6104513064 1330166270 7838479809
9762470308 7885985748 2185273159 1448931116 3895486935
8669833729 2161520190

(1)..4872389791 1832946635 7308584686 7749419953 5962877030
1624129930 3944315545 2436194895 5916473317 8654292343
3874709976 7981438515 0812064965 1972197772 6218097447
7958236658 9327146171 6937354988 3990719257 5406032482
5986078886 31090 (0) .. 0232018561 4849187935 0348027842
2273781902 5522041763 3410672853 8283062645 0116009280
7424593967 5174013921 1136890951 2761020881 6705336426
9141531322 5058004640 3712296983 7587006960 5568445475
6380510440 8352668213 4570765661 25290

(0) .. 0230946882 2170900692 8406466512 7020785219 3995381062
3556581986 1431870669 7459584295 6120092378 7528868360
2771362586 6050808314 0877598152 4249422632 7944572748
2678983833 7182448036 9515011547 3441108545 0346420323
3256351039 2609699769 0531177829 0993071593 5334872979
2147806004 6189376443 4180138568 1293302540 4157043879
9076212471 1316397228 6374133949 1916859122 4018475750
9773672055 4272517321 0161662817 5519630484 9884526558
8914549653 5796766743 6489607390 30

(1)..4920273348 5193621867 8815489749 4305239179 9544419134
3963553530 7517084282 4601366742 5968109339 4077448747
1526195899 7722095671 9817767653 7585421412 3006833712
9840546697 0387243735 7630979498 8610478359 9088838268
7927107061 503416856 (0)..0227790432 8018223234 6241457858
7699316628 7015945330 2961275626 4236902050 1138952164
0091116173 1207289293 8496583143 5079726651 4806378132
1184510250 5694760820 0455580865 6036446469 2482915717
5398633257 4031890660 5922551252 847380410

425



Umwandlung gewohnlicher Briiche in Dezimalbriiche

443

449

457

461

(1)..4176072234 7629796839 7291196388 2618510158 0135440180
5869574492 0993227990 9706546275 3950338600 4514672686
2302483069 9774266365 6884875846 5011286681 7155756207
6749435665 9142212189 6162528216 7042889390 5191873589
1647855530 4740406320 5 (0) .. 0225733634 3115124153 4988713318
2844243792 3250564334 0857787810 3837471783 2957110609
4808126410 8352144469 5259593679 4582392776 5237020316
0270880361 1738148984 1986455981 9413092550 7900677200
9029345372 4604966139 9548532731 3769751693 0

(1)..7572383073 4966592427 6169265033 40; (2) .. 7461024498
8864142538 9755011135 85; (3) .. 3674832962 1380846325 1670378619
15; (4)..4944320712 6948775055 6792873051 22; (5) .. 8106904231
6258351893 0957683741 64; (6) .. 5634743875 2783964365 2561247216
03; (7)..1581291759 4654788418 7082405345 21; (8) ..3763919821
8262806236 0801781737 19; (9) .. 7973273942 0935412026 7260579064
58; (10)..1091314031 1804008908 6859688195 99; (11)..7104677060
1336302895 3229398663 69; (12) .. 1559020044 5434298440
9799554565 70; (13)..3006681514 4766146993 3184855233 85;
(0)..0222717149 2204899777 2828507795 10

(1)..7768052516 4113785557 9868708971 5536105032 8227571115
9737417943 1072210065 6455142231 9474835886 2144420131
2910284463 8949671772 4288840262 5820568927 7899343544 85
(2)..0765864332 6039387308 5339168490 1531728665 2078774617
0678336980 3063457330 4157549234 1356673960 6126914660
8315098468 2713347921 2253829321 6630196936 5426695842 45
(0)..0218818380 7439824945 2954048140 0437636761 4879649890
5908096280 0875273522 9759299781 1816192560 1750547045
9518599562 3632385120 3501094091 9037199124 7264770240 70

(0)..0216919739 6963123644 2516268980 .4772234273 3188720173
5357917570 4989154013 0151843817 7874186550 9761388286
3340563991 3232104121 4750542299 3492407809 1106290672
4511930585 6832971800 4338394793 9262472885 0325379609
5444685466 3774403470 7158351409 9783080260 3036876355
7483731019 5227765726 6811279826 4642082429 5010845986
9848156182 2125813449 0238611713 6659436008 6767895878
5249457700 6507592190 8893709327 5488069414 3167028199
5661605206 0737527114 9674620390 4555314533 6225596529
2841648590

426



Umwandlung gewohnlicher Briiche in Dezimalbriiche

463 (1)..7580993520 5183585313 1749460043 1965442764 5788336933
0453563714 9028077753 7796976241 9006479481 6414686825
0539956803 4557235421 1663066954 6436285097 1922246220 3023
(2)..9092872570 1943844492 4406047516 1987041036 7170626349
8920086393 0885529157 6673866090 7127429805 6155507559
3952483801 2958963282 9373650107 9913606911 4470842332 6133
(0)..0215982721 3822894168 4665226781 8574514038 8768898488
1209503239 7408207343 4125269978 4017278617 7105831533
4773218142 5485961123 1101511879 0496760259 1792656587 4730

Teiler . . .. .. 39111327313741435367 717379 818389101
Primitive Wurzel . .22 2 6 217 5 628261262 529115030 2

Teiler . . . .. 103 107 121 127 137 139 151 157 163 169 173 191 197 199 211
Primitive Wurzel . . 6 63 35106 12 92114 18 70137 82157 73127 7

Teiler . . . .. 227 239 241 243 251 271 277 281 283 293 307 311 317 331 347
Primitive Wurzel . . 163 35 14 65111 6 80 54259 89138258 71 37125

Teiler . . . .. 349 353 359 373 397 401 409 421 431 439 443 449 457 463
Primitive Wurzel . . 220 28 299 82 133 190 174 54 21 285240 34264 174

467 2141327623 1263383297 6445396145 6102783725 9100642398
2869379014 9892933618 8436830835 1177730192 7194860813
7044967880 0856531049 2505353319 0578158458 2441113490
3640256959 3147751605 9957173447 5374732334 0471092077
0877944325 4817987152 0342612419 7002141327 .....

479 2087682672 2338204592 9018789144 0501043841 3361169102
2964509394 5720250521 9206680584 5511482254 6972860125
2609603340 2922755741 1273486430 0626304801 6701461377
8705636743 2150313152 4008350730 6889352818 3716075156
5762004175 3653444676 4091858037 5782881002 .....

487 2053388090 3490759753 5934291581 1088295687 8850102669
4045174537 9876796714 5790554414 7843942505 1334702258
7268993839 8357289527 7207392197 1252566735 1129363449
6919917864 4763860369 6098562628 3367556468 1724845995
8932238193 0184804928 1314163377 8234086242 2997946611
9096509240 2464065708 4188911704 3121149897 3305954825
4620123203 2854209445 5852156057 4948665297 7412731006
1601642710 4722792607 8028747433 2648870636 5503080082
1355236139 6303901437 3716632443 5318275154 0041067761
8069815195 0718685831 6221765913 7577002053

427



Umwandlung gewohnlicher Briiche in Dezimalbriiche

491 2036659877 8004073319 7556008146 6395112016 2932790224

0325865580 4480651731 1608961303 4623217922 6069246435
8452138492 8716904276 9857433808 5539714867 6171079429
7352342158 8594704684 3177189409 3686354378 8187372708
7576374745 4175152749 4908350305 4989816700 6109979633
4012219959 2668024439 9185336048 8798370672 0977596741
3441955193 4826883910 3869653767 8207739307 5356415478
6150712830 9572301425 6619144602 8513238289 2057026476
5784114052 9531568228 1059063136 4562118126 2729124236
2525458248 4725050916 4969450101 8329938900

499 2004008016 0320641282 5651302605 2104208416 8336673346

503

509

6933867735 4709418837 6753507014 0280561122 2444889779
5591182364 7294589178 3567134268 5370741482 9659318637
2745490981 9639278557 1142284569 1382765531 0621242484
9699398797 5951903807 6152304609 2184368737 4749498997
9959919839 6793587174 3486973947 8957915831 6633266533
0661322645 2905811623 2464929859 7194388777 5551102204
4088176352 7054108216 4328657314 6292585170 3406813627
2545090180 3607214428 8577154308 6172344689 3787575150
3006012024 0480961923 8476953907 8156312625 2505010020

1988071570 5765407554 6719681908 5487077534 7912524850
8946322067 5944333996 0238568588 4691848906 5606361829
0258449304 1749502982 1073558648 1113320079 5228628230
6163021868 7872763419 4831013916 5009940357 8528827037
7733598409 5427435387 6739562624 2544731610 3379721669
9801192842 9423459244 5328031809 1451292246 5208747514
9105367793 2405566600 3976143141 1530815109 3439363817
0974155069 5825049701 7892644135 1888667992 0477137176
9383697813 1212723658 0516898608 3499005964 2147117296
2226640159 0457256461 2326043737 5745526838 9662027833
0019880715 .....

1964636542 2396856581 5324165029 4695481335 9528487229
8624754420 4322200392 9273084479 3713163064 8330058939
0962671905 6974459724 9508840864 4400785854 6168958742
6326129666 0117878192 5343811394 8919449901 7681728880
1571709233 7917485265 2259332023 5756385068 7622789783
8899803536 3457760314 3418467583 4970530451 8664047151
2770137524 5579567779 9607072691 5520628683 6935166994
1060903732 8094302554 0275049115 9135559921 4145383104
1257367387 0333988212 1807465618 8605108055 0098231827
1119842829 0766208251 4734774066 7976424361 4931237721
0216110019 .....

428



Umwandlung gewohnlicher Briiche in Dezimalbriiche

521

523

529

541

547

557

1919385796 5451055662 1880998080 6142034548 9443378119
0019193857

1912045889 1013384321 2237093690 2485659655 8317399617
5908221797 3231357552 5812619502 8680688336 5200764818
3556405353 7284894837 4760994263 8623326959 8470363288
7189292543 0210325047 8011472275 3346080305 9273422562
1414913957 9349904397 7055449330 7839388145 3154875717
0172084130 0191204588 .....

1890359168 2419659735 3497164461 2476370510 3969754253
3081285444 2344045368 6200378071 8336483931 9470699432
8922495274 1020793950 8506616257 0888468809 0737240075
6143667296 7863894139 8865784499 0548204158 7901701323
2514177693 7618147448 0151228733 4593572778 8279773156
8998109640 8317580340 2646502835 5387523629 4896030245
7466918714 5557655954 6313799621 9281663516 0680529300
5671077504 7258979206 0491493383 7429111531 1909262759
9243856332 7032136105 8601134215 5009451795 8412098298
6767485822 3062381852 5519848771 2665406427 2211720226
8431001890

1848428835 4898336414 0480591497 2273567467 6524953789
2791127541 5896487985 2125693160 8133086876 1552680221
8114602587 8003696857 6709796672 8280961182 9944547134
9353049907 5785582255 0831792975 9704251386 3216266173
7523105360 4436229205 1756007393 7153419593 3456561922
3659889094 2698706099 8151571164 5101663385 9519408502
7726432532 3475046210 7208872458 4103512014 7874306839
1866913123 8447319778 1885397412 1996303142 3290203327
1719038817 0055452865 0646950092 4214417744 9168207024
0295748613 6783733826 2476894639 5563770794 8243992606
2846580406 6543438077 6340110905 7301293900 1848428835

1828153564 8994515539 3053016453 3820840950 6398537477
1480804387 5685557586 8372943327 2394881170 0182815356

1795332136 4452423698 3842010771 9928186714 5421903052
0646319569 1202872531 4183123877 9174147217 2351885098
7432675044 8833034111 3105924596 0502692998 2046678635
5475763016 1579892280 0718132854 5780969479 3536804308
7971274685 8168761220 8258527827 6481149012 5673249551
1669658886 8940754039 4973070017

429



Umwandlung gewohnlicher Briiche in Dezimalbriiche

563

569

571

o877

1776198934 2806394316 1634103019 5381882770 8703374777
9751332149 2007104795 7371225577 2646536412 0781527531
0834813499 1119005328 5968028419 1829484902 3090586145
6483126110 1243339253 9964476021 3143872113 6767317939
6092362344 5825932504 4404973357 0159857904 0852575488
4547069271 7584369449 3783303730 0177619893 .....

1757469244 2882249560 6326889279 4376098418 2776801405
9753954305 7996485061 5114235500 8787346221 4411247803
1634446397 1880492091 3884007029 8769771528 9982425307
5571177504 3936731107 2056239015 8172231985 9402460456
9420035149 3848857644 9912126537 7855887521 9683655536
0281195079 0861159929 7012302284 7100175746

1751313485 1138353765 3239929947 4605954465 8493870402
8021015761 8213660245 1838879159 3695271453 5901926444
8336252189 1418563922 9422066549 9124343257 4430823117
3380035026 2697022767 0753064798 5989492119 0893169877
4080560420 3152364273 2049036777 5831873905 4290718038
5288966725 0437828371 2784588441 3309982486 8651488616
4623467600 7005253940 4553415061 2959719789 8423817863
3975481611 2084063047 2854640980 7355516637 4781085814
3607705779 3345008756 5674255691 7688266199 6497373029
7723292469 3520140105 0788091068 3012259194 3957968476
3572679509 6322241681 2609457092 8196147110 3327495621
7162872154 1155866900 1751313485

1733102253 0329289428 0762564991 3344887348 3535528596
1871750433 2755632582 3223570190 6412478336 2218370883
8821490467 9376083188 9081455805 8925476603 1195840554
5927209705 3726169844 0207972270 3639514731 3691507798
9601386481 8024263431 5424610051 9930675909 8786828422
8769497400 3466204506 0658578856 1525129982 6689774696
7071057192 3743500866 5511265164 6447140381 2824956672
4436741767 7642980935 8752166377 8162911611 7850953206
2391681109 1854419410 7452339688 0415944540 7279029462
7383015597 9202772963 6048526863 0849220103 9861351819
7573656845 7538994800 6932409012 1317157712 3050259965
3379549393 4142114384 7487001733

430



Umwandlung gewohnlicher Briiche in Dezimalbriiche

o587

593

599

601

607

613

617

1703577512 7768313458 2623509369 1763202725 7240204429
3015332197 6149914821 1243611584 3270868824 5315161839
8637137989 7785349233 3901192504 2589437819 4207836456
5587734241 9080068143 1005110732 5383304940 3747870528
1090289608 1771720613 2879045996 5928449744 4633730834
7529812606 4735945485 5195911413 9693356047 7001703577

1686340640 8094435075 8853288364 2495784148 3979763912
3102866779 0893760539 6290050590 2192242833 0522765598
6509274873 5244519392 9173693086 0033726812 8161888701
5177065767 2849915682 9679595278 2462057335 5817875210
7925801011 8043844856 6610455311 9730185497 4704890387
8583473861 7200674536 2563237774 0303541315 3456998313
6593591905 5649241146 7116357504 2158516020 2360876897
1332209106 2394603709 9494097807 7571669477 2344013490
7251264755 4806070826 3069139966 2731871838 1112984822
9342327150 0843170320 4047217537 9426644182 1247892074
1989881956 1551433389 5446880269 8145025295 1096121416
5261382799 3254637436 7622259696 4586846543 0016863406

1669449081 8030050083 4724540901 5025041736 2270450751
2520868113 5225375626 0434056761 2687813021 7028380634
3906510851 4190317195 3255425709 5158597662 7712854757
9298831385 6427378964 9415692821 3689482470 7846410684
4741235392 3205342237 0617696160 2671118530 8848080133
5559265442 4040066777 9632721202 0033388981 6360601001

1663893510 8153078202 9950083194 6755407653 9101497504
1597337770 3826955074 8752079866 8885191347 7537437603
9933444259 5673876871 8801996672 2129783693 8435940099
8336106489 1846921797 0049916805 3244592346 0898502495
8402662229 6173044925 1247920133 1114808652 2462562396
0066555740 4326123128 1198003327 7870216306 1564059900
1663893510

1647446457 9901153212 5205930807 2487644151 5650741350
9060955518 9456342668 8632619439 8682042833 6079077429
9835255354 2009884678 7479406919 2751235584 8434925864
9093904448 1054365733 1136738056 0131795716 6392092257
0016474464

1631321370 3099510603 5889070146 8189233278 9559543230
0163132137

1620745542 9497568881 6855753646 6774716369 5299837925
4457050243 1118314424 6353322528 3630470016

431



Umwandlung gewohnlicher Briiche in Dezimalbriiche

619

631

641
643

647

1615508885 2988691437 8029079159 9353796445 8804523424
8788368336 0258481421 6478190630 0484652665 5896607431
3408723747 9806138933 7641357027 4636510500 8077544426
4943457189 0145395799 6768982229 4022617124 3941841680
1292407108 2390953150 2423263327 9483037156 7043618739
9030694668 8206785137 3182552504 0387722132 4717235945
0726978998 3844911147 0113085621 9709208400 6462035541
1954765751 2116316639 7415185783 5218093699 5153473344
1033925686 5912762520 1938610662 3586429725 3634894991
9224555735 0565428109 8546042003 2310177705 9773828756
0581583198 7075928917 6090468497 5767366720 5169628432
9563812600 9693053311 7932148626 8174474959 6122778675
2827140549 2730210016

1584786053 8827258320 1267828843 1061806656 1014263074
4849445324 8811410459 5879556259 9049128367 6703645007
9239302694 1362916006 3391442155 3090332805 0713153724
2472266244 0570522979 3977812995 2456418383 5182250396
1965134706 8145800316 9572107765 4516640253 5657686212
3613312202 8526148969 8890649762 2820919175 9112519809
8256735340 7290015847

1560062402 4960998439 9375975039 0015600624

1555209953 3437013996 8895800933 1259720062 2083981337
4805598755 8320373250 3888024883 3592534992 2239502332
8149300155

1545595054 0958268933 5394126738 7944358578 0525502318
3925811437 4034003091 1901081916 5378670788 2534775888
7171561051 0046367851 6228748068 0061823802 1638330757
3415765069 5517774343 1221020092 7357032457 4961360123
6476043276 6615146831 5301391035 5486862442 0401854714
0649149922 7202472952 0865533230 2936630602 7820710973
7248840803 7094281298 2998454404 9459041731 0664605873
2612055641 4219474497 6816074188 5625965996 9088098918
0834621329 2117465224 1112828438 9489953632 1483771251
9319938176 1978361669 2426584234 9304482225 6568778979
9072642967 5425038639 8763523956 7233384853 1684698608
9644513137 5579598145 2859350850 0772797527 0479134466
7697063369 3972179289 0262751159 1962905718 7017001545

432



Umwandlung gewohnlicher Briiche in Dezimalbriiche

653

659

661

673

677

1531393568 1470137825 4211322312 4042879019 9081163859
1117917304 7473200612 5574272588 0551301684 5329249617
1516079632 4655436447 1669218989 2802450229 7090352220
5206738131 6998468606 4318529862 1745788667 6875957120
9800918836 1408882082 6952526799 3874425727 4119448698
3154670750 3828483920 3675344563 5528330781 0107197549
7702909647 7794793261 8683001531

1517450682 - 8528072837 6327769347 4962063732 9286798179
0591805766 3125948406 6767830045 5235204855 8421851289
8330804248 8619119878 6039453717 7541729893 7784522003
0349013657 0561456752 6555386949 9241274658 5735963581
1836115326 2518968133 5356600910 4704097116 8437025796
6616084977 2382397572 0789074355 0834597875 5690440060
6980273141 1229135053 1107738998 4825493171 4719271623
6722306525 0379362670 7132018209 4081942336 8740515933
2321699544 7647951441 5781487101 6691957511 3808801213
9605462822 4582701062 2154779969 6509863429 4385432473
4446130500 7587253414 2640364188 1638846737 4810318664
6433990895 2959028831 5629742033 3839150227 6176024279
2109256449 1654021244 3095599393 0197268588 7708649468
8922610015

1512859304 0847201210 2874432677 7609682299 5461422087
7458396369 1376701966 7170953101 3615733736 7624810892
5869894099 8487140695 9152798789 7125567322 2390317700
4538577912 2541603630 8623298033 2829046898 6384266263
2375189107 4130105900 1512859304

1485884101 0401188707 2808320950 9658246656 7607726597
3254086181 2778603268 9450222882 6151560178 3060921248
1426448736 9985141158 9895988112 9271916790 4903417533
4323922734 0267459138 1872213967 3105497771 1738484398
2169390787 5185735512 6300148588

1477104874 4460856720 8271787296 8980797636 6322008862
6292466765 1403249630 7237813884 7858197932 0531757754
8005908419 4977843426 8833087149 1875923190 5465288035
4505169867 0605612998 5228951255 5391432791 7282127031
0192023633 6779911373 7075332348 5967503692 7621861152
1418020679 4682422451 9940915805 0221565731 1669128508
1240768094 5347119645 4948301329 3943870014

433



Umwandlung gewohnlicher Briiche in Dezimalbriiche

683

691

701

709

1464128843 3382137628 1112737920 9370424597 3645680819
9121522693 9970717423 1332357247 4377745241 5812591508
0527086383 6017569546 1200585651 5373352855 0512445095
1683748169 8389458272 3279648609 0775988286 9692532942
8989751098 0966325036 6032210834 5534407027 8184480234
2606149341 1420204978 0380673499 2679355783 3089311859
4436310395 3147877013 1771595900 4392386530 0146412884

1447178002 8943560057 8871201157 7424023154 8480463096
9609261939 2185238784 3704775687 4095513748 1910274963
8205499276 4109985528 2199710564 3994211287 9884225759
7684515195 3690303907 3806078147 6121562952 2431259044
8625180897 2503617945 0072358900 1447178022

1426533523 5378031383 7375178316 6904422253 9229671897
2895863052 7817403708 9871611982 8815977175 4636233951
4978601997 1469329529 2439372325 2496433666 1911554921
5406562054 2082738944 3651925820 2567760342 3680456490
7275320970 0427960057 0613409415 1212553495 0071326676
1768901569 1868758915 8345221112 6961483594 8644793152
6390870185 4493580599 1440798858 7731811697 5748930099
8573466476 4621968616 2624821683 3095577746 0770328102
7104136947 2182596291 0128388017 1184022824 5363766048
5021398002 8530670470 7560627674 7503566333 8088445078
4593437945 7917261055 6348074179 7432239657 6319543509
2724679029 9572039942 9386590584 8787446504 9928673323
8231098430 8131241084 1654778887 3038516405 1355206847
3609129814 5506419400 8559201141 2268188302 4251069900

1410437235 5430183356 8406205923 8363892806 7700987306
0648801128 3497884344 1466854724 9647390691 1142454160
7898448519 0409026798 3074753173 4837799717 9125528913
9633286318 7588152327 2214386459 8025387870 2397743300
4231311706 6290550070 5218617771 5091678420 3102961918
1946403385 0493653032 4400564174 8942172073 3427362482
3695345557 1227080394 9224259520 4513399153 7376586741
8899858956 2764456981 6643159379 4076163610 7193229901
2693935119 8871650211 5655853314 5275035260 9308885754
5839210155 1480959097 3201692524 6826516220 0282087447
1086036671 3681241184 7672778561 3540197461 2129760225
6699576868 8293370944 9929478138 2228490832 1579689703
8081805359 6614950634 6967559943 5825105782 7926657263
7517630465 4442877291 9605077574 0479548660 0846262341
3258110014

434



Umwandlung gewohnlicher Briiche in Dezimalbriiche

719

727

729

733

739

1390320584 1446453407 5104311543 8108484005 5632823365
7858136300 4172461752 4339360222 5312934631 4325452016
6898470097 3574408901 2517385257 3018080667 5938803894
2976356050 0695410292 0723226703 7552155771 9054242002
7816411682 8929068150 2086230876 2169680111 2656467315
7162726008 3449235048 6787204450 6258692628 6509040333
7969401947 1488178025 0347705146 0361613351 8776077885
9527121001

1375515818 4319119669 8762035763 4112792297 1114167812
9298486932 5997248968 3631361760 6602475928 4731774415
4057771664 3741403026 1348005502 0632737276 4786795048
1430536451 1691884456 6712517193 9477303988 9958734525
4470426409 9037138927 0976616231 0866574965 6121045392
0220082530 9491059147 1801925722 1458046767 5378266850
0687757909 2159559834 9381017881 7056396148 5557083906
4649243466 2998624484 1815680880 3301237964 2365887207
7028885832 1870701513 0674002751 0316368638 2393397524
0715268225 5845942228 3356258596 9738651994 4979367262
7235213204 9518569463 5488308115 5433287482 8060522696
0110041265 4745529573 5900962861 0729023383 7689133425
0343878954 6079779917 4690508940 8528198074 2778541953
2324621733 1499312242 0907840440 1650618982 1182943603
8514442916 0935350756 5337001375

1371742112 4828532235 9396433470 5075445816 1865569272
9766803840 8779149519 8902606310 0137174211

1364256480 2182810368 3492496589 3587994542 9740791268
7585266030 0136425648

1353179972 9364005412 7198917456 0216508795 6698240866
0351826792 9634641407 3071718538 5656292286 8741542625
1691474966 1705006765 8998646820 0270635994 5872801082
5439783491 2043301759 1339648173 2070365358 5926928281
4614343707 7131258457 3748308525 0338294993 2341001353

435



Umwandlung gewohnlicher Briiche in Dezimalbriiche

743

751

757
761

769

773

1345895020 1884253028 2637954239 5693135935 3970390309
5558546433 3781965006 7294751009 4212651413 1897711978
4656796769 8519515477 7927321668 9098250336 4737550471
0632570659 4885598923 2839838492 5975773889 6366083445
4912516823 6877523553 1628532974 4279946164 1991924629
8788694481 8304172274 5625841184 3876177658 1426648721
3997308209 9596231493 9434724091 5208613728 1292059219
3808882907 1332436069 9865410497 9811574697 1736204576
0430686406 4602960969 0444145356 6621803499 3270524899
0578734858 6810228802 1534320323 0148048452 2207267833
1090174966 3526244952 8936742934 0511440107 6716016150
7402422611 0363391655 4508748317 6312247644 6837146702
5572005383 5800807537 0121130551 8169582772 5437415881
5612382234 1857335127 8600269179 0040376850 6056527590
8479138627 1870794078 0619111709 2866756393 0013458950

1331557922 7696404793 6085219707 0572569906 7909454061
2516644474 0346205059 9201065246 3382157123 8348868175
7656458055 9254327563 2490013315

1321003963 0118890356 6710700132

1314060446 7805519053 8764783180 0262812089 3561103810
7752956636 0052562417 8712220762 1550591327 2010512483
0742444152 4310118265 4402102496 7148488830 4862023653
0880420499 3429697766 0972404730 6176084099 8685939553
2194480946 1235216819 9737187910 6438896189 2247043363
9947437582 1287779237 8449408672 7989487516 4257555847
5689881734 5597897503 2851511169 5137976346 9119579500
6570302233 9027595269 3823915900 1314060446

1300390117 0351105331 5994798439 5318595578 6736020806
2418725617 6853055916 7750325097 5292587776 3328998699
6098829648 8946684005 2015604681 4044213263 9791937581
2743823146 9440832249 6749024707 4122236671 0013003901

1293661060 8020698576 9728331177 2315653298 8357050452
7813712807 2445019404 9159120310 4786545924 9676584734
7994825355 7567917205 6921096675 2910737386 8046571798
1888745148 7710219922 3803363518 7580853816 3001293661

436



Umwandlung gewohnlicher Briiche in Dezimalbriiche

787

797

809

811

1270648030 4955527318 9326556543 8373570520 9656925031
7662007623 8881829733 1639135959 3392630241 4231257941
5501905972 0457433290 9783989834 8157560355 7814485387
5476493011 4358322744 5997458703 9390088945 3621346886
9123252858 9580686149 9364675984 7522236340 5336721728
0813214739 5171537484 1168996188 0559085133 4180432020
3303684879 2884371029 2249047013 9771283354 5108005082
5921219822 1092757306 2261753494 2820838627 7001270648

1254705144 2910915934 7553324968 6323713927 2271016311
1668757841 9071518193 2245922208 2810539523 2120451693
8519447929 7365119196 9887076537 0138017565 8720200752
8230865746 5495608531 9949811794 2283563362 6097867001

1236093943 1396786155 7478368355 9950556242 2744128553
7700865265 7601977750 3090234857 8491965389 3695920889
9876390605 6860321384 4252163164 4004944375 7725587144
6229913473 4239802224 9690976514 2150803461 0630407911
0012360939

1233045622 6880394574 5992601726 2638717632 5524044389
6424167694 2046855733 6621454993 8347718865 5980271270
0369913686 8064118372 3797780517 8791615289 7657213316
8927250308 2614056720 0986436498 1504315659 6794081381
0110974106 0419235511 7139334155 3637484586 9297163995
0678175092 4784217016 0295930949 4451294697 9038224414
3033292231 8125770653 5141800246 6091245376 0789149198
5203452527 7435265104 8088779284 8335388409 3711467324
2909987669 5437731196 0542540073 9827373612 8236744759
5561035758 3230579531 4426633785 4500616522 8113440197
2872996300 8631319358 8162762022 1948212083 8471023427
8668310727 4969173859 4327990135 6350184956 8434032059
1861898890 2589395807 6448828606 6584463625 1541307028
3600493218 2490752157 8298397040 6905055487 0530209617
7558569667 0776818742 2934648581 9975339087 5462392108
5080147965 4747225647 3489519112 2071516646 1159062885
3267570900 1233045662

437



Umwandlung gewohnlicher Briiche in Dezimalbriiche

821

823

1218026796 5895249695 4933008526 1875761266 7478684531
0596833130 3288672350 7917174177 8319123020 7064555420
2192448233 8611449451 8879415347 1376370280 1461632155
9074299634 5919610231 4250913520 0974421437 2716199756
3946406820 9500609013 3982947624 8477466504 2630937880
6333739342 2655298416 5651644336 1753958587 0889159561
5103532277 7101096224 1169305724 7259439707 6735688185
1400730816 0779537149 8172959805 1157125456 7600487210
7186358099 8781973203 4104750304 5066991473 8124238733
2521315468 9403166869 6711327649 2082825822 1680876979
2935444579 7807551766 1388550548 1120584652 8623629719
8538367844 0925700365 4080389768 5749086479 9025578562
7283800243 6053593179 0499390986 6017052375 1522533495
7369062119 3666260657 7344701583 4348355663 8246041412
9110840438 4896467722 2898903775 8830694275 2740560292
3264311814 8599269183 9220462850 1827040194 8842874543
2399512789 2813641900 1218026796

1215066828 6755771567 4362089914 9453219927 0959902794
6537059538 2746051032 8068043742 4058323207 7764277035
2369380315 9173754556 5006075334 1433778857 8371810449
5747266099 6354799513 9732685297 6913730255 1640340218
7120291616 0388821385 1761846901 5795868772 7825030376
6707168894 2891859052 2478736330 4981773997 5698663426
4884568651 2758201701 0935601458 0801944106 9258809234
5078979343 8639125151 8833535844 4714459295 2612393681
6524908869 9878493317 1324422843 2563791008 5054678007
2904009720 5346294046 1725394896 7193195625 7594167679
2223572296 4763061968 4082624544 3499392466 5856622114
2162818955 0425273390 0364520048 6026731470 2308626974
4835965978 1287970838 3961117861 4823815309 8420413122
7217496962 3329283110 5710814094 7752126366 9501822600
2430133657 3511543134 8724179829 8906439854 1919805589
3074119076 5492102065 6136087484 8116646415 5528554070
4738760631 8347509113 0012150668

438



Umwandlung gewohnlicher Briiche in Dezimalbriiche

827 1209189842 8053204353 0834340991 5356711003 6275695284

829

839

841

1596130592 5030229746 0701330108 8270858524 7883917775
0906892382 1039903264 8125755743 6517533252 7206771463
1197097944 3772672309 5525997581 6203143893 5912938331
3180169286 5779927448 6094316807 7388149939 5405078597
3397823458 2829504232 1644498186 2152357920 1934703748
4885126964 9334945586 4570737605 8041112454 6553808948
0048367593 7122128174 1233373639 6614268440 1451027811
3663845223 7001209189

1206272617 6115802171 2907117008 4439083232 8106151990
3498190591 0735826296 7430639324 4873341375 1507840772
0144752714 1133896260 5548854041 0132689987 9372738238
8419782870 9288299155 6091676718 9384800965 0180940892
6417370325 6936067551 2665862484 9215922798 5524728588
6610373944 5114595898 6731001206

1191895113 2300357568 5339690107 2705601907 0321811680
5721096543 5041716328 9630512514 8986889153 7544696066
7461263408 8200238379 0226460071 5137067938 0214541120
3814064362 3361144219 3087008343 2657926102 5029797377
8307508939 2133492252 6817640047 6758045292 0143027413
5876042908 2240762812 8724672228 8438617401 6686531585
2205005959 4755661501 7878426698 4505363528 0095351609
0584028605 4827175208 5816448152 5625744934 4457687723
4803337306 3170441001

1189060642 0927467300 8323424494 6492271105 8263971462
5445897740 7847800237 8121284185 4934601664 6848989298
4542211652 7942925089 1795481569 5600475624 2568370986
9203329369 7978596908 4423305588 5850178359 0963139120
0951248513 6741973840 6658739595 7193816884 6611177170
0356718192 6278240190 2497027348 3947681331 7479191438
7633769322 2354340071 3436385255 6480380499 4054696789
5362663495 8382877526 7538644470 8680142687 2770511296
0760998810 9393579072 5326991676 5755053507 7288941736
0285374554 1022592152 1997621878 7158145065 3983353151
0107015457 7883472057 0749108204 5184304399 5243757431
6290130796 6706302021 4030915576 6944114149 8216409036
8608799048 7514863258 0261593341 2604042806 1831153388
8228299643 2818073721 7598097502 9726516052 3186682520
8085612366 2306777645 6599286563 6147443519 6195005945
3032104637 3365041617 1224732461 3555291319 8573127229
4887039239 0011890606

439



Umwandlung gewohnlicher Briiche in Dezimalbriiche

853

857

859
863

1172332942 5556858147 7139507620 1641266119 5779601406
7995310668 2297772567 4091441969 5193434935 5216881594
3728018757 3270808909 7303634232 1219226260 2579132473
6225087924 9706916764 3610785463 0715123094 9589683470
1055099648 3001172332

1166861143 5239206534 4224037339 5565927654 6091015169
1948658109 6849474912 4854142357 0595099183 1971995332
5554259043 1738623103 8506417736 2893815635 9393232205
3675612602 1003500583 4305717619 6032672112 0186697782
9638273045 5075845974 3290548424 7374562427 0711785297
5495915985 9976662777 1295215869 3115519253 2088681446
9078179696 6161026837 8063010501 7502917152 8588098016
3360560093 3488914819 1365227537 9229871645 2742123687
2812135355 8926487747 9579929988 3313885647 6079346557
7596266044 3407234539 0898483080 5134189031 5052508751
4585764294 0490081680 2800466744 4574095682 6137689614
9358226371 0618436406 0676779463 2438739789 9649941656
9428238039 6732788798 1330221703 6172695449 2415402567
0945157526 2543757292 8821470245 0408401400 2333722287
0478413068 8448074679 1131855309 2182030338 3897316219
3698949824 9708284714 1190198366 3943990665 1108518086
3477246207 7012835472 5787631271 8786464410 7351225204
2007001166

1164144353 8998835855 6461001164

1158748551 5643105446 1181923522 5955967555 0405561993
0475086906 1413673232 9084588644 2641946697 5666280417
1494785631 5179606025 4924681344 1483198146 0023174971
0312862108 9223638470 4519119351 1008111239 8609501738
1228273464 6581691772 8852838933 9513325608 3429895712
6303592120 5098493626 8829663962 9200463499 4206257242
1784472769 4090382387 0220162224 7972190034 7624565469
2931633835 4577056778 6790266512 1668597914 2526071842
4101969872 5376593279 2584009269 9884125144 8435689455
3881807647 7404403244 4959443800 6952491309 3858632676
7091541135 5735805330 2433371958 2850521436 8482039397
4507531865 5851680185 3997682502 8968713789 1077636152
9548088064 8899188876 0139049826 1877172653 5341830822
7114716106 6048667439 1657010438 7369640787 9490150637
3117033603 7079953650 0579374275 7821552723 0590961761
2977983777 5202780996 5237543453 0706836616 4542294322
1320973348 7833140208 5747392815 7589803012 7462340672
0741599073 0011587485

440



Umwandlung gewohnlicher Briiche in Dezimalbriiche

877

881

883

1140250855 1881413911 0604332953 2497149372 8620296465
2223489167 6168757126 5678449258 8369441277 0809578107
1835803876 8529076396 8072976054 7320410490 3078677309
0079817559 8631698973 7742303306 7274800456 1003420752
9655644241 7331812998 8597491448 1185860889 3956670467
5028506271 3797035347 7765108323 8312428734 3215507411
6305587229 1904218928 1641961231 4709236031 9270239452
6795895096 9213226909 9201824401 3683010262 2576966932
7251995438 9965792474 3443557582 6681870011

1135073779 7956867196 3677639046 5380249716 2315550510
7832009080 5902383654 9375709421 1123723041 9977298524
4040862656 0726447219 0692395005 6753688989 7843359818
3881952326 9012485811 5777525539 1600454029 5119182746
8785471055 6186152099 8864926220 2043132803 6322360953
4619750283 7684449489 2167990919 4097616345 0624290578
8876276958 0022701475 5959137343 9273552780 9307604994
3246311010 2156640181 6118047673 0987514188 4222474460
8399545970 4880817253 1214528944 3813847900 1135073779

1132502831 2570781426 9535673839 1845979614 9490373725
9343148357 8708946772 3669309173 2729331823 3295583238
9580973952 4348810872 0271800679 5016987542 4688561721
4043035107 5877689694 2242355605 8890147225 3680634201
9855039637 5990939977 3499433748 5843714609 2865232163
0804077010 1925754813 1370328425 8210645526 6138165345
4133635334 0883352208 3805209513 0237825594 5639864099
6602441506 2287655719 1392978482 4462061155 1528878822
1970554926 3873159682 8992072480 1812004530 0113250283

441
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887 1127395715 8962795941 3754227733 9346110484 7801578354

907

911

919

0022547914 3179255918 8275084554 6786922209 6956031567
0800450958 2863585118 3765501691 0935738444 1939120631
3416009019 1657271702 3675310033 8218714768 8838782412
6268320180 3833145434 0473506200 6764374295 3776775648
2525366403 6076662908 6809470124 0135287485 9075535512
9650507328 0721533258 1736189402 4802705749 7181510710
2593010146 5614430665 1634723788 0496054114 9943630214
2051860202 9312288613 3032694475 7609921082 2998872604
2841037204 0586245772 2660653889 5152198421 6459977452
0856820744 0811724915 4453213077 7903043968 4329199549
0417136414 8816234498 3089064261 5558060879 3686583990
9808342728 2976324689 9661781285 2311161217 5873731679
8196166854 5659526493 7993235625 7046223224 3517474633
5963923337 0913190529 8759864712 5140924464 4870349492
6719278466 7418263810 5975197294 2502818489 2897406989
8534385569 3348365276 2119503945 8850056369 7857948139
7970687711 3866967305 5242390078 9177001127

1102535832 4145534729 8787210584 3439911797 1334068357
2216097023 1532524807 0562293274 5314222712 2381477398
0154355016 5380374862 1830209481 8081587651 5986769570
0110253583

1097694840 8342480790 3402854006 5861690450 0548847420
4171240395 1701427003 2930845225 0274423710 2085620197
5850713501 6465422612 5137211855 1042810098 7925356750
8232711306 2568605927 5521405049 3962678375 4116355653
1284302963 7760702524 6981339187 7058177826 5642151481
8880351262 3490669593 8529088913 2821075740 9440175631
1745334796 9264544456 6410537870 4720087815 5872667398
4632272228 3205268935 2360043907 7936333699 2316136114
1602634467 6180021953 8968166849 6158068057 0801317233
8090010976

1088139281 8280739934 7116430903 1556039173 0141458106
6376496191 5125136017 4102285092 4918389553 8628944504
8966267682 2633297062 0239390642 0021762785 6365614798
6942328618 0631120783 4602829162 1327529923 8302502720
3482045701 8498367791 0772578890 0979325353 6452665941
2404787812 8400435255 7127312295 9738846572 3612622415
6692056583 2426550598 4766050054 4069640914 0369967355
8215451577 8019586507 0729053318 8248095756 2568008705
1142546245 9194776931 4472252448 3133841131 6648531011
9695321001

442
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929

937

1076426264 8008611410 1184068891 2809472551 1302475780
4090419806 2432723358 4499461786 8675995694 2949407965
9543595263 7244348762 1097954790 0968783638 3207750269
1065662002 1528525296 0172228202 3681377825 6189451022
6049515608 1808396124 8654467168 9989235737 3519913885
8988159311 0871905274 4886975242 1959095801 9375672766
4155005382 1313240043 0570505920 3444564047 3627556512
3789020452 0990312163 6167922497 3089343379 9784714747
0398277717 9763186221 7438105489 7739504843 9181916038
7513455328 3100107642

1067235859 1248665955 1760939167 5560298826 0405549626
4674493062 9669156883 6712913553 8954108858 0576307363
9274279615 7950907150 4802561366 0618996798 2924226254
0021344717 1824973319 1035218783 3511205976 5208110992
5293489861 2593383137 6734258271 0779082177 1611526147
2785485592 3159018143 0096051227 3212379935 9658484525
0800426894 3436499466 3820704375 6670224119 5304162219
8505869797 2251867662 7534685165 4215581643 5432230522
9455709711 8463180362 8601921024 5464247598 7193169690
5016008537 8868729989 3276414087 5133404482 3906083244
3970117395 9445037353 2550693703 3084311632 8708644610
4589114194 2369263607 2572038420 4909284951 9743863393
8100320170 7577374599 7865528281 7502668089 6478121664
8879402347 9188900747 0651013874 0661686232 6574172892
2091782283 8847385272 1451440768 4098185699 0394877267
8762006403 4151547491 9957310565 6350053361 7929562433
2977588046 9583778014 9413020277 4813233724 6531483457
8441835645 6776947705 4429028815 3681963713 9807897545
3575240128 0683030949 8399146211 3127001067

443
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941

947

1062699256 1105207226 3549415515 4091392136 0255047821
4665249734 3251859723 6981934112 6461211477 1519659936
2380446333 6875664187 0350690754 5164718384 6971307120
0850159404 8884165781 0839532412 3273113708 8204038257
1732199787 4601487778 9585547290 1168969181 7215727948
9904357066 9500531349 6280552603 6131774707 7577045696
0680127523 9107332624 8671625929 8618490967 0563230605
7385759829 9681190223 1668437832 0935175345 3772582359
1923485653 5600425079 7024442082 8905419766 2061636556
8544102019 1285866099 8937300743 8894792773 6450584484
5908607863 9744952178 5334750265 6748140276 3018065887
3538788522 8480340063 7619553666 3124335812 9649309245
4835281615 3028692879 9149840595 1115834218 9160467587
6726886291 1795961742 8267800212 5398512221 0414452709
8831030818 2784272051 0095642933 0499468650 3719447396
3868225292 2422954303 9319872476 0892667375 1328374070
1381509032 9436769394 2614240170 0318809776 8331562167
9064824654 6227417640 8076514346 4399574920 2975557917
1094580233 7938363443 1455897980 8714133900 1062699256

1055966209 0813093980 9926082365 3643083421 3305174234
4244984160 5068637803 5902851108 7645195353 7486800422
3864836325 2375923970 4329461457 2333685322 0696937697
9936642027 4551214361 1404435058 0781414994 7201689545
9345300950 3695881731 7845828933 4741288278 7750791974
6568109820 4857444561 7740232312 5659978880 6758183738
1203801478 3526927138 3315733896 5153115100 3167898627
2439281942 9778247096 0929250263 9915522703 2734952481
5205913410 7708553326 2935586061 2460401267 1594508975
7127771911 2988384371 7001055966

444
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953

961

967

1049317943 3368310598 1112277019 9370409233 9979013641
1332633788 0377754459 6012591815 3200419727 1773347324
2392444910 8079748163 6935991605 4564533053 5152151101
7838405036 7261280167 8908709338 9296956977 9643231899
2654774396 6421825813 2214060860 4407135362 0146904512
0671563483 7355718782 7911857292 7597061909 7586568730
3252885624 3441762854 1448058761 8048268625 3934942287
5131164742 9171038824 7639034627 4921301154 2497376705
1416579223 5047219307 4501573976 9150052465 8971668415
5299055613 8509968520 4616998950 6820566631 6894018887
7229800629 5907660020 9863588667 3662119622 2455403987
4081846799 5802728226 6526757607 5550891920 2518363064
0083945435 4669464847 8488982161 5949632738 7198321091
2906610703 0430220356 7681007345 2256033578 1741867785
9391395592 8646379853 0954879328 4365162644 2812172088
1427072402 9380902413 4312696747 1143756558 2371458551
9412381951 7313746065 0577124868 8352570828 9611752360
9653725078 6988457502 6232948583 4207764952 7806925498
4260230849 9475341028 3315844700 9443861490 0314795383
0010493179

1040582726 3267429760 6659729448 4911550468 2622268470
3433922996 8782518210 1977107180 0208116545 2653485952
1331945889 6982310093 6524453694 0686784599 3756503642
0395421436 0041623309 0530697190 4266389177 9396462018
7304890738 8137356919 8751300728 4079084287 2008324661
8106139438 0853277835 5879292403 7460978147 7627471383
9750260145 6815816857 4401664932 3621227887 6170655567
1175858480 7492195629 5525494276 7950052029 1363163371
4880332986 4724245577 5234131113 4235171696 1498439125
9105098855 3590010405

1034126163 3919338159 2554291623 5780765253 3609100310
2378490175 8014477766 2874870734 2295760082 7300930713
5470527404 3433298862 4612202688 7280248190 2792140641
1582213029 9896587383 6608066184 0744570837 6421923474
6639089968 9762150982 4198552223 3712512926 5770423991
7269966928 6452947259 5656670113 7538779731 1271975180
9720785935 8841778697 0010341261

445



Umwandlung gewohnlicher Briiche in Dezimalbriiche

971

977

1029866117 4047373841 4006179196 7044284243 0484037075
1802265705 4582904222 4510813594 2327497425 3347064881
5653964984 5520082389 2893923789 9073120494 3357363542
7394438722 9660144181 2564366632 3377960865 0875386199
7940267765 1905252317 1987641606 5911431513 9031925849
6395468589 0834191555 0978372811 5345005149 3305870236
8692070030 8959835221 4212152420 1853759011 3285272914
5211122554 0679711637 4871266735 3244078269 8249227600
4119464469 6189495365 6024716786 8177136972 1936148300
7209062821 8331616889 8043254376 9309989701 3388259526
2615859938 2080329557 1575695159 6292481977 3429454170
9577754891 8640576725 0257466529 3511843460 3501544799
1761071060 7621009268 7950566426 3645726055 6127703398
5581874356 3336766220 3913491246 1380020597 3223480947
4768280123 5839340885 6848609680 7415036045 3141091658
0844490216 2718846549 9485066941 2976313079 2996910401
6477857878 4757981462 4098867147 2708547888 7744593202
8836251287 3326467559 2173017507 7239958805 3553038105
0463439752 8321318228 6302780638 5169927909 3717816683
8311019567 4562306900 1029866117

1023541453 4288638689 8669396110 5424769703 1729785056
2947799385 8751279426 8167860798 3623336745 1381780962
1289662231 3203684749 2323439099 2835209825 9979529178
9314227226 2026612077 7891504605 9365404298 8741044012
2824974411 4636642784 0327533265 0972364380 7574206755
3735926305 0153531218 0143295803 4800409416 5813715455
4759467758 4442169907 8812691914 0225179119 7543500511
7707267144 3193449334 6980552712 3848515864 8925281473
8996929375 6397134083 9303991811 6683725690 8904810644
8311156601 8423746161 7195496417 6049129989 7645854657
1136131013 3060388945 7523029682 7021494370 5220061412
4872057318 3213920163 7666325486 1821903787 1033776867
9631525076 7656090071 6479017400 2047082906 8577277379
7338792221 0849539406 3459570112 5895598771 7502558853
6335721596 7246673490 2763561924 2579324462 6407369498
4646878198 5670419651 9959058341 8628454452 4053224155
5783009211 8730808597 7482088024 5649948822 9273285568
0655066530 1944728761 5148413510 7471852610 0307062436
0286591606 9600818833 1627430910 9518935516 8884339815
7625383828 0450358239 5087001023

446



Umwandlung gewohnlicher Briiche in Dezimalbriiche

983 1017293997 9654120040 6917599186 1648016276 7039674465
9206510681 5869786368 2604272634 7914547304 1709053916
5818921668 3621566632 7568667344 8626653102 7466937945
0661241098 6775178026 4496439471 0071210579 8575788402
8484231943 0315361159 3692777212 6144455747 7110885045
7782299084 4354018311 2919633774 1607324516 7853509664
2929806714 1403865717 1922685656 1546286876 9074262461
8514750762 9704984740 5900305188 1993896236 0122075279
7558494404 8830111902 3397761953 2044760935 9104781281
7904374364 1912512716 1749745676 5005086469 9898270600
2034587995 9308240081 3835198372 3296032553 4079348931
8413021363 1739572736 5208545269 5829094608 3418107833
1637843336 7243133265 5137334689 7253306205 4933875890
1322482197 3550556052 8992878942 0142421159 7151576805
6968463886 0630722278 7385554425 2288911495 4221770091
9564598168 8708036622 5839267548 3214649033 5707019328
5859613428 2807731434 3845371312 3092573753 8148524923
7029501525 9409969481 1800610376 3987792472 0244150559
5116988809 7660223804 6795523906 4089521871 8209562563
5808748728 3825025432 3499491353 0010172939

991 1009081735 6205852674 0665993945 5095862764 8839556004 0363269424

8234106962 6639757820 3834510595 3582240161 4530776992 9364278506
5590312815 3380423814 3289606458 1231079717 4571140262 3612512613
5216952573 1584258324 9243188698 9845610494 4500504540 8678102926
3370332996 9727547931 3824419778 0020181634 7124117053 4813319878
9101917255 2976791120 0807265388 4964682139 2532795156 4076690211
9071644803 2290615539 8587285570 1311806256 3067608476 2865792129

1624621594 3491422805 2472250252 2704339051 4631685166 4984863773
9656912209 8890010090

997 1003009027 0812437311 9358074222 6680040120 3610832497 4924774322
9689067201 6048144433 2998996990 9729187562 6880641925 7773319959
8796389167 5025075225 6770310932 7983951855 5667001003

447



Tafel der Haufigkeit der Primzahlen

TAFEL DER
HAUFIGKEIT DER PRIMZAHLEN.

o1 89
52 97
53 89
94 92
55 90
96 93
57 99
58 91
59 90
60 94
61 88
62 87
63 88
64 93
65 80
66 98
67 84
68 99
69 80
70 81
7198
72 95
73 90
74 83
7592
76 91
77 83
78 95
79 84
80 91
81 88
82 92
83 89
84 84
85 87
86 85
87 88
88 93
89 76
90 94
91 89
92 85
93 97
94 86
95 87
96 95
97 84
98 82
99 87
100 87

101 81
102 93
103 87
104 80
105 91
106 82
107 92
108 76
109 91
110 88
111 83
112 84
113 81
114 88
115 82
116 93
117 81
118 90
11979
120 87
121 88
122 86
123 88
124 88
125 83
126 84
127 83
128 86
129 89
130 83
131 85
132 83
133 87
134 82
135 80
136 89
137 96
138 80
139 85
140 84
141 87
142 87
143 82
144 77
145 79
146 85
147 84
148 83
149 83
150 91

151 85
152 90
153 88
154 77
155 84
156 85
157 76
158 88
159 87
160 85
161 85
162 84
163 81
164 83
165 77
166 80
167 81
168 83
169 73
170 87
171 87
172 81
173 89
17479
175 83
176 75
177 95
178 73
179 89
180 94
181 71
182 79
183 91
184 79
185 83
186 91
18779
188 87
189 80
190 88
191 75
192 81
193 89
194 84
195 74
196 85
197 76
198 87
199 96
200 77

20177
202 87
203 78
204 78
205 77
206 85
207 83
208 87
209 85
210 88
211 84
212 86
213 69
214 81
215 86
216 74
21776
218 80
219 84
22091
221 78
222 80
223 81
224 80
225 83
226 84
227 76
228 80
229 89
230 88
231 84
232 78
233 76
23471
235 87
236 73
237 76
238 73
239 87
240 79
241 80
242 91
243 76
244 77
245 78
246 80
247 84
248 79
249 88
250 80

25171
252 88
253 78
254 81
255 76
256 87
257 72
258 78
259 86
260 76
261 77
262 73
263 79
264 84
265 80
266 78
267 87
268 94
269 75
270 78
271 84
27278
273 83
274 71
275 80
276 83
277 83
278 74
279 81
280 73
281 87
282 85
283 77
284 72
285 90
286 77
287 71
288 71
289 85
290 84
291 84
29277
293 78
294 68
295 85
296 75
297 82
298 73
299 73
300 78

301 85
302 83
303 72
304 84
305 88
306 80
307 82
308 73
309 76
310 80
31179
312 69
313 86
314 86
315 76
316 77
317 84
318 84
319 81
320 86
32179
322 80
323 81
32471
325 87
326 85
32773
328 86
329 73
330 81
331 80
332 82
333 72
334 80
335 77
336 77
337 84
338 80
339 77
340 68
341 84
34277
343 77
344 80
345 80
346 76
347 80
348 82
349 77
350 82

351 74
352 80
353 82
35479
355 87
356 79
357 67
358 80
359 83
360 71
361 68
362 79
363 76
364 84
265 77
366 77
367 85
368 79
369 72
370 68
37170
37276
373 81
37473
375 82
376 85
377 80
378 71
37977
380 83
381 72
382 76
383 74
384 81
385 78
386 80
387 78
388 69
389 75
390 84
391 81
392 79
393 86
394 87
395 75
396 72
397 75
398 75
399 82
400 81

401 70
402 71
403 76
404 75
405 70
406 83
407 67
408 81
409 79
410 82
41173
412 81
413 74
414 69
415 90
416 80
417 67
418 82
419 85
420 75
421 75
422 73
423 77
424 83
425 81
426 74
427 71
428 78
429 71
430 89
431 76
43279
433 84
434 80
435 85
436 82
43773
438 70
439 75
440 75
441 79
442 72
443 85
444 88
445 82
446 68
447 68
448 73
449 70
450 80

451 92
452 76
453 63
454 72
455 74
456 82
457 73
458 77
459 75
460 68
461 77
462 69
463 74
464 77
465 85
466 74
467 69
468 83
469 85
470 72
471 87
472 78
473 73
474 78
475 80
476 86
477 75
478 69
479 85
480 71
481 77
482 78
483 82
484 75
485 65
486 63
487 82
488 78
489 83
490 78
491 78
492 76
493 67
494 82
495 80
496 87
497 68
498 81
499 72
500 81

448



Tafel der Haufigkeit der Primzahlen

501 78
502 74
503 67
504 76
505 76
506 83
507 76
508 71
509 76
510 75
511 72
512 82
513 70
514 77
515 81
516 66
517 85
518 83
519 76
520 78
52173
522 83
523 79
524 69
525 77
526 79
527 84
528 72
529 70
530 78
531 80
532 68
533 79
534 74
535 72
536 71
537 87
538 67
539 78
540 71
541 73
54277
543 78
544 81
545 68
546 68
547 73
548 76
549 77
550 78

95179
952 75
553 71
554 80
555 77
556 61
957 88
558 68
559 74
560 77
561 86
962 61
563 83
564 67
565 77
566 78
o967 72
568 72
569 71
570 80
571 85
97272
573 85
074 72
575 70
576 77
o77 78
o578 77
979 76
580 77
581 73
982 79
583 73
584 78
585 72
586 81
o987 79
588 87
589 73
590 68
591 71
992 67
593 80
594 77
595 78
596 77
997 79
598 73
599 72
600 73

601 75
602 73
603 83
604 76
605 73
606 74
607 72
608 78
609 78
610 80
611 73
612 71
613 76
614 79
615 71
616 75
617 85
618 81
619 67
620 73
621 77
622 70
623 74
624 75
625 68
626 69
627 70
628 70
629 71
630 75
631 67
632 81
633 77
634 70
635 82
636 78
637 73
638 74
639 59
640 72
641 77
642 71
643 68
644 70
645 86
646 75
647 74
648 79
649 73
650 84

651 61
652 74
653 85
654 69
655 78
656 73
657 71
658 70
659 79
660 73
661 83
662 70
663 74
664 77
665 77
666 77
667 73
668 73
669 66
670 74
671 75
672 76
673 76
674 77
675 69
676 75
677 74
678 63
679 82
680 83
681 75
682 78
683 66
684 78
685 72
686 74
687 74
688 82
689 74
690 79
691 60
692 79
693 77
694 73
695 76
696 77
697 73
698 79
699 62
700 72

701 75
702 71
703 81
704 71
705 87
706 68
707 82
708 74
709 77
710 77
71178
712 76
713 72
714 73
715 66
716 83
717 69
718 65
719 67
720 74
72178
72277
723 73
724 86
725 75
726 69
727 76
728 75
729 76
730 75
731 69
732 76
733 71
734 75
735 74
736 79
737 69
738 78
739 70
740 81
741 67
742 74
743 73
744 67
745 64
746 67
747 76
748 71
749 76
750 72

751 68
752 85
753 73
754 71
755 83
756 70
757 66
758 68
759 79
760 77
761 77
762 80
763 68
764 79
765 72
766 82
767 78
768 68
769 77
770 74
e
77275
77370
77476
775 72
776 67
77770
778 76
779 81
780 71
781 70
782 82
783 68
784 74
785 75
786 77
787 70
788 73
789 80
790 68
791 78
792 71
793 82
794 71
795 73
796 79
797 77
798 72
799 71
800 81

801 85
802 66
803 70
804 69
805 78
806 79
807 68
808 70
809 69
810 78
811 78
812 72
813 69
814 72
815 78
816 69
81775
818 75
819 62
820 83
821 75
822 72
823 84
824 78
82571
826 81
827 78
828 69
829 69
830 68
831 76
83279
833 82
834 68
835 67
836 73
837 71
838 64
839 80
840 69
841 70
842 69
843 83
844 68
845 78
846 70
847 69
848 77
849 75
850 68

851 70
852 77
853 74
854 66
855 71
856 73
857 78
858 76
859 69
860 71
861 77
862 74
863 83
864 60
865 80
866 80
867 68
868 78
869 80
870 73
87179
872 58
873 76
874 65
875 75
876 80
87775
878 67
879 68
880 75
881 80
882 69
883 72
884 73
885 69
886 77
887 76
888 71
889 77
890 68
891 68
892 80
893 69
894 72
895 74
896 80
897 64
898 75
899 76
900 61

901 74
902 73
903 70
904 63
905 81
906 70
907 80
908 80
909 79
910 82
911 62
912 81
913 71
914 54
915 73
916 70
917 72
918 79
919 75
920 71
921 72
922 72
923 72
924 81
925 76
926 80
927 74
928 63
929 70
930 80
931 69
932 69
933 76
934 68
935 81
936 68
937 71
938 71
939 72
940 68
941 74
942 79
943 72
944 76
945 73
946 66
947 72
948 66
949 67
950 75

951 76
952 70
953 78
954 65
955 73
956 76
957 58
958 69
959 77
960 69
961 68
962 88
963 71
964 74
965 74
966 70
967 73
968 66
969 75
970 73
971 76
972 78
973 74
974 63
975 85
976 70
977 66
978 60
979 80
980 65
981 67
982 75
983 70
984 70
985 74
986 76
987 76
988 63
989 71
990 72
991 71
992 79
993 65
994 68
995 78
996 69
997 69
998 83
999 74
1000 65
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Tafel der Haufigkeit der Primzahlen

1000000. .. 1100000

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

1 1 1
2 1 1 1 1 4
3 4 2 2 3 1 2 3 3 1 21
4 2 8 5} 4 3 6 9 4 ) 8 54
5| 11 10 & 18 12 10 10 12 15 8| 114
6| 14 14 18 21 16 22 19 15 17 15| 171
726 17 23 23 24 24 17 22 20 21| 217
81 19 19 21 7 14 15 20 17 15 17| 164
9] 11 13 9 13 14 14 12 13 11 16| 126
10 8 6 8 5) 9 5 5 9 7 9 71
11 6 6 4 6 3 1 3 1 4 5} 39
12 1 1 2 1 1 1 2 2 1 12
13 1 1 1 1 1 1 6
14
15
16

752 719 732 700 731 698 713 722 706 7737|7210

/ Az _ 791999
log x
1100000 .. 1200000
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0 0
1 1 1
2 1 1 1 2 5
3 4 3 3 3 3 3 3 2 1 25
4 5 6 7 5 9 4 4 5 6 6 57
5 8 13 10 12 11 11 9 12 12 9] 107
6 14 20 17 20 17 17 18 16 17 14| 170
7121 19 22 19 21 21 20 18 29 27| 217
81 22 13 10 12 18 20 17 19 9 20| 160
91 13 14 16 17 7 11 16 14 12 11| 131
10 9 6 10 10 8 9 6 8 3 8 77
11 1 4 2 2 2 1 4 5 9 2 32
12 1 1 1 2 3 1 2 11
13 1 1 1 1 1 5}
14 1 1 2

736 710 716 713 697 725 729 723 735 7710|7194

/dx — 7165,911
log

450



Tafel der Haufigkeit der Primzahlen

1200000 . . . 1300000
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0
1 11 P
2| 2 2 1 1| 6
3/ 3 2 4 5 4 3 1 4 3 3| 32
Al 7 7T 7 3 5 7 12 2 3 10| 63
5/ 15 12 12 15 10 14 9 15 6 12| 120
6/ 16 14 13 19 17 16 16 15 20 14| 160
7| 24 15 25 24 21 20 15 22 24 24| 214
8/ 17 19 16 11 17 15 22 18 19 14| 168
9/ 8 12 7 10 12 13 14 13 13 9| 111
0] 3 11 10 8 10 4 5 3 9 10| 73
1] 3 6 3 2 3 5 3 6 1 3 35
12 1 1 1 1 3 1 1 9
131 1 1 2 5
14 1 1
16 1 1

676 744 693 603 724 713 718 7090 722 689 | 7081

/ 19335
log x
1300000 . . . 1400000
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

1 1 1
2 11 11 1 2 1 1] 9
33 1 1 3 2 2 2 5 19
4l 3 10 7 11 6 8 7 6 6 5| 69
5/ 17 13 11 11 15 12 8 8 14 10| 119
6/ 15 14 17 14 20 18 23 17 16 19| 173
7| 22 18 26 18 21 16 16 28 19 23| 207
8| 14 22 14 16 14 13 21 17 15 15| 161
9/ 17 11 12 14 12 9 12 7 13 13| 120
0 5 6 2 11 5 15 5 8 6 7| 70
1) 4 2 7 1 1 3 3 6 3 3 33
12 1 2 1 2 2 2 1 1 3| 15
13 1 1 1 3
14 1 1

700 702 713 705 692 713 700 723 695 7377008

/

dx
log

= 7084,48

451



Tafel der Haufigkeit der Primzahlen

1400000 . . . 1500000

141 142 143 144 145 146 147 148 149 150
0 0
1 1 1 1 1 1 5
2 1 1 2 2 1 7
3/ 3 3 0 2 1 2 2 4 2 0 19
4 8 8 8 4 6 T 9 9 5 8 T2
5 17 9 7 14 13 11 14 15 16 13| 129
6 21 23 20 18 20 19 11 16 16 19| 183
7| 17 23 18 18 13 24 18 11 15 22| 179
8 12 16 28 17 24 14 17 18 23 14| 183
9/ 12 11 4 15 6 10 13 12 7 8| 98
0| 7 2 7 7 9 7 8 9 8 9| 73
1| 2 2 2 4 2 3 6 5 4 4| 34
12 1 2 3 1 2 2 1 1 2 1 16
13 1 1 2

670 680 717 723 703 701 716 705 706 698 |7028

/ A _ 704878186
log x
1500000 . . . 1600000

151 152 153 154 155 156 157 158 150 160
0 0
1 11 2
2 1 1 2 2 1 3 10
3 2 4 2 2 3 5 3 6 1. 28
4l 8 5 5 7 9 13 6 10 7 7| 77
5/ 8 19 9 13 11 9 12 15 11 17| 124
6 16 20 25 21 20 12 26 14 23 22| 199
7119 21 18 19 18 15 12 19 11 20| 172
819 12 15 18 15 17 10 17 15 11| 149
91 16 14 16 12 8 17 15 6 11 9 124
0] 8 3 5 4 9 7 5 10 10 2| 63
11 5 2 2 3 3 3 2 4 5 29
12 4 1 3 1 1 4 1 2 17
13 1 2 2 1 6

731 702 601 636 698 714 680 701 693 6756971

/ 4T 01578776
log

452



Tafel der Haufigkeit der Primzahlen

1600000 . . . 1700000

161 162 163 164 165 166 167 168 169 170
0 T T
1 2 2
20 1 3 1 1 1 2 2| 11
3 3 3 3 4 4 2 2 4 4 29
Al 7 4 9 7T 7 10 4 4 10 6| 68
5/ 10 11 8 12 11 11 13 12 18 14| 120
6 18 22 15 19 15 11 14 19 10 16| 159
7| 22 15 14 21 25 18 22 24 24 18| 203
8| 14 23 25 15 17 16 17 15 13 19| 174
9| 8 12 18 12 12 21 12 8 14 13| 130
0| 7 2 5 8 4 6 11 7 4 9| 63
1l 7 3 1 1 3 1 3 2 2 3| 2
20 2 1 1 1 4 9
13 1 1 1 3
14 | 1
15 1 1

719 694 710 692 692 700 716 702 675 712 | 7012

/ A _ 608513714
log x
1700000 . . . 1800000

171 172 173 174 175 176 177 178 179 180
0 0
1 1 1
2| 1 2 1 1| 5
3| 3 4 3 3 4 3 5 3 2| 30
4l 7 9 6 6 5 8 6 6 10 7| 70
5013 15 19 16 12 15 21 13 13 15| 152
6| 17 16 22 22 20 14 15 13 18 17| 174
70 23 21 22 15 22 19 19 21 17 15| 194
8 11 16 11 15 16 15 13 18 19 13| 147
9| 18 11 8 11 15 10 12 14 10 15| 124
0wl 3 1 8 7 2 9 6 9 5 11| 61
1| 1 3 3 1 3 4 4 1 4 2| 2
12 2 3 11 1 2| 10
131 1 1 2 5
14
15 1

695 685 691 689 706 684 679 700 689 7136931

/ 4% 605653562
logx

453



Tafel der Haufigkeit der Primzahlen

1800000 . . . 1900000

131 182 183 184 185 186 187 188 180 100
0
1
2 1 1 2 1 2 3 10
3 3 2 1 5 1 1 1 2 3 3 22
4l 6 5 10 12 7T 6 5 5 8 7| 71
50 14 15 10 11 11 12 19 17 12 14| 135
6| 13 20 14 15 21 19 16 19 23 15| 175
7 25 26 18 17 21 21 20 22 19 17| 206
8 15 19 13 18 22 15 19 15 11 14| 161
9/ 10 7 19 13 9 8 10 12 10 15| 113
0] 9 4 8 6 6 13 4 6 8 10| 74
1| 2 4 3 5 2 5 2| 23
12 2 1 1 2 2 1 1 10
13
14

704 672 718 674 700 707 703 689 697 6916955

/ Az _ 6929.73017
logz
1900000 . . . 2000000

197 192 193 194 105 196 107 198 199 200
0
1 1 1
2 1 1 2 1 5
3 4 3 1 2 10 1 3 4 4 2 34
Al 5 4 4 6 4 9 7 10 11 7| 67
5/ 12 18 15 18 11 12 11 16 11 12| 136
6| 19 20 18 16 17 24 20 20 18 10| 182
7121 20 23 27 20 16 25 17 21 31| 221
8 16 10 16 14 14 18 17 15 8 20| 148
9/ 15 14 8 8 9 12 8 8 15 6| 103
0] 5 6 8 6 11 4 5 5 6 6| 62
1) 2 4 6 2 3 2 1 3 2 5| 30
12 1 1 2 1 5
13 1 1 1 3
14 1 1 1 3

680 697 711 683 692 685 673 670 688 7146902

/ AT _ 6904 54424
log

454



Tafel der Haufigkeit der Primzahlen

2000000. . . 2100000

201 202 203 204 205 206 207 208 209 210

0
1 2 1 3
2 2 2 1 2 2 1| 10
3/ 3 3 5 2 2 3 4 5 2 3 32
4l 7 8 9 4 8 5 6 T 9 6| 69
5/ 13 10 9 15 13 10 12 13 9 15| 119
6| 25 20 13 16 26 23 25 14 17 18| 197
7| 10 22 23 25 13 23 18 23 25 22| 204
8 13 17 15 22 12 13 12 16 18 19| 157
9| 16 15 11 4 11 12 11 14 11 10| 115

010 2 8 6 11 7 7 3 3 6| 63

1l 2 1 5 3 1 3 3 3 21

12 2 1 2 2 1 8

13 1 1 2

705 691 693 690 671 696 694 674 086 674 | 6874
4% 880,780
log x
2100000 . . . 2200000
91T 212 213 214 215 216 217 218 219 220
0
1 | 1 P
2l 1 1 1 1 1 1 1 2| 9
3/ 5 3 3 1 4 2 3 2 4| 27
4l 7 7 213 5 3 9 6 9 8 69
5/ 12 14 20 16 16 12 17 13 12 14| 146
6| 12 20 17 14 16 25 16 23 21 19| 183
7| 19 14 18 23 26 22 18 22 22 17| 201
8 22 21 20 20 12 16 20 10 12 15| 168
9/ 12 10 8 7 9 10 7 13 16 17| 109

0 6 5 6 2 7 7 8 5 2 4| 52

1l 3 2 3 1 4 2 1 2 18

20 1 1 1 1 1 2 P 9

13 11 1 | 4

14 1 P 3

699 683 697 673 693 712 666 691 679 664 |6857
4% 858202
log

455



Tafel der Haufigkeit der Primzahlen

2200000. .. 2300000

221 222 223 224 225 226 227 228 229 230

i 1 1 7
2 11 2 3 2] 9
3/ 5 2 4 7 2 1 2 2 2 2| 2
4 8 9 5 5 10 7 7 7 6 9| 73
5012 24 16 13 11 10 14 14 15 9| 138
6| 17 18 12 18 18 20 16 17 21 22| 179
71 19 17 25 21 18 20 23 25 19 18| 205
8| 12 12 19 15 18 24 13 17 16 22| 168
9/ 14 9 6 9 19 11 16 9 13 7| 113

0] 7 6 6 6 1 3 7 5 3| 44

1| 5 2 4 4 2 2 2 2 2 5| 30

2 1 1 2 1 2 2 1| 10

701 660 695 630 633 688 701 694 0662 635 | 6849
L/q'iI::6836977
log x
2300000 . . . 2400000
931 232 233 234 235 236 237 238 239 240
T 1 1 1 1 1
2 1 2 2 1 2 1 2| 11
3] 4 1 2 3 4 3 2 6 4 3| 32
4l 8 12 10 9 8 7 3 13 7 9| 86
5/ 13 18 13 14 17 12 10 13 10 16| 136
6| 15 16 21 20 16 21 26 11 14 16| 176
71 22 25 20 20 13 16 26 18 19 15| 194
8| 13 9 16 21 17 15 15 15 21 16| 158
9/ 13 9 6 7 14 14 8 13 14 14| 112

0] 7 5 3 2 5 5 8 7 8 5| 55

11 3 3 4 3 3 5 1 2 2 2| 28

12| 1 3 1 2l 7

13 1 1

690 662 672 671 666 690 691 660 705 6830|6787

/ 4z 6816.706
log x
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Tafel der Haufigkeit der Primzahlen

2400000. .. 2500000

241 242 243 244 245 246 247 248 249 250

i i i
2l 2 1 1 2 3| 9
3/ 4 6 4 4 1 5 3 5 3 2| 37
4l 12 8 7 7 9 7 10 8 6 4| 78
5/ 13 14 17 19 15 12 18 11 11 17| 147
6| 18 16 21 20 18 22 18 18 20 22| 193
7 21 16 19 20 17 17 21 22 19 17| 189
8/ 10 16 14 14 21 17 10 17 16 16| 151
9| 8 13 9 11 7 12 6 11 12 13| 102

0] 9 6 5 4 6 4 8 6 7 3| 58

1| 2 4 3 1 4 1 4 1 2 1| 23

12 1 1 1 1 1 2| 7

13 1 12 1 5

660 690 672 657 701 687 666 672 687 0674|6700
4T 797,304
log x
2500000 . . . 2600000
951 252 253 254 255 256 257 258 259 260
i T 1 1 3
2l 1 2 11 5
3| 4 6 6 2 2 1 2 8 4| 35
4l 7 18 9 7 8 6 10 7 8 8| 88
5010 11 7 15 15 23 16 16 10 13| 136
6/ 22 14 20 21 20 15 18 19 20 25| 194
7 24 17 12 20 22 22 23 15 13 12| 180
8| 18 15 20 9 16 18 16 20 19 19| 170
9] 8 10 13 7 9 7 6 12 6 10| 88

0] 2 5 8 10 5 4 7 4 9 4| 58

1| 1 5 3 2 2 1 2 3 5 24

12 1 1 1 2 2 1 2 1 2| 13

13 2 1 1 2| 6

677 675 696 670 670 671 678 698 693 676 |6304

/ 4z _ 6778.960
log
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Tafel der Haufigkeit der Primzahlen

2600000. .. 2700000

261 262 263 264 265 266 267 268 269 270

0 i i
1 2 2 4
2 1 2 1 2 1 2 1 10
3/ 3 6 2 2 4 3 3 3 2| 28
4l 9 6 6 12 3 7 7T 8 6 7/ 71
50 11 15 14 11 13 17 22 16 18 21| 158
6| 26 17 14 18 23 19 20 24 19 15| 195
7 23 11 27 20 21 21 21 14 22 21| 201
8 14 23 16 13 15 16 12 8 12 13| 142
9] 9 10 13 16 10 10 5 10 5 8| 96

0 3 6 5 4 2 8 2 5 8 10| 53

11 1 1 1 3 1 4 4 5) 2 22

12 3 2 4 1 1 4 1 1 17

13 1 1

14 1 1

653 681 672 630 630 695 660 665 631 6836|6762
/ 4T 6761339
log
92700000 . . . 2800000
371 272 273 274 275 276 277 278 279 280
i 1 1 7
2 2 2 2 1 7
3/ 4 5 6 5 4 4 4 3 3 5| 43
4l 9 7 16 7 8 9 8 8 12 11| 95
510 14 13 14 13 12 13 17 11 18] 135
6 24 18 15 28 19 20 15 21 18 17| 195
7118 22 15 20 24 16 23 19 22 9| 188
8 13 10 13 12 15 13 20 19 15 15| 145
9] 9 9 10 4 11 12 9 7 8 8| 87

0/ 6 9 6 7 5 8 7 2 7 10| 67

11 3 3 4 2 2 3 1 6 24

12 1 3 1 1 1 1 1 9

13 1 1 2

14

15

16

17 1 1

670 695 644 657 672 671 634 606 0662 0684|6714

/ AT _ 6744430
log x
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Tafel der Haufigkeit der Primzahlen

2800000 . . 2900000

281 282 283 284 285 286 287 288 289 290

i i i 7
2 2 4 5 2 11 15
3] 2 4 4 3 4 3 1 3 2 4| 30
4l 9 7 6 9 7 8 10 11 10 8| 8
5014 7 14 14 7 16 19 16 18 15| 140
6| 18 17 20 13 23 18 16 18 15 21| 179
7| 24 22 21 20 20 27 22 23 21 22| 222
8| 13 18 9 20 13 12 9 12 12 14| 132
9/ 10 17 12 12 8 6 14 9 10 11| 109

0| 7 4 6 3 5 7 5 5 8 3| 53

11 1 3 3 5 1 2 1 2| 18

12 2 1 1 2 2 8

13 1 2 2 5

14| 1 1 2

690 695 667 704 671 654 672 653 676 6626744
47 6798290
log x
2900000 . . . 3000000
501 202 203 204 295 296 297 298 299 300
i i 1 7
2 1 2 1 2 2 1 1 3| 13
3] 3 3 5 2 8 6 4 4 5 4| 44
4l 7 7 6 6 7T 9 6 6 6 4| 64
5020 11 14 18 12 15 17 19 16 11| 153
6/ 17 21 22 18 18 16 11 26 21 17| 187
7 19 30 18 22 22 25 27 13 15 23| 214
8 14 11 12 12 17 11 13 11 14 19| 134
9/ 10 9 12 13 9 6 12 12 9 11| 103

0] 6 4 5 6 3 6 8 7 9 4| 58

1| 2 1 3 1 2 1 14| 15

12 2 1 1 2 2 1 2 11

13 1 1

14

15 1 1

680 663 671 680 649 652 694 658 671 0687|6705

/ A _ 671964
log
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Tafel der Haufigkeit der Primzahlen

1000000 . . 2000000

110 120 130 140 150 160 170 180 190 200
0 1 1
1 1 1 2 1 5 2 2 1 1 16
2 4 5 6 9 7 10 11 5 10 5 72
30 21 25 32 19 19 28 20 30 22 34| 259
4| 54 57 63 69 T2 77 68 70 71 67| 668
5| 114 107 120 119 129 124 120 152 135 136| 1256
6| 171 170 160 173 183 199 159 174 175 182 1746
7| 217 217 214 207 179 172 203 194 206 221| 2030
8| 164 160 168 161 183 149 174 147 161 148| 1615
9| 126 131 111 120 98 124 130 124 113 103| 1180

0| 71 77 73 70 73 63 63 61 T4 62| 687

1] 39 32 35 33 34 29 26 26 23 30| 307

12 12 11 9 15 16 17 9 10 10 5 114

Bl 6 5 5 3 2 6 3 5 3| 38

14 2 1 1 1 3 8

15 1 1 2

16 1 1

7210 7194 7081 7008 7028 6971 7012 6931 6955 6002 | 70382
/ 7049778
log x
2000000 . . . 3000000
510 220 230 240 250 260 270 280 200 300
0 1 1
1 3 2 2 4 1 3 4 2 2 2 25
2 10 9 9 11 9 5 10 7 15 13 98
3| 32 27 20 32 37 35 28 43 30 44| 337
4 69 69 73 86 78 88 71 95 85 64 778
5| 119 146 138 136 147 136 158 135 140 153| 1408
6| 197 183 179 176 193 194 195 195 179 187| 1878
71 204 201 205 194 189 180 201 188 222 214| 1998
8| 157 168 168 158 151 170 142 145 132 134| 1525
9 115 109 113 112 102 88 96 87 109 103| 1034

10| 63 52 44 55 58 58 53 67 53 58| 561

11 21 18 30 28 23 24 22 24 18 15 223

120 8 9 10 7 7 13 17 9 8 11| 99

13 2 4 1 5 6 1 2 5 1 27

14 3 1 2 6

15 1 1

16

17 1 1

6874 6857 6849 6787 6766 6804 6762 6714 6744 6705 | 67862

Die Hundertergruppe an Position 26379 enthalt keine Primzahl
Die Hundertergruppe an Position 27050 enthélt 17 Primzahlen.

/((ir — 67915,733
log
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Gauss an Enke

GAUSS AN ENKE.

Hochverehrter Freund!

— — Thre freundlich mitgeteilten Bemerkungen iiber die H&aufigkeit der
Primzahlen waren fiir mich in mehr als einer Hinsicht interessant. Sie ha-
ben mich an meine eigenen Arbeiten zu diesem Gegenstand erinnert, deren
erste Anfinge weit zuriickliegen, im Jahr 1792 oder 1793, als ich mir LAM-
BERTs Supplemente zu den Logarithmentafeln angeschafft hatte. Noch bevor
ich mich mit feineren Untersuchungen der héheren Arithmetik beschéftigt
hatte, gehorte es zu meinen ersten Aufgaben, meine Aufmerksamkeit auf die
abnehmende Haufigkeit der Primzahlen zu richten. Dazu zéhlte ich sie in den
einzelnen Tausendergruppen und verzeichnete die Ergebnisse auf einem der
angehefteten weiflen Blatter. Ich erkannte bald, dass diese Héaufigkeit trotz
aller Schwankungen im Durchschnitt anndhernd umgekehrt proportional zum
Logarithmus sei, sodass die Anzahl aller Primzahlen unter einer gegebenen
Grenze n anndhernd durch das Integral

dn

/ logn
ausgedriickt werde, wobei der natiirliche Logarithmus gemeint ist. Als ich
spater die in VEGAs Tafeln (von 1796) abgedruckte Liste bis 400031 kennen-
lernte, dehnte ich meine Zahlung weiter aus, was dieses Verhéaltnis bestétigte.
Grofle Freude bereitete mir 1811 das Erscheinen von CHERNACS cribrum, und
ich verwendete sehr oft einzelne freie Viertelstunden darauf, bald hier, bald
dort eine Tausendergruppe abzuzahlen (da ich zu einer anhaltenden Zahlung
der Reihe nach keine Geduld hatte); schlie8lich lie§ ich es jedoch ganz lie-
gen, ohne mit der Million ganz fertig zu werden. Erst spater machte ich mir
GoLDSCHMIDTs Fleifl zunutze, teils um die verbliebenen Liicken in der ersten
Million zu fiillen, teils um die Z&éhlung nach BURCKHARDTs Tafeln fortzuset-
zen So sind (nun schon seit vielen Jahren) die ersten drei Millionen abgezahlt
und mit dem Integralwert verglichen. Ich gebe hier nur einen kleinen Auszug:

. Integral
gibt es dn Thre
Unter | Primzahlen / Togn Abweich.| Formel Abweich.
500000 41556 | 41606,4 +50,4| 41596,9 +40,9
1000000 78501 | 796275  +126,5| 78672,7 +171,7
1500000 114112114263,1  +151,1|114374,0 +264,0
2000000 148883 |149054,8  +171,8(149233,0 +350,0
2500000 183016 | 183245,0  +229,0 |183495,1  +479,1
3000000 216745 (216970,6  +225,6|217308,5 +563,5
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Gauss an Enke

Dass sich auch LEGENDRE mit diesem Gegenstand beschaftigt hatte, war
mir nicht bekannt. Ihr Brief veranlasste mich, in seiner Théorie des Nombres
nachzusehen, und ich fand in der zweiten Ausgabe einige darauf bezogene
Seiten, die ich frither iibersehen (oder seitdem vergessen) haben muss. LE-
GENDRE verwendet die Formel

"
logn — A

wobei A eine Konstante sein soll, fiir die er 1,08366 setzt. Nach einer fliichtigen
Rechnung finde ich damit in den obigen Féllen die Abweichungen

~23.3
+42.2
+68,1
+92,8
+159,1
+167,6

Diese Differenzen sind noch kleiner als die mit dem Integral, scheinen aber
bei zunehmendem n schneller zu wachsen als diese, sodass es durchaus moglich
ware, dass jene bei einer viel weiteren Fortsetzung die letzteren iibertréfen.
Um Zahlung und Formel in Ubereinstimmung zu bringen, miisste man jeweils
statt A = 1,08366 setzen

1,09040
1,07682
1,07582
1,07529
1,07179
1,07297

Es scheint, dass bei wachsendem n der (Durchschnitts-)Wert von A ab-
nimmt. Ob aber der Grenzwert, wenn n ins Unendliche wéchst, 1 oder eine
von 1 verschiedene Grofle sein wird, dariiber wage ich keine Vermutung. Ich
kann nicht sagen, dass es einen Grund gibt, einen ganz einfachen Grenzwert
zu erwarten; andererseits konnte der Uberschuss von A iiber 1 durchaus eine
Grofle der Ordnung 1n sein. Ich wére geneigt zu glauben, dass das Diffe-

log
rential der betreffenden Funktion einfacher sein muss als die Funktion selbst.
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Gauss an Enke

Wéhrend ich dafiir l(‘)i;n angenommen habe, wiirde LEGENDREs Formel ei-
ne Differentialfunktion voraussetzen, die etwa bgnfﬁ ware. Thre Formel

konnte tibrigens fiir ein sehr grofies n als tibereinstimmend mit

n
1
logn — 5

betrachtet werden, wobei k& der Modul der BRiGGSschen Logarithmen ist, also
mit LEGENDRES Formel, wenn

A= i = 1,1513 gesetzt wird.

Schliefllich will ich noch bemerken, dass ich zwischen Thren Zdhlungen und
meinen ein paar Unterschiede bemerkt habe.

Zwischen 59000 und 60000 haben Sie 95 ich 94
101000 102000 94 93

Der erste Unterschied liegt vielleicht daran, dass in LAMBERTs Supplemen-
ten die Primzahl 59023 zweimal aufgefiihrt ist. Die Tausendergruppe von
101000—102000 wimmelt in LAMBERTs Supplementen von Fehlern; in mei-
nem Exemplar habe ich 7 Zahlen markiert, die keine Primzahlen sind, und
hingegen 2 fehlende eingefiigt. Kénnten Sie nicht den jungen DASE dazu ver-
anlassen, die Primzahlen in den folgenden Millionen aus den Tafeln bei der
Akademie abzuzéahlen, die, wie ich fiirchte, das Publikum nicht besitzen soll?
Fiir diesen Fall bemerke ich, dass die Zahlung in der 2. und 3. Million auf
meine Anweisung nach einem besonderen Schema vorgenommen wurde, das
ich selbst auch schon bei einem Teil der ersten Million angewandt hatte. Die
Zahlungen fiir jeweils 100000 stehen auf einer (kleinen) Oktavseite in 10 Spal-
ten, von denen sich jede auf eine Zehntausendergruppe bezieht; dazu kommt
noch eine Spalte davor (links) und eine dahinter rechts. Als Beispiel folgt
hier eine senkrechte Spalte mit den beiden Zusatzspalten aus dem Intervall
1000000...1100000 — — —
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Gauss an Enke

Zur Erlduterung diene zum Beispiel die 1. senkrechte Spalte. In der Zehn-
tausendergruppe von 1000000 bis 1010000 liegen 100 Hundertergruppen; dar-
unter ist 1, die nur eine Primzahl enthalt; gar keine mit 2 oder 3; 2 mit je 4
Primzahlen; 11 mit je 5 usw. Alle zusammen ergeben 752 = 1.1+4.245.11+
6.14+.. Die letzte Spalte enthélt die Summen aus den 10 einzelnen Spalten.
Die Zahlen 14. 15. 16 in der ersten senkrechten Spalte sind hier iiberfliissig,
da keine Hundertergruppen mit so vielen Primzahlen vorkommen; auf den
folgenden Blattern kommen sie aber zur Anwendung. Zuletzt werden die 10
Seiten wieder zu 1 vereinigt und umfassen so die ganze 2. Million.

Doch es ist Zeit abzubrechen. — — — Mit herzlichen Wiinschen fiir Thr
Wohlbefinden

Stets der IThrige

Gottingen, 24. Dezember 1849. C. F. GAuss.
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Anzahl der Klassen bindrer quadratischer Formen

TAFEL
DER ANZAHL DER KLASSEN
BINARER QUADRATISCHER FORMEN.

Hundertergruppe 1. Hundertergruppe 2.
G.L...(17)..(61) G.L....(11)..(101)
1. 1. 2. 3. 3 163

4.7 5 103. 127

3 11.19. 23. 7 151
27. 31. 43. 9 107. 139. 199
67 11 167

5 47.79 13 191

771 15 131. 179

9 59. 83 G.II..... (46)..(406)

G. I1..(58). .(280) 2 142. 148. 193

1 5.6.8. 3 106. 108. 109.
9. 10. 12. 115. 118. 121.
13. 15. 16. 123. 124. 135.
18. 22. 25. 147. 157. 162.
28. 37. 58. 169. 172. 175.

2 14. 17. 20. 187
32. 34. 36. 4 111.113. 128.
39. 46. 49. 137. 158. 178.
52. 55. 63. 183. 196
64. 73. 82. 5 119. 122. 125.
97. 100 143. 159. 166.

3 26. 29. 35. 181. 188. 197
38. 44. 50. 6 116. 155. 171
51. 53. 54. 7 101. 134. 149.
61. 75. 76. 173
81. 87. 91. 8 146. 164
92. 99 10 194

4 41. 62. 68. G. IV....(39)..(356)
94. 95. 98 1 102. 112. 130.

5 74. 86 133. 177. 190

6 89 2 114. 117. 126.

G. IV..(25)..(136) 132. 136. 138.

1 21. 24. 30. 141. 144. 145.
33. 40. 42. 150. 153. 154.
45. 48. 57. 156. 160. 180.
60. 70. 72. 184. 192. 198
78. 85. 88. 3 104. 110. 129.
93 140. 152. 170.

2 56. 65. 66. 174. 176. 182.
69. 77. 80. 186. 189. 195.
84. 90. 96 200

Summe 233...477 4 161. 185

Trreg. 0 Impr. 74 G. VIIL..(4)...(32)

1 105. 120. 165.
168

Summe 291...895
Irreg. O
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Anzahl der Klassen bindrer quadratischer Formen

Hundertergruppe 3.

G.L..... 9)
7

223

(109)

9 211. 243(*3*). 283

11 271
13 263
15 227.
21 251

3 202.
247.
277.

4 226.
295

5 218.

6 203.
241.
275.

7 215.

8 254.

9 236.

10 206.

11 269

12 299

G.IV...

1 232.
2 205.
220.
252.
288
3 201.
231.
246.
270.
300
4 221.
272.

5 209.
296
G. VIIL
1 210.
2 264.

239

..(42)
207.
262.

298

256.

229.
212.
244.
279.
278.

257
293
281

224.

276

230.

(6).....

291

214.
267.

289.
242.
219.
259.

284.

266.

..(482)

235.
268.

292.
250

233.
274.

287

. 260.

290.

..(64)

240. 273. 280.

285

Summe 313

Irreg. 1

..... 1167
Impr.

183.

Hundertergruppe 4.

G.
7

G. IV

G. VIIL..

343

9 307(*3*). 331.

379
5 347
7 383
9 311.

3 358.
4 313.
5 303.
346.
394
6 302.
334.
387
7 338.
8 353
9 332.
362
0 386.
1 326.
2 356.
3 314

2 301.
333.
400

3 304.
325.
366.
393.

4 305.
350.
377.
399

5 321.

6 329

7 341

1 312.
385

2 336.

L...... (9)

335.

398
389
371.

374

360.

.(8)
330. 345.

395

. 308.
- 384.

. 365.

390

(113)

Summe 325..
Irreg. 2

466
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Negative Determinanten

Hundertergruppe 5.
G I.... (10)..(174)

9
15
21
25
27

7 463.
499

439.
431.

479

419.

G. II..

3
4
5

10

13
14
15
16

G.IV...
418.
445.
405.
430.
450.
472.
483.
493.
402.
414.
468.
485.
413.
470.
488.
416.
434.

2

3

6

7

G. VIII..
408.
420.
465.

1
2

3

Summe 336..

484

447.
407.

471

411.

487

443
467

491

427

466.
415.

423

436.

454

409.

428.

..(33)..(512)
403.
457.
412.
422.
433.

478
421.

475.

452.

451.

459(%). 486
401. 449. 482.

500
458
404
461
446

494

440

.(49). .(760)
438,
448.
A17.
432.
453,
473,
490.

496

406.
441.
469.

495

437.
474.

489

425.
464.

462

429.

480

442.
498

424.
435.
460.
477.
492.

410.
444.
481.

455.
476.

426.
497

(8)..(120)

456.

Irreg. 1

.1566

NEGATIVE DETERMINANTEN.

Hundertergruppe 6.
G. L..... (7)..(133)
9

GII

547

15 523. 571
21 503. 587

25
27

5
6

7
8

599
563

562.
508.
507.
543.
502.
512.
559.
515.
531.
975.
551.
539.

593
596

509.
521.

G.IV...

G VIIL (12).

467

-~ O Ut

1

2 504. 510.
528.
570.

505.
553.

598

513.
537.
555.
595.
501.
558.
574.
580(*2

589

534.
516.
506.

581
545.

520

567

o11.
514.

978

519.
556.

586

554.
042.

524.

569

(41).
522.
568.

ol7.
540.
565.

597

518.
564.
576(*2
*).
572.

549.
530.

o84

952.
585.

3 546. 560

Summe 347. .
Irreg. 2

(40). .(724)
577.
538.
526.

583
541
529.

935
548.

527.
957.

591
979.

566

(672)
532.
592.

933.
550.
588.

544.
973.
*)'
582.

590
994
536.

.(200)
525.

o61.
600

1729



Negative Determinanten

Hundertergruppe 7. Hundertergruppe 8.
G.1.....(8)...(138) G.L....... (6)...(110)
9 643 13 727
13 607. 631 15 739. 751. 787
15 619. 683. 691 21 743
25 647 31 719
33 659 G.IL...... (39). ..(860)
G.1IL...(37)..(718) 4 772
3 652 5 709. 757
5 613. 625. 694 6 718.723. 763. 775
6 603. 617. 622. 7 703. 733. 778
628. 655. 667. 8 799
673. 676. 687 9 707.722.729. 747.
7 604. 634. 639. 771. 783. 796
653 10 711. 724. 769. 788
9 661. 675(*3%). 11 758. 767
679 12 706. 766
10 601 13 746. 764. 773
11 623. 662. 668 15 716. 779. 797
12 674. 695 16 791
13 698 17 701
14 641. 686. 692 18 731. 755(*3%)
16 611. 635. 671. 20 734. 761
677. 699 21 794
17 614 G.1IV......(42)...(792)
18 626 2 708. 742. 793
G.IV....(43)..(812) 3 702. 715. 730. 748.
2 658. 697 753. 762. 795
3 606. 610. 618. 4 712.717. 721. 732.
627. 637. 648. 735. 736. 738. 745.
669. 670. 682. 768. 784. 785. 786.
685. 688. 700 790
4 612. 632. 640. 5 726. 737. 750. 752.
642. 646. 657. 754. 774. 781
663 6 704. 713. 725. 756.
5 615. 633. 636. 759. 782. 800
638. 649. 664. 8 710. 740. 749. 789
666. 678. 681 10 776
6 602. 605. 608. G. VIII..... (13)...(264)
620. 621. 650. 1 760
651. 684 2 720. 765. 777. 792.
7 654 798
8 644. 656 3 705. 714. 728. 741.
9 629 744. 780
10 689 4 770
G. VIIL .(12). .(216) Summe 356. . .2026
2 609. 616. 624. Ireg. 1
630. 645. 660.
672. 690. 693.

3 665. 680. 696.

Summe 350..1884
Trreg. 1
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Negative Determinanten

Hundertergruppe 9. Hundertergruppe 10.
G.I...... (8)....(164) G. I...... (8)....(174)
9 823. 883 9 907
21 811. 827. 859. 863. 11 967
29 887 15 947
33 839 17 991
G.II..... (34)....(750) 19 919
4 862 27 983
5 847. 853. 877 31 911
6 802. 898 45 971
7 807. 838. 841. 892. G.II...... (33)...(810)
8 895 5 982
9 835. 843. 844. 867. 6 955
886. 891(*3*) 7 997
10 878 8 943. 958. 961
11 829. 871. 879 9 922. 931. 963. 972
13 842 10 916. 927. 937. 977
14 818. 831 12 932. 939. 964. 979.
15 803. 815. 821. 851. 995. 999
875 13 934. 951. 998
16 809. 857 15 908. 923. 956
20 881 16 953
21 899 18 914. 929. 959.
22 866 974(*3*)
G.IV....(47)...(1024) 20 926
3 808. 813. 814. 817. 23 941
826. 828. 837. 856 G.IV....(45)....(976)
4 820(*2*). 832. 834. 2 928
850. 852. 855. 865. 3 913. 918. 925. 933.
868. 873. 882. 889. 940. 942. 949. 970.
900(*2*) 973. 988
5 822. 830. 872. 874 4 903. 904. 993. 938.
6 801. 804. 810. 812. 946. 975. 994
819. 833. 848. 864. 5 917. 921. 968. 1000
876. 890. 894 6 901. 905. 915. 948.
7 806. 845. 849. 860. 954. 976. 978. 980.
893 981. 985. 987. 996
8 846. 869. 884(*2*). 7 902. 906. 909. 935.
896 962
10 824. 836 8 992
11 854 9 944. 950. 989
G. VIII.. .(10)....(200) 11 965. 986
2 805. 858. 870. 880. G. VIIL.. .(14)....(312)
897 2 910. 912. 952. 957.
3 816. 825. 861. 885. 960
888 3 924. 930. 936. 945.
G. XVI....(1)....(16) 966. 969. 984. 990
1 840 5 920
Summe 360. .. .. 2154 Summe 366. . ... 2272
Irreg. 4 Irreg. 1

469



Negative Determ

inanten

Hundertergruppe 11.
G IL....... (7)..... (191)
9

G.IL...... (35)....(880)

1024. 1047

1083. 1099
10 1006. 1009

11 1021. 1082.

12 1043. 1058

13 1013. 1052.

15 1007. 1069

18 1011. 1055.

21 1004. 1046

3 1030. 1038.

1072. 1090

4 1002. 1015.
1054. 1057.

5 1037. 1066.
6 1026. 1035.
1053. 1062.
1089. 1096.
7 1010. 1014.

8 1016. 1022.

1088(*2%)
9 1041. 1070
11... 1034

1003. 1027.

1018. 1059.

1033. 1042

1075(*3%).

1084

1067. 1097

. 1032. 1045.

. 1080
. 1085

1061. 1094.

Summe 365....... 2399

Irreg. 2

Hundertergruppe 12.

G IL....

15 1123

21 1163.

23 1103

..(6).....(148)

1171

27 1187(*3*)

41 1151

6 1108.
7 1117.
8 1129.
9

....(36)....(924)

1138. 1198
1183
1153. 1156. 1159

1107(*3*). 1132. 1135.

1142.

10 1143

11 1111.
12 1127.
15 1115.

16 1119

18 1172.

19 1199
20 1124
23 1181
24 1139
25 1109
28 1154

3 1162.
4 1149.
1178.
5 1102.
1182.
6 1131.
1158.
7 1101.
1148.

8 1146

9 1116.

10 1184

11 1121.
12 1106.

4 1104.
5 1160.

1147

1114. 1126. 1167
1186. 1191. 1195
1174. 1175. 1179

1193

...(40). .. .(1064)
1177. 1192

1150. 1152. 1168.
1180

1125. 1137. 1165.
1189

1134. 1141. 1145.
1164. 1188

1112. 1133. 1136.
1157. 1194

1118. 1161. 1166

1130
1169. 1196

...(18).....(408)
. 1110. 1113. 1120.
. 1128. 1170. 1185.

. 1155. 1173. 1176

1140
1190

Summe 382...... 2544

Irreg. 2

470



Negative Determinanten

Hundertergruppe 13.

G.L......... (6)........ (190
23 1279

27 1231. 1291

33 1283

35 1223
45 1259(*3%)

G.IL....... (38)....... (986)
5 1213

6 1227. 1243. 1255. 1282.

1297

7 1237

8 1201. 1252

9 1203. 1207. 1215. 1219.

1228(*3%). 1267(*3")
10 1261. 1263. 1268.
12 1202. 1234. 1299

13 1247
14 1294
15 1250

16 1217.

17 1277

18 1251.
19 1229.
20 1214.
21 1211.

29 1286

3 1222,
4 1204.

1278

5 1210.
1270.
6 1208.
1269.
1296.

7 1206

1249

1262
1244
1271
1226

. 1289

. 1238

8 1220(*2*). 1239. 1241.
1253. 1266. 1280. 1298

9 1235. 1274. 1295

10 1205. 1284

13 1256
VIIL. ... .. (16)...... (416)

2 1240. 1248. 1288. 1290
3 1218. 1230. 1254. 1260.
1272. 1281

4 1221. 1224. 1232. 1245
5 1209. 1265

Summe 370....... 2600
Trreg. 4

Hundertergruppe 14.
I 7

33 1307.

45 1319

. 1339.

. 1359

. 1371

1351

. 1315(*3%). 1323(*3%). 1324.
. 1363. 1366. 1369. 1373. 1383

(46)......... (1340)

4 1312(*2%). 1332(*2*). 1345. 1357

1393

5 1317.
1390.
6 1308.
1362.
7 1311.

1396

1314.
1310.

1333.

1398

1313.
1377.
1335.

1334

1325.

1356(*3*)

10 1376

11 1304.
12 1316.
14 1349.

1370

1385.

1364

1338.
1336.

1395.
1341.

1328.

1342. 1378. 1384.
1337. 1350. 1358.

1397
1352. 1374. 1389.

1329. 1340.

Summe 391

Irreg. 5

471

Progr. 3192



Negative Determinanten

Hundertergruppe 15. Hundertergruppe 16.
G.L........ (10)...... (308) G.L....... 9)......... (299)
9 1423 15 1567
21 1483 19 1543
23 1447. 1471 21 1523
33 1459 27 1579
37 1487 33 1531. 1583
39 1439. 1451. 1499 49 1511
45 1427 51 1559. 1571
G. II........ 26)....... (746) G.II...... 24)....... (656)
6 1411. 1467 6 1507. 1555. 1588
7 1402. 1453 7 1527. 1597
8 1438 9 1516. 1519. 1549. 1563
9 1458. 1468 10 1522
10 1444. 1486. 1489. 1492. 11 1503. 1591
11 1429. 1493 12 1502. 1587
15 1431. 1478 17 1532. 1546. 1594
16 1412 18 1539(*3%)
17 1415. 1418 19 1535
18 1409. 1433. 1475 20 1553
19 1436 22 1538. 1556
21 1403 25 1514
26 1481 27 1574
29 1466 G.IV...... (53)....... (1564)
30 1454 3 1558. 1593
G.IV...... (49)....... (1348) 4 1510. 1513(*2*). 1528.
3 1432. 1435. 1450 1537. 1552. 1578.
4 1408. 1417. 1422. 1462. 1582(*2*). 1600(*2*)
1465. 1474. 1477. 1498 5 1534, 1542. 1570. 1573.
5 1495. 1497. 1500 1576
6 1404. 1405. 1407. 1413. 6 1501. 1506. 1521. 1525.
1420. 1437. 1442. 1443. 1548. 1572. 1575. 1585
1452. 1457. 1472 7 1557. 1562. 1564. 1565.
7 1401. 1414. 1441. 1455. 1569. 1577
1461. 1473. 1479 8 1504. 1508. 1536. 1551.
8 1426. 1434. 1446. 1463. 1561. 1568(*2*). 1598
1476 9 1515. 1541. 1547. 1566.
9 1419. 1445. 1448. 1490. 1599
1491 10 1509. 1524. 1544. 1592
10 1460. 1494 11 1586
11 1406 12 1517. 1526. 1550. 1580.
12 1421. 1424. 1484 1595
14 1469 13 1529. 1589
G. VIIIL... ... (15)....... (424) G. VIII..... (13)...... (360)
2 1428. 1488 2 1540
3 1425. 1456. 1464. 1480. 3 1512. 1518. 1530. 1533.
1482. 1485 1545. 1554. 1584
4 1410. 1416. 1430. 4 1520. 1590(*2*). 1596
1440(*2*). 1449. 1470 5 1505. 1581
7 1496 G. XVI...... (D)eennnn. (32)
Summe 378....... 2826 2 1560
Trreg. 1 Propr. 3282 Summe 389....... 2911

Irreg. 6 Propr. 3416

472



Negative Determinanten

Hundertergruppe 17.

G IL....

17 1663
21 1627
27 1607
33 1699
39 1667
45 1619

.. (6).

. 1621.
. 1687
. 1681.
. 1654.
. 1651

. 1623.
. 1622.

. 1671

. 1658
. 1646.

. 1691

. 1660.
. 1648.
. 1692.
. 1620.
. 1668.
. 1614.
. 1628.
. 1674.
. 1629.
. 1686

. 1661.

...(15)
. 1632.
. 1677
. 1638
. 1610.
. 1656.

(

(37)....(1116)

1675(%).

1684
1693

1697

1643. 1682

1655

1698

1660.

1695

1635.
1690.
1630.

1673
1689
1652

1664.

1645.

1624.

1665

(1312)

1662.
1659.

1696
1670

1694

Summe 380.. ..

Irreg. 1

Impr. 513

...3010

Hundert

ergruppe 18.

G.L..... (5)....... (95)

15 1723
17 1783
21 1787
27 1759

10 1714.
12 1726.

1777.
13 1719.
14 1703.
15 1707.

17 1733

18 1727.

19 1754

21 1709.

23 1718
24 1751

25 1766.

26 1721
29 1706
30 1739

3 1708

4 1717.

1792

5 1702.
1765.
6 1728.
1782.
1757.

7

8 1764

9 1701
1734

10 1745
1796

11 1742

13 1790

16 1769.

17 1781

. 1747

..(35).....(1182)
1753. 1774

1731. 1732. 1762.
1795

1735. 1741. 1789
1711. 1775

1756. 1772. 1779

1763(*3*). 1791

1715. 1724

1799

..(41).....(1260)
1737. 1738. 1780.

1750. 1758. 1761.
1773. 1786. 1798
1743. 1744. 1771.
1797

1788

(*2%). 1767

. 1712. 1713. 1730
. 1755(*). 1793

. 1746. 1748. 1778

1784

....(18).....(536)
. 1710. 1752. 1768
. 1722. 1729. 1740

. 1725. 1776. 1794
. 1770
. 1736. 1760

Summe 399...... 3105

Irreg. 3

473

Impr. 525



Negative Determinanten

Hundertergruppe 19.

G.L....... (. (263)

15 1867

19 1831

27 1879

43 1847

45 1823. 1871

69 1811

G.II....... (B1)eevvnnnn.. (994)

6 1807. 1873

7 1852

8 1822. 1828

9 1843. 1863. 1882

10 1858

11 1849

12 1803

14 1801. 1838

15 1819. 1835. 1875. 1891. 1894

17 1877

18 1899

19 1861

20 1839

21 1851. 1859. 1868. 1883

23 1814

24 1895

28 1874

30 1844

36 1889

G.IV....... (45)......... (1416)

4 1813. 1842. 1864. 1897

5 1810. 1857. 1887. 1893

6 1812. 1815. 1818. 1825. 1827.
1837. 1878. 1888. 1892. 1900

7 1816. 1846. 1855. 1898

8 1802. 1808. 1866. 1876. 1884

9 1804. 1809. 1821. 1834. 1836.
1853. 1862

10 1805. 1817. 1829. 1841. 1850.
1854

12 1856. 1865

13 1832

14 1826

16 1886(*2*)

G. VIIIL... ... (16)....... (496)

2 1870. 1885

3 1830. 1833. 1840. 1890

4 1824. 1845. 1860. 1872

5 1806. 1820. 1869. 1880. 1881.
1896

G. XVIL..... (O (16)

1 1848

Summe 393......... 3185

Irreg. 1 Impr. 513

Hundertergruppe 20.
G. I...... (6)

21
27
33
39

1987
1999
1951.
1907

63 1931(*3*)

69

)
7

1979

1948
1983
1915.
1906.
1903.
1939.
1954
1923
1922.
1913.
1901.
1919
1916
1934
1964.
1991
1949

1927. 1933. 1963. 1996

1975
1942
1982.

1943

1993

1966. 1967. 1971(*3*)
1959. 1973. 1997

1994

. 1986.

. 1965,
. 1925

1969.
1926.
1984.

1935

1940.
1955.
1952.

1988

. 1932. 1950.

. 1938. 1953.

....... (1356)

. 1918(*2%). 1945. 1957
. 1962.
. 1917.
. 1972.
. 1929.
. 1924
. 1944,
. 1928,

1981
1936. 1941.
1990

1958. 1961

1977. 1998
1956. 1985.

1960. 1968.

1974. 1980.

Summe 388. ...
Irreg. 3

474

3282
Impr. 556



Negative Determinanten

Hundertergruppe 21.

G IL.......... () R (284)
21 2011. 2083

27 2003

33 2027

35 2087

45 2039. 2063

57 2099

6 2017. 2062

8 2095

9 2023. 2038. 2047. 2053
12 2059. 2098

14 2007. 2018

15 2043. 2071. 2092
16 2048

17 2026. 2029

19 2031. 2069

20 2078

21 2012

22 2089

24 2019

25 2042

27 2051. 2075(*3%)
28 2066

30 2036. 2081

32 2084

4

5 2032. 2073. 2074

6 2022. 2025. 2028. 2035. 2050. 2052.
2067. 2068. 2082. 2086. 2096

7 2008. 2033. 2044. 2055. 2058. 2094

8 2004. 2005. 2034. 2041. 2056

9 2014. 2049. 2060. 2076. 2079. 2091

12 2006. 2009. 2045

Summe 404............ 3378
Irreg. 1 Impr. 560

475



Negative Determinanten

Hundertergruppe 2

G.1...(5)..(149)

13 2143

21 2179

27 2187(*3%)

39 2131

49 2111

G. II...(33).(1174)

8 2113. 2137

9 2122. 2167. 2188

10 2164

11 2182

12 2107. 2116

13 2102. 2197

14 2127

15 2151. 2191

16 2153. 2194

17 2103. 2119

18 2155. 2161. 2199

21 2123. 2138. 2147. 2171. 2183.
2186

24 2195

28 2129

30 2126. 2159

32 2174

39 2141

G. 1V.(46).(1592)

5 2101. 2118. 2125. 2152. 2158.
2173. 2178

6 2104. 2115. 2132. 2139. 2148.
2157. 2163. 2172.

7 2110. 2140. 2146. 2149. 2165

8 2134. 2176(*2*) 2192

9 2106. 2108. 2117. 2124.
2133(*3*). 2175. 2181. 2198

10 2150. 2154. 2166. 2177

11 2135

12 2105. 2156. 2168. 2169. 2196

14 2114. 2144. 2162

15 2189

16 2180

G. VIIIL.(14).(424)

2 2128. 2170

3 2160. 2185. 2190. 2193. 2200

4 2112(*2*). 2130. 2142

5 2109. 2121. 2136

7 2120

G. XVL(2)...(80)

2 2145

3 2184

Summe 399...3419
Irreg. 4 Impr. 585

476



Negative Determinanten

Hundertergruppe 23.
G.L...(7)..(217)
15 2203

21 2251

29 2287

33 2267

35 2239

39 2207

45 .2243(*3%)

G. 1L .(29).(1084)

7 2293

9 2221. 2227. 2283

10 2281

11 2215. 2263

12 2209

13 2218

14 2258

15 2237. 2269. 2284. 2299

16 2206

17 2234

18 2228

20 2297

21 2213. 2259

22 2271

24 2273

27 2252. 2291

28 2279

29 2231

32 2276

36 2219(*3%)

39 2246

G. IV.(46).(1612)

4 2212. 2242, 2248. 2272

5 2202. 2230. 2247. 2290

6 2223. 2257. 2260. 2268. 2275.
2278

7 2217. 2238. 2270

8 2236. 2245. 2254(*2*).
2286. 2292. 2298

9 2214. 2221. 2235(*3%).
2241. 2253. 2266. 2295. 2300

10 2249. 2250. 2255. 2282

11 2204. 2216

12 2211. 2225. 2229

13 2222

14 2274

15 2264. 2285

16 2201

19 2294

G. VIIL(17).(584)
2 2233. 2277
3 2205. 2220. 2262
4 2208. 2232. 2244, 2256. 2265.

2289. 2296

477



Negative Determinanten

5 2226. 2288

6
7
9

2240
2210
2261

G. XVL(1)..(32)

2

2280

Summe 401...3529
Irreg. 4

Impr. 571

Hundertergruppe 24

G.
15
29
39
57
59
63

2347
2311
2371
2339
2399
2351

. 2383

I...(7)..(291)

G. IL .(32).(1106)

2335

2302.

2326
2307
2362
2359
2303
2386
2333
2381
2375
2342
2327
2396
2315
2393
2306
2309

. 2374
. 2323
. 2367
. 2319
. 2389

. 2348
. 2372

(*3%)

. 2395

. 2341

. 2391

. 2357

G. IV. .(40).(1520)
2332. 2353. 2368

4
5
6
7
8
9

11
12

14
15
16
18

2398

2305.

2388

2314.
2304.
2343.
2318.

2387

2334.
2316.

2390

2324.
2321.

2336
2369

2382

2317.

2312.
2350.
2344.

2354.
2330.

2322

2313
2356
2349

2364.
2331.

2376

2384
2378

2308. 2377

. 2363

. 2338. 2358.

. 2329(*2%).

. 2355. 2361.

. 2379(*2%).

478



Negative Determinanten

G. VIIL(20).(648)

2
3
4

)
6
7

2392

2325. 2346. 2352. 2370. 2373.

2380

2320. 2328. 2337. 2340. 2365.

2385(*2%). 2397. 2400(*2*).
2360. 2394.

2301. 2376

2345

G. XVL.(1)..(32)

2

2310

Summe 407...3597
Irreg. 5 Impr. 611

479



Negative Determinanten

Hundertergruppe 25.
G.L..(5)..(217)

21
33
37
57
69

2467
2423
2447
2459
2411

G. IL (35).(1250)

9

10
12
13
14
15
16

2403(*3*). 2437(*3%).
2443. 2458
2407. 2452. 2473. 2487. 2500
2419. 2468. 2479
2428

2401. 2446. 2455
2476

2434. 2462

2463

2417. 2491

2477

2402. 2404. 2498
2427

2439

2426

2495

2483

2471

2435

2441

2474

G. IV.(38).(1472)
4 2410

5
6
7
8
9
10

11
12

13
14
15
17
18

2422. 2433. 2494
2412. 2413. 2425. 2451. 2475,
2482. 2488. 2493
2416. 2431. 2438. 2497
2454

2430(*3*). 2461

2449

2421. 2489. 2492
2420(*2*). 2432. 2450.
2466. 2484. 2499
2453. 2469. 2481

2429. 2486

2406. 2444

2456

2414

G. VIIL(22).(720)
3 2418. 2424. 2440. 2457. 2472.

2485

2436. 2442. 2445. 2448(*2*).
2464. 2465. 2470. 2478. 2490.
2496

2405. 2409. 2415. 2460

2408. 2480

480



Negative Determinanten

Summe 403. .3659
Irreg. 5

Hundertergruppe 26.

G.
21

G.
8
9

10
12
13
15
16
18
19
20
21
22
25
28
32
35

Impr. 595

I...(7)..(301)

2503
2539
2543
2551
2531
.2591
2579

IL. (29

2578
2515.
2566.
2527
2587.
2524
2523.
2521
2511.
2554
2559
2507.
2567.
2582.
2564
2519.
2549

).(1028)

2557. 2563(*3%).

2572

2593

2575. 2518.

2547

2571
2594
2588

2558

G. IV.(45).(1752)

4
)
6
7

8

9
10
11
12
13
14
15
16
18

2533.
2577

2512.
2592.
2502.
2583

2506.
2589

2522.
2514.
2570.
2597

2510

2501.
2526.
2546.
2504.

2542(*2%)

2517. 2538.

2598

2509. 2535.
2513. 2528.

2555. 2581.
2529. 2532.

2573

2525. 2586

2534. 2537.

2561
2516

G. VIIL(18).(648)

3 2508. 2530. 2550.

2590

4 2568. 2580. 2584

5 2505. 2541. 2544.

2599

2545. 2548.
2536. 2556.
2560. 2569.

2595
2596

2540

2553. 2562.

2552 2585

481



Negative Determinanten

6 2565. 2574. 2600
8 2576

G. XVL(1)..(32)

2 2520

Summe 405. .3761
Irreg. 2 Impr. 641

482



Negative Determinanten

Hundertergruppe 27.

G.
15

51
G.
10
11
12
14

G.

G.

I...(7)...(231)
2647. 2683

2671

2659

2663

2699(*3*)

2687

I1. .(29).(1196)
2638

2623. 2662. 2677
2611. 2689. 2692
2612

2602. 2643
2617. 2633. 2657
2619(*3%). 2627. 2644
2693

2614. 2615
2631. 2654

2642

2675(*3*)

2603. 2606

2621

2636

2651

2609
IV.(46).(1776)
2608

2605

2641

2620. 2629. 2650. 2653. 2658.
2667. 2668. 2676. 2682. 2695.

2698

2607

2601. 2628(*2*). 2655.
2674. 2686

2626. 2634. 2635. 2637.

2646(*3*). 2673. 2700(*3*)

2656. 2678

2645. 2648. 2649. 2672
2681. 2691. 2696

2679

2630. 2684. 2690. 2694
2624(*3*). 2639. 2669
2666

2681

VIIL(17).(584)

2632

2613. 2622. 2680. 2685. 2697

2652. 2665. 2688

2610. 2618. 2625. 2664. 2670.

2604. 2660
2616

483



Negative Determinanten

G. XVL.(1)..(32)
2 2640

Summe 401...3819
Irreg. 7 Impr. 625

Hundertergruppe 28.

G.1...(6)..(208)

21 2707 2767

33 2731

39 2791

41 2719

53 2711

G. 11.(29).(1190)

9 2787. 2797

10 2722. 2743

12 2713

13 2762

14 2734. 2753

15 2727. 2732. 2764

18 2723. 2763(*3*). 2783

19 2738. 2746. 2799

20 2777

21 2749. 2779

22 2798

27 2747. 2759

29 2741

30 2708

31 2735

39 2771

40 2729

41 2789

G. 1V.(47).(1864)

4 2773. 2788

5 2776

6 2704. 2710. 2715. 2718. 2725.

2740. 2748. 2752. 2755. 2758.

2794

2703. 2761. 2766. 2782

2733. 2742. 2775. 2785

9 2716. 2770. 2778. 2781. 2795

10 2724. 2751

11 2757

12 2701. 2702(*2*). 2739.
2754 2780

13 2721. 2792

14 2744. 2768. 2774

15 2750. 2796

17 2726

18 2705. 2786

20 2714. 2756(*2*)

G. VIIL.(16).(568)

2 2737

3 2728. 2800

484



Negative Determinanten

4 2706. 2709. 2717. 2745. 2772.
2790. 2793

5 2712. 2769

6 2720. 2736. 2784

7 2765

G. XVL(2)..(64)

2 2730. 2760

Summe 412..3894
Irreg. 3 Impr. 644

485



Negative Determinanten

Hundertergruppe 29.

G.
25

2887
2803
2851
2843
2879
2819

1..(6)..(250)

G. IL .(32).(1298)

2878

2818.
2815.

2827

2809.
2875.

2833

2867.

2858
2866
2837
2811
2807

2859.
2801.

2876
2861

2804.

2846

2836. 2857
2863

2823. 2839. 2854
2883. 2899

2897

2891(*3*)
2855

2831. 2894

G. IV.(43).(1680)

0 O Ui

NeJ

10

11
12

13
15
16
21

2842.
2830.
2802.
2812.
2817.
2868.
2806.
2862.
2810.

2896
2841

2816.
2873.

2893
2853

2872. 2892

2881

2845, 2847: 2848(*2*).
2884

2828. 2835(*3%).

2887. 2888. 2890. 2895
2844. 2869. 2871. 2874.

2822. 2824. 2825. 2852.
2900.

2826.

2813.

2882
2834

2864. 2889

G. VIIL(17).(648)

2
3
4

)
6
7

2832
2808
2821
2865
2814
2820
2870

. 2860

. 2829. 2850(*2%).
. 2880. 2898

. 2838. 2877. 2886

486



Negative Determinanten

8 2840. 2849
G. XVL.(2)..(96)
3 2805. 2856
Summe 410..3972
Irreg. 4

Impr. 636

Hundertergruppe 30.
1..(6)..(322)

G.
31

G.
8

10

© 00 ~J Oy Ut

10
11
12
13
16
18
20

2

3 2905. 2920. 2937. 2970. 2982.

2927
2971
2963
2903
2999
2939

IL. .(33).(1266)

2962

2902.

2983

2917.
2947.

2908
2932

2956.

2918

2916.
2942.
2911.
2974.

2969

2951.
2978.

2906
2909
2966

2907.
2913.
2944.
2950.
2919.
2922.

2923

2935
2953

2986

2943
2959
2931
2991

2957
2987

2914.
2930.
2946.
2955.
2929.
2933.

2993(*2%)

2901.
2921.
2915.

2984
2994
2924

. 2998

. 2995

. 2979

. 2972

G. IV.(37).(1588)
2965

2938.
2941.
2949.
2988.
2948.
2934.

2977. 2997
2973
2980(*2*)
2989
2975
2967

. 2996.

2936. 2954. 2081
G. VIIL(24).(888)

2968

2992

4 2928. 2940. 2952
5 2904. 2910. 2926

. 2958. 2985
. 2990. 3000

487



Negative Determinanten

6 2912. 2925. 2961. 2964. 2976
8 2945. 2960

Summe 412..4064
Irreg. 2 Impr. 714

488



Negative Determinanten

Hundertergruppe 43.
G. L..(7)..(425)
27 4243
45 4219
51 4231
63 4283
65 4271
69 4211
105 4259
G. I1.(32).(1592)
12 4222. 4258. 4267. 4273
13 4207. 4282
14 4279
15 4204. 4227
17 4261
18 4201. 4291(*3*). 4297
19 4252
21 4203. 4253
22 4223
24 4239. 4287. 4295
26 4217. 4244
27 4262. 4299
30 4276
31 4247
39 4229
40 4286
42 4274
54 4226. 4241
56 4289
G. IV.(38).(1780)
6 4225. 4237. 4288
7 4210. 4213
8 4228. 4249
9 4236. 4246. 4255. 4263. 4285.
4293. 4294. 4300(*3*)
11 4215. 4238. 4281. 4298
12 4212(*2*). 4232. 4251.
4275(*2*%). 4292
13 4202. 4206. 4208. 4234
14 4205
15 4235. 4250. 4266
17 4269
18 4220. 4265. 4268
19 4254
20 4214
G. VIII(22)..(976)
4218. 4257. 4272
4216. 4240. 4260. 4270. 4278
4230. 4233. 4242. 4264. 4284
4245. 4248. 4277
4209
4221. 4224. 4296
4280
4256

SO0 ULk W

—_

489



Negative Determinanten

G. XVL(1)..(48)

3 4290

Summe 415....4821

Irreg. 4

Hundertergruppe 51.

G.L..(8).
2

5 5023
45 5003
57 5059
63 5011
69 5087
83 5039
87 5051

117 5099

.(546)

G. I1. .(22).(1104)

11 5077.
15 5047.
16 5086
18 5007.
21 5027.
24 5095
25 5071
27 5067.
30 5009
32 5079
39 5021
42 5006

5098
5062

5041. 5042. 5063
5043. 5091

o078

45 5036(*3%)

58 5081

G. IV.(51).(2728)

6 5020.
7 5038
8 5002.
9 5013.

5065. 5083

5008. 5017. 5058. 5089

5014. 5035. 5050. 5055.

5068(*3*). 5097

10 5026.

5056.
11 5093
12 5022.
13 5029.
14 5046.
15 5019.
16 5012.
18 5004.

5028. 5044. 5052. 5053.

5072. 5092

5076
5090
5074
5030. 5094
5031(*2%)

5033. 5034. 5048. 5054.

5069(*3*). 5075(*3%)

19 5001.
20 5057.
22 5015
26 5024.
30 5066

5018
5084

5045

G. VIII(16).(784)

3 5032

490



Negative Determinanten

4 5037

5 5061. 5080

6 5010. 5025. 5049. 5070. 5073.

5082. 5085. 5088. 5100

8 5064

9 5096

10 5060

G. XVL(3).(128)
2 5005
3 5016. 5040

Summe 424...5290
Irreg. 5

491



Negative Determinanten

Hundertergruppe 61.

G.1..(7)..(353)

27 6007. 6043

45 6067(*3*). 6091(*3*)

57 6079

71 6047

81 6011(*3%)

G. 11. .(22).(1440)

12 6073

15 6022

17 6037

18 6087

22 6082. 6092

24 6098

25 6031. 6053

27 6075(*3%)

28 6046

31 6038

33 6019

35 6029

39 6059

41 6023

42 6051

46 6002

48 6071

49 6044

58 6089

63 6074

G. IV.(53).(3012)

7 6013. 6028

8 6001(*2*). 6052(*2*)

9 6015. 6021(*3*). 6055.
6063. 6064. 6070. 6076. 6078.
6085(*3*)

10 6010. 6034. 6049. 6058. 6088.

11 6012

12 6003. 6004. 6008. 6025. 6027.
6057. 6066. 6077. 6084. 6099.
6100(*2*)

13 6033. 6094

14 6062

15 6017. 6039. 6050. 6081. 6093.

16 6016

18 6065. 6083(*3*)

19 6009

20 6036. 6054

21 6035. 6095

24 6014(*2*). 6068. 6086

25 6056

26 6005

28 6026

30 6041

G. VIIL.(14).(768)

3 6097

492



Negative Determinanten

4 6040. 6042
6 6018. 6024. 6030. 6048
8 6032. 6061. 6069. 6080
9 6060

10 6020. 6096

G. XVL(4).(208)

3 6045. 6072. 6090
4 6006

Summe 439..5781
Irreg. 11 Impr. 933

Hundertergruppe 62.
G.1...(5)..(265)
33 6163
39 6199
41 6143
59 6151
93 6131
G. I1. .(28).(1704)
11 6127
14 6103
15 6115. 6147
16 6178
18 6183. 6187. 6196
19 6172
21 6133
22 6121
27 6122
29 6166
30 6139
33 6124. 6167
34 6113
35 6134. 6197
37 6173
40 6159
41 6119
42. 6155. 6158
45 6107
49 6191
53 6101
60 6179
G. TV.(44).(2568)
6 6157
7 6108. 6142. 6193
8 6112. 6148
9. 6130. 6154. 6175
10 6106. 6117. 6169. 6198
11 6182. 6190
12 6123(*2*). 6181
14 6145. 6174. 6185
15 6102. 6109. 6125. 6126. 6129.
6171
16 6144. 6189

493



Negative Determinanten

17 6128. 6184

18 6111. 6135. 6156(*3%).
6164

19 6140

20 6114. 6137. 6161. 6176. 6186
22 6152. 6194

25 6170

28 6146
G. VIII(20).(1200)

4 6118

5 6136. 6153. 6162. 6168
6 6132. 6138. 6150. 6165. 6177.
6180. 6192. 6195
7 6141
9 6188
10 6110
12 6104. 6200
13 6116
15 6149
G. XVI(3)..(128)
2 6160
3 6105. 6120

Summe 445. . .5865
Irreg. 2 Impr. 975

494



Negative Determinanten

Hundertergruppe 63.
G. L..(7)..(447)
43 6247
45 6211
51 6203. 6271. 6287
77 6263
129 6299
G. II. .(28).(1678)
12 6238. 6295
15 6259. 6268
16 6217
18 6267(*3). 6283(*3*)
20 6223. 6241. 6274
23 6218. 6277
25 6207. 6250
27 6227(*3*)
29 6229
30 6212. 6219
33 6243
36 6242
38 6257
42 6275
45 6239. 6291(*3*)
51 6236. 6284
57 6269
63 6221(*3*)
G. IV.(39).(2428)
6 6220. 6262
7 6253
8 6202. 6208(*2*)
9 6235. 6252. 6297
10 6246. 6292
11 6298
12 6255 6286(*2*)
13 6282
14 6228. 6245. 6260. 6276
15 6214. 6234. 6249
16 6231. 6233. 6244. 6272(*4*)
17 6294
18 6226(*3*). 6251
19 6281. 6289
20 6261
21 6266
22 6224
23 6278
24 6209. 6215
25 6206
27 6296
35 6254
G. VIII(23).(1176)
3 6232
4 6273
5 6205. 6213. 6258. 6280. 6285
6 6210. 6222. 6225. 6237. 6288.

495



Negative Determinanten

6290. 6300

7 6248. 6256. 6265. 6279. 6293

8 6204

9 6264

10 6201

11 6230
G. XVI(3)..(176)

3 6216

4 6240. 6270
Summe 451..5905
Irreg. 9

Hundertergruppe 91.
G.L..(6)..(386)
27 9067
35 9007
45 9043
63 9091
99 9011
117 9059
G. II. .(26).(1960)
15 9013
18 9003(*3*). 9055
19 9034
21 9004. 9046
26 9079
27 9031. 9094
29 9098
30 9001. 9076
33 9068
36 9049. 9083
40 9023
42 9041
44 9047
45 9019(*3*)
46 9038
48 9092
54 9099(*3*)
57 9029
69 9014. 9071
80 9026
G. IV.(42).(2928)
8 9087. 9088
9 9022. 9037. 9073. 9097
10 9025. 9058
11 9052
12 9018. 9027. 9028
13 9082
14 9017. 9032. 9066
15 9033. 9051. 9063
17 9002. 9057. 9070
18 9012. 9015. 9069(*)..
9075(*3*)

496



Negative Determinanten

19 9053. 9095
20 9039. 9054. 9062. 9081
21 9036
22 9084
27 9008. 9050. 9074
28 9089
30 9005. 9035. 9056. 9077
G. VIII(23).(1640)
5 9010

6 9040. 9042. 9045. 9072. 9085.
9100

7 9078. 9080. 9090. 9093

8 9016(*2%). 9024. 9060

9 9061. 9074

10 9020

11 9006

12 9021. 9065

14 9096

17 9086

18 9044

G. XVI(3)..(176)
3 9030. 9048
5 9009

Summe 45..7090
Irreg. 6 Impr. 1122

497



Negative Determinanten

Hundertergruppe 92.
G.1..(5)..(295)
51 9199
57 9103. 9127
63 9187
67 9151
G. 11. .(30).(2208)
13 9157
14 9172
19 9133
20 9124. 9183
21 9115
23 9181
27 9109. 9123. 9167. 9175
28 9137
29 9148
30 9147
32 9111
34 9122. 9166
36 9143
39 9107. 9171
40 9188
47 9173
54 9134. 9155
56 9182
57 9179
60 9131
62 9119
63 9194
72 9161
G. IV.(36).(2652)
7 9178
8 9118(*2*). 9193
9 9132. 9139. 9162. 9163(*3*)
10 9190
12 9121. 9142. 9153. 9186
13 9117
15 9106. 9136. 9195. 9196
17 9158
18 9154
19 9146
20 9169
21 9126. 9197
22 9138. 9189
24 9113. 9159
25 9101. 9125
27 9164.
28 9116
30 9140
31 9191
32 9104(*2*%)
33 9149
34 9110

498



Negative Determinanten

G. VIII(26).(1752)

00 3 O Ui

9
10
11
12
19

9108
9102.
9112.
9174
9135.
9192.
9105.
9128.
9129.
9141
9176

9160
9130. 9145. 9150

9144. 9156. 9168. 9184.
9198
9114. 9180. 9185. 9200
9152
9170

G. XVI(3)..(176)

3

9177

4 9120. 9165

Summe 465. ..7083
Irreg. 3

Impr. 1207

Hundertergruppe 93.
G.1...(4)..(340)

33
75
93
139

9283
9227
9203
9239

G. IL. .(27).(2092)

13
17
18
21
25
27
29
30
31

9277
9223
9241
9235
9293
9211
9244
9271
9263
9267
9279
9259
9274
9242
9278
9251
9221
9209

. 9298

. 9247

. 9286. 9287
(*3%)

9257.

9206
9236
9299
9281

G. IV.(47).(3216)

7

9262

8 9202. 9208. 9232
10 9238. 9289
11 9237. 9258

499



Negative Determinanten

12 9207. 9219. 9220(*2*).

13
14
15
16

17
18
21
22
24
25

36

9228
9292
9249
9217
9212
9214
9248
9254
9234
9201
9233
9275
9231
9218
9260
9215
9284
9224

9266(

. 9243(*2%). 9268.
. 9259. 9297

. 9255

. 9226. 9253

. 9250. 9276
(*2*). 9216.
(*2*). 9252

. 9229. 9261
. 9245
. 9291
. 9294
. 9290
(*3%)

*2*)

G. VIII(20).(1440)

6 9205. 9213. 9265. 9270. 9288.

15

9300
9256
9222
9285
9272
9210
9230
9204
9269
9246

. 9225. 9273. 9280(*2*).

. 9264
. 9296

G. XVL(1)..(48)

3

9282

G. XXXII(1).(64)

2

9240

Summe 454...7200
Irreg. 9

Ingr. 1145

500



Negative Determinanten

Hundertergruppe 94.
G.L..(6)...(478)
41 9319
51 9343
55 9391
87 9323
97 9311
147 9371
G. II. .(27).(1894)
15 9307. 9388
18 9355
21 9397
23 9382
25 9375
26 9337
27 9349
28 9327
30 9346. 9358. 9363. 9364
32 9377
34 9326. 9332
36 9347. 9379. 9395
41 9302
46 9351
49 9335
51 9383
52 9359
56 9314
57 9356
69 9341
G. IV.(39).(2848)
7 9340. 9367
9 9342(*3*). 9370
11 9304. 9322
12 9378. 9387
13 9313. 9318
14 9353. 9394
15 9325. 9331. 9339
16 9301. 9316(*2*)
17 9303
18 9315(*3*). 9357. 9362
9376. 9385(*3*). 9396.
9398
21 9334. 9368. 9392
22 9305. 9317.
23 9365
24 9308. 9399
27 9369. 9374.
30 9386
32 9344(*2)
33 9329. 9389
G. VIII(25).(1752)
4 9310. 9328. 9373
5 9333
6 9352

501



Negative Determinanten

7 9321. 9361. 9381.

8 9312(*2*). 9348. 9372.
9393. 9394. 9400

9 9390

10 9330. 9338. 9366

11 9306. 9309. 9336

12 9324
14 9350. 9380
13 9320

G. XVL(3)..(176)

3 9384
4 9345. 9360

Summe 464...7148
Irreg. 6 Impr. 1210

Hundertergruppe 95.
G.I....(8)..(708)

33 9403

45 9463

75 9439

91 9431
101 9479
105 9419
123 9467
135 9491
G. II. .(24).(1706)

16 9433

18 9475

19 9466. 9487

20 9442

21 9427

24 9406. 9409. 9423
30 9459

33 9421

34 9458

36 9451. 9497(*3*)
39 9484

40 9473

42 9428

45 9411. 9437

46 9407

51 9413

57 9461

63 9404

71 9446
G. IV.(41).(2988)

8 9412(*2*). 9457(*2%).

9472

9 9493

11 9402. 9447. 9496
12 9445. 9469. 9483. 9498
13 9415. 9418. 9448. 9454. 9468.

9478

502



Negative Determinanten

14
15
17
18
20
21
22
24

28

9436

9443.

9410

9444.

9500

9414.

9441

9452
9477. 9482. 9495

9481. 9489. 9499

9422(*2*). 9426. 9474.

9488
9494
9449
9455
9470
9476
9434

G. VIII(25).(1744)

9430
9417

9408.
9453.
9424.
9420.

9440

9429.
9425.

9416
9401

9432. 9438. 9465. 9492
9462

9460. 9485. 9486. 9490
9450(*3*). 9471

9456
9435. 9464

G. XVL(2)..(112)

3
4

9480
9405

Summe 452..7258
Irreg. 5

503



Negative Determinanten

Hundertergruppe 96.
G.L...(5)..(471)

39

9547

69 9511. 9587

129
165

G. I1..(28).(1964)

G. IV.(38).(2700)
8 9538. 9562. 9577

10
12

13
14
15
16
17
18
19
20

G. VIII(26).(1960)

4

9551
9539

9508
9535
9523
9598
9502
9559
9543
9531
9574
9532
9571
9527
9556
9524
9518
9578
9566
9599
9575
9596
9572
9533
9521

9517. 9553. 9573
9505. 9522. 9526. 9550. 9580.

9595

9514. 9549. 9557
9501. 9529. 9542

9582
9544
9564
9558
9565

9503(*2*). 9589. 9591.

9593
9515
9519
9530
9509
9536
9506
9569
9554

9568

. 9583

. 9507
(*3%)

. 9586
. 9567

(*27)

. 9561
. 9579
. 9584

(*3%). 9563.
3

504



Negative Determinanten

0~ O Ot

9
10
12
13
14
15

9592
9552. 9585. 9597
9528

9510(*2*). 9513(*2*).

9537. 9540(*2*). 9588.

9600(*2*).

9541. 9548. 9555(*3*)
9525. 9534. 9594
9504. 9516(*2*). 9560
9545. 9594

9581

9512. 9590

G. XVL(3).(176)

3
5

9520. 9570
9576

Summe 469..7271
Irreg. 10

Hundertergruppe 97
G.1....(5)..(333)

33
o7
71
7
95

9643
9619
9679
9631
9623

G. IL .(29).(2108)

12
19
20
21
24
26
27

28
30

9667
9661

9697

9607. 9613
9601

9655
9627(*3*). 9663.
9683(*3*)
9604. 9634. 9649
9687. 9691
9662

9692

9668

9651

9647

9602

9626

9677

9689

9629

9659

9671

9611

9644

G. IV..(41).(3108)

9

9612(*3*). 9615. 9622.
9678

505



Negative Determinanten

10 9628

11 9670

12 9652. 9673(*2*). 9676.
9682. 9700

13 9637

14 9642. 9658. 9664

15 9639

16 9610

17 9606

18 9603. 9675(*3%).
9693(*3*).

19 9638. 9694

20 9608. 9616. 9650. 9653

21 9699

22 9654. 9684

23 9695

24 9641. 9666

25 9609

29 9617. 9674. 9698

30 9621

32 9665

33 9635

42 9686

G. VIII(22).(1600)

4 9640

9618. 9625. 9685. 9688

9648. 9696

9633. 9646

9645. 9669

9630. 9657

10 9620. 9636

11 9681

12 9605. 9632. 9680(*2*)

15 9624

16 9614

18 9656

G. XVL(3)..(192)

3 9672

4 9690

5 9660

© 00 ~J O Ut

Summe 451..7341
Irreg. 7

506



Negative Determinanten

Hundertergruppe 98.
G.L..(6)..(524)
39 9739. 9787

89
105
119
133
G. II

1

9767
9743
9791
9719

(24).

7 9703

18
19
21
22
24
25
26

9748
9727
9733
9742
9763
9781
9769
9747
9755
9799
9754
9788
9707
9722
9721
9731
9764
9749

(1646)

(*3%). 9783

. 9778
(*3%). 9751

. 9771

. 9759

G. IV.(43).(3292)

7

9
10
11
12
13
14

9718
9772

9732.
9738.
9706.
9712.
9757.
9766.
9736.

9711

9715.

9773

9714.
9708.
9725.

9728
9794

9704.
9716.

9761
9746
9740
9779
9701

9793
9753
9745. 9762
9713
9775. 9784
9777. 9795
9797

9723. 9782
9796

9710. 9770. 9774
9756

9726
9734

G. VIII(24).(1752)
5 9717. 9730

507



Negative Determinanten

6
7
8

9
10
11
12
14
15

9760
9724
9702
9758
9725
9741
9737
9800
9789
9776

. 9790
. 9752

(*2*). 9729. 9735.
. 9780. 9792(*2%)
- 9709. 9720(*3*)
. 9750. 9798

. 9786

. 9785

G. XVI(3)..(192)
4 9744, 9765. 9768

Summe 466. .7406
Irreg. 5

Hundertergruppe 99.

G. L
4

.(8)

9 9871

o1
63
75
91
111
135

9883
9811
9887
9839
9803
9851

(638)

(*3%). 9859

G. 1. .(22).(1700)

T

9892
9829
9847
9817
9838
9886
9857
9826
9827
9899
9863
9818
9819
9833
9836
9875
9806
9866

. 9862. 9868
. 9874

. 9895

(*3%)

G. IV.(43).(3164)

9823
9802
9865
9832
9808
9813
9872
9846
9820

. 9843. 9853. 9898
. 9837. 9850

. 9835

. 9878

508



Negative Determinanten

15 9822. 9882
16 9807. 9814. 9848
17 9852. 9893. 9897
18 9801(*3*). 9844. 9873.
9891
19 9815. 9879
21 9855
22 9841
25 9830
26 9812. 9876
27 9831
28 9881(*2*)
31 9884
32 9809(*2*)
34 9824
37 9854
39 9896
41 9869
G. VIII(24).(1712)
5 9877
6 9804. 9810. 9828. 9867. 9388.
9900
7 9805. 9858. 9385
8 9816. 9856. 9860
9 9825(*3%). 9849(*3*).
9889
10 9821. 9834
11 9894
12 9861. 9864
13 9842
16 9845
17 9890
G. XVI(3)..(192)
3 9870
4 9880
5 9840

Summe 464. .7406
Trreg. 7

509



Negative Determinanten

Hundertergruppe 100.
G.1...(4)..(228)

39

9967

45 9907(*3*)

69
(0]

9931
9923

G. 11.(28).(2302)

16
18
23
25
27
28
30
31
32
34

G.
7
9

10

11
12

9991
9934
9927
9949
9963
9903
9938
9901
9986
9998
9908
9914
9939
9983
9935
9902
9995
9971
9959
9941
9929
9974

9937
9925
9913
9970
9916
9972
9993
9988

9904.
9961.
9919.
9910.
9951.

9992
9909

9953.
9917.

9981
9924
9989

9926.
9932.

9911

(*3%)
. 9973

(*3%)
. 9943
. 9979

. 9987
. 9947

. 9946

IV.(46).(3248)

. 9958. 9997
. 9942. 9948

. 9922. 9952
(*27)

9921. 9969
9985
9965
9915. 9964
9957. 9977

9956. 9962
9994

9980
9950

. 10000

. 9955(*2%).

. 9978

. 9999

510



Negative Determinanten

G. VIII(18).(1328)
4 9982

5 9976

6 9928. 9940. 9990
7 9906

8 9930. 9975. 9984
10 9918

11 9968

12 9905. 9920. 9936. 9954. 9996
13 9966

14 9944

G. XVI(4)..(240)

3 9933

4 9912. 9945. 9960

Summe 452..7346
Irreg. 5

Hundertergruppe 117.
G.L..(1)..(147)
147 11699
G. II. .(35).(2896)
16 11617
18 11698
19 11677
20 11614
22 11668
26 11647
27 11643. 11683(*3*)
29 11663
30 11602. .11623. 11659
35 11686
36 12603. 11631. 11633. 11667.
11671. 11689. 11691. 11695
37 11642
42 11657
43 11626
45 11611
51 11621
54 11619
56 11678
59 11612
63 11675
67 11639
70 11636
73 11654
81 11651(*3*)
90 11681
G. IV..(35).(2672)
8 11650
9 11608. 11692
11 11638. 11653
12 11635. 11641. 11673
13 11632. 11674

511



Negative Determinanten

14
15
16

11652.
11607.
11629.

11672

11601.

11687
11644
11618
11615
11693

11604.

11646
11630

11666.

11624
11606

11662
11694
11665

11627. 11637. 11664

11669. 11679

11684

G. VIII(27).(2248)

6

11610.
11680.
11605.

11682

11613.
11616.

11688

11648.
11634.

11690

11660.

11609

11620. 11628. 11656.
11697
11622. 11658. 11670.

11655
11625. 11676

11661. 11700(*2*)
11645. 11649

11696

G. XVL(2).(128)

3
5

11685
11640

Summe 459...8091
Irreg. 3

Impr. prim. 1339

512



Negative Determinanten

Hundertergruppe 118.
G.I1...(5)..(319)
39 11743
41 11719
63 11731
81 11779(*3*)
95 11783

G. I1. .(28).(2560)

18 11707
21 11767
22 11727. 11758
25 11734
29 11722
30 11755
31 11701. 11708
33 11702. 11763
36 11762
39 11747. 11787
40 11791
49 11789
50 11794
53 11751
54 11723
60 11711. 11771. 11777
61 11735. 11738
65 11759

73 11717

87 11756

98 .11714

G. IV.(40).(3100)

8 11797

9 11782

10 11785

11 11740. 11757

12 11733. 11737. 11788
14 11728. 11746. 11764
15 11710. 11773. 11793
16 11705. 11775. 11776. 11796
17 11761

18 11754. 11772

19 11706

20 11716. 11768

21 11724. 11799

22 11703. 11732. 11749
25 11709. 11769. 11780
27 11795(*3*). 11798.
28 11786

29 11721. 11741.

30 11774

34 11729

40 11744

G. VIII(23).(1744)

4 11713(*3%)

6 11715. 11718. 11748. 11752

513



Negative Determinanten

7
8

9
10
11
12
15
16
18

11720.

11712, 11725(*2*). 11753.

11770.
11800
11792
11736
11739.
11766
11780
11726.

11742. 11778

11784. 11790

11745

11765

G. XVL(4)..(320)

4

11760

5 11704. 11730

6

11781

Summe 469. . .8043
Irreg. 4

Impr. prim. 1369

Hundertergruppe 119.
G.L...(7)
31

G.II
21

()

11863
11827
11887
11839
11867
11807
11831

11878
11806
11851
11875
11884
11852
11833
11821
11871
11813
11876
11828
11855
11801
11819
11879

..(505)

...(23).(1990)

. 11812. 11854
(*3*). 11881

. 11897

. 11899(*3*)
. 11846

. 11843(*.3%)

G. IV.(44).(3608)

8

9
10
11
12
13
14
15
16

11848
11803
11860
11815
11823
11838
11842
11824
11857

. 11818. 11893
. 11862

. 11892
. 11853. 11883

514



Negative Determinanten

18 11809. 11811. 11835(*3*).
11873. 11874
19 11841
20 11822(*2*). 11836. 11847
11858. 11866
21 11859. 11888. 11898
23 11829
24 11826. 11889. 11896
26 11834. 11894
27 11804. 11810. 11861
29 11882
35 11870
36 11849
37 11885
42 11891
43 11864
G. VIII(22).(1688)
4 11872
6 11817. 11845. 11869. 11895
7 11830. 11890
8 11805. 11808(*2*). 11877
9 11802. 11820. 11825
10 11850. 11900
11 11837. 11868
12 11844. 11886
16 11814. 11840
20 11816
G. XVL(4). .(304)
2 11880
4 11832
6 11856. 11865

Summe 469. . .8095
Irreg. 6 Impr. 1337
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Negative Determinanten

Hundertergruppe 120.
G.L..(7)..(547)
39 11923
45 11971(*3%)
81 11903. 11939(*3*)
83 11927
95 11959
123 11987
G. II. .(22).(1912)
20 11953
21 11962
24 11995
27 11907(*9*). 11911. 11967
30 11943. 11947
31 11983
33 11974. 11979
41 11941
48 11963
49 11933. 11999
50 11975
57 11915
66 11906
69 11909
71 11981
73 11996
80 11969
G. IV.(45).(3564)
9 11992
10 11922. 11932. 11938. 11958
11 11902. 11965
12 11905. 11908. 11917. 11929. 11950. 11980. 11988(*2*). 11998
13 11986
15 11944. 11955
17 11982
18 11916. 11956. 11991
19 11918. 11993. 11994
20 11978
21 11901. 11957
23 11989
24 11926. 11964. 11972(*2*)
26 11936. 11945
27 11919. 11930. 11942. 11961(*3*)
29 11951
30 11912. 11948
32 11966(*2*%)
33 11931
40 11924
42 11954
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Negative Determinanten

G. VIII(22).(1832)
11914. 11937. 11968. 11977
11973
11920(*2*). 11940. 11946

21

11913.

11997. 12000
11904. 11910
11934
11976. 11984
11990
11921
G. XVI.(4)..(288)

3 11928

4 11985

5 11960

6 11970

11925. 11935. 11949. 11952

Summe 471...8143
Irreg. 8

Impr. prim.

Tausendergruppe 1.
G.1...(93)..(1277)
1 1.2.3.4.7..

~ Ot W

©

11. 19. 23. 27. 31. 43. 67. 163 ..

47.79. 103. 127 ..

71. 151. 223. 343. 463. 487 ..

59. 83. 107. 139. 199. 211. 243(*3*). 283. 307(*3*). 331. 367. 379. 1
499. . 883. 907 ....
167.
191.
131.
787.
383.
311.
251.
479.
419.

719.
659.

547. 643. 823
271. 967 ....
263. 607. 631
179. 227. 239
947 ..

991 ..

359.919 ...
431. 467. 503
599. 647 .. ..
491. 563. 983

LT27
. 347, 439. 443. 523. 571. 619. 683. 691. 739. 751. 16

1361

ot

H NN WO WN

...(402). . ...

(6068)

.8.9.10. 12. 13. 15. 16. 18. 22. 25. 28. 37. 58 .. 15

517



Negative Determinanten

10

11

12

13
14
15

16
17
18
20
21
22
23

14. 17. 20. 32. 34. 36. 39. 46. 49. 52. 55. 63. 64. 73. 82. 97. 100. 142

148. 193 ..

26. 29. 35. 38. 44. 50. 51. 53. 54. 61. 75. 76. 81. 87. 91. 92. 99. 106
108. 109. 115. 118. 121. 123. 124. 135. 147. 157. 162. 169. 172. 175.
187. 202. 207. 214. 235. 247. 262. 267. 268. 277. 298. 358. 397. 403.
427. 541. 652 ... ..

41. 62. 68. 94. 95. 98. 111. 113. 128. 137. 158. 178. 183. 196. 226
256. 289. 292. 295. 313. 337. 382. 388. 415. 457. 466. 478. 562. 577.
583. 772.862 ............

74. 86. 119. 122. 125. 143. 159. 166. 181. 188. 197. 218. 229. 242
250. 303. 316. 317. 319. 346. 361. 373. 375. 394. 412. 421. 422. 423.
508. 538. 613. 625. 694. 709. 757. 847. 853. 877. 982 .. ...

89. 116. 155. 171. 203. 212. 219. 233. 241. 244. 259. 274. 275. 279.
291. 302. 323. 324. 327. 334. 351. 355. 363. 387. 433. 436. 475. 484.
507. 526. 529. 543. 567. 603. 617. 622. 628. 655. 667. 673. 676. 687.
718. 723. 763. 775. 802. 898. 955 .. ...

101. 134. 149. 173. 215. 278. 284. 287. 338. 349. 391. 447. 454. 502.
511. 535. 604. 634. 639. 653. 703. 733. 778. 807. 838. 841. 892. 997
146. 164. 254. 257. 353. 407. 409. 452. 471. 512. 514. 527. 548. 559.
578.722.799. 895. 943. 958. 961 .............

194. 236. 293. 332. 335. 339(*3*). 362. 411. 428. 451. 459. 486. 515.
519. 531. 556. 557. 575. 586. 661. 675(*3*). 679. 707. 729. 747. 771.

783. 796. 835. 843. 844. 867. 886. 891(*3*). 922. 931. 963. 972

206. 281. 386. 398. 401. 449. 482. 500. 601. 711. 724. 769. 788. 878.

916. 927. 937. 977 ......

269. 326. 389. 551. 554. 591. 623. 662. 668. 758. 767. 829. 842. 871.

299. 356. 371. 395. 539. 542. 579. 593. 674. 695. 706. 766. 932. 939.

964. 979. 995. 999 ......
314. 458. 698. 746. 764. 773. 934. 951. 998 ... ..
404. 596. 641. 686. 692. 818. 831 .........

461. 509. 524. 566. 611. 635. 671. 677. 699. 716. 779. 797. 803. 815.

821. 851. 875. 908. 923. 956 .
446. 521. 569. 791. 809. 857. 953 ........

626. 731. 755(*3*). 914. 929. 959. 974(*3%) ...
734. 761. 881. 926 . ..

20

49

32

39

49

28

22

37

18

15

18

-3

RN R NN

Irreg. 5 alle *3* pr. 7394
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Negative Determinanten

G.IV...(417)....

1

2

8

9
10
11

21. 24. 30. 33.
130. 133. 177.
56. 65. 66. 69.
144.
217.
333.
568.
104.
204.
297.
393.
483.
595.
702.
837.
161.
369.
469.

944.
689.
854.

145.
220.
340.
592.
110.
216.
300.
396.
490.
597.
715.
856.
185.
376.
481.
580(*2%).
732.
852.
975.
200.
474.
664.
874.
329.
651.
833.
981.
341.
906.
545.

735.
855.

994

230.
476.
666.
917.
416.
684.
848.
985.
374.
909.
584.

950.
776.
965.

150.
225.
352.
998.
129.
222.
304.
405.
492.
606.
730.
913.
221.
377.
485.
582.
736.
865.

(6620)

40. 42. 45. 48.

57. 60. 70. 72. 78. 85. 88. 93. 102. 112.

190. 232. 253 ...
96. 114. 117. 126. 132. 136. 138. 141.

77. 80. 84. 90.
154.
238.
400.
697.
152.
234.
315.
424.
496.
618.
753.
925.
248
384.
501.
612.
745.
873.

153.
228.
372.
658.
140.
231.
309.
417.
493.
610.
748.
918.
224.
380.
495.
589.
738.
868.

. 464.
. 725.
. 890.

156.
252.
418.
708.
170.
237.
318.
430.
513.
627.
762.
933.

518.

160. 180.
258. 265.
438. 442.
742. 793.
174. 176.
245. 246.
325. 342.
432. 435.
517. 533.
637. 648.
784. 795.
940. 942. .
260. 272. 276. 305. 306. 308. 320. 350. 354.
392. 399. 402. 406. 410. 414.
532. 544.

184.
282.
445.
928 :
182.
249.
348.
450.
537.
669.
808.
949.

558.

192.
288.
448.

970.

564. 573.

198.
301.
498.

205.
310.
505.

. 195.
. 270.
. 368.
. 472.
. 55d.
. 685.
. 817.
973.

988

208.
322.
522.

200.
286.
370.
473.
565.
688.
826.

213.
328.
953.

201.
294.
378.
477.
588.
700.
827.

441. 444. 468.

574. 576(*2%).

632 640. 642. 646. 657. 663. 712. 717. 721.

768.
882.

. 321.
. 972,
. 737.
497.
756.
894.

785. 786.

790.

889. 900(*2*).

344. 365.
590. 608.
750. 752.
516. 549.
759. 782.
901. 905.

. 581. 654.

. 749. 789.

381.
615.
754.

594.
800.
915.
806.

846.

820(*2%).
903.

413.
629.
774.
602.
801.
948.
845.

869.

904.
425.
633.
781.
605.
804.
954.
849.

884(*2%). 896.

832. 834. 850.
933. 938.
437.
636.
822.

620.
810.
976.

860.

455.
638.
830.

621.
812.
978.

893.

946.

470.
649.
872.

650.
819.
980.
902.

992

24

67

110

82

47

46

18

13

=~ w

pr. 6904

G. VIIL . .(87)
1 105. 120. 165.

462. 520. 760

..(1496)
168. 210. 240. 273. 280. 312. 330. 345. 357. 385. 408.

519
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Negative Determinanten

2

264. 285. 336. 360. 390. 420. 429. 456. 465. 480. 504. 510. 525. 528.
552. 561. 570. 585. 600. 609. 616. 624. 630. 645. 660. 672. 690. 693.
720. 765. 777. 792. 798. 805. 858. 870. 880. 897. 910. 912. 952. 957.

440. 546. 560. 665. 680. 696. 705. 714. 728. 741. 744. 780. 816. 825.

861. 885. 888. 924. 930. 936. 945. 966. 969. 984. 990 .

Gesamtzahl aller

Geschlechter = 3277
Klassen p.p.p = 15467
V1424 ..+ /1000 = 21097,661
Quotient = 0,733

Irreg. 11, 5(*2*), 6(*3%)

Tausendergruppe I1I.

G.
13
15
21
23
25
27
29
31
33
35
37
39
41
43
45
49
51
53
o7
99
63

L.....(64).....(2470)
2203. 2347. 2647. 2683 ..

2011. 2083. 2179. 2251. 2467. 2503. 2707. 2767 ..
2003. 2187*. 2803 ....

2287. 2311. 2383 .....

2027. 2267. 2423. 2539. 2731. 2851. 2971 .. ...
2087. 2239. 2543 .....

2131. 2207. 2371. 2659. 2791. 2963 ........
2551. 2719 ........

2099. 2339. 2459. 2591. 2879 ...........
2399. 2903 ........
2351. 2579. 2819 .....

520
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Negative Determinanten

69 2411 ........... 1
73 2999 ........... 1
87 2939 ........... 1
Irreg. 3
G.II....(311)..... (11646)
6 2017.2062 ........ 2
7 2293.2335........ 2
8 2095. 2113. 2137. 2302. 2308. 2377. 2578. 2878. 2962 ........... 9
9 2023. 2038. 2047. 2053. 2122. 2167. 2188. 2221. 2227. 2283. 24
2403(*3*). 2437(*3*). 2443. 2458. 2515. 2557. 2563(*3*). 2566.
2572. 2787. 2797. 2902. 2923. 2998, .. ..
10 2164. 2281. 2407. 2452. 2473. 2487. 2500. 2527. 2638. 2722. 2743. 15
2818. 2836. 2857. 2983 .....
11 2182. 2215. 2263. 2326. 2374. 2623. 2662. 2677. 2815. 2863. 2917. 12
2935 ..
12 2059. 2098. 2107. 2116. 2209. 2307. 2323. 2395. 2419. 2468. 2479. 21
2587. 2593. 2611. 2689. 2692. 2713. 2827. 2947. 2953. 2995
13 2102. 2197. 2218. 2362. 2367. 2428. 2524. 2762. 2809. 2823. 2839. 13
2854. 2908 ...........
14 2007. 2018. 2127. 2258. 2359. 2401. 2446. 2455. 2612. 2734. 2753. 12
2932 ..
15 2043. 2071. 2092. 2151. 2191. 2237. 2269. 2284. 2299. 2303. 2319. 28
2341. 2363. 2476. 2523. 2575. 2578. 2599. 2602. 2643. 2727. 2732.
2764. 2875. 2883. 2899. 2956. 2986 . .
16 2048. 2153. 2194. 2206. 2386. 2434. 2462. 2521. 2617. 2633. 2657. 12
2833 ..
17 2026. 2029. 2103. 2119. 2234. 2333. 2389. 2391. 2463. 2918 ....... 10
18 2155. 2161. 2199. 2228. 2417. 2491. 2511. 2547. 2619(*3*). 2627. 19
2644. 2723. 2763(*3*). 2783. 2867. 2897. 2916. 2943. 2979
19 2031. 2069. 2381. 2477. 2554. 2738. 2746. 2799. 2858 .......... 9
20 2078. 2297. 2375. 2402. 2404. 2498. 2559. 2777. 2866. 2942. 2959 11
21 2012. 2123. 2138. 2147. 2171. 2183. 2186. 2213. 2259. 2342. 2348. 21
2357. 2427. 2507. 2571. 2693. 2749. 2779. 2911. 2931. 2972
22 2089. 2271. 2439. 2567. 2594. 2798 ....... 6
23 2614. 2615. 2837 .. .. 3
24 2019. 2195. 2273. 2327. 2372. 2631. 2654. 2811. 2974. 2991 ....... 10
25 2042. 2396. 2582. 2588 .. 4
26 2642. 2807. 2969 .. .. 3
27 2051. 2075(*3*). 2252. 2291. 2315(*3*). 2426. 2675(*3*). 2747. 13
2759. 2859. 2891(*3*). 2951. 2957 ..........
28 2066. 2129. 2279. 2495. 2564 .......... 5



Negative Determinanten

29
30

31
32
33
34
35
36
38
39
40
41
42
43

2231. 2741 .......

2036. 2081. 2126. 2159. 2393. 2483. 2603. 2606. 2708. 2801. 2855.

2978. 2987 ..........

2471. 2621. 2735. 2876 ..

2084. 2174. 2276. 2306. 2519. 2558 .. .. ...
2309. 2435. 2636. 2861. 2906 ... .......
2804. 2831. 2894 .. ..

2549. 2909 ... ....

2219(*3%). 2846 .. ..

2441 ... ..

— o= R = O NN W OO

3
4

5

IV...(430).....(16232)

2020. 2077. 2212. 2242. 2248. 2272. 2332. 2353. 2368. 2410. 2533.
2542(*2*) 2605. 2773. 2788. 2842. 2893 ..........

2032. 2073. 2074. 2101. 2118. 2125. 2152. 2158. 2173. 2178. 2202.
2230. 2247. 2290. 2398. 2422. 2433, 2494. 2577. 2641. 2776. 2830.
2853. 2965 ..

2022. 2025. 2028. 2035. 2050. 2052. 2067. 2068. 2082. 2086. 2096.
2104. 2115. 2132. 2139. 2148. 2157. 2163. 2172. 2223. 2257. 2260.
2268. 2275. 2278. 2305. 2317. 2322. 2338. 2358. 2388. 2412. 2413.
2425. 2451. 2475. 2482. 2488. 2493. 2512. 2517. 2538. 2545. 2548.
2592. 2598. 2620. 2629. 2650. 2653. 2658. 2667. 2668. 2676. 2682.
2695. 2698. 2704. 2710. 2715. 2718. 2725. 2740. 2748. 2752. 2755.
2758. 2794.

2802. 2872. 2892. 2907. 2914. 2938. 2977. 2997 ..

2008. 2033. 2044. 2055. 2058. 2094. 2110. 2140. 2146. 2149. 2165.
2217. 2238. 2270. 2314. 2382. 2416. 2431. 2438. 2497. 2502. 2509.
2535. 2536. 2556. 2583. 2607. 2703. 2761. 2766. 2782. 2812. 2881.

2913. 2930.. 2941. 2973 ..........

2004. 2005. 2034. 2041. 2056. 2134. 2176(*2*). 2192. 2236. 2245
2254(*2*). 2286. 2292. 2298. 2304. 2312. 2313. 2329(*2*). 2343.
2350. 2356. 2454. 2506. 2513. 2528. 2560. 2569. 2589. 2601.
2628(*2*). 2655. 2674. 2686. 2733. 2742. 2775. 2785. 2817. 2845
2847. 2848(*2*) 2868. 2884. 2944. 2946. 2949. 2980(*2*) .. ...

522

24

76
37

47



Negative Determinanten

9 2014. 2049. 2060. 2076. 2079. 2091. 2106. 2108. 2117. 2124
2133(*3*). 2175. 2181. 2198. 2214. 2221. 2235(*3*). 2241. 2253.
2266. 2295. 2300. 2318. 2344. 2349. 2355. 2361. 2387. 2430(*3*).
2461. 2522 2555. 2581. 2595. 2626. 2634. 2635. 2637. 2646(*3*).
2673. 2700(*3*). 2716. 2770. 2778. 2781. 2795. 2806. 2828.
2835(*3*). 2862. 2887. 2888. 2890. 2895. 2950. 2955. 2988. 2989 ..

10

11

12

13

14

15

16

17
18
19
20
21

2057.
2514.
2871.
2135.
2648.
2006.
2316.
2484.
2780

2015.

2061.
2529.
2874.
2204.
2649.
2009.
2331.
2499.
2816.
2222.

2984 .

2114.
2587.
2096.
2537.

2144.
2744.
2189.
2540.

2150.
2532.
2896.
2216.
2672.
2045.
2366.
2597.
2822.
2453.

2162.
2768.
2264.
2630.

2154. 2166. 2177.
2596. 2656. 2678.
2919. 2929. 2948.
2334. 2364. 2421.
2757. 2841. 2922.
2105. 2156. 2168.

2249.
2724.

2489.
2933.
2169.

2250. 2255. 2282. 2449.
2751. 2810. 2844. 2869.
2492. 2570. 2573. 2645.
3934. 2967 ..

2196. 2211. 2225. 2229.

2379(*2*). 2390. 2420(*2*). 2432. 2450. 2466.
2661. 2691. 2696. 2701. 2702(*2*). 2739. 2754.
2824. 2825. 2852. 2873. 2900. 2993(*2*) .....
2469. 2481. 2510. 2679. 2721. 2792. 2826. 2901.

2274. 2324. 2354. 2384. 2429. 2486. 2501. 2525.

2774

2285. 2321. 2330. 2378. 2406. 2444. 2526. 2534.
2684. 2690. 2694. 2750. 2796. 2813. 2864. 2889

. 2546. 2561. 2624(*2*). 2639. 2669. 2882. 2921.

. 2726 ..

29

20

39

12

15

22

G. VIII..

2

3

2002.
2832.
2037.
2346.
2508.
2728.
2010.
2244.

(184)... .(6344)

2013.
2068

2065.
2352.
2530.
2800.
2016.
2256.

2265.

. 2088. 2128. 2170.
. 2185. 2190. 2193.
. 2373. 2380. 2418.
. 2553. 2562. 2590.
. 2860. 2905. 2920.
. 2072. 2100. 2112(*2*). 2130. 2142. 2208. 2232.

2233.

2200.
2424.
2613.
2937.

2277. 2392. 2632. 2737.

2205. 2220. 2262. 2325.
2440. 2457. 2472. 2485
2622. 2680. 2685. 2697
2970. 2982. 2992 . ...

2289. 2296. 2320. 2328. 2337. 2340. 2365.
2385(*2%). 2397. 2400(*2*). 2436. 2442. 2445. 2448(*2*). 2464.
2465. 2470. 2478. 2490. 2496. 2568. 2580. 2584. 2652. 2665. 2688.
2706. 2709. 2717. 2745. 2772. 2790. 2793. 2821. 2829. 2850(*2*).
2865. 2880. 2898. 2928. 2940. 2952. 2958. 2985 .......

523

13

43

o7



Negative Determinanten

5 2030. 2070. 2085. 2093. 2109. 2121. 2136. 2226. 2288. 2360. 2394. 36
2405. 2409. 2415. 2460. 2505. 2541. 2544. 2552. 2585. 2610. 2618.
2625. 2664. 2670. 2712. 2769. 2814. 2838. 2877. 2886. 2904. 2910.
2926. 2990: 3000 ..
6 2001. 2064. 2090. 2240. 2301. 2376. 2408. 2480. 2564. 2574. 2600. 22
2604. 2660. 2720. 2736. 2784. 2820. 2912. 2925. 2961. 2964. 2976
7 2024. 2120. 2210. 2345. 2616. 2765. 2870 ... .. 7
8 2576. 2840. 2849. 2945. 2960 ........... 5
9 2261 ........... 1
Irreg. 5 (2)
G. XVL...(11).....(400)
2 2040. 2145. 2280. 2310. 2520. 2640. 2730. 2760 .. 8
3 2184. 2805. 2856 ... .. 3

Gesamtsumme aller

Geschlechter p.p.p = 4054 erwartet
Klassen p.p.p = 37092
.. impr. p.p = 6182

Irreg. 18(*2%). 19(*3*). Sa= 37

Tausendergruppe X.
Geschlechter 1.

27
33
35
39
41
45
49
51
95
57
63
67
69
71
75
7
87
89
91

9067
9283. 9403
9007
9547. 9739
9319

9043. 9463.

9871

9199. 9343.

9391

9103. 9127.
9091. 9187.

9151

9511. 9587.

9679

9227. 9439.

9631
9323
9767
9431. 9839

. 9643
. 9787. 9967
9907(*3%)
9883

9619
9811(*3*). 9859

9931

9887. 9923

524
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Negative Determinanten

93

95

97

99
101
105
111
119
123
129
133
135
139
147
165

9203
9623
9311
9011
9479
9419. 9743
9059. 9803
9791
9467
9551
9719

9491

. 9851

9239
9371
9539

.57...4401.

Geschlechter II.

12
13
14
15
16
17
18

19
20
21

22
23
24
25
26
27

28
29
30

31
32
33
34

9013. 9307. 9388 ...
9433. 9508. 9991 ...
9223. 9535. 9703 ...
9003(*3*). 9055. 9241. 9298. 9355. 9475. 9523. 9583. 9748(*3*).
9934(*3*) ........

9783.
9034.
9124.
9004.

9133. 9466.
9183. 9442.
9046. 9115.

9868 ..

9742.
9181.
9406.
9293.
9079.
9031.
9563.

9137.
9098.
9001.
9691.
9263.
9111.
9068.
9122.

9382. 9927.
9409. 9423.
9375. 9559.
9337. 9543.
9094. 9109.

9487
9598
9235

9973
9502

9781.

9655
9123

. 9661. 9727 .......
.9697.9892 .......

. 9397. 9427. 9607. 9613. 9733. 9829. 9862.

. 9769. 9778. 9838 .....
. 9167. 9175. 9211. 9247. 9349. 9531(*3*).

9574(*3*). 9627(*3*). 9663. 9683(*3*). 9747(*3*). 9751.
9963(*3*) .....

9327. 9604.
9148. 9244.
9076. 9147.
9755. 9857.
9901 .......
9377. 9662.
9267. 9421.
9166. 9326.

9634
9532
9271
9938

9986
9527
9332

. 9649. 9886. 9895. 9903. 9943 ..........

. 9346. 9358. 9363. 9364. 9459. 9571. 9687.

. 9979 ..

.9692. 9799 .......
. 9458. 9556. 9586. 9826. 9998 ..........
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Negative Determinanten

35 9279.

36 9049

37 9274.
38 9524.
39 9107.
40 9023.

41 9302

42 9041.
43 9578.
44 9047.

9754 .......
9083. 9143. 9259. 9347. 9379. 9395. 9451. 9497(*3*). 9668

9567. 9908 .. ...

9171. 9242. 9286. 9287. 9484. 9707. 9771. 9914. 9987 ........

9188. 9278. 9473 ..

9602 ........

45 9019(*3*). 9251(*3%). 9411. 9437. 9626. 9899(*3*).

46 9038
47 9173
48 9092
49 9221
50 9902

51 9383.
52 9359.

9351. 9407. 9721. 9759. 9983 ........
9935. 9946 .. ...

9566. 9731. 9863 ..

9335. 9599. 9677. 9818 ............

54 9099(*3*). 9134. 9155. 9209 ...........

55 9629

56 9182.
97 9029.

59 9596

60 9131.

61 9533
62 9119

63 9194.

64 9521
65 9959

66 9236.

67 9941

69 9014.

70 9806
71 9446
72 9161
75 9299

76 9764.

77 9866

80 9026.

81 9749
85 9974

o

F R NP NRFR R RRBRERNRERRORRFRORFRFOON R R WERERROERE WO WO WD

Summe 265..19580

Irreg. 14.

526



Negative Determinanten

Geschlechter IV.

6
7
8

9

10

11

12

13

14

15

16

17

18

19

20

21

22

23
24

9178. 9262.
9087. 9088.

9340. 9367. 9718. 9802. 9937 ......
9118(*2*). 9193. 9202. 9208. 9232. 9412(*2*).

9457(*2*). 9472. 9538. 9562. 9577. 9865 ...........

9022. 9037.
9370. 9493.
9898. 9925.
9025. 9058.
9808. 9837.
9052. 9237.

9322. 9402.
9018. 9027.

9073. 9097. 9132. 9139. 9162. 9163(*3*). 9342(*3*).
9612(*3*). 9615. 9622. 9678. 9772. 9832. 9843. 9853.
9958. 9997 ....... ...

9190. 9238. 9289. 9517. 9553. 9573. 9628. 9732. 9793.

9850. 9913. 9942. 9948. 10000 .......
9258. 9304.

9447. 9496. 9670. 9738. 9753. 9813. 9970 ...........
9028. 9121. 9142. 9153. 9186. 9207. 9219. 9220(*2*).

9228. 9243(*2*). 9268. 9292. 9295. 9297. 9378. 9387. 9445. 9469.

9483. 9498.

9505. 9522. 9526. 9550. 9580. 9595(*2*). 9652.

9673(*2*). 9676. 9682. 9700. 9706. 9745. 9762. 9835. 9872. 9916.

9922. 9952.
9082. 9117.
9478. 9514.
9017. 9032.
9542. 9642.

9904. 9921.

9214(*2%). 9216(*2*). 9248(*2%). 9252. 9301. 9316(*2*). 9544. 9610.

9736. 9797.

9002. 9057. 9070. 9158. 9254. 9303. 9410. 9564. 9606. 9711. 9852.

9893. 9897.
9012. 9015.
9362. 9376.

9955(*2*). 9972(*2*)

9249. 9255. 9313. 9318. 9415. 9418. 9448. 9454. 9468.

9549. 9557. 9637. 9712. 9713. 9846. 9993 ..

9066. 9217. 9226. 9253. 9353. 9354. 9436. 9501. 9529.

9658. 9664. 9757. 9775. 9784. 9820. 9878. 9988

. 9063. 9106. 9136. 9195. 9196. 9212. 9250. 9276. 9325.
. 9443. 9452. 9582. 9639. 9766. 9777. 9795. 9822. 9882.

9969. 9978 ........
9807. 9814. 9848. 9961. 9985 .. ...
9919. 9965 .. ...

9069(*3*). 9075(*3*). 9154. 9234. 9315(*3*). 9357.
9385(*3*). 9396. 9398. 9444. 9477. 9482. 9495. 9558.

9603. 9675(*3*). 9693(*3*). 9715. 9723. 9782. 9801(*3*). 9844.

9873. 9891.
9053. 9095.
9977 ..

9039. 9054.
9608. 9616.
9036. 9126.
9489. 9499.

9910. 9915. 9964 ..........

9146. 9565. 9638. 9694. 9773. 9815. 9879. 9951. 9957.

9062. 9081. 9169. 9500. 9503(*2*). 9589. 9591. 9593.
9650. 9653. 9714. 9796. 9992 .......

9197. 9201. 9229. 9261. 9334. 9368. 9392. 9414. 9481.

9515. 9561. 9699. 9708. 9710. 9770. 9774. 9855. 9909

. 9189. 9233. 9245. 9305. 9317. 9441. 9654. 9684. 9725.
. 9953. 9956. 9962. 9999 ..........

. 9917. 9994 ..

. 9275. 9291. 9308. 9399. 9422(*2*). 9426. 9474. 9488.
. 9641. 9666. 9728 ..

527
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Negative Determinanten

25
26
27

28
29
30

31
32
33
34
35
36
37
38
39
40
41
42

9101. 9125. 9231. 9294. 9530. 9584. 9609. 9830. 9981 ..........
9218. 9290. 9794. 9812. 9876. 9924 .......

9038. 9050. 9074. 9164. 9260(*3*). 9369. 9374. 9509. 9704. 9726.
9831.9989 ..........

9089. 9116. 9494. 9536. 9716. 9734. 9881(*2*). 9926. 9980 .......
9215. 9449. 9617. 9674. 9698. 9761 .......

9005. 9035. 9056. 9077. 9140. 9284. 9386. 9455. 9506. 9621. 9746.

9932. 9950 ..........
9191. 9884 .......

9104(*2*). 9224. 9344(*2*). 9665. 9809(*2*) ... ..
9149. 9329. 9389. 9635. 9740 ..........

9110. 9824. 9911 .. ..

N === NFRWRR Wolot N

Summe 416...30144
Trreg. 20(*2*). 11(*3*)

Geschlechter VIII.

4
5

6

10

11

9108. 9310. 9328. 9373. 9430. 9568. 9640. 9982.

9010. 9102. 9160. 9333. 9417. 9592. 9618. 9625. 9685. 9688. 9717.

9730. 9877. 9976 .......

9040. 9042. 9045. 9072. 9085. 9100. 9112. 9130. 9145. 9150. 9206.
9213. 9265. 9270. 9288. 9300. 9352. 9408. 9432. 9438. 9465. 9492.
9552. 9585. 9597. 9648. 9696. 9760. 9790. 9804. 9810. 9828. 9867.

9888. 9900. 9928. 9940. 9990 .......

9078. 9080. 9090. 9093. 9174. 9256. 9321. 9361. 9381. 9453. 9462.

9528. 9633. 9646. 9724. 9752. 9805. 9858. 9885. 9906 . .

9016(*2*). 9024. 9060. 9135. 9144. 9156. 9168. 9184. 9192. 9198.
9222. 9225. 9273. 9280(*2*). 9285. 9312(*2*). 9348. 9372. 9393.
9394. 9400. 9424. 9460. 9485. 9486. 9490. 9510(*2*). 9513(*2*).

9537. 9540(*2*). 9588. 9600(*2*). 9645. 9669. 9702(*2*). 9729. 9735.

9758. 9780. 9792(*2*). 9816. 9856. 9860. 9930. 9975. 9984 ... .. ..
9061. 9064. 9105. 9114. 9180. 9185. 9200. 9272. 9390. 9420.
9450(*3*). 9471. 9541. 9548. 9555(*3*). 9630. 9657. 9705. 9709.
9720(*3*). 9825(*3*). 9849(*3*). 9889 . ..

9020. 9128. 9152. 9210. 9330. 9338. 9366. 9440. 9525. 9534. 9594.

9620. 9636. 9741. 9750. 9798. 9821. 9834. 9918 .. ..

9006. 9129. 9170. 9230. 9306. 9309. 9336. 9429. 9456. 9681. 9737.

9786. 9894. 9968 ........

528
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38

20

46

23
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Negative Determinanten

12 9021. 9065. 9141. 9204. 9264. 9324. 9425. 9435. 9461. 9504.

9516(*2").

9560. 9605. 9632. 9680(*2*). 9900. 9861. 9864. 9905. 9920. 9936.

9954. 9996 ..
13 9545. 9594. 9842. 9966 ..

14 9096. 9269. 9296. 9350. 9380. 9416. 9581. 9789. 9944 ..........

15 9246. 9320. 9512. 9590. 9624. 9776. 9785 .. ..
16 9401. 9614. 9845 .. ..

17 9086. 9890 .......

18 9044. 9656 .......

19 9176 ..........

23

NN W] O

Summe 233..16680
Trreg. 11(*2%), 5(*3*)

Geschlechter XVI.

3 9030. 9048. 9177. 9281. 9384. 9480. 9520. 9570.

4 9120. 9165. 9345. 9360. 9405. 9690. 9744. 9765.

9945. 9960 ..........
5 9009. 9576. 9660. 9840 ..

9672. 9870. 9933

9768. 9880. 9912.

11

13

28...1680.

Geschlechter XXXII.

Summe aller

Klassen p.p.p. 72549
erwartet 72572
Yvv/D 72775

Geschlechter p.p.p. 4595
erwartet 4594.,9

Irreg. 31(*2%). 32(*3*)...63
Grofiter Quotient

1,729662 aus 9434. IV, 42
kleinster

0,2421048 aus 9823. 1V, 6

529



Negative Determinanten

Anzahl der Klassen

kleiner als die Halfte der Wurzel 244
kleiner als die Wurzel
grofler als die Hélfte 566

grofer als die Wurzel 199

Achthundert negative Determinanten.
der Form —(15n + 7).

G.L.... (93).....(2793)

3
)
7
9
11
13
15
17
19
21
23
25
27

29
31
33
35
37
39

41
43
45

6070727 .........
787. 1327. 1567. 1747. 1867. 2347. 2647 ... ..

5407. 6247. 8527. 8887 ..

5227(*3%). 5827. 6067(*3*). 6607. 8287. 8467. 8707. 9907(*3*).
10267 ...

7927. 11887 .......
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Negative Determinanten

S UL W N~

o

10

11

12

13

14

15

16

17

18

19

20
21

22
23
24

25
26

52.82.97. 142 ....

157. 172. 187. 202. 247. 262. 277. 397. 427. 652 ..
292. 337. 382. 457. 562. 577. 772. 862 .......
412. 757. 847. 877. 982 ..

622. 667. 802. 1027. 1042. 1282. 1297. 1387. 1507. 1807. 2017. 2062

502. 892. 997. 1117. 1237. 1372. 1402. 1597. 1642. 1852 ........
1252. 1657. 1822. 2137. 2302. 2377. 2962. 3217. 4687 ............
922. 1132. 1147. 1207. 1267(*3*). 1687. 1882. 1927. 2047. 2122.
2167. 2227. 2437(*3*). 2557. 2572. 2797. 2902. 3037. 3292. 3427
3532. 5692 ..

937. 1492. 1522. 2407. 2452. 2527. 2722. 2857. 3007. 3412. 3697.
4057. 4162. 4372. 4852 .. ..

1942. 2182. 2662. 2677. 2917. 3637. 3802. 4957. 5077. 5212. 6127.
6637 ..

1732. 1762. 1777. 2107. 2587. 2692. 2827. 2947. 3127. 3202. 3742.
3787. 4132. 4222. 4267. 4387. 4657. 4747. 4867. 4882. 5182. 5587.
5707. 5947. 7417. 7492. 7522. 7987. 8002. 9667 .......

2197. 2362. 3622. 3862. 4207. 4282. 5482. 6742. 6847. 6997. 8422.
8572. 8842. 9157. 9277. 10207. 11302 ..........

2932. 3022. 3457. 3487. 5422. 5602. 5812. 5887. 6337. 8017. 8782.
9172 ..

2092. 2602. 3142. 3517. 3667. 3877. 4087. 4357. 4492. 4627. 5047.
5062. 5437. 6022. 6442. 6667. 6727. 6892. 6922. 7087. 7162. 7387.
T4TT. T627. 8227. 8677. 8812. 8947. 9307. 10147. 10732. 10957
2617. 3247. 4612. 4702. 6217. 7177. 8452. 8962. 10327. 10462.
11617 ...

4762. 4927. 5197. 5287. 5557. 6037. 6502. 6652. 6982. 7132. 7327.
7402. 7642. 7702. 8047. 8317. 10042. 11482 ......

4297. 5737. 5767. 5857(*3*). 6187. 6382. 6577. 6787.

7057, 7267(*3*). 7732. 7807. 8107(*3*). 8212. 8347. 8407. 8482
8737. 8767. 10747(*3*). 10882. 11257. 11347. 11707 ...

4252. 4597. 4822. 5722. 6172. 9487. 9727. 10597. 10837. 11062.
11197. 11677

3442. 4177. 7012. 8542. 9442. 9697. 9892. 10162. 10177 ..........
5242. 5932. 6487. 7147. 7447. 8182. 8332. 9397. 9427. 9607. 9862.
10012. 10102. 10342. 10927. 11002. 11227. 11317. 11767. 11962
6082. 6772. 7297. 7537. 7822. 9742. 9847. 11167 .

6277. 6397. 7237. 7717. 8902. 9382. 10522. 10762 .

7747, 7972, 8377. 9502. 9817. 10372. 10657. 10807. 10852. 10942.

7342. T762. 9337. 11647 .

531
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15
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30

17
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32
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Negative Determinanten

27
28
29
30
32
34
35

=== R DN = Ot

G. IV....(310)....(9688)

1

3

4

10

11

12

112.232 ........
217. 322. 352. 442. 532. 592. 697. 742. 1012 ...
472. 517. 637. 682. 817. 1072. 1162. 1177. 1192. 1222. 1432. 1612

712. 832. 1057. 1312(*2*). 1357. 1417. 1462. 1477. 1537. 1552.
1582(*2*). 1717. 1792. 1897. 1912. 1957. 2077. 2212. 2242, 2272
2332. 2542(*2*). 2842. 3172(*2*). 3322. 3502(*2). 3712 ...

1102. 1342. 1702. 2032: 2152. 2422. 3082. 3367. 3382. 3397. 3817.
3922. 4102. 4342. 5272. 5377 ..

1837. 1972. 2257. 2317. 2482. 2512. 2752. 2872. 2977. 3052. 3232.
3337. 3577. 3592. 3652. 3892. 3937. 3997. 4012. 4117. 4192, 4237.
A417. 4432, AAT7. A537. 4552, 4642. 4717, 4792. 4942, 4972. 5317.
5362. 5467. 5497. 5842. 6157. 6262. 6307. 6352. 6472. 6682. 6862.
7282. 7837. 10432 ...

2497. 2782. 2812. 3097. 3112. 3277. 3352. 3562. 3982. 4582. 4732.
5122. 5137. 5302. 5902. 5977. 6142. 6517. 7792. 9262. 9367. 9802
9937 ...

3262(*2*). 3682. 3757. 3772. 3832. 4402. 4672(*2*). A777(*2").
5002. 5017.. 5257. 5392. 5572. 5632. 5752. 5917. 5962. 6052(*2*).
6112. 6202. 6532. 6697. 6757. 6817. 7252. 7312. 7357. 7582(*2%).
7597. 8122. 8197. 8257. 8497. 8992(*2*). 9202. 9232. 9412(*2*).
9457(*2*). 9472. 9562. 9577. 10132(*2*). 10312. 10537. 10642.
11092. 11377. 11512. 11572. 11797

4042. 4072. 4147, 4837. 4897. 4912(*3*). 5452. 5542. 5677. 5782.
5872. 6322. 6412. 6457. 7102. 7117. 7372. 7852. 7942. 8062. 8092
8152. 8242(*3*). 8752. 8827(*3*). 9022. 9037. 9097. 9622. 9772
9832. 9997. 10222. 10252(*3*). 10717. 10822. 11407. 11692. 11782
11992

4462. 4807. 5092. 5332. 6292. 6592. 6712. 6802. 6937. 7432. 7897.
8077. 8137. 8302. 8557. 8617. 8692. 8857. 8977. 9517. 10057. 10087
10297. 10402. 10552. 10777. 10972. 11122. 11272. 11932 .......
5662. 7222. T567. T612. 7882. 8362. 8662. 8917. 9052. 9322. 10417
10492. 11452. 11902 ......

5617. 6562. 6877. 7042. 7552. 7957. 8392. 8722. 9142, 9292. 9652
9682. 9922. 9952. 10237. 10387. 10612. 10672. 11017. 11542. 11737,
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27

16

47

23

50

40

30

14

22



Negative Determinanten

13 8872. 9082. 9637. 9712. 10117. 11632 ......
14 8032. 9217. 9757. 11662. 11842 ..........
15 8797. 10072. 10507 ...

16 10282. 10897. 11392(*2*). 11857 ..........

=W ot o

Irreg. 19

G. VIIL .. .(54)....(1856)

2 952. 1672. 2002. 2392. 2632. 2737 ........ 6

3 2992. 3157. 3952. 4522. 5032. 5797. 6097. 6232. 6832. 7912 ....... 10

4 3472. 4312. 5152(*2*). 5992. 6622. 6952. T07T2(*2*). T672(*2%). 14
8437. 8512. 8932. 9982. 11152. 11872

5 5512, 7192. 7462. 7657. T777. 8632. 9592. 9877. 11242. 11362. 11
11557 ...

6 8272.9112. 9352. 10192. 10582. 10792. 10912. 11032. 11077. 11137. 12
11752. 11977

7 8602 ............ 1

Alle Geschlechter 2451 erwartet 2445,10
alle Klassen 24347 erwartet 24358,82

8n..... 3068
8n+4.. 3010}6078

12174
8n+2.. 3062
8n+6.. 3034}6096
8n+1.. 3076
8n+5.. 3026}6102

12173
8n+3.. 3033
8n+7.. 3038}6071
... 115.. 3411

m+1.. 115.. 3009
m+2.. 114.. 2975
m+4.. 114.. 2993
RT... 343.. 8977
m+3.. 114.. 3979
m+5.. 114.. 3998
m+6.. 114.. 3982
NT... 342.. 11959

Impr. Klassen 4049

533



Negative Determinanten

Eigentliche zusammen mit uneigentlichen
28396 erwartet 28418,62

Achthundert negative Determinanten.
der Form —(15n + 13)

C...(91).....(2561)

43.163 ........

103 ...

223.343. 463 .......

283. 643. 823. 883. 1423 .

1303 ..........

2143 ...

523. 1123. 1723. 2203. 2683 ..........
1663. 1783 .......

1063. 1543. 3343. 3463 ..

1483. 2083. 2503. 4603. 5923 ..........

4783. 6703 .......

5023. 5503 .......

2803. 3163. 3643. 3943. 4243. 4363. 4483. 4723. 4903. 5443(*3*).
6043. 6763. 6883. 7723(*3*). 8563. 8803(*3*). 11383 .

2383. 3583. 3823. 5743. 8863 ..........

4423. 4663. 5623. 5683. 6163. 6343. 6823. 7603. 8443. 9283. 9403.

9643 ..

5323. 5563(*3*). 9043. 9463. 10243. 10663. 10723(*3*). 11083 ...
8623. 9343. 9883. 10303. 11443 ..........
8923. 9103 .......

G.IL...(340)....(10110)

13.28.58 .......

73.148.193 ......

118. 268. 298. 358. 403 .

178. 313. 388. 478. 583 .

373. 508. 538. 613. 853. 1093. 1213. 1318 ....

433. 628. 673. 718. 763. 898. 1003. 1033. 1108. 1138. 1198. 1243.
1588. 1618. 1873 .......

703. 733. 778. 838. 1183. 1453. 1948. 2293 ....

943. 958. 1153. 1348. 1438. 1828. 2113. 2308. 2578. 2878 ........
1018. 1228(*3*). 1363. 1468. 1603. 1843. 1933. 1963. 2023. 2038.
2053. 2188. 2443. 2458. 2563(*3*). 2923. 2998. 3238. 3523. 3628.
3733. 3763. 4348. 4678. 5413 ........

NN O RN O = OTW N

—
ot

—_
N =

N Ot 00 = = Ot =



Negative Determinanten

10 1678. 1753. 1858. 2473. 2638. 2743. 2818. 2983. 3028. 3103. 3118. 13
3508. 4153 ...........

11 1693. 1903. 2263. 2623. 2863. 3418. 3703. 3868. 3958. 4918. 5098. 13
8023. 8143 ...........

12 1993. 2098. 2323. 2593. 2713. 2953. 3283. 3313. 3403. 3433. 3778. 24
3883. 4063. 4258. 4273. 4513. 4843. 5188. 5233. 5758. 5938. 6073.
6238. 8068 ..

13 2218. 2428. 2908. 3373. 3613. 3853. 3898. 4093. 4618. 4933. 5383. 19
5818. 5878. 6598. 7078. 8383. 8743. 10333. 10543 . ...

14 3673. 3988. 4078. 4183. 4468. 4948. 5218. 5263. 6103. 6388. 6658. 19
6673. 7438. 7753. 7858. 8233. 8353. 11113. 11278 .. ..

15 2518. 3148. 3223. 4138. 4813. 5203. 5398. 5653. 5803. 6268. 6403. 26
6463. 6778. 6988. 7123. 7303. 7363. 7468. 7483. 8053. 8458. 8698.
9013. 9388. 10483. 10588 .......

16 2833. 4993. 6178. 6628. 7183. 7393. 8548. 8578. 9433. 9508. 10558 11

17 3253. 4303. 5308. 5578. 7333. 7558. 8038. 9223. 9703 ........... 9

18 3043. 3793. 4963. 5458. 5998. 6283(*3%). 6418. 6553. 6583(*3*). 22
6793. 7543. 9298. 9523. 9583. 9748(*3*). 10003. 10018. 10228.

10603. 10753. 10798(*3%). 11698 ...

19 5158. 5638. 6373. 6733. 7573. 7933. 8983. 9133. 10198. 11173 10

20 3748. 5143. 6223. 6718. 6898. 7063. 7423. 8098. 8158. 9598. 10063. 15
10513. 10993. 11428. 11953 ...

21 4198. 6133. 6508. 6523. 7213. 7318. 7948. 7978. 8518. 9613. 9733. 23
9868. 10093. 10123. 10363. 10378. 10453. 10828. 11023. 11068.
11263. 11323. 11878 .. ..

22 5113. 5953. 5983. 7663. 7783. 7873. 7903. 7993. 8713. 10273. 10708. 13
11668. 11758 ...........

23 5783. 8278. 8293. 8893. 9973. 10423. 10618 . ... 7

24 4798. 6943. 7003. 7108. 8083. 8503. 8683. 8818. 9763. 10843. 10963. 1
11143. 11203 11353. 11563 .. ..

25 10783. 11548 .......

26 8788. 9778. 9838 .....

27 8203. 11683(*3%) .....

28 9943. 10078. 11038. 11593 .

29 9148 ...........

30 9358. 11623 .......

31 11983 ..........

32 10183. 10468 .......

33 11338 ...........

40 11833 ...........

(S

NN RN WN

G. IV....(320)....(10088)
88.133.253 ....... 3
2 208. 238. 328. 418. 448. 553. 568. 598. 658. 793. 928 ............ 11

—
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Negative Determinanten

3 493. 688. 748. 808. 913. 973. 988. 1048. 1258. 1558. 1708. 1978.
2608 ..

4 868.1078. 1168. 1393. 1408. 1498. 1513(*2*). 1528. 1633. 1738.
1813. 1918(*2*). 2248. 2353. 2368. 2533. 2773. 2788(*2*). 2893.
3088. 3193. 3298. 3448 ...........

5 1273. 1333. 1378. 1573. 1648. 1798. 2158. 2173. 2398. 3133. 3178.
3388. 3928. 3973. 4558. 4873 ..

6 1888. 2068. 2278. 2338. 2413. 2488. 2548. 2653. 2668. 2698. 2758.
2938. 3073. 3208. 3268. 3478.

3598. 3658. 3718. 4018. 4033. 4108. 4123. 4168. 4288. 4393. 4438
4453. 4708. A753. 4768. 4978. 5083. 5128. 5173. 5293. 5338. 5518.
5548. 5713. 5728. 6028. 6433. 6493. 6913. 7018. 7093. 7228. 7813
8248. 9823 .....

7 2008. 3538. 3568. 3838. 4213. 4333. 4498. 4543. 4573. 5038. 5488
5608. 5833. 5863. 6013. 6193. 6253. 6538. 6568. 6973. 7198. 7408.
9178. 9718. 10858. 10873 .......

8 2848(*2%). 3013. 3058. 3328. 3358(*2*). 3493. 4228. 4318(*2*).
4633(*2*). 4738. 5008. 5248(*2*). 5428. 5533. 5668. 5908.
6148(*2%). 6208(*2*). 6868(*2%). 6958(*2*). 7033. T168. 7288. 7588.
7648. 7828. 8308. 8338. 8638(*2*). 8653. 8378(*2*). 9088.
9118(*2*). 9193. 9208. 9538. 10033. 10138. 11533. 11848 .......

9 3688. 4378. 4528. 4588. 4693. 4828. 5068(*3%). 5773. 6313. 6359.
6643. 6748. 7258. 7513. 7528. T678. 7693(*3*). T708. T738. T918.
8188. 8218. 8323(*3*). 8488. 8668. 8908. 8998. 9073. 9163(*3*).
9493. 9853. 9898. 9958. 10213. 10288. 10393. 10693. 11158. 11188.
11608. 11803. 11818. 11893 .......

10 4858. 5053. 5473. 5968. 6058. 6088. 6613. T153. 7273. 7453. T498
7798. 8128. 8173. 8473. 8593. 8608. 8758. 8773. 8833. 8953. 9058
9238. 9553. 9628. 9793. 9808. 9913. 10108. 10438. 10888. 10978
11053. 11293. 11398. 11458. 11938 ...........

11 6298. 7618. 7768. 8413. 8728. 10648. 11638. 11653

12 5353. 5893. 6838. 6928. T048. 7348. 7633. 7843. 8428. 9028. 9268
9673(*2*). 10048. 10258. 10348. 10768. 11008. 11218. 11308. 11488.
11578. 11788. 11908. 11998

13 8938. 9313. 9418. 9448. 9478. 10498. 10678. 10918. 11098. 11518

14 6478. 7138. 9253. 9658. 9988. 10573. 10633. 10933. 11233. 11728

15 8368. 10408. 10813. 11413. 11773 ...........

G. VIIL .. .(48)....(1600)
2 1288. 1768. 2128. 2233. 2968. 4048 ........
3 2728. 3553. 3913. 4648. 4888. 5278. 6448 ... ..
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Negative Determinanten

4 3808. 5593. 5698. 5848. 6118. 6328(*2*). 6688(*2*). 6853. 7378.

20

8398. 8848. 8968. 9328. 9373. 9568. 10168(*2*). 10528(*2*). 10948.

11368. 11713(*2%)
5 4408. 5368. 6808. 9688. 10153. 10738 ...

6 7888. 8533. 9928. 10318. 11473. 11968 ..

7 8113.11128. 11248 ....

Summe G. 2451 Cl. 24391

Irreg. 37
m...... 115..  3435...
m+1.. 114.. 2988...
m+2.. 114... 2987...
™m+4.. 114.. 2994...
RT7... 342.. 8969...

m+3.. 114.. 4005...
m+5.. 114.. 3975...
m+6.. 115.. 4007...

NT... 343.. 11987.

Alle . 800.  24391..

Quot. min. 0,2349782 aus 163,2608
max. 0,7354322 aus 11833
Det. der Form

—(15n+13).. 68 305
—(15n+7)... 69 316
03 04

[Det. in Hundertergruppe 10000 der Form 15n]

G. VIIL...(3).....
48 999975
63 999945
72 999930

G.XVL...(3).....
39 999915

44 999900

56 999990(*2*)

537

15n + 7,13
230.. 6846
229.. 5997
228.. 5962
228.. 5987
685.. 17946
228.. 7984
228.. 7973
229.. 7989
685.. 23946

1600.. 48738
271 128 27
264 130 21
05 0,6

(1464)

(2224)

(=)

impr. 4075



Negative Determinanten

[Quotient

G. XXXII. .(1)...... (576)
18 999960
104...... 4264
Impr. 592
<3< <1<]
in Hundertergruppe 11 Det. 24. 1. 56..
12 28 51
13 21 58
14 27 57
15 21 62
16 22 56
17 29 52
18 25. 57
19 22 64
20 21 61
21 18 62
22 18 63
23 19 61
24 27 55
25 31 51
26 26 54
27 30 51
28 27 53
29 23 57
30 24 58
117 24 56
118 20 61
119 24 61
120 29 52
Negative Determinanten.
in Hundertergruppe Quotient
1 max. 1,271998  aus Det. 89
min. 0,2626128 58
2 1,435917 194
0,2349782 163
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19
21
21

17
22
19

14
18
20
19
20
18
18
20
19
20
20
18
20
19
15
19



Negative Determinanten

22

23

24

27

28

29

30

91

92

93

94

95

96

97

99

100

117

118

119

120

1,685723
0,2808228
1,645848
0,2923654
1,479278
0,2897240
1,6445315
0,2895883
1,5527075
0,3030216
1,5778996
0,2974718
1,604748
0,2936893
1,684117
0,2835515
1,586777
0,2717044
1,660820
0,2699414
1,518533
0,2893063
1,729662
0,3287980
1,689400
0,3269906
1,707014
0,2440986
1,650848
0,2420048
1,702214
0,2808862
1,6654535
0,2964744
1,810938
0,294621
1,579112
0,2846194
1,5326965
0,3287433

539

2141
2143
2246
2293
2369
2335
2609
2683
2789
2783
2834
2893
2939
2968
9026
9067
9176
9157
9281
9277
9371
9367
9434
9472
9539
9577
9686
9667
9869
9823
9974
9937
11681
11650
11714
11797
11864
11863
11921
11992



Positive Determinanten

Hundertergruppe 1.
Quadratische Determinanten entfallen: 10.

G.L...(12)
1 2.5.13.17. 29. 41. 53. 61. 73. 89. 97

3 37

G.II..
1

.(51)

Positive Determinanten.

3.6.7.8.10. 11. 12. 14. 18. 19. 20. 21. 22. 23. 26. 27. 28. 31. 32. 33. 38.
43. 44. 45. 46. 47. 50. 52. 54. 57. 58. 59. 62. 65. 67. 68. 69. 71. 74. 76.
77. 83. 85. 86. 92. 93. 94. 98

79

= 0w

Hundertergruppe 2.

A
15. 24. 30. 35.
84. 87. 88. 90.

34. 82

.(27)

Es entfallen: 4.

G. IL..
1 109.
3 101.
G.II...
1 103.
139.
185.
145.
141.
A
102.
138.
180.

=W N

(11)
113. 125.

197
(41)

106. 107.
142. 151.
188. 191.
146. 178.

148. 189
.(40)

104. 105.
140. 143.
182. 183.

G. VIIL.. .(4)
1

120.

Hundertergruppe 3.

G. I

1 233.
3 229.

G. II

1 201.

150. 168.

241. 277.

257. 269

202. 206.
244. 245. 249.
292.

297. 298

39. 40. 42. 48. 51. 55. 56. 60. 63. 66. 70. 72. 75. 78. 80.
91. 95. 96. 99

137.

108.
153.

199
194

110.
147.
184.

195

281.

211.
250.

149.

116.
158.

111.
152.
186.

293

157. 173.

117. 118.
161. 162.

112. 114.
154. 155.
187. 190.

181.

122.
163.

115.
156.
192.

193

124. 127. 128. 129. 131. 133. 134.
164. 166. 167. 172. 174. 177. 179.

119. 123. 126. 130. 132. 135. 136.
159. 160. 165. 170. 171. 175. 176.
198. 200

212. 213. 214. 217. 218. 229. 236. 237. 239. 242. 243.
251. 253. 261. 262. 263. 265. 268. 271. 278. 283. 284.
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Positive Determinanten

IV

= 0w N

258.
290.
219.
235

=W N

210.

205.
223.

203.

221.
226.

274
254.

204.
259.
294.
220.

207.
260.
295.
224.

. VIII

231. 240.

Hundertergruppe 9.

G I...

1 809
3 829
G.1II...
1 801
878
802
813
817
898

= Oy Ot W N

1
G. IV..

1 803.
832.
864.

2 812.

3 874.

G. VIII..
1 816.
2 870.

G. XVI..

1 840

(7)

. 821. 853.

877
.(32)

. 811. 823.
. 883. 886.

. 818. 866

. 837. 839.

(841)

..(52)

(8)

(1)

804. 805.
834. 835.
867. 868.
820. 828.
894. 895.

819. 855.
880. (900)

291

215.
266.
296.
288

255.

857.

827.
887.

842.

806.
836.
871.
876.

899

858.

Hundertergruppe 10.

G.1....(6)
1 929. 937. 941. 953.
3 997

G. IL . .(38)....(130)

1

907. 908. 911. 913

965. 967. 971. 972

2
3
)

914

982

905. 909. 916. 925

216.
267.
299.

264.

881

892

888

977

833.
889.

807.
843.
872.
884.

222.
270.
300

280

838
893

808
846
875
890

228. 230. 232. 234. 238. 246. 247. 248. 252.
272. 273. 275. 276. 279. 282. 285. 286. 287.

. 844. 845. 849. 859. 862. 863. 865. 869. 873.

. 810. 814. 815. 822. 824. 825. 826. 830. 831.
. 847. 848. 850. 851. 852. 854. 856. 860. 861.
. 879. 882. 885
. 891. 896. 897

. 917. 919. 921. 922. 926. 932. 947. 949. 956. 958. 964.
. 974. 981. 983. 989. 991. 998

. 933. 934. 973. 985. 993
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Positive Determinanten

6
15

901
961]

G. IV....(40)...(224)

1

2
3
4

902. 918. 923. 927. 928. 931. 938. 942. 944. 945. 946. 948. 950. 951. 954.
955. 957. 962. 968. 969. 970. 976. 978. 980. 986. 988. 995. 996. 999. 1000
939. 943. 959. 963. 979. 992

906. 940

904. 994

G. VIIL.. (16)...(144)

1
2

903. 912. 915. 920. 924. 930. 935. 936. 952. 966. 975. 984. 987. 990
910. 960

Summe 370

I

313. 317

349. 373. 389. 397. 557. 677. 701. 709. 733. 757. 761
401

o77

I

301. 302. 307. 309. 311. 314.
305

316. 321. 325. 326

727

IV

303. 304. 308. 310. 318. 319. 320. 327
306. 322. 323

. VIII

312. 315

542



Tafel zur Kreisteilung

O =N

12
14
17
19
22
27
30
32
34
38
43
46
50
57
70
73
76
81
91
98
100
111
117
123
129
133
157
172
174
183
191
193
211
216
237
242
253

)

17

37

5.13

101

5.29

197

5.29

181

5.97
5.73
17.53
5.5.41
13.89
5.17.17
5.5.37
29.73

41 .61
5.5.95.13
13.13.29
5.13.41
53.109
17.193
41.101
5.17.113
73.137
61.101
5.37.37
5.17.89
53 . 157
5.29.61
5.5.17.29
5.61.97
13.17.137
5.17.197
17.29.37
5.5.5.149
113 .197
13.37.97
5.41.137
5.13.17.53
5.37.173

TAFEL

ZUR

KREISTEILUNG.

543

105
112
119
128
132
142
162
173
182
185
192
200
212
233
239
251
255

)

13

5.9

41

61

5.17

113
5.95.13

13 .17
5.53
5.157

13 .37
5.109
5.137
29.29
13.149
5.13.17
17.89
5.9.5.37
5.17.61
29.97
37.173
5.13.53
5.95.173
13.13.29
37.149
5.13.193
73.97
5.29.113
.0.17.41
.37.109
.29.181
.41.73
.5.5.5.53
109 . 157
5.73.101
13.17.181
5.89.101
5.61.89
13.13.13.13
17.17.109
13.41.61

Ut Ot Ot Ut Ot



Tafel zur Kreisteilung

265|13.37.73 268(15.5.13.13.17
278 15.13.29 .41 29315.5.17.101
294 (13 .61.109 302 |5.17.29 37
30715.5.5.13.29 313|5.97.101

319 117.41.73 32715.17.17.37
3421 5.149 . 157 34315.5.13.181
360 | 29.41.109 378 15.17.41 .41
394129.53.101 401 | 37 .41 .53

403 | 5.109. 149 408 | 5.13.13.197
411 113.73.89 43715.13.13.113
438 |5.17.37.61 44315.5.5.5.157
44715.13.29.53 463 |5.13.17.97
467 | 5.113.193 499 | 13.61.157

500 | 53 .53 .89 50715.5.53.97
512|5.13.37.109 515 |13.101.101
524 (37.41.181 538 (5.13.61.73
95715.5.5.17.73 960 | 53.61.97

568 5.5.5.29.89 577 15.13.13.197
599 | 17.61.173 606 | 13.13.41.53
616 | 13.17.17.101 621 (29.61.109
65715.5.89.97 660 | 37.61.193
68215.5.5.61.61 684 |13.17.29.73
69315.5.5.17.113 69715.13.37.101
701|17.97.149 743 15.5.61.181
746 | 13.13.37.89 757 15.5.73.157
77215.13.53.173 776 | 73.73.113

785 13.137.173 798 15.13.97.101
818 15.5.5.53.101 829 | 17.17.29 .41
853 15.13.29.193 882(5.5.29.29.37
905 | 13.17.17.109 919 | 37.101.113
922 |5.17.73.137 924 153.89.181

931 |13.17.37.53 945129.89.173

948 | 5.17.97.109 99315.5.13.37.41
999 | 17.149.197 1032 15.5.13.29.113
1057 {5.5.5.41.109 1067 | 5.17.37.181
1068 {5.5.5.5.5.5.73 1087 {5.13.61.149
1118 | 5.5.17.17.173 1123 {5.13.89.109
1143 | 5.5.17.29.53 1148 | 5.29.61. 149
1196 | 53 . 137 . 197 1228 | 5.17.113 . 157
1239 | 41 .97 .193 1270 | 61.137.193
1303 | 5.41.41.101 1341 73.109.113
1385 | 41.149 . 157 1393 (5.5.197.197
1407 {5.5.17.17.137 1432 15.5.5.5.17.193
1433 15.29.73.97 1467 |5.29.41.181
1477 (5.13.97.173 1560 | 17.37.53.73
1567 | 5.41.53.113 1568 {5.5.5.13.17.89
1597 {5.37.61.113 1607 {5.5.13.29.137
1636 | 17.29.61.89 1744 | 137.149 . 149

544



Tafel zur Kreisteilung

1772 |5.17.17.41 .53 1818 {5.5.5.137.193
1823 |5.17.113.173 1832 (5.5.17.53.149
1893 (5.5.13.37.149 1918 {5.5.37.41.97
1929 | 13.13.101. 109 1955 | 13.29.37.137

1984 |13.29.53.197 2010 13.17.101.181
2013 15.29.89.157 2018 |5.5.29.41.137
2042 5.29.149.193 2059 | 13.41.41.97

2153 |5.13.181 197 2163 |5.13.17.29.73
2191 |89.149.181 2309 | 13.53.53.73

2350 | 17.17.97.197 2428 | 5.41.149.193

2436 |13.13.13.37.73 2515(101.173.181

2540 |13.29.109. 157 2547 15.37.89.197

2621 | 13.37.37.193 2673 15.13.17.53.61
2697 | 541.113. 157 2738 15.13.29.41.97
2801 | 17.29.73.109 2818 5.5.5.17.37.101
291715.13.29.37.61 294315.5.5.5.13.13 .41
3039 |17.61.61.73 3112 15.13.13.73.157
3141 |13.13.17.17.101 3149 |17.29.89.113

3166 | 17.41.73.197 3207(15.5.29.41.173
3323 15.13.29.29.101 3362 |5.13.17.53.193
3405 (29.29.61.113 3458 | 5.73.181.181

3521 |29 .37.53.109 3532 5.5.17.149.197
3583 |5.13.17.37.157 3740 | 41 .41 .53 .157
378215.5.29.109.181 379315.5.53.61.89
3957 15.5.13.13.17.109 419315.5.5.5.5.29.97
4217 15.13.29.53.89 4232 |15.5.41.101.173
4246 | 13.17.29.29 .97 4327 15.89.109.193

4484 | 17.89.97.137 4535 | 17.53.101.113
4545 113 .37.109 . 197 4581 | 13.53.97.157

4594 113.17.29.37.89 4662 15.13.13.17.17.89
4747 15.17.41.53.61 4906 | 13 .53 .181.193
4937 15.73.173.193 4952 15.37.41.53.61
5052 |5.13.41.61.157 5087 5.17.29.29.181
5257 5.5.13.17.41.61 5283 5.13.17.73.173
5357 15.5.61.97.97 5443 15.5.5.5.137.173
5507 15.5.13.13.37.97 5648 | 5.17.53.73.97
5667 |5.29.37.41.73 5701 | 29 .53 .97.109

9767 |5.13.17.101.149 5928 15.29.29.61.137
5962 | 5.13.29.109.173 6065 | 17 .53 .137.149
6107 |5.5.17.17.2989 6118 |5.5.13.41.53.53
6252 | 5.17.29.101. 157 6481 | 17.37.173.193
6682 |5.5.5.29.109.113 6898 | 5.13.17.17.17.149
6908 | 5.13.73.89113 6943 15.5.5.29.61.109
6962 | 5.37.37.73.97 7093 |5.5.13.17.29.157
7161 | 17.101.109 . 137 7443 15.5.5.37.53.113
7697 |5.17.29.61.197 778215.5.13.17.97.113
8224 13.17.29.61.173 830715.5.5.5.5.61.181
8368 |5.5.17.37.61.73

545



Tafel zur Kreisteilung

8393 15.5.13.29.37.101 8457 |5.5.53.137.197
8578 |5.37.41.89.109 9133 |5.17.37.89.149

9152 5.29.41.73.193 919315.5.5.5.17.41.97
9298 | 5.41.53.73.109 9431 | 17.97.149.181

9466 | 29 .37 .37.37.61 9667 | 5.13.41.89.197
9703 |5.13.13.17.29.113 9762 | 5.17.37.157.193
9872 15.13.13.29.41.97 9901 |13.13.29.73.137
10298 | 5.17.61.113.181 10312 1 5.29.53.101. 137
10833 | 5.17.41.113.149 11018 | 5.5.157.157.197
11471 | 13.17.41.53.137 11981 | 13.17.41.89.89
12332 5.5.13.41.101.113 12433 |5.13.61.101.193
12882 15.5.17.37.61.173 12943 15.5.5.5.13.13.13.61
13043 |5.5.17.17.61.193 13068 | 5.5.5.53.149.173
13241 {29.101.173.173 13252 5.13.13.37.41.137
13545 | 17 .17 .53 .53 . 113 13918 |5.5.13.37.89.181
14140 17.29.37.97.113 14318 | 5.5.5.13.17.41.181
14573 | 5.17.73.109. 157 14646 | 13.37.41.73.149
14773 15.13.13.29.61.73 14942 |1 5.13.13.37.37.193
14958 | 5.13.101.173.197 15075 | 13.17.53.89. 109
16513 | 5.29.53.113. 157 16928 | 5.17.109. 157 .197
17191 13.17.61.97.113 17557 15.5.5.17.29.41.61
17766 | 13.37.73.89.101 17923 | 5.61.61.89.97

18258 | 5.29.97.137.173 18432 |5.5.5.17.29.37.149
18543 |5.5.13.17.29.29 .37 19123 5.29.37.173.197
19283 | 5.37.37.157.173 19326 | 13.29.61.109. 149
19534 1 13.13.13.29.53.113 19653 | 5.37.61.109. 157
19703 |5.13.13.29.89.89 19902 | 5.73.89.89.137
19911 | 13.17.29.157.197 20080 [ 13.29.61.89.197
20457 | 5.5.13.29.149.149 211241 29.41.53.73.97
21705 |13.17.61.101.173 2190715.5.29.29.101.113
22008 | 5.41.109.149. 157 22157 |5.5.13.37.137.149
22231 (29.37.41.41.137 24263 |15.13.17.41.73.89
24331 (13.17.89.101.149 24778 15.29.149.157.181
24816 | 17.17.61.181.193 25462 | 5.13.17.37.101. 157
25523 | 5.53.73.113.149 25683 |5.13.17.17.97.181
25793 15.5.17.29.137.197 25943 (5.5.5.13.29.37.193
26018 | 5.5.13.97.109.197 27493 | 5.5.17.17.17.17 . 181
28205 |13.29.73.97.149 28322 |5.13.13.13.13.41.137
28862 | 5.17.17.53.73.149 29757 (5.5.41.61.73.97
30027 1 5.29.89.181.193 30103 | 5.13.17.41.73.137
30383 |5.17.17.37.89.97 31752 15.17.17.37.109.173
32258 |5.13.37.41.61.173 32406 | 17.17.17.37.53.109
32807 15.5.5.13.61.61.89 32885 | 13.13.109.149 . 197
32973 |5.13.37.37.41.149 33307 15.5.5.5.17.53.197
34208 | 5.13.13.17.29.53 .53 34367 | 5.13.37.41.53.113
35857 | 5.5.17.61.137.181 36673 |5.17.29.37.73.101
37057 15.5.5.5.73.101.149 37448 | 5.13.13.53.173.181
377701 13.17.29.41.61.89 38326 | 29.37.41.173.193

546



Tafel zur Kreisteilung

38807
39307
40188
40568
41319
42658
43633
44179
44733
45068
46617
47783
48737
50052
51387
51917
54193
54507
66347
67852
71564
72662
75382
80593
81141
83071
84141
86143
88699
38868
89471
90657
93197
99893
102163
106242
112595
114669
117307
128482
133749
136404
137883
143382
145231
148582
155317
157318

5.95.5.17.37.61.157
5.5.5.13.13.13.2997
5.13.37.61.101.109
5.5.5.13.53.97.197
13.41.101.101. 157
5.13.13.97.149.149
5.13.29.41.109.113
13.13.13.17.17.29.53
.89.101.113.197
.5.5.41.61.73.89
.93 .137.173.173
.13.17.53.101.193
.29.29.53.73.73
.17.41.41.89.197
L17.37.53.89.89
.13.37.53.97.109
.5.5.5.5.41.73.157
.5.37.53.157.193
.13.13.17.37.41.101
.13.37.89.137. 157
37.61.97.149 . 157
5.13.17.29.37.61.73
5.5.13.17.73.73.193
5.5.17.17.17.137.193
13.61.137.157.193
37.61.89.89.193
13.29.29.41.53.149
5.5.13.17.61.101.109
29.53.89.149.193
5.5.29.37.37.73.109
13.13.41.41.73.193
5.5.13.17.61.89.137
5.37.53.53.61.137
5.5.29.181.193.197
)
5

ot

Ut Ot Ot Ot Ot Ot Ot Ot O Ot Ot

.37.41.41.97.173

.53.53.73.101.109
17.29.41.53.61.97
17.37.53.53.61.61
5.5.5.13.149.157.181
5.5.17.29.89.101. 149
13.13.37.53.137.197
13.17.29.97.173.173
5.13.17.29.29.53.193

5.5.13.13.17.17.113.149

13.37.37.41.97.149
5.5.13.53.73.97.181
5.41.61.73.73.181

5.5.5.5.5.5.13.3737.89

547

39082
39818
40515
41187
41688
42932
43932
44507
45050
46444
47403
48187
49083
51115
51412
52571
94358
57532
67333
68463
71700
74043
78629
80802
81749
83247
85353
88668
88733
89361
90212
93020
99557
101343
104818
109637
112782
117251
117372
129553
136293
137717
141743
145046
148158
150522
157308
159772

5.5.41.73.137.149
5.5.5.5.17.37.37.109
17.53.61.109.137
L17.37.37.37.197
.17.41.53.97.97
.9.5.29.29.89.197
.5.5.5.13.17.89.157
.5.13.113.149.181
13.41.109.181.193
13.41.149.157.173
5.13.29.37.89.181
5.97.101.137.173
5.13.17.73.109.137
17.17.17.29.53.173
5.17.61.61.61.137
37.41.61.109.137
5.13.29.73.109.197
5.5.17.41.41.41.113
5.17.53.6173.113
5.13.17.113.137.137
13.29.37.41.89.101
5.5.13.37.37.61.101
13.17.41.41.53.157
5.37.41.53.109. 149
13.17.17.53.97.173
5.13.13.13.29.73.149
5.13.17.37.41.41.53
5.5.13.17.73.101.193
5.13.41.97.97.157
29.37.137.157.173
5.13.37.89.193.197
13.13.17.17.29.41.149
5.5.5.5.41.41.53.89
.5.13.29.41.97.137
.5.5.5.17.29181.197
.13.17.29.37.37.137
.5.17.37.41.109.181
1.97.101.109. 157
.13.17.17.53.101. 137
.13.13.17.61.61. 157
.5.17.41.53.89.113
.13.53.89.157.197
.5.89.149.157.193
3.29.37.101.109.137
.53.61.61.113.197
.13.17.29.37.97.197
.13.29.29.41.61.181
.37.53.101.149.173

Ut Ut Ot Ut Ut

UL O O U = Ot O UL UL U = Ot Ot Ot Ut



Tafel zur Kreisteilung

160590 | 29.29.29.89.109. 109 161832 |5.5.13.13.29.37.53.109
162014 | 13.17.73.89.101. 181 173932 15.5.5.5.5.13.73.101.101
174118 | 5.5.17.41.89.113.173 177144 | 17.29.73.89 97. 101

180107 | 5.5.13.29.97.113 . 157 181343 |5.5.17.37.53.109. 181

181743 |5.5.17.17.73.173.181

184133 | 5.29.73.101.101. 157
189782 | 5.5.13.61.89.137.149
190393 | 5.5.13.13.137.173.181
191407 | 5.5.13.13.17.37.61.113
191807 | 5.5.5.13.17.41.109. 149

194708 | 5.5.29.41.73.101.173
201106 | 17.17.61.89.149.173
208048 | 5.53.89.109.113.149
210195 | 61.113.137.149.157
210943 | 5.5.5.13.37.37.73.137
211765 | 13.17.53.89.137.157
216676 | 13.29.41.97.173.181
219602 | 5.17.17.53.53.109.109
221382 1 5.5.13.73.101.113.181
228068 | 5.5.5.17.29.61.101.137
232643 | 5.5.13.13.13.41.61.197
236151 | 17.17.41.89.137.193
247643 | 5.5.17.29.73.173.197
249501 | 13.53.53.61.89.157
251103 | 5.13.17.17.89.109.173
256638 | 5.13.29.37.61.113.137
260359 | 13.13.17.41.53.61.89

262433 | 5.17.29.29.53.61.149
263317 | 5.17.17.17.89.101. 157
263557 | 5.5.5.13.37.41.73.193
265842 | 5.13.17.17.101.193.193
267657 | 5.5.41.41.61.89.157
281897 | 5.13.29.37.37.89.173
286018 | 5.5.13.13.53.53.61.113
287228 | 5.17.17.29.73.149.181
289038 | 5.17.17.37.89.97.181
292362 | 5.13.17.41.61.157.197
298307 | 5.5.5.5.41.53.181.181

307939 | 13.29.61.101.137.149
309070 | 13.29.101.113.149.149

320078 | 5.13.41.61.73.89.97
322392 | 5.13.17.41.89.149.173
330182 | 5.5.5.5.5.13.29.37.41.61
331068 | 5.5.5.5.53.101.181.181
383807 | 5.5.5.13.37.73.97.173
385692 | 5.13.17.61.89.137.181

548



Tafel zur Kreisteilung

389163
390112
403639
409557
411787
418048
444753
447342
464307
465525
465694
478707
485298
494607
500150
508929
018734
520463
534568
538275
548630
966793
967923
571459
586455
606325
607533
617427
623888
627391
662843
672717
683982
700107
703175
704683
721068
780262
783568
791532
793921
812447
832902
848871
899168
907567
911111
936513

5.1329.41.89.101.109
5.13.17.17.17.17.17.17.97
29.29.37.97.137.197
5.5.5.5.13.13.73.73.149
L17.17.53.97.101 . 113
.97.97.109.173.197
.53.109.113.157.193
.17.29.41.97.137.149
.5.5.29.37.73.101.109
13.13.29.89.97.113.197
13.13.17.29.73.181.197
5.5.13.13.13.17.41.41.73
5.13.1313.13.29.29.37.53
5.5.29.89.101.137.137
41.61.73.73.137.137
13.13.37.53.53.73.101
13.17.37.37.53.97.173
5.13.41.61.73.101.113
5.5.5.13.89.89.149.149
17.61.73.97.109. 181
37.41.89.109.113.181
5.5.17.29.29.41.97.113
5.13.17.17.17.41.109.113
13.13.13.13.17.37.61.149
29.41.73.89.113.197
13.37.97.137.149.193
5.17.29.73.97.97.109
5.13.13.17.29.53.89.97
5.13.37.41.113.181.193
41.41.53.113.113.173
5.5.17.113.137.173.193
5.89.97.157.173.193
5.5.17.29.61.61.101.101
5.5.13.17.41.53.137.149
13.17.17.29.97.149 . 157
5.13.29.61.97.113.197
5.5.5.5.17.29.109.113.137
5.17.17.29.37.41.61.157
5.5.5.5.17.29.101.109.181
5.5.53.89.149.181.197
17.17.17.29.73.157.193
5.29.29.41.89.137.157
5.13.13.13.17.109.173 . 197
29.53.73.113.157.181
5.5.17.37.53.73.97.137
5.29.37.41.89.109.193
17.41.101.173.173.197
5.37.37.4189.97.181

Ut Ot Ot Ot Ut

549



Tafel zur Kreisteilung

1000193
1010027
1024240
1031675
1049433
1059193
1067157
1068182
1083493
1089593
1131527
1139557
1143007
1197943
1264557
1306143
1351742
1373307
1387203
1402232
1413443
1477034
1518057
1528649
1615463
1618855
1635786
1664957
1750507
1766693
1824257
1909461
1954207
1984933
2036069
2050706
2052057
2126007
2277387
2298668
2343692
2353918
2379723
2457057
2471717
2475918
2478328
2484968

5.5.5.29.53.101.149.173
5.13.61.89.89.109.149
37.61.109.157.157.173
13.13.17.53.73.113.157.197
5.13.61.89.89.89.197
.5.5.13.13.13.37.61.181
.41 .113.157.173.181
.5.17.17.41.61.73.173
.13.61.61.61.73.109
.61.89.149.149.197
1.53.53.73.97.157
.5.5.5.5.5.17.37.73.181
.13.41.61.73.101.109
.5.5.5.17.17.37.109.197
.5.5.5.13.13.29.53.197
.29.37.37.61.73.193
.17.53.109.137.157.173
.9.5.5.17.29.101.157.193
.29.41.41.113.181.193
.5.17.37.41.113.137.197
.5.13.29.37.41.89.157
37.37.41.53.53.101.137
5.5.5.13.13.41.61.113.193
13.37.53.61.61.109.113
5.13.17.37.53.73.73.113
17.29.37.53.89.97.157
29.29.41.89.89.97.101
5.5.13.37.73.89.113.157
5.5.13.53.53.89.109.173
5.5.5.5.5.5.29.97.157.173
5.5.17.29.97.109.113.113
13.13.17.17.41.53.89.193
5.5.13.61.61.89.113.157
5.17.37.37.37.53.89.97
17.41.41.61.61.101.193
13.17.17.17.41.53.157.193
5.5.5.5.5.5.5.17.29.73.97.193
5.5.17.29.29.181.181.193
5.13.29.29.53.89.89.113
5.5.13.13.17.17.29.37.37.109
5.17.41.41.61.73.89.97
5.5.13.17.29.29.61.113.173
5.13.29.37.53.53.97.149
)
5
5
)
)

O Ot Ot O O = Ot UL O Ot Ot

)
5
5
5
)
)
)
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5
)
)
)
5
5
5
)

.5.5.5.13.17.41.53.89.113
.37.41.109.137.149.181
.5.17.53.61.157.157.181
.13.29.37.89.97.101.101
.5.13.61.97.113.157.181
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Tafel zur Kreisteilung

2680168 | 5.5.29.61.73.109.137.149

2733307

2809305 | 13.17.29.37.37.61.73.101
2923783 | 5.13.17.37.41.109.149 . 157
2959007 | 5.5.17.37.97.101.157.181
3014557 | 5.5.5.5.5.5.5.5.41.53.53.101
3025001 | 13.13.17.17.61.73.109.193
3136570 | 13.13.29.37.53.61.97.173
3139557 [ 5.5.5.5.5.5.13.29.73.73.157
3272693 | 5.5.5.13.37.41.101.137.157
3370437 | 5.13.13.13.13.41.73.97.137
3449051 | 13.13.13.53.61.89.97.97
3637197 | 5.13.17.29.61.89.193.197
3800438 | 5.13.29.29.97.101.149.181
3801448 | 5.29.37.53.61.73.101.113
3815076 | 13.13.17.37.53.109.137.173
3894873 | 5.13.13.37.89.101.137.197
3911450 | 29.29.41.97.137.173.193
3931663 | 5.13.29.37.41.109.137.181
4000300 | 13.13.13.17.17.73.137.181.181
4079486 | 13.17.17.53.61.73.137.137
4218932 | 5.5.5.5.29.41.41.61.61.157
4466678 | 5.13.17.73.97.109.149 . 157
4650839 | 17.17.89.113.137.157.173
4697282 | 5.5.13.113.113.137.197.197
4751232 | 5.5.13.17.29.73.97.101.197
4773557 | 5.5.5.29.29.41.113.149.157
5033696 | 13.17.37.37.89.89.97.109

5982670
6151956
6208047
6225244
6315768
6356150.
6367252
6656382
6817837
6829610
6981694
7138478
7620661
7691443
8082212
8571779
8809432
9407318

13.13.13.17.41.53.53.53.157
13.17.29.29.73.97.113 . 149
5.17.17.17.17.29.41.41.197.197
29.37.41.53.53.53.61.97
5.5.17.17.53.61.73.149.157
13.29.37.37.61.61.109.193
5.13.17.29.29.61.73.97.101
5.5.13.29.41.41.137.137.149
5.17.17.53.61.149.173.193
13.17.17.53.61.101.193.197
13.41.97.137.181.193.197
5.29.37.41.73.89.181.197
5.17.37.73.101.101.137.181
5.5.5.37.53.97.101.109.113
5.13.17.17.37.53.97.101.181
13.13.29.41.73.101.137.181
5.5.5.13.89.101.149.181.197
5.5.5.5.5.5.37.41.53.73.193
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Tafel zur Kreisteilung

9548768 | 5.5.13.13.17.41.53.61.61.157
9614382 | 5.5.29.37.53.61.61.101.173
9639557 | 5.5.5.5.5.5.13.17.17.53.109. 137
9689961 | 13.29.29.37.61.113.113.149
10328193 | 5.5.5.13.17.29.53.53.137.173
10669731 | 17.89.97.101.101.193.197
11131086 | 13.13.17.17.37.61.73.89.173
12477035 | 17.17.17.29.29.29.37.97.181
12514913 | 5.13.41.53.137.149.157.173
12750353 | 5.13.17.17.41.61.73.137.173
14698000 | 13.13.17.17.29.61.97.149.173
15165443 | 5.5.5.5.37.53.61.97.101. 157
15986082 | 5.5.13.17.109.109.137.157.181
16317267 | 5.13.17.17.61.61.101.109.173
18378313 | 5.13.13.17.37.61.137.193.197
18975991 | 13.17.17.17.53.61.89.97.101
20198495 | 13.17.41.89.101.101.137.181
22866693 | 5.5.5.5.41.61.73.101.113.197
23747457 | 5.5.17.17.17 . 17.17.17.37.73.173
24208144 1 29.29.29.37.37.53.61.61.89
24280807 | 5.5.5.5.13.13.17.53.109.157.181
24310918 | 5.5.13.13.37.41.53.89.113.173
31011557 | 5.5.5.13.17.61.97.109.137.197
32944452 | 5.13.13.29.29.41.53.53.89.149
34436768 | 5.5.17.61.97.101.137.173.197

34602875 | 13.17.17.29.37.53.113.137.181
45500682 .9.5.37.53.53.61.89.149.197
53365057 | 5.5.5.13.37.89.97.101.157.173

75505943 .5.5.37.37.53.89.137.149.173

95665578 .13.37.41.73.181.181.197.197
111530944 | 13.13.13.13.13.17.37.37.53.157 .173
121042733 | 5.17.41.73.97.97.101.157.193
160007778 | 5.13.13.17.17.29.29.73.73.149. 157
167207057 | 5.5.5.5.17.17.17.29.73.109. 109 . 181
168623905 | 13.1313.13.17.29.29.37.89.97.109
185507821 | 13.13.17.29.29.53.61.101.113.193
193788912 | 5.13.17.17.37.37.37.53.73.101.101
201229582 | 5.5.13.13.17.17.17.17.17.53.97.101
211823957 | 5.5.17.17.53.101.137.149.157 . 181
284862638 | 5.13.17.17.17.17.29.29.41.41.97.109
299252491 | 13.29.37.97.109.109. 113 . 157
317742693 | 5.5.5.13.29.41.73.89.137.149.197

1
)
)
58305593 | 5.5.13.17.37.37.101.109.137.149
5
)

327012132 | 5.5.13.17.17.29.89.109.149.157.173

599832943 | 5.5.5.5.13.17.29.37.37.41.7397.113

830426722 | 5.13.13.61.97.149.157.173.173.197
1112115023 | 5.17.17.61.73.113.157.173.173.181
1282794079 | 13.17.29.29.73.89.97.113.181.197.197

552



Tafel zur Kreisteilung

13
17
29
37
41
53
61
73

89

97

101

109

113

137

2189376182 | 5.5.5.17.17.29.29.53.61.61.89.89.101
2971354082 | 5.5.13.17.29.41.53.53.113.149.157.181
3955080927 | 5.13.17.17.17.17.53.53.61.61.101.149.173.197
8193535810 | 13.13.29.29.61.109.109.137.157.157.193
14033378718 | 5.5.13.13.17.17.61.61.61.61.73.73.157.181

2.3.7

5. 8. 18. 57. 239

4. 13. 21. 38. 47. 268

12.17. 41. 70. 99. 157. 307

6. 31. 43. 68. 117. 191. 302. 327. 882. 18543*

9. 32. 73. 132. 278. 378. 829. 993. 2943

23. 30. 83. 182. 242. 401. 447. 606. 931. 1143*. 1772. 6118. 34208. 44179.
85353. 485298

11. 50. 72. 133. 255. 438. 682. 2673. 2917. 4747*. 4952. 5257. 9466. 12943.
17557. 114669. 330182

27. 46. 173. 265. 319. 538. 557. 684. 1068. 1560*. 2163. 2309. 2436. 3039.
5667. 8368. 14773. 48737. 72662. 478707*

34.55.123. 233. 411. 500. 568. 746. 1568. 1636*. 3793. 4217. 4594. 4662. 6107
11981. 19703. 24263. 32807. 37770*. 45068. 51387. 99557. 157318. 260359
24208144

22. 75. 119. 172. 216. 463. 507. 560. 657. 1433*. 1918. 2059. 2738. 4193.
4246. 5357. 5507. 5648. 6962. 9193*. 9872. 17923. 21124. 29757. 30383.
39307. 41688. 112595. 320078. 390112*. 617427. 1984933. 2343692. 3449051.
6225244

10. 91. 111. 192. 212. 293. 313. 394. 515. 616*. 697. 798. 818. 1303. 2818.
3141. 3323. 8393. 17766. 36673*. 66347. 71700. 74043. 173932. 177144.
508929. 683982. 1635786. 2478328. 2809305*. 3014557. 6367252. 18975991.
193788912. 201229582. 2189376182

33.76. 142. 251. 294. 360. 512. 621. 905. 948*. 1057. 1123. 1929. 2801. 3521.
3957. 5701. 6943. 8578. 9298*. 15075. 32406. 39818. 40188. 51917. 86143.
88868. 106242. 160590. 161832*. 219602. 389163. 464307. 607533. 1083493.
1143007. 2298668. 5033696. 168623905. 284862638*

15. 98. 128. 437. 693. 776. 919. 1032. 1341. 1567*. 1597. 3149. 3405. 4535.
6682. 6908. 7443. 7782. 9703. 12332*. 13545. 14140. 17191. 19534. 21907
34367. 43633. 57532. 67333. 136293*. 191407. 286018. 411787. 520463.
566793. 567923. 1528649. 1615463. 1824257. 2277387*. 2457057. 3801448.
7691443. 599832943

37.100. 174. 237. 922. 1407. 1607. 1955. 2018. 4484*. 5928. 7161. 9901. 10312
11471, 13252, 19902. 22231. 28322. 30103*. 40517. 49083. 51412. 52571.
68463. 90657. 93197. 101343. 109637. 117372*. 145046. 210943. 228068.
256638. 494607. 500150. 721068. 899168. 1477034. 3370434*. 4079486.
9639557

553



Tafel zur Kreisteilung

149

157

173

181

193

197

44. 105. 193. 403. 701. 1087. 1148. 1744. 1832. 1893*. 5767. 6065. 6898.
9133. 10833. 14646. 18432. 19326. 20457. 22157*. 24331. 25523. 28205. 28862
32973. 37057. 39082. 42658. 80802. 83247*. 84141. 93020. 128482. 143382.
145231. 189782. 191807. 208048. 262433. 307939*. 309070. 409557. 447342.
534568. 571459. 700107. 1010027. 2379723. 2680168. 6151956*. 6656382.
9689961. 32944452. 58305593

28. 129. 185. 342. 443. 499. 757. 1228. 1385. 2013*. 2540. 2697. 3112
3583. 3740. 4581. 5052. 6252. 7093. 14573*. 16513. 19653. 22008. 25462.
38807. 41319. 43932. 54193. 67852. 71564*. 78629. 88733. 117251. 129553
180107. 184133. 210195. 211765. 249503. 263317*. 267657. 703175. 780262.
812447. 1131527. 1413443. 1618855. 1664957. 1954207. 2923783*. 3139557.
3272693. 4218932. 4466678. 4773557. 5982670. 6315768. 9548768. 15165443.
160007778*. 299252491

80. 93. 253. 599. 772. 785. 945. 1118. 1477. 1823*. 3207. 4232. 5283. 5443.
5962. 8224. 12882. 13068. 13241. 18258*. 19283. 21705. 31752. 32258. 46444.
46617. 48187. 51115. 81749. 89361*. 102163. 136404. 159772. 174118. 194718.
201106. 251103. 281897. 322392. 383807*. 518734. 627391. 1000193. 1024240.
1068182. 1351742. 1750507. 1766693. 2353918. 2733307*. 3136570. 3815076.
4650839. 9614382. 10328193. 11131086. 12514913. 12750353. 14698000.
16317267*. 23747457. 24310918. 53365057. 75505943. 111530944. 327012132
19. 162. 200. 343. 524. 743. 924. 1067. 1467. 2010*. 2191. 2515. 3458. 3782.
5087. 8307. 9431. 10298. 13918. 14318*. 24778. 25683. 27493. 35857. 37448.
44507. 47403. 112782. 117307. 148582*. 155317. 157308. 162014. 181343.
181743. 190393. 216676. 221382. 287228. 289038*. 298307. 331068. 385692.
538275. 548630. 783568. 848871. 936513. 1059193. 1067157*. 1139557
2471717, 2475918. 2484968. 2959007. 3800438. 3931663. 4000300. 7620662.
8082212*. 8571779. 12477035. 15986092. 20198495. 24280807. 34602875.
167207057. 211823957. 1112115023. 2971354082*. 14033378718

81. 112. 467. 660. 853. 1239. 1270. 1432. 1818. 2042*. 2428. 2621. 3362. 4327
4906. 4937. 6481. 9152. 9762. 12433*. 13043. 14942. 24816. 25943. 30027.
28326. 45050. 47783. 54507. 75382*. 80593. 81141. 83071. 88668. 88699.
89471. 137883. 141743. 236151. 263557, 265842. 444753. 606385. 623888
662843. 672717. 793921. 907567. 1306143. 1373307*. 1387203. 1518057
1909461. 2036069. 2050706. 2052057. 2126007. 3025001. 3911450. 6356150*.
6817837. 9407318. 121042733. 185507821. 8193535810

14. 183. 211. 408. 577. 999. 1196. 1393. 1984. 2153*. 2350. 2547. 3166. 3532.
4545. 7697. 8457. 9667. 11018. 14958*. 16928. 19123. 19911. 20080. 25793
26018. 32885. 33307. 40568. 41187*. 42932. 44733. 50052. 54358. 90212.
99893. 104818. 133749. 137719. 148158*. 150522. 232643. 247643. 292362.
403639. 418048. 465525. 465694. 586455. 704683*. 791532. 832902. 911111.
1031675. 1049433. 1089593. 1197943. 1264557. 1402232. 3637197*. 3894873.
4697282. 4751232. 6208047. 6829610. 6981694. 7138478. 8809432. 10669731.
18378313*. 22866693. 31011557. 34436768. 45500682. 95665578. 317742693.
830426722. 1282794079. 3955080927

554



Tafel zur Kreisteilung

13
21
25
31
43
53
61
81
99
111
127
143
169
199
211
219
247
283
311
359
417
469
527
611
691
749
761
841
961
1043
1089
1159
1351
1381
1581
1801
2025
2355

Zerlegbare aa + 4.

5

29

5.17

173

5.89

17.37
5.193
17.109
29.97
5.5.149
5.13.101
5.37.53
5.95.17.29
13.17.73
113 .181
5.29.197
5.89.89
5.5.13.137
5.93.181
17.37.97
13.61.101
5.5.583.73
5.149.173
17.53.193
5.29.37.41
29.61.157
5.5.109.137
.29.37.89
.29.53.73

.17.53.157

v Ot Ov Ot Ot

5.37.53.137

ot Ot

.41.89.137
5.37.89.197

13.29.73.149
17.41.73.109

.5.5.41.113

.5.17.41.53
13.13.41.157
5.5.13.41.89

.17.109. 197
.13.13.37.61

3

7

11
19
23
29
39
49
59
63
83
101
121
141
161
179
205
213
237
261
309
335
393
419
485
535
679
705
759
829
943
1011
1047
1131
1305
1371
1499
1745
1899
2343
2441

2677 | 17.17.137.181
3039 | 5.5.13.157.181

555

13

53

5.5.5

5.73

13.41
5.13.13
5.95.61
5.13.37
5.17.41
29 . 137
61.113
5.13.157
5.29.101
5.41.97
5.5.17.61
5.13.17.29
13.53.61
17.17.157
13.29.149
5.5.5.5.109
5.13.13.113
13.89.97
13.109.109
5.13.37.73
17.101.137
17.113.149
5.13.41.173
13.13.17.173
5.29.29.137
5.13.97.109
17.17.17.181
5.5.5.13.17.37
89.109.113
5.17.101.149
97.97.181
5.41.53.173
5.41.97.113
13.29.41.197
5.37.101.193
13.37.101.113
5.13.29.29.109



Tafel zur Kreisteilung

3339 | 5.5.41.73.149
3351 | 5.13.13.97.137
3377 | 13.61.73.197

37171 29.53.89.101

3749 | 5.17.37.41.109
4021 | 5.17.37.53.97
4123 | 17.29.29.29 .41
4215 | 13.73.97.113

4761 1 5.5.5.13.13.29.37
4989 1 5.5.5.13.17.17.53
5041 | 5.13.13.17.29.61
5567 | 13.17.17.73.113
5573 1 29.61.97.181

5717 | 13.13.41.53 .89
5821 | 5.13.37.73.193
6061 | 5.5.13.17.61.109
6261 | 5.5.5.53.61.97
6989 | 5.5.5.53.73.101
7319 | 5.17.73.89.97
7745 | 13.13.37.53.181
8049 | 5.17.53.73.197
8579 | 5.29.53.61.157
8879 | 5.29.41.89.149
9801 | 5.17.73.113.137
9817 | 17.37.37.41.101
9947 | 73.89.97.157

10039 | 5.5.13.17.17.29.37
12383 | 37.109.193.197
12605 | 17.37.41.61.101
12815 | 13.13.41.137.173
13251 | 5.17.101.113.181
13489 1 5.5.5.5.5.5.5.17.137
13507 | 17.17.41.89.173

14261 | 5.5.5.89.101.181
14901 | 5.13.13.13.17.29 .41
16041 | 5.73.89.89.89

20511 | 5.5.5.13.17.97.157
20769 | 5.29.37.37.41.53

20875 | 13.29.53.113.193
21139 | 5.5.17.37.157.181
21161 | 5.5.13.89.113.137
21189 | 5.5.37.61.73.109
22805 | 13.17.89.137.193
23311 | 5.5.29.41.101.181
23901 | 5.29.137.149.193
23915 | 13.29.73.113.173
25689 | 5.5.29.41.149.149
27355 | 13.37.53.149.197

556



Tafel zur Kreisteilung

27411
27429
27611
29169
29691
29929
31351
32003
32139
32239
37579
44301
47389
47761
47829
49813
97989
63911
66361
79011
79871
81487
81669
86487
91587
95963
99011
99407
108111
110211
114611
115983
117281
128359
139701
140489
140871
142047
148939
183739
191279
203091
205111
206707
207171
211221
228179
234333

.5.41.61.61.197
L17.29.37.73.113
.5.41.61.89.137
.13.29.41.101.109
L17.17.29.109.193
.13.17.61.97.137
.37.149.181.197
3.17.17.41.61.109
.5.13.17.73.197
.5.5.5.5.37.89.101
.17.29.41.89.157
.13.37.53.89.173.
.5.53.97.101.173
.5.5.5.17.17.73.173
C17.37.41.113 . 157
3.53.101.181.197
.9.95.983.53.61.157
.5.13.13.17.29.37.53
.5.41.113.193. 197
.5.5.5.13.89.89.97
5.29.37.61.101.193
13.13.73.73.73.101
5.13.29.113.173.181
17.17.41.41.89.173
17.29.29.37.101. 157
13.13.41.89.109. 137
5.5.5.5.5.13.29.53.157
17.29.37.41.73.181
5.5.13.17.97.113.193
5.5.13.37.73.101.137
5.5.13.13.89.181.193
13.17.37.61.149.181
.29.61.89.101.173
.13.17.29.53.89.109
.13.53.149.193.197
.5.5.41.113.173.197
L13.17.37.61.73.109
29.29.41.53.61.181
5.5.29.29.73.97.149
5.5.5.13.2941.101.173
5.13.13.29.73.113.181
5.17.17.41.61.101.113
5.5.13.73.97.101.181
29.37.53.61.109.113
5.13.17.29.89.101.149
5.13.13.37.61.149.157
5.13.13.61.73.101.137
37.37.37.41.137.193

Cr Ot O Ot = Ot Ot Ot O O Ot Ot = Ot Ot Ot Ot Ot Ot Ot

v Ot Ot Ot Ot

557



Tafel zur Kreisteilung

234881 | 5.13.13.17.17.17.97.137
241511 {5.5.5.5.13.17.37.101.113
244299 | 5.13.17.37.97.101. 149
245293 | 109.113.137.181.197

247699 | 5.13.17.41.61.149.149
257665 | 13.17.101.109.157.173
263489 | 5.5.5.5.5.5.29.37.41.101
269459 | 5.17.37.37.53.61.193
289589 | 5.5.29.61.97.113.173
302111 | 5.5.41.61.97.101. 149
306757 | 17.29.53.101.181.197
313489 | 5.5.5.5.5.17.17.17.37.173
317039 | 5.5.53.61.89.89.157
326957 | 37.37.41.101.109.173
349835 | 17.41.73.97.137.181
355989 | 5.5.5.5.13.17.37.137.181
387921 | 5.61.101.137.181.197
396783 | 13.13.29.61.61.89.97
408489 |1 5.5.5.5.13.29.73.89.109
466489 | 5.5.5.13.17.29.61.61.73
563235 | 13.17.41.61.61.97.97
567629 | 5.13.37.73.109.113.149
582997 | 37.41.73.113.157.173
588489 | 5.5.5.55.61.89.137.149
628261 | 5.5.5.13.17.29.41.61.197
634205 | 37.53.73.109.149.173
637855 | 13.37.41.41.61.73.113
834267 | 17.17.17.29.137.181.197
840421 | 5.13.17.137.149.173.181
851929 | 5.17.53.73.89.137.181
922769 | 5.13.13.17.41.61.137.173
966391 | 5.13.17.2929.37.157.173
1029353 | 61.61.89.109.149.197
1165689 | 5.5.29.41.41.53.109.193

1230349 | 5.13.13.17.17.29.37.53.109
1299241 | 5.13.13.37.89.89.173.197
1341429 | 5.29.61.73.89.173.181
1362611 | 5.5.1337.89.89.101.193
1493911 | 5.5.13.29.101.109.137.157
1499001 | 5.13.13.17.73.73.149.197
1780489 | 5.5.5.29.37.41.53.73.149
1996199 | 5.13.13.17.17.37.53 53 . 157
2028211 | 5.5.13.17.41.41.53.61.137
1

2050005 | 17.29.61.73.89.137.157
2159739 | 5.5.5.5.13.17.37.41.113.197
3376311 | 5.5.13.13.13.17.17.61.61.193
3666653 | 13.13.17.41.53.97.149.149
3872099 | 5.13.13.17.37.41.41.97.173

558



Tafel zur Kreisteilung

4370811 | 5.5.13.17.53.61.89.197
4490249 | 5.13.29.61.73.89.137.197
4705711 | 5.5.13.17.17.17.17.41.101. 197
5125339 | 5.5.17.17.29.37.97.181.193
5472411 | 5.5.17.29.41.41.89.109. 149
6101547 | 13.13.13.17.29.37.61.97.157
6489011 | 5.5.5.5.17.37.41.89.149.197
8175989 | 5.5.5.5.5.13.17.37.97.149 . 181
8649761 | 5.5.5.13.17.37.61.101.109.109
8812979 | 5.17.17.17.29.73.89.97.173
9530277 | 13.13.17.17.17.73.89.113. 149
10126399 | 5.13.17.29.29.53.89.149. 157
10251621 | 5.13.17.1729.61.101.173.181
10763489 | 5.5.5.5.5.5.61.61.101.109. 181
10831321 | 5.17.29.29.41.61.73.89.101
11398611 | 5.5.13.17.53.97.137.173.193
11483821 |1 5.29.53.61.101.113.157.157
15035789 | 5.5.37.41.41.53.101.157.173
17363031 | 5.13.13.41.73.89.89.101.149

23866411 | 5.5.13.17.17.17.61.157.193.193
25252451 15.13.29.37.41.97.97.137.173
31456571 | 5.13.17.41.97.101.109.113.181
34411159 | 5.13.37.41.61.73.89.157.193
35272357 | 13.13.13.13.17.29.61.97.101. 137
35944451 1 5.13.17.17.17.29.73.89109. 197
61017271 | 13.13.13.17.29.37.61.97.157
107402539 [ 5.5.13.29.37.61.109.149.173.193
143828743 |29 .29 .37.37.53.97.113.157.197
148757489 | 5.5.5.13.13.17.37.41.41.61.109. 149
150446761 | 5.5.5.13.17.37.53.113.137.137.197
322564791 | 5.13.17.29.29.29.37.53.101.101.193
657182319 | 5.17.17.61.97.97.113.149.157.197
1359685525 | 13 .17 .53.61.61.97.113.157.157.157
4949475989 15.5.5.5.5.13.13.29.29.37.37.41.61.89.181
28608252345 | 13.29.29.29.37.53.61.73.97.113.149.181
112899039159 | 5.13.13.17.17.17.17.29.37.41.61.73.73.73.173

5(1.11
13 13.29
1719
29 | 5. 111. 179
37 | 25. 49. 1011. 4761. 10039
41 | 23. 59. 469. 4123. 14901
93 | 7. 99. 961. 4989. 20769. 63911
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Tafel zur Kreisteilung

61
73
89
97
101
109

113

137

149

157

173

181

193

197

39. 61. 205. 1381. 5041

19. 127. 311. 419. 749. 466489

21. 199. 691. 1089. 5717. 16041

53. 141. 247. 335. 4021. 6261. 7319. 79011. 396783. 563235*

81. 121. 283. 3717. 6989. 9817. 12605. 32239. 81487. 263489*. 10831321

43. 261. 393. 829. 2355. 2441. 3749. 6061. 21189. 29169*. 32003. 128359.
140871. 408489. 1230349. 8649761

83.309. 761. 1047. 1499. 2343. 5567. 27429. 203091. 206707*. 244299. 637855
63. 211. 485. 611. 759. 1159. 1581. 3351. 9801. 13489*. 21161. 27611. 29929.
95963. 110211. 228179. 234881. 2028211. 35272357

61.237.535. 1131. 2025. 3339. 8879. 25689. 148939. 207171*. 244299. 247699.
302111. 567629. 588489. 1780489. 3666653. 5472411. 9530277. 17363031*.
148757489

101. 213. 527. 841. 1043. 8579. 9947. 20511. 37579. 47829*. 57989. 91587.
99011. 211221. 317039. 1493911. 1996199. 2050005. 6101547. 10126399*
11483821. 61017271. 1359685525

13. 359. 679. 705. 1371. 12815. 13507. 23915. 44301. 47389*. 47761. 86487.
117281. 183739. 257665. 289589. 313489. 326957. 582997. 634205*. 922769.
966391. 3872099. 8812979. 15035789. 25252451. 112899039159

143. 219. 943. 1305. 2677. 3039. 5573. 7745. 13251. 14261*. 21139. 23311.
81669. 99407. 115983. 142047. 191279. 205111. 349835. 355989*. 840421.
851929. 1341429. 8175989. 10251621. 10763489. 31456571. 4949475989.
28608252345

31. 417. 1899. 4215. 5821. 20875. 22805. 23901. 29691. 79871*. 108111.
114611. 234333. 269459. 1165689. 1362611. 3376311. 5125339. 11398611.
23866411*. 34411159. 107402539. 322564791

169. 1351. 1745. 1801. 3377. 8049. 12383. 27355. 27411. 31351*. 32139. 49813.
66361. 139701. 140489. 245293. 306757. 387921. 628261. 834267*. 1029353.
1299241. 1499001. 2159739. 4370811. 4490249. 4705711. 6489011. 35944451.
143828743*. 150446761. 657182319

Zerlegbare aa + 9

115 2113
415.5 517

7129 8173

10 | 109 1115.13

13 (89 14 15.41

16 |5.53 17| 149
195.37 22 | 17.29
26 | 5.137 2813 .61
2915.5.17 3115.97
37113.53 4115.13.13
46 5.5.5.17 50| 13.193
55| 37.41 56 |5.17.37
65129.73 67 13.173
68 | 41.113 71]15.5.101

560



Tafel zur Kreisteilung

73
79
89
106
119
128
143
155
163
167
181
196
232
241
271
284
314
379
419
436
446
464
529
544
574
629
722
796
821
869
971
1015
1055

1081

17.157 76
5.5.5.5.5 80
5.13.61 94
5.13.173 109
5.13.109 124
13.13.97 131
53 .193 154
61.197 158
97.137 166
13.29.37 175
5.29.113 191
5.95.29.53 211
13.41.101 239
5.37.157 254
5.5.13.113 281
5.13.17.73 301
5.13.37.41 352
5.5.13.13.17 413
5.97.181 430
5.193.197 437
5.5.73.109 454
5.17.17.149 021
5.5.29.193 935
5.13.29.157 547
5.13.37.137 610
5.5.41.193 704
37.73.193 746
5.95.5.37.137 811
5.5.13.17.61 848
5.13.37.157 943
5.5.109.173 991
17.157.193 1042
13.13,37.89 1070
5.13.89.101 1129
1144 | 5.17.89.173
1175 | 41.113.149

1259 | 5.13.89.137
1298 | 13.29.41.109
1309 | 5.53.53 .61
1324 | 5.13.149.181
1421 | 5.5.5.41.197
1559 | 5.17.17.29.29
1618 | 97.137.197

1627 | 13.17.53.113
1646 | 5.5.29.37.101
1675 | 13.29.61.61

561

5.13.89
13.17.29
5.29.61
5.29.41
5.17.181
5.17.101
5.5.13.73
13.17.113
5.37.149
17.17.53
5.41.89
.61.73
.29.197
.5.29.89
.53 .149
5.13.17.41
17.37.197
17.29.173
17.73.149
17.41.137
5.5.5.17.97
5.95.61.89
13.101.109
41.41.89
37.89.113
5.5.5.5.13.61
5.5.113.197
5.17.53.73
29.137.181
37.61.197
5.17.53.109
13.17.17.17 .17
61.137.137
5.5.13.37.53

v Ot Ot Ot



Tafel zur Kreisteilung

1687
1805
1831
1909
1979
2069
2182
2351
2528
2596
2719
2839
2953
3038
3089
3458
3496
3571
3677
4136
4171
4196
4237
4459
4489
4496
4565
4786
5029
5111
5125
5198
5401
5549
5579
5605
5921
6329
6346
6421
6494
6641
6821
7196
7271
7489
7616
7646

73.101.193
13.29.29.149
5.13.17.37.41
5.13.17.17.97
5.5.29.37.73
5.13.13.17.149
13.29.73.173
5.13.17.41.61
17.41.53.173
5.5.17.101. 257
5.13.29.37.53
5.61.73.181
13.17.109.181
17.29.97.193
5.17.37.37.41
29.41.89.113
5.95.37.73.181
5.5.37.61.113
13.13.13.17.181
5.13.17.113.137
5.5.5.13.53.101
5.5.41.89.193
37.41.61.97
5.17.29.37.109
5.53.193.197
5.5.13.37.41.41
1341.113.173
5.13.53.61.109
5.5.13.13.41.73
5.13.13.13.29 .41
37.37.53.181
13.13.29.37.149
5.17.29.61.97
5.13.41.53.109
5.5.5.13.61.157
13.17.17.37.113
.5.5.17.73.113
.9.5.5.5.13.17.29
.5.13.17.37.197
.5.5.17.89.109
.37.37.61.101
.13.37.53.173
.5.53.97.181
.9.17.37.37.89
.5.17.37.41.41
.29.41.53.89
.13.53.113.149
.5.13.13.101.137

Ot Ot Ot Ot Ot Ot Ot Ot Ot Ot Ot Ut
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Tafel zur Kreisteilung

7729

7934

9650
10012
10154
10447
10736
11074
11671
12109
12191
13561
14029
15004
16096
16291
17029
17357
17668
18671
19504
20651
20813
22085
22367
22700
23425
23671
23879
24001
24311
25645
26141
27341
27731
27805
27844
28804
28973
30544
33629
34010
38608
39704
40030
40304
42173
42421

5.5.97.109.113
5.17.53.89.157
29.113.157.181
13.13.29.113.181
5.5.17.41.61.97
29.73.149.173
5.13.97.101.181
5.13.61.157.197
5.5.5.41.97.137
5.17.41.109.193
5.37.41.97.101
5.13.13.17.37.173
5.5.13.29.53.197
5.5.13.37.97.193
5.5.13.13.13.53.89
5.13.17.29.41.101
9.5.17.41.53.157
13.41.41.61.113
17.29.37.109. 157
5.5.5.5.5.17.17.193
5.5.17.89.89.113
5.61.61.73.157
17.37.53.73.89
13.41.53.89.97
17.17.37.149 . 157
13.17.29.37.41.53
29.29.41.73.109
5.5.5.5.13.29.29 .41
5.5.13.61.73.197
5.61.61.113.137
5.53.61.101.181
89.137.149.181
5.13.17.37.61.137
5.13.17.17.101.197
5.13.29.37.37.149
13.37.73.101.109
5.13.13.13.13.61.89
5.5.29.37.157.197
17.41.73.73.113
5.17.29.37.53.193
5.5.13.89.113.173
13.13.29.53.61.73
13.41.137.137.149
5.5.5.13.73.97.137
17.41.97.137.173
5.5.73.73.89.137
29.29.89.109.109
5.5.5.5.13.37.41.73
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Tafel zur Kreisteilung

43864
47296
47335
48046
48829
49883
49924
54871
54926
55709
97701
57839
62402
66584
70171
71021
71276
71354
73972
78829
79051
84563
84818
86221
88411
95071
95188
105274
109279
109991
112171
114499
114896
115079
116881
127114
133523
134764
137659
141581
146794
147409
154679
154729
157454
167689
170107
174427

5.13.37.89.89.101
5.5.5.13.73.109.173
13.29.89.173.193
5.5.5.5.13.29.97.101
5.5.5.5.17.29.53.73
13.17.17.41.41.197
L17.41.73.97.101
.5.13.17.53.53.97
.37.41.41.89.109
.97.109.149.197
.37.41.41.53.101
.13.13.13.13.13.17.53
13.13.17.89.97.157
5.13.17.17.5361.73
5.5.5.17.37.173.181
5.5.13.13.13.17.37.73
5.17.61.89.101.109
5.5.17.37.41.53.149
13.17.29.53.89.181
5.5.5.5.29.37.41.113
5.13.13.37.37.37.73
13.17.17.17.17.37 .89
17.29.29.61.73.113
5.5.61.73.173.193
5.13.37.73.113.197
5.5.13.37.61.61.101
13.13.13.17.41.61.97
.41.53.73.89.157
.5.29.37.41.61.89
.13.53.89.109. 181
.5.5.17.109.157.173
.29.29.41.193.197
.5.13.41.61.109.149
.5.5.5.29.53.61.113
.13.53.73.157.173
.17.29.29.37.41.149
7.29.41.53.53.157
L17.97.101.113.193
.13.37.137.149.193
.13.13.17.37109.173
.13.4141.53.61.61
.13.13.41.53.61 97
.5.29.37.41.73.149
.9.17.17.61.157.173
.5.5.13.37.41.89.113
5.13.13.13.73.89.197
13.17.17.29.37.37.97
61.89.113.137.181

Tt Ot O Ot Ot Ot

QO Ot Ot O O O O Ut = Ot Ot Ot Ot Ot Ot Ot Ot Ot
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Tafel zur Kreisteilung

178336 | 5.13.13.41.61.101.149
178988 | 17.37.37.73.109.173
180416 | 5.13.17.29.89.101.113

190021 | 5.5.17.41.53.113.173
190541 | 5.17.41.137.193.197
193546 | 5.5.5.13.13.97.101.181
193829 |1 5.5.5.5.5.29.89.137
219754 | 5.5.13.17.17.53.89.109

249871 1 5.5.13.17.17.29.73.157
250250 | 37.41.53.61.113.113
252328 | 13.41.89.97.101.137
263681 | 5.13.13.37.101.101.109
265256 | 5.17.29.41.61.101.113
280750 | 13.13.17.61.61.73.101
286904 | 5.5.17.29.29.41.41.137
293687 | 17.37.61.73.89.173

311921 | 5.5.5.17.53.61.73.97
313454 | 5.5.5.13.13.13.13.13.29.73
314257 | 17.17.73.109.109. 197
316739 | 5.17.37.41.73.73.73
324952 | 29.37.41.89.149.181
341569 | 5.17.29.29.53.89.173
347543 | 17.29.41.113.137.193
356809 | 5.13.29.37.41.113.197
377804 | 5.5.13.109.113.181.197
386722 | 13.29.109.109.173.193
393079 | 5.5.5.13.17.137.137.149
415825 | 17.37.37.109.173.197
419246 | 5.5.29.53.137.173 193
423475 | 17.41.89.89.109. 149
448280 | 41.41.41.89.181.181
496004 | 5.5.13.17.37.41.149.197
512579 1 5.5.5.5.5.13.17.37.53 .97
520921 | 5.5.5.13.53.97.109. 149
524704 | 5.5.5.13.13.29.41.97.113
528967 | 17.29.101.109.149.173
539996 | 5.5.13.13.37.109.109. 157
541829 | 5.5.5.13.17.29.41.41.109
550985 | 37.41.61.101.109. 149
554279 | 5.5.13.13.37.61.89.181
599510 | 13.17.29.29.109.113.157
693775 | 17.17.17.41.97.109.113
700061 | 5.13.41.53.89.101.193
713291 | 5.17.29.29.29.41.41.73
744421 | 5.5.5.1337.149.157 . 197
745249 | 5.13.13.29.29.53.73.101
792113 1 29.61.89.101.109. 181
847319 | 5.17.37.73.101.113.137

565



Tafel zur Kreisteilung

859379 | 5.5.17.29.29.53.101.193

895208
895861
937766
947329
970454
984934
987406
1196173
1202704
1256084
1297090
1460288
1717025
1799921
1800254
2153956
2253046
2347195
2362579
2382560
2454779
2473954
2579296
2710934
2867521
2960596
3045079
3287839
3386888
3569269
4046131
4546271
4699704
4889605
8026096
8182343
8931226
9237421
9250762
10419736
11077571
12519856
13237028
13382956
14937769

13.17.17.17.29.41.61.173
.17.29.89.97.109.173
213.17.29.41.53.73.173
.5.5.37.73.89.109.137
.5.5.37.73.97.149.193
.13.17.29.29.61.109. 157
.17.53.73.101.149. 197
53.89.97.101.113.137
5.5.5.17.17.37.61.113. 157
5.13.17.29.53.61.97.157
13.29.37.41.109.137.197
13.13.13.17.29.101.101.193
13.2941.53.73.157.157
5.5.5.5.95.17.29.37.157.181
5.5.17.37.97.101.109.193
5.17.101.101.157.173.197
5.5.5.5.5.29.41.53.149.173
17.29.41.53.137.137.137
5.5.5.5.5.5.5.13.29.37.197
13.29.37.101.113.181.197
5.5.13.41.73.109.157.181
.5.5.13.17.17.29.41.97.113
.5.5.5.17.29.41.61.89.97
L1717 .17 .37.41 .53 .61 .61
.5.17.61.73.101.137.157
.5.13.17.41.53.73.73.137
.5.5.5.13.17.17.101.113.173
LA17.17.17.29.53.53.73.73
13.13.17.29.37.137.157.173
5.13.29.41.53.89.101.173
5.13.17.29.89.101.157.181
5.5.13.17.41.53.53.109. 149
5.5.5.13.61.73.113.137.197
37.41.53.61.73.173.193
5.5.17.37.37.89.101.109.113
17.17.29.41.73.73.101.181
5.37.53.61.89.89.113.149
5.5.5.5.5.13.17.17.29.29.29.149
41.89.97.101.101.137.173
5.13.13.29.37.73.101.109. 149
5.5.13.13.41.109.113.149.193
5.13.3737.41.53.61.97.137
17.29.37.41.61.149.149.173
5.13.17.29.29.37.137.193 . 197
5.13.17.37.53.61.61.101.137

Ut Ot Ot Ot Ut

Ut Ov Ot Ot U Ot Ot
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Tafel zur Kreisteilung

13
17
29
37
41
53
61
73

89

97

19912579 |1 5.5.5.5.5.13.41.41.97.173.173
20620229 | 5.5.37.37.61.73.73.97.197
22181629 | 5.5.13.13.13.17.29.37.41.53.113
23504986 | 5.13.13.13.29.29.29.41.53.73
25674911 | 5.13.29.37.41.73.89.113.157
26999399 | 5.13.13.29.37.97.109.193 . 197
33399844 | 5.17.17.29.37.37.41.73.73.89
33753059 | 5.13.13.41.89.97.101.109.173
34618846 | 5.5.13.13.13.17.17.37.97.109.193
34792409 | 5.13.13.13.17.29.41.101.137.197
40103726 | 5.17.37.41.109.109.197
41494546 | 5.5.5.13.61.61.89.109.149.197
48279454 | 5.5.5.5.13.29.41.41.41.61.181
60740461 | 5.13.17.17.17.41.73.97.101.197
64370954 | 5.5.5.13.17.37.53.61.73.89.193
96499349 | 5.13.17.2937.41.61.73.137.157
105742171 | 5.5.5.13.17.29.29.37.41.41.53.73
110518796 | 5.5.5.13.37.53.53.61.73.109. 149
111009121 | 5.5.13.17.17.37.37.37.73.113 . 157
113737804 | 5.5.13.13.29.29.53.73.89.97.109
117290203 | 17.29.37.41.53.73.109.113.193
149574656 | 5.29.41.61.73.137.173.181.197
163030454 | 5.5.5.13.13.17.37.37.53.73.89.157
165242573 | 13.29.37.41.73.97.109.157.197
178643779 | 5.5.13.41.41.61.113.137.157.197
200760094 | 5.13.17.17.37.37.37.41.53.101.193
323643829 | 5.5.5.5.5.5.13.13.17.37.61.73.73.97
401580454 | 5.5.5.13.53.61.73.73.97.137.137.193
478666540 | 17.17.29.37.41.61.73.149.157.173
1411168679 | 5.5.13.17.17.89.113.157.173.197.197

1.4.79

2.11. 41

5. 29. 46. 379. 1042

7. 22. 80. 1559. 6329

19. 56. 167

14. 55. 109. 301. 314. 1831. 3089. 4496. 5111. 7271*. 23671

16. 37. 175. 196. 1129. 2719. 22700. 57839

28. 89. 94. 704. 821. 1309. 1675. 2351. 146794. 2710934*

8. 65. 154. 211. 284. 811. 1979. 5029. 34010. 42421*. 48829. 66584. 71021.
79051. 313454. 316739. 713291. 3287839. 23504986. 105742171*

13. 76. 191. 254. 521. 547. 1055. 7196. 7489. 16096*. 20813. 27844. 84563
109279. 33399844

31. 128. 454. 1909. 4237. 5401. 10154. 22085. 54871. 95188*. 147409. 170107
311921. 512579. 2579296. 323643829

567



Tafel zur Kreisteilung

101

109

113

137

149

157

173

181

193

197

71. 131. 232. 1081. 1646. 4171. 6494. 12191. 16291. 43864*. 48046. 49924
57701. 95071. 280750. 745249

10. 119. 446. 535. 991. 1298. 4459. 4786. 5549. 6421*. 23425. 27805. 42173.
54926. 71276. 219754. 263681. 541829. 113737804

68. 158. 181. 271. 610. 1627. 3458. 3571. 5605. 5921*. 7729. 17357. 19504.
28973 78829. 84818. 115079. 157454. 180416. 250250*. 265256. 524704.
693775. 2473954. 8026096. 22181629

26. 163. 437. 574. 796. 1070. 1259. 4136. 7646. 11671*. 24001. 26141. 39704.
40304. 193829. 252328. 286904. 847319. 947329. 1196173*. 2347195. 2960596.
12519856. 14937769

17. 166. 281. 430. 464. 1175. 1805. 2069. 5198. 7616™*. 27731. 38608. 71354
114896. 127114. 154679. 178336. 393079. 423475. 520921*. 550985. 4546271.
8931226. 9237421. 10419736. 110518796

73. 241. 544. 869. 2596. 5579. 7934. 17029. 17668. 20651*. 22367. 62402.
105274. 133523. 249871. 539996. 599510. 984934. 1202704. 1256084*.
1717025. 2867521. 25674911. 96499349. 111009121. 163030454

67. 106. 413. 971. 1144. 2182. 2528. 4565. 6641. 10447*. 13561. 33629. 40030.
47296. 112171. 116881. 141581. 154729. 178988. 190021*. 293687. 341569
528967. 895208. 895861. 937766. 2253046. 3045079. 3386888. 3569269*.
9250762. 13237028. 19912579. 33753059. 478666540

124. 419. 848. 1324. 2839. 2953. 3496. 3677. 5125. 6821*. 9650. 10012
10736. 24311. 25645. 70171. 73972. 109991. 174427. 193546 . 324952. 448280.
554279. 792113. 1799921. 2454779. 4046131. 8182343. 48279454

50. 143. 529. 629. 722. 1015. 1687. 3038. 4196. 12109*. 15004. 18671.
30544. 47335. 86221. 134764. 137659. 347543. 386722. 419246*. 700061.
859379. 970454. 1460288. 1800254. 4889605. 11077571. 34618846. 64370954.
117290203*. 200760094. 401580454

155. 239. 352. 436. 746. 943. 1421. 1618. 4489. 6346™. 11074. 14029. 23879.
27341. 28804. 49883. 55709. 88411. 114499. 167689*. 190541. 314257. 3568009.
377804. 415825. 496004. 744421. 987406. 1297090. 2153956*. 2362579.
2382560. 4699704. 13382956. 26620229. 26999399. 34792409. 40103726.
41494546. 60740461%. 149574656. 165242573. 178643779. 1411168679

Zerlegbare aa + 16.

17
5.9
41
5.13
9197
11 | 137
13 15.37
17| 5.61

N Ot W
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Tafel zur Kreisteilung

191 13.29
231 5.109
27 15.149
33(5.13.17
35| 17.73
391 29.53
45 | 13.157
4715.5.89
53 15.5.113
61 | 37.101
67]5.17.53
77 15.29.41
871 5.37.41

97 15.5.13.29

103 15.5.5.5.17
105 | 61.181

131 | 89.193

135 | 17.29 .37

137 [ 5.13.17.17
141 | 101. 197

147 15.5.5.173

173 15.53.113
22715.13.13.61
241 | 13.41.109

2531 5.5.13.197
2571 5.73.181

263 | 5.101.137

271 | 17.29.149

279 | 13.53.113

309 | 29.37.89

3571 5.13.37.53
383 |5.13.37.61
397 15.5.5.13.97
403 | 55.73.89

487 | 5.13.41.89
505 | 37.61.113

545 | 17.101.173

569 | 41.53.149

579 | 13.17.37.41
619 | 29.73.181

647 | 5.5.5.17.197
6771 5.29.29.109
7471 5.5.13.17.101
851 | 13.17.29.113
897 | 5.5.5.41.157
903 | 5.5.13.13.193
987 | 5.17.73.157
1021 | 13.17.53 .89
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Tafel zur Kreisteilung

1203
1237
1293
1353
1359
1463
1553
1717
1837
1929
2203
2223
2243
2301
2447
2455
2477
2593
2687
2823
2957
3095
3113
3153
3247
3293
3603
3607
3777
3847
4453
4497
4505
4601
4647
4853
4897
9337
5473
5635
5897
5921
6051
6081
6427
6605
6727
7345

5.5.13.61.73
5.29.61.173
5.13.17.17.89
5.5.5.5.29.101
13.17.61.137
5.13.13.17.149
5.5.13.41.181
5.41.73.197
5.17.29.37.37
137 .157.173
5.95.13.109.137
5.29.173.197
5.13.17.29.157
29.41.61.73
5.5.17.37.193
29.37.41.137
5.13.13.53.137
5.13.13.73.109
5.17.29.29.101
5.17.29.53.61
5.13.17.41.193
17.37.97.157
5.13.29.53.97
5.5.13.13.13.181
5.5.583.73.109
5.101.109.197
5.5.5.17.41.149
5.13.13.89.173
5.1341.53.101
5.5.29.137.149
5.5.17.37.97
5.5.61.89.149
13.13.29.41.101
29.37.109.181
5.5.5.13.97.137
55.5.29.73.89
5.5.5.5.17.37.61
5.13.17.149.173
5.17.53.61.109
13.13.13.97.149
5.5.5.29.53.181
13.89.157.193
13.17.29.29.197
37.53.109.173
5.17.53.53.173
61.73.97.101
5.13.61.101.113
17.89.181.197
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Tafel zur Kreisteilung

45793
52157
52379
52393
57323
57803
66333

7413 | 5.17.37.101.173
7547 | 5.5.13.13.13.17.61
7683 | 5.17.37.137.137
7703 1 5.5.13.41.61.73
7963 | 5.13.89.97.113
8141 | 73.89.101.101

8523 | 5.37.41.61.157
8747 | 5.5.101.157.193
9133 | 5.13.61.109.193
9353 | 5.5.5.13.13.41.101
10003 | 5.5.13.37.53.157
11967 | 5.13.17.29.41.109
12045 | 13.29.53.53.137
12257 | 5.29.53.113.173
12603 | 5.5.5.5.13.113.173
12667 | 5.37.73.109.109
13397 | 5.5.5.13.17.73.89
16897 | 5.5.5.17.29.41.113
17477 | 5.17.17.29.37.197

17635 | 13.41.53.101.109
17853 | 5.5.5.109.149 . 157
19991 | 17.29.61.97.137
20167 | 5.41.97.113.181
23677 | 5.53.97.113.193
24447 | 5.5.13.13.17.53.157
24785 | 13.13.17.29.73.101
25617 | 5.13.29.37.97.97
28581 | 13.53.73.109.149
29217 | 5.13.37.37.53.181

29853 | 5.5.5.17.41.53.193
36107 | 5.13.17.53.113.197
36823 | 5.13.17.41.173.173
37579 |1 5.17.29.41.89.157
38863 | 5.13.17.17.37.41.53
39653 | 5.5.29.101.109.197
40853 | 5.5.5.13.61.113.149

41373 15.13.29.29.173.181
44269 | 17.53.61.181.197
44947 |1 5.5.13.17.17.137.157

5.13.37.89.97.101
5.17.17.17.37.41.73
37.73.89.101.113
5.17.29.41.157.173
5.13.172941.41.61
5.5.89.97.113.137
5.13.17.17.29.41.197
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Tafel zur Kreisteilung

67327
68215
69347
73467
74133
81413
82817
82893
103317
104293
113699
126497
130553
132143
139477
150897
154821
158373
158509
161399
162383
171293
172569
174727
232147
239387
240347
242897
251817
260033
260575
300527
374203
378671
434441
577603
648447
650103
658783
696353
748853
870487
873503
970497
1193679
1229533
1259837
1335487

5.37.41.61.97.101
37.61.101.137.149
5.5.101.101.109.173
5.29.41.89.101.101
.13.13.41.41.53.73
.13.29.29.29.37.113
.13.73.89.109. 149
L17.37.73.173.173
.13.13.29.37.61.193
.13.61.101.157.173
29.29.29.53.73.137
5.5.13.53.61.97.157
5.5.13.53.97.101.101
5.29.53.193.193
5.37.41.97.137.193
5.5.5.13.29.61.89.89
29.37.41.41.97.137
5.13.17.37.61.89.113
17.17.53.101.109 . 149
17.17.53.89.97.197
5.17.89.149.149 . 157
5.17.29.41.41.73.97
13.29.29.101.149.181
L13.17.37.53.73.193
.5.5.13.41.41.109. 181
.53.97.109.113.181
.5.17.41.89.193.193
.5.5.17.17.97.113.149
.13.29.41.53.113.137
.13.13.17.29.29.29.193
17.29.61.73.157.197
5.13.17.37.113.113.173
5.5.17.89.113.181.181
13.13.37.41.53.61.173
13.13.37.37.41.101.197
5.5.5.5.29.29.41.113.137
.0.13.17.61.61.113.181
.5.5.5.29.37.73.89.97
C17.17.29.41.41.61.101
.5.5.517.17.37.37.37.53
.5.5.5.5.61.109.137.197
.13.61.73.97.137.197
.5.13.1361.109.157.173
55.17.37.53.73.113.137
1329.41.41.101 113 .197
5.13.13.53.53.53.61.197
5.13.13.13.17.29.37.89.89
5.17.89.97.113.137.157

Ut Ot Ot Ot Ot

ot

Ut Ot Ot Ot Ut

Ut Ot Ot Ot O Ot Ot
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Tafel zur Kreisteilung

13
17
29
37
41
93
61
73
89
97
101

109
113

1404163 | 5.13.13.37.41.97.101. 157
1626475 | 13.29.41.73.109.137.157
2008103 | 5.5.5.13.41.53.61.97.193
2083893 | 5.13.17.53.73.89.101.113
2116091 | 17.29.37.101.113.137.157
2373167 | 5.17.29.37.41.53.157.181

2960653 | 5.5.13.13.17.17.17.101.113
3258603 | 5.5.5.37.41.61.61.101.149
3611583 | 5.17.29.37.61.109.137.157
3898603 | 5.5.5.13.13.37.41.73.73.89
4945505 | 13.13.17.17.17.29.89.101.113
5431603 | 5.5.5.17.17.29.41.73.97.97
8180243 | 5.13.29.29.37.37.41.53.53.113.193
8268383 | 5.13.13.29.41.73.73.113.113
9993613 | 5.13.29.37.53.53.61.61.137
10311423 | 5.41.41.61.109.113.113.149
15305803 | 5.5.13.37.53.101.109.173.193
16626883 | 5.17.73.101.109.149.157.173
17545053 | 5.5.13.17.17.41.53.101.109. 137
17916571 | 17.37.37.61.73.109.157.181
18500917 | 5.13.29.41.41.61.89.101.197
19344643 | 5.13.13.29.41.73.73.113.113
20278927 | 5.13.17.29.53.73.113.149.197
22858302 | 5.5.17.17.17.17.17.29.53.61. 157
38648107 | 5.17.17.29.97.109.109.157.197
)

40473647 .5.5.5.13.37.41.73.97.137.137

46113113 | 5.13.13.17.29.37.53.73.181.197
1082687431 | 13.17.2953.61.97.109 157 .173 . 197
1254102921 | 13.13.17.17.41.53.61.97.101.137.181

3

7

1. 33. 103. 137

19. 97

13. 135. 1837

5. 77.87.579

39. 67. 357. 38863. 696353

17. 227. 383. 2823. 4897. 7547. 57323

35. 1203. 2301. 7703. 52157. 74133

47. 309. 403. 487. 1021. 1293. 4853. 13397. 150897. 1259837*. 3898603

9. 397. 3113. 4453. 25617. 171293. 650103. 5431603

61. 747. 1353. 2687. 3777. 4505. 6605. 8141. 9353. 24785*. 45793. 67327.
73467. 130553. 658783

23. 241. 677. 2593. 3247. 5473. 11967. 12667. 17635

53. 173. 279. 505. 851. 6727. 7963. 16897. 52379. 81413*. 158373. 2083893.
2960653. 4945505. 8268383. 19344643
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Tafel zur Kreisteilung

137

149

157

173

181

193

197

11. 263. 1359. 2203. 2455. 2477. 4647. 7683. 12045. 19991*. 57803. 113699
154821. 251817. 577603. 970497. 9993613. 17545053. 40473647

11. 271. 569. 1463. 3603. 3849. 4497. 5635. 28581. 40853*. 68215. 82817.
158509. 242897. 3258603. 10311423

45. 897. 987. 2243. 3095. 8523. 10003. 17853. 24447. 37579*. 44947. 126497.
162384. 1335487. 1404163. 1626475. 2116091. 3611583. 22858302

147. 545. 1237. 1929. 3607. 5337. 6081. 6427. 7413. 12257*. 12603. 36823
52393. 69347. 82893. 104293. 300527. 378671. 873503. 16626883*

105. 257. 619. 1553. 3153. 4601. 5897. 20167. 29217. 41373*. 172569. 232147
239387. 374203. 648447. 2373167. 17916571. 1254102921

131. 903. 2447. 2957. 5921. 8747. 9133. 23677. 29853. 103317. 132143 139477
174727, 240347. 260033. 2008103. 8180243 15305803

141. 253. 647. 1717. 2223. 3293. 6051. 7345. 17477. 36107*. 39653. 44269.
66333. 161399. 260575. 434441. 748853. 870487. 1193679. 1229533*.
18500917. 20278927. 38648107. 46113113. 1082687431

Zerlegbare aa + 25.

1113
2129
3117
4141

6 |61
7137
8189
9153
11|73

12 | 13.13
13 | 97

14 | 13 .17
17 | 157

19 | 193

27 113.29
31 | 17.29
37| 17.41
38 | 13.113
44 | 37.53
48 | 17.137
51 | 13.101
53 | 13.109
54 | 17.173
56 | 29.109
62 | 53.73
67 | 37.61
71| 17.149
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Tafel zur Kreisteilung

78

81

84

86

89

97

99
116
118
119
127
151
157
168
174
181
201
207
209
227
252
259
267
274
303
309
311
324
326
354
363
376
377
414
433
437
454
488
521
573
611
636
638
677
733
753
768
816

41.149
37.89
73.97

41 .181
29.137
93 . 89.
17.17.17
13.17.61
13.29.37
41.173
41.197
101 .113
13.13.73
13.41.53
157 .193
13.13.97
17.29.41
13.17.97
13.41.41
149 . 173
17.37.101
13.29.89
181.197
13.53.109
17.37.73
17.53 53
13.61.61
13.41.197
13.13.17.37
17.73.101
13.37.137
13.73.149
17.37.113
37.41.113
29.53.61
29.37.89
13.101. 157
37.41.157
13.53.197
13.73.173
29 .41 .157
13.29.29.37
13.173.181
13.17.17 .61
37.53.137
13.113.193

13.17.17.157

41.109. 149
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Tafel zur Kreisteilung

819

857

858

898

959

984
1092
1104
1177
1252
1364
1431
1442
1544
1561
1733
1767
1887
2128
2144
2341
2434
2751
2887
2989
3199
3323
3471
3522
3654
3686
3788
4219
4264
4458
4798
4814
5154
9251
5706
5927
6001
6157
6581
6616
7359
7676
7753

17.
13.
37.
13.
29.
29.
61.
13.
37.
73.
13.
13.
13.
17.
13.
97.
13.
29.
17.
13.
13.
17.
.41
13.
13.
13.
37.
17.
13.
13.
17.
17.
17.
17.
13.
13.
17.
17.
13.
13.
13.
29.
17.
29.
13.
13.
593.
.61

17

41

109 . 181

13.
101
17.
101

41.53
.197
41 .89
157

173.193
113.173

29.
97.

53 .61
193

109 . 197

13.
17.
17.
17.
17.

101 .109
41.113
97.97

73.113
37.149

113.137

29.
29.
41
29.
41
29.

17.
17.
13.
37.
37.
17.
61 .
41.
61.
41.
61.
89.
89.
17.
89.
13.
101
13.
73.
53
93
17.
97.
73.

41.101
29.73

.73.89

89.137

.03.97

61.197

.61.89

109.173
17.29.41
13.17.137
37.109
61.157
37.37.41
113 .149
101.193
101 . 137.
113 .113
89.197
89.193
101 . 197
17.53.89
97 .181
29.29.97
.137.181
3753.53
97 .173
109 . 193
73.193
3753.101
109.197
97. 157

.61.197
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Tafel zur Kreisteilung

8147 | 29.37.157.197

8231 | 17.101.109.181

8776 | 13.13.37.109 113

9209 | 73.73.73.109
10049 | 41.89.101.137
10061 | 13.17.29.53.149
10501 | 37.73.137.149
12468 | 13.29.41.89.113
12526 | 17.17.29.97.193
13786 | 73.101.149.173
13787 | 89 97.101.109
14067 | 13.2937.41.173
14756 | 13.37.41.61.181
156807 | 13.17.29.101.193
17057 | 13.13.53.109. 149
18123 | 13.29.37.61.193
18771 | 13.13.1317.53.89
18823 | 13.29.41.73.157
19553 | 13.17.17.17.41.73
19751 | 17.17.17.29.37 .37
20502 | 13.53.61.73.137
21009 | 13.17.37.137.197
21319 | 13.37.37.113.113
21527 | 13.53.61.137.149
21644 | 13.13.17.41.41.97
23488 1 29.37.53.89.109
24101 | 13.29.61.73.173
24358 | 17.29.41.149.197
25401 | 13.17.97.101. 149
26707 | 29.29.37.73.157
30467 | 17.41.41.109. 149
31226 | 17.53.61.113.157
33381 | 29.37.53.97.101
38011 | 13.41.89.97.157
38134 | 17.41.97.137.157
40559 | 13.17.17.37.61.97
41037 | 29.41.73.89.109
41891 | 17.37.73.97.197
44407 | 13.17.1737.41.173
48062 | 13.17.53.53.61.61
49943 | 17.37.73.157.173
50051 | 13.17.173.181.181
56913 | 13.17.37.37.53.101
60347 | 13.17.29.29.97.101
68626 | 13.1317.53.157.197
85699 | 37.6189.101.181
87989 | 17.53.113.193.197
93469 | 13.13.13.17.29.37.109

LY



Tafel zur Kreisteilung

95473
101151
108871
121479
141777
144808
152762
152803
155187
160314
172561
183971
188618
214482
214631
234852
249014
257841
279007
329219
329848
382537
422419
458742
484041
546534
564812
735331
743781
867847
938003

1000154
1964806
2144583
3589859
3879591
5693622
6991009
7062082
8489259
8717008
9707868
10305788
17462342
38722306
48162204
60920523

13.
37.
17.
17.
13.
13.
13.
13.
73.
29.
13.
17.
13.
29.
13.
17.
13.
13.
13.
17.
13.
13.
17.
17.
13.
13.
13.
13.
13.
17.
13.
13.
13.
13.
17.
13.
13.

13.13.73.157.181
41.101.173.193
53173 .193.197

17.
17.
41.
41.
29.
97.

13.
37.
17.
37.
29.
41
73.
29.
13.
37.
17.
17.
17.
17.
29.
13.
37.
13.
13.
89
29.
13.
13.
41
17.
37.
13.

29
37
61

.41 .109
.73 .113
.61.97.

197
. 149
109

41.97.101.109

37

.41.137

. 149

101 .113 149
3741.61.61.157
13.13.37.73.193
41.73.89.101
172953 .61.101

53.
41.
.93.
73.
.89.101
17.
73.
17.
17.
.41.53.

61

17

61.89.
73.137
73.113
89.89.

29.29.
89.89.
29.37.
29.61.

149
. 149
. 181
113
. 149
89.181
149
137.197
101 .109
61.137

113.173.193.193

37.
37.
37.
37.
13.
.89.
93.
29.
17.
.93.
73.
53.
13.

37.61.
41 .41.
41.53.
41.53.
13.17.

61 .61

157 .181
73.113
101 197
37.89.173

137.137.149

61.61.
29 .37.
29 .41.
61.73.

61.97

3753 .97.
73.113.137
101.181

109 .113.137.181

89.113
53.97.

. 149 . 197
101 .157.181

1317.17.37.53.113.149.197
29.29.41.53.73.149 193
17.29.29.29.41.41.41.97
1317.17.37.37.89.113.113

13.
13.
13.
13.
13.
13.
13.
13.
13.

29.
17.
37.
13.
17.
17.

29.
37.
.61.89.
29.
37.
17.

61

37.101
53 101 .

37.61

37.41
53.61.

578

113 .137. 149
109 .113 . 197
89 .137 157

.89.89.109. 157
.53.101.181.193

61.101.137.181



Tafel zur Kreisteilung

13
17
29
37
41
93
61
73
89
97
101
109

113

137

149

157

173

181

193

197

63769026 | 17.29.37.41.53.89.101.101.113
111771087 | 13.17.37.61.61.89.113.137.149
141757784 | 13.17.53.61.89.113.137.137.149
172642653 | 13.17.29.73.89.89.137.149.197
190067607 | 73.89.97.101.101.109.149.173
308956283 | 13.29.29.37.41.53.61.73.89.137
569329071 | 13.13.29.37.41.97.101.109.137.149

12

14. 99

27. 31

. 118. 326. 636. 19751

. 37. 201. 209. 2989. 3522

. 44. 168. 309. 857. 5927

6. 67. 116. 311. 433. 677. 1104. 48062. 484041

11. 62. 157. 303. 1887. 19553

8. 81. 97. 259. 437. 898. 2128. 2751. 4814. 18771*

13. 84. 181. 207. 1442. 2341. 5251. 21644. 40559. 938203*. 1000154. 8489259
51. 252. 354. 1767. 6616. 33381. 56913. 60347. 183971. 188618*

53. 56. 274. 1364. 3323. 9209. 13787. 23488. 41037. 93469*. 144808. 152762.
382537

38. 151. 377. 414. 1431. 1544. 4219. 8776. 12468. 21319*. 249014. 564812.
8717008. 63769026

48. 89. 363. 733. 1733. 2144. 3199. 3788. 10049. 20502*. 422419. 1964806.
308956283

71. 78. 376. 816. 1561. 3654. 10061. 10501. 17057. 21527*. 25401. 30467.
14777, 152803. 155187. 214482. 214631. 257841. 329219. 867847*. 9707868
111771087. 141757784. 569329071

17. 454. 488. 611. 768. 959. 3471. 7676. 18823. 26707*. 31226. 38011. 38134.
160314. 17462342. 38722306

54. 119. 227. 573. 1092. 2887. 6001. 13786. 14067. 24101*. 44407. 49943.
743781. 190067607

86. 638. 819. 5154. 5706. 8231. 14756. 50051. 85699. 95473*. 234852. 279007
546534. 2144583. 3589859. 5693622. 60920523

19.174. 753. 984. 1177. 3686. 4458. 6157. 6581. 12526*. 15807. 18123. 101151.
172561. 458742. 7062082. 48162204

127. 267. 324. 521. 858. 1252. 2434. 4264. 4798. 7359*. 7753. 8147. 21009.
24358. 41891. 68626. 87989. 108871. 121479. 329848*. 735331. 3879591.
6991009. 10305788. 172642653

© BN w e
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Tafel zur Kreisteilung

Zerlegbare aa + 36.

1137
5161
715.17
11 | 157
13 15.41
1715.5.13
23 |5.113
35| 13.97
41 | 17.101
43 15.13.29
61 | 13.17.17
67 5.5.181
7315.29.37
85 | 53.137
89 | 73.109
95| 13.17.41
113 | 5.13.197
115 | 89.149
127 | 5.53 .61
191 | 13.53 .53
203 | 5.73.113
217 15.5.5.13.29
233 | 5.5.41.53
293 | 5.89.193
295 | 13.37.181
307 | 5.109.173
347 1 5.13.17.109
445 | 37.53.101
479 1 29.41.193
517 | 5.5.17.17.37
565 | 29.101.109
617 | 5.5.97.157

667 | 5.5.13.37.37
673 | 5.17.73.73
7371 5.13.61.137
763 | 5.13.13.13.53
953 | 5.13.89.157

971 1 13.29.41.61
1183 | 5.5.17.37.89
1333 | 5.5.17.37.113
1463 | 5.41.53.197
1517 |1 5.5.13.73.97
1673 | 5.13.17.17.149
1717 1 5.5.5.5.53.89
1873 | 5.41.109. 157
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Tafel zur Kreisteilung

2201 | 13.41.61.149

2251 | 17.17.89.197

2383 | 5.5.13.101.173

2557 | 5.13.17.61.97

2567 | 5.5.29.61.149

2963 | 5.89.109.181

3181 | 13.37.109.193

3563 1 5.13.29.37.181

3767 | 5.5.17.173.193

4031 | 41.61.73.89

4277 | 5.17.29.41.181

4883 | 5.5.37.149.173

5009 | 13.97.101.197

5321 | 13.13.29.53.109

5467 | 5.5.5.5.17.29.97

5495 | 13.13.29.61.101

9497 | 5.173.181.193

6217 | 5.5.5.37.61.137

6221 | 29.73.101.181

6655 | 29.41.193.193

6827 | 5.17.61.89.101

7547 | 5.37.37.53.157

7717 15.5.5.53.89.101

7813 | 5.17.61.61.193

7861 | 13.17.137.157

7919 | 37.97.101.173

8459 | 13.17.41.53.149
10261 | 13.17.53.89.101
10565 | 13.13.41.89.181
13763 | 5.13.17.37.41.113
13823 | 5.13.109. 149 181
14543 | 5.13.29.29.53.73
15245 | 13.37.61.89.89
15733 | 5.5.29.29.61.193
17617 | 5.5.29.41.53.197
18659 | 13.17.97.109 . 149
22345 | 17.29.53.97.197
22481 | 13.17.17.17.41.193
22583 | 5.5.17.101.109. 109
22733 15.5.13.13.13.97.97
22867 | 5.529.37.101.193
23753 | 5.37.113.137.197
29129 | 13.53.89.101.137
29995 | 13.13.13.13.17.17.109
30845 | 13.13.17.41.41.197
31885 | 13.1729.41.53.73
32647 | 5.13.17.73.73.181
38893 | 5.73.109.193.197
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Tafel zur Kreisteilung

38923 | 5.17.37.53.61.149
39347 | 5.13.41.53.97.113
42133 | 5.5.17.17.17.97.149
443271 5.29.29.37.73.173
48967 | 5.5.5.13.17.29.41.73

49517 | 5.5.29.113.173.173
54167 | 5.5.13.13.37.137.137
61117 | 5.5.13.29.61.73.89
62825 | 13.17.37.41.61.193
74603 | 5.13.17.29.29.53.113
87217 | 5.5.5.17.17.29.53.137
96227 | 5.17.53.109.109.173
125909 | 13.17.61.73.89.181
130613 | 5.41.53.73.137.157
141709 | 13.13.29.37.37.41.73
151163 | 5.29.61.109.137.173
161035 | 13.41.53.61.101.149
171655 | 89.97.109.173 . 181
174565 | 29.37.37.41.97.193
182743 | 5.17.29.29.29.89.181

189353 | 5.17.109.157.157 . 157
191203 | 5.53.53.73.181.197
206407 | 5.17.17.29.41.137.181
256693 | 5.17.17.29.61.149.173

387833 | 5.13.37.53.53.61.73
427795 | 13.17.37.37.53.101.113
429347 | 5.13.13.37.173.173.197
449921 | 13.29.37.41.41.89.97
533789 | 13.13.29.29.113.113.157
726029 | 17.17.29.29.101.109. 197
837533 | 5.5.5.37.97.101.113.137
1097105 | 13.17.17.97.109.157.193
1396529 | 13.13.13.37.41.53.61.181

2390717 [ 5.5.5.13.17.29.29.37.61.109

2525527 | 5.13.17.61.8997.97.113

5318933 | 5.5.13.17.29.89.97.113.181

6920333 | 5.5.13.17.17.17.37.61.97.137

9439957 | 5.17.17.17.17.17.37.37.53.173

11776417 | 5.5.17.41.73.73.89.97.173

45435967 | 5.5.5.29.41.53.61.113.193.197
70145903 | 5.13.13.17.41.53.73.97.113.197
90115783 {5.5.5.5.5.5.5.5.5.5.5.13.13.13.17.61.73
716295433 | 5.5.13.13.29.29.37.41.61.8989.197
2009136133 | 5.5.13.17.41.61.73.89.97.113.181.197
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Tafel zur Kreisteilung

13
17
29
37
41
53
61
73
89
97
101
109
113
137
149
157
173

181

193

197

17

7.61

43. 217

1. 73. 517. 667

13. 95

191. 233. 763

5. 127. 971

673. 14543. 31885. 48967. 141709. 387833. 90115783

1183. 1717. 4031. 15245. 61117

35. 1517. 2557. 5467. 22733. 449921

41. 445. 5495. 6827. 7717. 10261

89. 347. 565. 5321. 22583. 29995. 2390717

23. 203. 1333. 13763. 39347. 74603. 427795. 2525527

85. 737. 6217. 29129. 54167. 87217. 837533. 6920333

115. 1673. 2201. 2567. 8459. 18659. 38923. 42133. 161035

11. 617. 953. 1873. 7547. 7861. 130613. 189353. 533789

307. 2383. 4883. 7919. 44327. 49517. 96227. 151163. 256693. 9439957*.
11776417

67. 295. 2963. 3553. 4277. 6221. 10565. 13823. 32647. 125909*. 171655
182743. 206407. 1396529. 5318933

293. 479. 3181. 3767. 5497. 6655. 7813. 15733. 22481. 22867*. 62825. 174565
1097105

113. 1463. 2251. 5009. 17617 22345. 23753. 30845. 38893. 191203*. 429347
726029. 45435967. 70145903. 716295433. 2009136133

Zerlegbare aa + 49.

115.5
2153
3129
415.13
5|37
615.17
8113
915.13
10 | 149
11| 5.17
12 | 193
13 | 109
15 | 137
16 | 5.61
171 13.13
19 15.41
22 | 13.41
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Tafel zur Kreisteilung

23
24
26
29
30
31
32
39
40
41
43
45
48
51
55
57
60
61
69
74
79
96
99
101
103
104
106
108
113
116
118
121
122
132
137
139
142
149
152
159
171
176
181
186
199
205
214
227

5.37.61
13.17.53
13.17.29
5.37.73
89 . 157
5.13.113
109 . 137
101.173
97.97
5.13.149
17.29 .41
5.9.95.89
13.13.137
5.17.149
.29.101
.5.17.73
.17.193
.13.13.41
5.5.13.61
109 . 193
5.53.173
17.37.41

2 B2 B G
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Tafel zur Kreisteilung

229 15.29.181
2341 5.97.113
249 1 5.5.17.73
25115.5.13.97
264 |1 5.13.29.37
289 | 5.61.137
295 | 13.17.197
296 | 5.89.197
314 | 5.109. 181
316 | 5.13.29.53
321 15.13.13.61
331 |15.97.113
334 1 5.13.17.101

347 | 13.41.113
351 15.5.5.17.29
373 | 13.53.101
374 15.5.29.193
449 | 5.5.37.109
474 1 5.5.89.101
533 | 17.61.137
550 | 13.17.37.37
954 15.29.29.73
555 | 13.17.17 .41
589 | 5.13.17.157

591 | 5.181.193

594 | 5.13.61.89
601 |5.5.5.5.17.17
606 | 5.17.29.149
634 | 5.37.41.53
641 | 5.13.29.109
667 | 13.109. 157
676 | 5.5.101.181
691 | 5.17.53.53
719 | 5.13.41.97
776 | 5.5.13.17.109
799 |1 5.5.113.113
809 | 5.29.37.61
824 | 5.5.157.173
839 | 5.17.41.101
844 | 5.17.17.17.29
899 15.5.5.583.61
906 | 5.13.73.173
919 | 5.13.73.89
979 | 5.13.73.101

992 | 13.17.61.73
1009 | 5.17.53.113
1031 | 5.13.13.17.37
1041 | 5.29.37.101
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Tafel zur Kreisteilung

1374
1395
1556
1592
1609
1621
1629
1649
1689
1751
1766
1929
1949
2069
2076
2151
2374
2381
2521
2578
2595
2607
2659
2817
2851
2930
2944
2999
3100
3156
3251
3501
3547
3709
3753
4034
4065
4211
4286

1111
1128
1179
1186
1221
1252
1364

5.17.53.137
17.29.29.89
5.13.17.17 37
5.29.89.109
5.29.53.97
13.17.41.173
5.37.89.113

5.5.13.37.157
13.29.29.89
5.13.193.193
17.29.53.97
5.17.97.157
L13.17.29 .41
.13 137. 149
.5.5.73.149
L17.97.173
.5.1353.89
.29.137.157
.3789.113
55.17.41.109
5.41.53.197
5.5.13.89.149
55.37.41.61
5.5.17.89.149
5.29.113.173
537.89.193
13.17.17.29.61
17.37.53 101
17.29.61.113
5.37.97.197
13.37.73.113
55.5.1341.61
17.41.109.113
561.157.181
5.5.13.101.137
17.29101.193
5.17.17.61.113
55.29.37.197
5.5.13.109.173
17.37.73.137
5.13.29.41.89
13.41.73.181
5.13.29.89.97
13.37.89.193
5.97.101.181
5.13.41.61.113

Ot Ot Ot Ot Ot Ot Ot
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Tafel zur Kreisteilung

4324 1 5.5.17.29.37 .41
4399 | 5.5.5.5.113.137
4556 | 5.2937.53.73
4629 | 5.73.149.197
4630 | 17.37.173 197
4657 | 37.37.89.89

4715 1 13.13.17.53.73
4749 | 5.5.13.13.17.157
4754 | 5.13.17.113.181
4778 | 37.41.101. 149
4918 | 13.13.13.101.109
4927 | 29.53.53.149

5024 | 5.5.5.5.41.197
5101 | 5.5.5.29.37.97
5191 | 5.13.17.89.137
5221 | 5.101.137.197

9226 | 5.5.5.41.73.73
5841 | 5.13.37.41.173

6008 | 41.41.109.197
6029 | 5.17.29.73.101
6309 | 5.13.53.53.109
6381 | 5.17.17.73.193
6574 | 5.5.1313.53.193
6899 | 55.5.5.13.29.101
6998 | 13.17.37.53.113
7276 | 5.5.13.29.41.137
7316 | 5.17.53.109.109
7440 | 13.17.41.41.149
7914 | 5.29.61.7397
8149 | 5.5.5.5.5.5.5.5.5.17
8219 | 5.37.41.61.73
8251 | 5.5.13.17.61.101
8515 | 37.89.101.109
8753 | 13.137 137 . 157
8919 | 5.17.41.101.113
9161 | 5.13.29.113.197
9301 | 5.5.73.137.173
9546 | 5.13.97.97.149
9616 | 5.13.13.17.41.157
9837 | 13.17.37.61.97
9993 | 13149 149 .173
10291 | 5.17.37.113.149
10630 | 13.13.61.97.113
10651 | 5.5.13.37.53 .89
10727 | 29.97.113 . 181
10761 | 5.41.53.73.73
10887 | 41.89.109. 149
11185 | 53.89.89.149
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Tafel zur Kreisteilung

11632
12151
12489
13101
13329
14351
14656
14811
15356
15425
15661
16393
16446
17247
18099
18976
19743
20297
20999
21768
21834
22156
22569
25726
25931
26016
26337
27200
27564
27721
29254
29501
30179
30424
31274
32491
33258
34134
35303
35361
35524
36149
37409
37836
38601
39901
41801
41859

29.149.173.181
.5.13.13.101.173
.13.13.17.61.89
.5.5.5.17.41.197
L13.73.97.113
.5.95.5.3761.73
.41.61.89.193
.13.109.113.137
541.61.109.173
17.29.29.53.157
5.13.61.157.197
61.101.113 193
5.29.109.109 157
13.3737.61 137
5.5.17.29.97.137
5.5.5.13.37.53.113
13.17.41.137.157
13.13.13.29.53 .61
5.13.29.149.157
97.137.181.197
5.17.29.41.53.89
.13.13.53.97.113
.41.41.157.193
.5.5.29.41.61.73.
L13.17.41.41.181
L17.29.37.41.181
113.113.157.173
13.37.97.101.157
5.13.13.73.109.113
L17.17.29.53.173
.13.13.53.97.197
.5.13.17.17.41.113
.61.73.113.181.
.5.13.17.29.53.109
.5.5.5.13.17.73.97
.13.37.41.53.101
13.17.17.37.73.109
5.13.41.53.73.113
17.37.61.109. 149
5.41.113.137.197
.5.5.17.17.181.193
.5.5.13.13.157.197
.61.89.149.173
.17.17.61.109. 149
.5.5.13.17.149.181
.5.13.13.29.73.89
.5.41.61.89.157
.73.89.149.181

Ot Ot Ot Ot Ot Ot

ot

Ut Ot Ot Ot Ot

Ut Ot Ot Ot Ot Ot Ot

Ot Ot Ot Ot O Ot Ot Ut

588



Tafel zur Kreisteilung

43416
44677
44976
46229
48317
49099
50632
51176
54274
95774
58881
64051
64644
67785
69983
72851
73043
73672
73721
76534
80841
82307
83430
87369
88213
88406
88989
89149
92049
102735
124029
131863
133149
138199
139551
141633
148439
150410
150681
154876
157995
160168
163609
166851
167124
174074
178149
179565

5.13.13.13.29.61.97
13.53.97.109.137
5.5.5.5.513.17.29.101
5.17.29.41.97.109
13.13.29.37.41.157
5.5.41.73.89.181
17.73.101.113.181
5.5.17.17.37.97.101
.5.5.37.53.61.197
.5.5.13.89.137. 157
.13.53.61.73.113
.5.73.73.89.173
.29.37.61.113.113
17.53.109.149. 157
13.13.17.61.89.157
5.5.5.17.17.17.29.149
13.17.37.41.73.109
17.17.37.53.61.157
5.29.2953.89 137
5.29.53.53.197
5.17.61.73.89.97
13.53.157.173.181
13.17.29.37.149 197
5.13.17.89.197.197
37.41.97.137.193
5.17.53.89.101.193
5.13.17.17.41.53.97
5.5.5.29.89.109.113
5.5.13.17.29.137.193
13.13.13.89.137.197
5.13.13.37.37.61.109
13.17.37.97.97.113
5.5.5.5.5.41101.137
5.5.13.17.101.109. 157
5.5.13.29.53.101.193
17.17.17.17.29.41.101
5.37.41.73101.197
17.37.41.61.73.197
5.29.53.97.97.157
5.5.17.41.73.109.173
29.37.41.53.53.101
17.37.41.53.137.137
5.13.13.37.41.53.137
5.5.5.5.5.13.41.61.137
5.5.13.13.29.37.61.101
5.5.13.17.157.181.193
5
1

ot Ot Ot Ot

ot

.5.5.5.17.89.97.173
3.17.29.113.113.197
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Tafel zur Kreisteilung

187249 | 5.5.17.17.109.113.197
189538 | 73.109.149.157.193

207814 | 5.13.17.17.97.137.173
213263 | 29.37.41.73.73.97

217351 |1 5.5.5.13.13.17.17.53.73
231755 | 13.17.17.17.61.61.113
273694 | 5.17.37.41.53.97.113

281226 | 5.5.5.5.61.73.157.181
288901 | 5.5.29.37.53.149.197
299399 | 5.5.5.5.13.29.37.53.97
307519 | 5.13.17.17.29.29.41.73
343066 | 5.13.17.17.17.41.89.101
345094 | 5.1317.37.113.149.173
361409 | 5.13.17.53.61.101.181
375967 | 5.17.37.53.61.149

401444 | 5.13.17.17.29.29.101. 101
408628 | 41.53.89.89.89.109

415848 | 13.17.17.37.101.109.113
417317 | 13.41.61.113.137.173
428021 | 5.13.37.41.61.97.157
448976 | 5.5.5.17.61.89.101.173
462953 | 29.41.53.101.113.149
521044 | 5.13.13.17.17.73.97.157
527329 | 5.17.37.61.61.109.109
658576 | 5.5.13.13.13.13.53.73.157
689601 | 5.5.5.37.41.73.89.193
788493 | 13.41.109.157.173.197
935601 | 5.5.5.5.5.13.13.17.29.41.41
979976 | 5.5.5.5.17.17.137.197 197
1055864 | 5.13.17.29.37.53.113.157

1538221 | 5.13.13.29.53.61.109.137
1686759 | 5.13.29.29.41.41.113.137
2001229 | 5.13.17.29.41.53.149.193
2446492 | 13.41.73.89.101.109. 157
3254151 | 5.5.13.17.29.41.61.73.181
3297075 | 37.41.53.53.73.101.173
3643774 | 5.5.5.13.17.41.109.137. 157
4515359 | 5.13.13.13.17.17.113.157.181
5307581 | 5.17.37.53.73.73.101.157
5456999 | 5.5.41.73.73.101.137.197
7936717 | 13.29.37.41.41.41.181.181
8555207 | 13.17.41.5361.73.109.157
12448726 | 5.55.5.13.13.13.41.89.157.197
21432319 | 5.17.37.73.149.173.197. 197
40407039 | 5.17.37.41.53.89.97.101.137
41719774 | 5.5.5.17.17.29.29.41 .41 .173.197
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Tafel zur Kreisteilung

13
17
29
37
41
93
61
73
89
97
101
109

113

137

149

157

173

181

193

197

118135085 | 1717 .37.41.61.101.109.137.173

1.24

4.9.17

6. 11. 23. 74. 601. 8149

3. 26. 61. 113. 351. 844

5. 32. 69. 79. 264. 550. 1031. 1179

19. 22. 101. 142. 186. 227. 555. 1621. 4324. 935601*

2. 51. 55. 104. 108. 316. 634. 691

16. 45. 106. 199. 321. 809. 899. 2151. 2578. 2851*. 20297

30. 43. 103. 116. 176. 249. 554. 992. 4556. 4715*. 5226. 8219. 10761. 14351.
25726. 217351. 307519

29. 60. 149. 594. 919. 1128. 1395. 1751. 3709. 4657*. 10651. 12489. 21834.
39901

40. 57. 137. 251. 719. 1221. 1592. 4034. 5101. 7914*. 9837. 31274. 43416.
80841. 88989. 213263. 299399

31. 171. 334. 373. 474. 839. 979. 1041. 2595. 6029*. 6899. 8251. 32491. 44976.
51176. 141633. 157995. 167124. 343066. 401444

13. 96. 449. 641. 776. 1186. 1949. 4918. 6309. 7316*. 8515. 30424. 33258.
46229. 73043. 124029. 408628. 527329

8. 121. 234. 331. 347. 799. 1009. 1364. 1929. 2607*. 2817. 2930. 3156. 4286
6998. 8919. 10630. 13329. 18976. 22156. 27564*. 29501. 34134. 58881. 64644.
89149. 131863. 231755. 273694. 415848

15. 122, 152. 289. 533. 1111. 2999. 3547. 4399. 5191*. 7276. 14811. 17247.
18099. 44677. 73721. 133149. 160168. 163609. 166851*. 1538221. 1686759.
40407039

10. 139. 159. 606. 1629. 1649. 2076. 2374. 4778. 4927*. 7440. 9546. 10291.
10887. 11185. 35303. 37836. 72851. 375967. 462953*

39. 118. 589. 667. 1374. 1609. 1766. 4749. 8753. 9616*. 15425. 16446. 19743.
20999. 27200. 41801. 48317. 55774. 67785. 69983*. 73672. 138199. 150681.
428021. 521044. 658576. 1055864. 2446492. 3643774. 5307581*. 8555207

41. 132. 214. 824. 906. 1252. 1689. 2381. 3501. 5841*. 9301. 9993. 12151.
15356. 26337. 27721. 37409. 64051. 154876. 178149*. 207814. 345094. 417317
448976. 3297075. 118135085

48.229. 314. 676. 2944. 3753. 4211. 4754. 10727. 11632*. 25931. 26016. 30179.
38601. 41859. 49099. 50632. 82307. 281226. 361409*. 3254151. 4515359.
7936717

12. 181. 205. 374. 591. 1556. 2521. 3100. 4065. 6381*. 6574. 14656. 16393.
22569. 35524. 88213. 88406. 92049. 139551*. 174074. 189538. 689601.
2001229

99. 295. 296. 2069. 2659. 3251. 4629. 4630. 5024. 5221*. 6008. 9161.
13101. 15661. 21768. 29254. 35361. 36149. 54274. 76534*. 83430. 87369.
102735. 148439. 150410. 179565. 187249. 288901. 788493. 979976*. 5456999.
12448726. 21432319. 41719774

991



Tafel zur Kreisteilung

Zerlegbare aa + 64.

115.13
3173
5|89
7113
915.29

1115.37

15 | 17 .17

1915.5.17

21]5.101

251 13.53

27 1 13.61

29 1 5.181

3115.5.41

49 1 5.17.29

51 | 5.13.41

53 113.13.17

63 | 37.109

67 | 29.157

69 | 5,5.193

79 15.13.97

81 15.5.5.33

85 | 37.197

95 | 61.149
115 | 97 . 137
121 | 5.17.173
131 15.5.13.53
149 1 5.61.73
155 | 13.17.109
159 | 5.37.137
181 5.5.13.101
183 1 13.29.89
219 1 5.5.17.113
223 | 17.29.101
233 | 5.37.113
281 .95.29.109
309 .97 .197
339 .13.29.61
359 L17.37 .41
381 .5.37.157
389 L1317 .137
391 5.13.13.181
393 | 17.61.149
433 | 37.37.137
441 1 5.13.41.73
455 | 29.37.193

Ut Ot Ot Ot Ut Ut
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Tafel zur Kreisteilung

911

937

989
1035
1097
1141
1169
1171
1191
1247
1343
1419
1491
1589
1609
1613
1637
1681
1691
1749
1839
1861
1999
2019
2041
2055
2081
2131
2201
2445
2479
2601
2625

461
467
529
071
581
661
703
707
717
729
831
873
879

5.17.41.61
13.97.173
5.17.37.89
5.13.29.173
5.5.5.37.73
5.17.53 .97
13.193.197
41.89.137
53.89.109
5.13.13.17.37
5.5.95.5.5.13.17
53.73.197
5.29.73.73

5.13.113.113
13.17.29.137
5.13.101.149
17.29.41.53
41.149.197
5.17.17.17.53
5.5.5.13.29.29
5.13.17.17.73
5.53.53.101
13.37.53.61
29.37.41. 41
5.5.5.89.181
5.37.61.197
5.41.109.113
5.41.73.173
13.17.61.193
1313.101. 157
5.5.17.61.109
5.13.29.37.41
L17.17.29.73
.37.101.181
.37.97.193
.41.101.193
.5.41.41.97
.73.101.113
13.17.97.197
5.5.5.5.13.1341
5.95.13.89.157
5.53.101.181
13.29.101. 157
5.73.113.149
5.13.29.37.97
5.13.53.73.137

Ut Ut O Ot gt Ut
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Tafel zur Kreisteilung

2771 | 5.73.109.193

2989 | 5.13.13.97.109
3171 | 5.13.37.37.113
3199 | 5.13.29.61.89

3413 | 29.41.97.101

3721 | 5.17.29.41.137
4031 | 5.5.13.17.17.173
4061 | 5.17.17.101.113
4109 | 5.13.13.13.29.53
4315 | 1341 .181.193

4419 | 5.5.5.13.61.197
4541 | 5.17.41.61.97
4979 1 5.29.37.97.157
5097 | 13.61.181.181

5169 | 5.5.5.37.53.109
5381 | 5.5.13.41.41.53
5459 | 5.13.17.149.181
5761 | 5.17.37.61.173
5869 | 5.5.89.113.137
6081 | 5.5.5.29.101.101
77811 5.5.29.37.37.61
9039 | 5.29.37.97.157
9779 | 5.37.73.73.97
10519 | 5.37.37.53.61
10527 | 41.109.137.181
10831 | 5.5.5.5.17.61.181
11511 | 5.17.41.193.197
13331 15.5.5.5.5.29.37.53
13581 | 5.5.5.17.2941.73
13889 | 5.41.89.97.109
13911 | 5.13.13.29.53 . 149
14451 | 5.29.73.109.181
16069 | 5.5.13.37.109.197

16985 | 17.29.53.61.181

17421 | 5.13.137.173.197
18511 | 5.13.17.17.17.29 .37
18563 | 13.37.41.101.173
18685 | 17.29.73.89.109

24061 | 5.29.29.37.61.61
24261 | 5.17.17.37.101.109
27665 | 13 37.41.197.197

29019 | 5.5.37.53.89.193
29981 | 5.5.37.41.137.173
31669 | 5.5.5.5.13.17.53.137
58397 | 13.17.29.37.73.197
59279 | 5.13.53.73.89.157
88789 | 5.1317.29.37.61.109
103481 | 5.5.13.13.17.29 .53 .97
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Tafel zur Kreisteilung

13
17
29
37
41
53
61
73
89
97
101
109
113
137
149
157
173
181
193
197

132081 15.5.5.5.5.5.5.13.89.193
170529 | 5.17.29.41.53.61.89
213331 5.5.5.5.5.13.13.17.37.137
383229 | 5.17.17.61.89.97.193
728391 | 5.13.73.97.101.101.113
1934581 | 5.5.5.5.13.17.17.17.29.53 .61
2446081 | 5.5.5.13.17.17.37.53.73.89
4056181 | 5.5.13.17.29.41.101.137.181
5106581 | 5.5.5.13.17.37.41.61.101.101
14836119 | 5.5.13.13.17.17.17.17.29.137. 157
1
15.19. 53. 831
9. 49. 1169

11. 729. 18511

31. 51. 359. 1343. 1691. 2081

25. 81. 131. 1035. 1141. 4109. 5381. 13331

27. 339. 461. 1247. 7781. 10519. 24061. 1934581

3. 149. 441. 581. 879. 1171. 1749. 13581

5. 183. 529. 3199. 170529. 2446081

79.661. 2019. 2601. 4541. 9779. 103481

21. 181. 223. 1191. 3413. 6081. 5106581

63. 155. 281. 717. 1681. 2989. 5169. 13889. 18685. 24261*. 88789

7.219. 233. 911. 1589. 2041. 3171. 4061. 728391

115. 159. 389. 433. 707. 937. 2625. 3721. 5869. 31669*. 213331

95. 393. 989. 2479. 13911

67. 381. 1637. 2131. 2445. 4979. 9039. 59279. 1483619

121. 467. 571. 1609. 4031. 5761. 18563. 29981

29. 391. 1419. 1839. 2201. 5097. 5459. 10527. 10831. 14451*. 16985. 4056181
69. 455. 1613. 1861. 1999. 2771. 4315. 29019. 132081. 383229

85. 309. 703. 873. 1097. 1491. 2055. 4419. 11511. 16069*. 17421. 27665. 58397

Zerlegbare aa + 81.

1|41
215.17
4197
5|93
715.13
815.29
10 | 181

11 | 101
1315.5.5
1715.37
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Tafel zur Kreisteilung

19
20
22
23
28
32
37
38
40
43
49
50
53
58
99
62
71
79
83
91
95
97
98
101
112
122
124
128
137
139
163
188
191
202
215
217
247
248
253
268
287
292
313
317
323
352
376
389

13.17
13.37
5.113

.61

173
L1317
.9.29
5.9561

41 .41
5.193
17.73
29.89
5.17.17
5.13.53
13.137
5.5.157
13.197
29.109
5.17.41
37.113
29.157
5°13.73
5.13.149
53.97
5.5.5.101
5.41.73
13.29.41
5.37.89
5.5.13.29
89.109
5.5.13.41
5.5.13.109
101.181
5.13.17.37
13.13.137
.53.89
.41.149
.109.113
L13.17.29
.T73.197
.5.17.97
.13.13.101
.9.37.53
.89.113
.53.197
5.137.181
17.53.157
17.61.73

Ot Ot Ot Ot

(@31

Ot Ot Ot Ot Ot Ot Ot Ot Ut
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Tafel zur Kreisteilung

406
409
427
461
472
487
491
533
o547
953
566
975
978
587
617
631
662
683
694
733
737
763
797
862
877
920
1018
1037
1060
1108
1118
1168
1201
1229
1243
1265
1277
1313
1436
1447
1463
1475
1487
1585
1639
1645
1685
1702

17.89.109
13.41.157
5.17.29.37
13.13.17.37
5.29.29.53
59.5.5.13.73
17.41.173
5.157.181
5.173.173
5.13.13.181
13.157.157
37.41.109
5.13.53.97
5.5.61.113
5.13.29.101
13.17.17.53
5.5.89.197
5.13.37.97
53.61.149
5.17.29.109
.5.5.41.53
.9.5.17.137
.17.37.101
.5.5.5.29 .41
.13.61.97
17.17.29.101
5.17.89.137
5.5.137.157
13.13.61.109
5.41.53.113
5.53.53.89
5.29.97.97
37.101.193
13.13.41.109
5.17.61.149
73.97.113
5.17.53.181
5.5.29.29 .41
13.41.53.73
5.17.109.113
5.5.13.37.89
13.13.41.157
5.5.5.5.29.61
93 .137.173
41.181.181
13.29.37.97
17.37.37.61
5.17.173.197

v Ot Ot Ot Ot
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Tafel zur Kreisteilung

1703
1787
1807
2008
2009
2041
2051
2125
2138
2293
2312
2450
2531
2623
2705
2888
2906
3088
3238
3322
3347
3503
3517
3791
3988
4010
4112
4354
4388
4429
4648
4657
4837
5083
5162
5557
o747
5792
5833
6013
6233
6458
6532
6689
6883
7097
7160
7793

5.29.73.137
5.5.13.17.17 .17
5.53.61.101
5.13.17.41.89
13.29.53.101
97.109.197
29.29.41.61
13.29.53.113
5.5.5.13.29.97
5.17.157.197
5.5.29.73.101
13.17.157.173
17.29.73.89
5.41.97.173
17.29.41.181
5.5.5.5.5.17.157
13.37.97.181
5.5.13.13.37.61
5.5.41.53.193
5.13.41.41.101
5.13.17.37.137
5.13.13.53.137
5.13.17.29.193
29.37.37.181
5.5.29.97.173
13.13.17.29.193
5.95.5.17.73.109
17.61.101.181
5.5.5.13.17.17 .41
29.41.73.113
5.13.29.73.157
.101.109. 197
.5.41.101.113
.29.41.41.53
.5.61.101.173
.13.17.89.157
.109.157.193
.13.13.29.37.37
L17.17.61.193
.5.5.5.5.5.13.89
.13.37.41.197
.17.37.89.149
.9.37.113. 157
13.97.113 . 157
5.13.13.17.17.97
5.29.29.53113
53.61.101.157
5.13.29.89.181

5
5
5
5
5
5
5
5
5
5
5
5
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Tafel zur Kreisteilung

8158

8273

8638

9028

9101

9295

9562

9587

9607
10118
10577
11563
12143
12565
15233
16237
16522
16777
17888
17972
18887
18974
19558
20362
23368
24083
24499
24958
29153
29242
29765
30218
31487
31843
34763
35137
35783
37147
38201
44987
46963
56387
97037
60743
61337
69107
69244
79813

5.13.13.17.41.113
5.29.53.61.73
5.5.5.13.17.37.73
5.13.73.89.193
41.73.101.137
61.7389.109
5.5.13.29.89.109
.5.13.13.73.149
.17.29.97.193
.37.53.53.197
.29.41.97.97
.51329.41.173
.29.29.89.197
3.17.29.109.113
.29.73.97.113
.5.5.17.17.41 .89
L17.29.37.41.73
.13.13.17.97.101
.5.55.37.101.137
.13.29.53.53.61
.5.29.37.61.109
13.13.17.29.29.149
5.13.13.41.61.181
5.5.5.113.149.197
5.13.13.53.89.137
5.13.157.157.181
13.17.61.113.197
5.17.37.37.53.101
5.13.17.29.89.149
5.17.17.61.89.109
17.37.41.89.193
5.13.41.41.61.137
.9.5.5.5.41.53.73
L13.17.17.137.197
.5.5.5.17.29.37.53
.5.17.73.101.197
L13.17.17.173.197
L13.17.41.97.157
3.17.17.29.37.181
.5.5.13.29.109. 197
.5.13.29.29.53.73
.5.13.17.53.61.89
.9.13.17.37.73.109
L13.17.17.17.53.109
.5.41.109.113.149
5.17.53.53.73.137
13.13.29.37.137.193
5.5.13.17.53.73.149

Ot Ot Ot Ot Ot O Ot = Ot O Ot Ot Ot Ot

QO Ot Ot O O Ut = Ot Ot Ot Ot Ot Ot
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Tafel zur Kreisteilung

13
17
29
37
41
93

86528

87263

97577

98063
121933
132683
157723
168703
181508
195787
237322
269861
278297
297212
314387
327737

349487
474013
609161
647665
934862
1125533
1158413
1880912
2023513
2092285
2898587
3559861
4034153
4676188
4802183
4947916
6678737
9578563
34928797
99554033

13

7
2.19. 32. 53. 1787
8. 37. 137. 253

L17.29.97.173 . 181
.5.5.5.5.13.17.37.149
.29.61.73.73.101
.5.73.97.157.173
.1341.97.149.193
.17.29.109.181.181
.13.13.29.53.61.157
.37.37.61.173.197
.41.41.101.197.197
.5.13.17.29.37.53.61
.13.13.13.17.17.113 . 157
3.37.41.101.101.181
.5.13.37.97.113.113
.5.13.97.113.137.193
.5.41.41.73.89.181
.5.5.5.13.13.29.89.197

Gt Ot Ot Ot = Ot O O O O Ot Ot Ot Ot Ot Ot

5.5.5.29.29.53.97.113
5.5.5.13.17.17.29.73.113.
13.73.73.113.137.173
29.37.53.97.193.197
5.5.5.13.13.17.17.37.53.73
5.13.41.89.101.137.193
5.5.29.37.41.61.73.137
5.5.13.17.37.53.53.61.101
5.5.5.5.37.41.97.113.197
17.17.37.37.37.41.41.89
5.5.17.29.73.137.173.197
13.37.61.89.109.113.197
5.13.13.17.29.41.53.89.101
5.5.17.37.37.37.89.101.113
5.73.97.109.113.137.193
17.17.37.53.61.73.89.109
5.5.5.17.17.29.41.53.97.101
5.5.13.17.17.17.29.61.109. 149
5.13.13.17.29.37.53.53.73.193
5.13.13.13.37.61.73.89.101.109

17. 20. 202. 427. 461. 5792
1. 40. 83. 124. 163. 862. 1313. 4388
5. 58. 313. 472. 631. 737. 5083. 34763
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Tafel zur Kreisteilung

61
73
89
97
101
109
113
137

149
157

173
181

193

197

23. 38. 1487. 1685. 2051. 3088. 17972. 195787

49. 97. 122. 389. 487. 1436. 8273. 8638. 16522. 31487. 46963. 934862

50. 128. 217. 1118. 1463. 2008. 2531. 6013. 16237. 56387. 2092285

4. 101. 287. 578. 683. 877. 1168. 1645. 2138. 6883. 10577

11. 112. 292. 617. 797. 920.1807. 2009. 2312. 3322. 16777. 24958. 97577.
1880912. 4034153. 6678737

79. 139. 188. 406. 575. 733. 1060. 1229. 4112. 9295. 9562. 18887. 29242. 57037
60743. 4947916. 59554033

22. 91. 248. 317. 587. 1108. 1265. 1447. 2125. 4429. 4837. 7097. 8158. 12565.
15233. 278297. 349487. 474013. 4676188

99. 215. 763. 1018. 1703. 3347. 3503. 9101. 17888. 23368. 30218. 69107.
1158413

98. 247. 694. 1243. 6458. 9587. 18974. 29153. 61337. 79813. 87263. 9578563
62. 95. 376. 409. 566. 1037. 1475. 2888. 4648. 5557. 6532. 6689. 7160. 37147.
157723. 237322

28. 491. 547. 1585. 2450. 2623. 3988. 5162. 11563. 98063. 609161

10. 191. 352. 533. 553. 1277. 1639. 2705. 2906. 3791. 4354. 7793. 19558. 24083.
38201. 86528. 132683. 269861. 314387

43. 1201. 3238. 3517. 4010. 5747. 5833. 9028. 9607. 29765. 69244. 121933.
297212. 1125533. 4802183. 34928797

71. 268. 323. 662. 1702. 2041. 2293. 4657. 6233. 10118. 12143. 20362
24499. 31843. 35137. 35783. 44987. 168703. 181508. 327737. 647665. 2023513.
2898587. 3559861
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Neue Quadratur des Kreises

NEUE QUADRATUR DES KREISES.

I. Acotg.5 = (2) — (13).

26684971 0210071265 7279572372 8848455203 4183360499
364 7220869565 2173913043 4782608695
4977954329 5694145758 6618876941

1499728341
6521739130
4575866188
2790697674
5531914893
0156862745
0843578181
2254817540
2730743726
0259630730
. 332561019
503719
765

26684971 0210071630 9478396268 6921374192

0505397169

7498644659

0,2000640569 5190437336 8654456654 4566544566
7710131 0688316235 2941176470

185127900 6896551724

266673 0412205651

7830238

5445665445
5882352941
1379310344
4831745270
1276333963
9947155749
. 252833663
378007
567

6654456654
1764705882
8275862068
7696610135
9002267573
8300377358
2909752140
0506907695
5921253449
8555011744
12937990
19625

0,2000640569 5198147467 9528161463 4824308667 9015775954 9600162348
26684971 0210071630 9478396268 6921374192 0505397169 7498644659

0,1973955598 4988075837 0049765194 7902934475 8510378785 2101517688
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Neue Quadratur des Kreises

II.  Acotg.70 = 2(2) — 2(13) — (29)

0,0142857142 8571428571 4285714285 7142857142
3) 29154 5189504373 1778425655 9766763848

5) 5 9499018266 1986077229 7257095257

7) 12142656 7890201240 2509644305

9) 2478
11)

0932222490 0490308090
5057333106 6306222511

13) 1032108 7972715555

15) 210 6344484227
17) 429866221

19) 87727

21) 17

8571428571
3965014577
9282441839
1546792335
6745213631
8552396982
6146643346
6644111559
2709519206
8002593779
9036327059

23) 36538025

25) 7456
27) 1

4285714285
2594752186
7096447908
0693284989
0887896588
3736915897
3229334064
8665965170
4407891013
4298858753
9549856909
9306030583
7399858373
5217836705

29) 3105680

31) 633
33)

714
588
609
369
773
263
468
217
300
268
949
042
588
790
960
812
128

9718

1729834791
1734665

0592808551 9922254616
2555743034 3215663472
459757555 1482383864
14 0422965615

4617

1321671525
1649541762
7141126998
1776274103
2526452304

1588609

7531584062
1527612141
3976083263
9911064344
1805203092
8230696981
563623581
20

196
338
387
681
277
871
695
447

9718

1731569456

3608309155 5043272185

4416655304

3545867487

890

0,0142857142
1

8571428571
1899803653
275

4285714285 7142857142
2397215445 9451419051
3436913610 0054478676
79392 9844055042
25286248

8571428571
5856488367
7416134847
7395895642
3100559953
8525539383

298

4285714285
9419289581
8987544065
0248410312
3200464177
8073802709
2695994334

107092

714
721
419
651
252
997
943
446

3

0,0142857144
9718

0471232500
1731569456

0119922734 6518096163
3608309155 5043272185

0866047064
4416655304

6911326560
3545867487

146
890

0,0142847425

8739663043

6511613579 1474823977

603

6449391760

3365459072

256



Neue Quadratur des Kreises

III.  Acotg.99 = —(2) +2(13) — (29).

0,0101010101 0101010101
3) 10306 1015212836

5) 1 0515357128

7) 1072886

9) 109

11)

0101010101
4555667892
1335022514
1471414653
4670081768
111689631

13) 11395
15) 1

0101010101
0621375472
8344109925
8633643925
6617552662
8506950061
7383788077
1627118027

17) 1186319

19) 121
21)

0101010101
9212335579
0559046254
1020361090
3737477845
4898861083
7534424942
5561425816
5620402145
0406654464
123498281

23) 12600
25) 1

0101010101
0228548210
0127571528
3228255032
2290911973
3430495960
4633550708
2373699984
2725474308
0491044329
2431434654
5796595391
2856422466

27) 1311745

29) 133
31)

010
397
232
295
781
817
689
767
742
589
048
761
625
991
837
13

3435 3671737612
153269

1518555964
4495916379
10153602

0207125157
1233377703
8955177278
775141201
6

6404111859
5860051584
3172623734
8370761721
3705613392

547

6776182736
3318322147
8493681450
0824913332
8446897069
8512895451

48583

799
470
983
317
978
815
184

3435 3671890881

6024625946

1170821347

7513162840

6372940772

546

0,0101010101 0101010101
2103071425
12

0101010101
6267004502
1630099085

876

0101010101
9668821985
4068616962
5952599082

69783

0101010101
0111809250
4859719760
9041109610
5036494243

5880870

0101010101
8025514305
5810101330
9587196208
8395616135
5353877840
514256898
4

010
646
420
360
808
668
665
615

0,0101010101 2204081538
3435 3671890881

7998024565
6024625946

9791117914
1170821347

9156023837
7513162840

7787572825
6372940772

192
546

0,0101006665 8532190657

1973398619

8620296567

604

1642860997

1414632052

646



Neue Quadratur des Kreises

IV. Acotg.307 = —3(2) + 3(5) + (13) + (29).

0,0032573289 9022801302 9315960912 0521172638 4364820846 9055374592 833
3) 345 6088648397 3443000295 0769987174 1094169326 1556823471 597

5) 36669764 6489336152 1087234559 3817877050 8899421286 416

7) 389 0732490417 2580304164 8671007839 6274855960 501

9) 41281419 3298311709 4522474201 4009658191 131

11) 438 0037913381 6985798496 2620441698 672

13) 46473043 8878046300 7405517516 808

15) 493 0879254719 3742187243 551

17) 52317576 3638805103 367

19) 555 9995380734 067

21) 58897127 616

23) 624 909

0,0032 115 2029549465 7814333365 0256662391 3698056442 0518941157 199
55 5818927202 4654329166 4095858262 8039265137 214

39 8185264852 8816890772 3874585608 970

32 8725283647 9582812482 903

29 2157651617 582

27 169

115 2029549521 3633260607 3096256443 5336089154 4173256031 037
0,0032573289 9022801302 9315960912 0521172638 4364820846 9055374592 833
7333952 9297867230 4217446911 8763575410 1779884257 283

4586824 3699812412 1613608244 6001073132 347

3574849 5298311253 9031193655 139

3077504 4919929711 962

2804625 124

0,0032573289 9030135255 8618414966 8442006812 0043393260 0790259974 688
115 2029549521 3633260607 3096256443 5336089154 4173256031 037
0,0032573174 7000585734 4985154359 5345750368 4707304105 6617003943 651

TAFEL DER BOGEN ZU GEGEBENEN PRIMTANGENTEN
IN EINHEITEN DES RADIUS, AUF 110 ZIFFERN.

2(0,7853981633 9744830961 5660845819 8757210492 9234984377 6455243736 1480769541
5(0,4636476090 0080611621 4256231461 2144020285 3705428612 0263810933 0887201978 6

13(0,5880026035 4756755124 5611080625 0854276017 0724605592 4353726047 2072
17(0,2449786631 2686415417 2082481211

2910,3805063771 1236486630 3587916810 4331044974 0571365810 0837576305 623
3710,1651486774 1462683827 9128289643 9435540983 8
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Zur Berechnung der gewohnlichen Logarithmen

ZUR BERECHNUNG DER GEWOHNLICHEN

LOGARITHMEN.
Man bestimme die Logarithmen von
1025
log =a
10242
1 =
08— b
812
log— =c¢
*
1252
1 -
08— d
992
log— =e

(* zeigt einen um 1 kleineren Nenner als Zahler an) dann gilt, wie man sich
leicht iiberzeugen kann:
14%+%a+21)— %c—2d+e

1 2: pr—
og m f

Auflerdem lasst sich leicht herleiten

logdl =a+12f -2=g
l+c+4f+g

log3 =
og 3

log 11 . 31 und log % und also auch log7. 31

7 16802
59 =9 hieraus 73
17 Theddo |
7T 7]
23.73 . 7 L
7073 5112 | aus diesen g {und23’ 17
17 *
12001
7.7.43 51200 7 7 . -
* . .
7302 —— hieraus und — [und —
17 43 17 17 23 |
*

wird 7, 17, 23, 43
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Zur Berechnung der gewohnlichen Logarithmen

[

9

D,

q,

29

43

23.

17

73

13

19

47

61

31

11

71

53

67

37

81
30

6561
6560

1025
1024

2401
2400

16812
1680.1682

512001
512000

16802
73 1679.1681

136000
135999

5112
510.512

7292
728.730

5122
511.513

21162
2115.2117

25002
2499.2501

170812
17080.17082

10242

7302
729.731

20012

1023.1025

109352
10934.10936

788800
788799

274700
274699

1000000

2000.2002

37512

*

13312

999999

607
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Zur Berechnung der gewohnlichen Logarithmen

34812
u, 59 3480.3481
v ]9 40952
) 4094.4096
w 33 68892
) 6388.6890
x 79 38792
’ 3880.3882
97 138712 466562
Y 13870.13872  46655.46657

[Die Anwendung dieser Briiche zur Bestimmung der Logarithmen der ne-
benstehenden kleinen Primzahlen mit Hilfe der noch wachsenden Potenzen
von % fortschreitenden sehr rasch konvergierenden Reihen fiir log —%5 ergibt
sich unmittelbar aus dem zu Anfang ausgefithrten Beispiel.

Es lassen sich iibrigens zur Bestimmung der Logarithmen der kleinsten
Primzahlen 2, 3, 7 noch vorteilhaftere Reihen aufstellen, wenn man diese
Zahlen von GAUss auf geeignete Weise mit den von HUYGHENS (HUGENII,
Opera varia, Lugduni 1724 S. 457) angegebenen verbindet:

2 1000
1024 = 210
3 32805=3%.5
32768 = 215
7 2400 =100.23.3
2401 = 74
11 9800 =100.2.72
9801 = 3% .11?

13 123200 =100.2%*.7.11
123201 = 3% .13

17 2600 =100.2.13
2601 = 32 .17%

19 28899 =32.13%2.19
28900 = 100 . 172

23 25920 =10.2°.3%
25921 = 7% . 232

29 613088 =2°.7%.17.23
613089 = 36 . 292
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Zur Berechnung der gewohnlichen Logarithmen

31 116280 = 10.2%.32.17.19.
116281 = 112.31

37 165648 =2%.3.7.17.29
165649 = 112 .37

41 1413720=10.2%2.33.7.11.17
1413721 = 292 . 412

43 978120 =10.2%2.3%2.11.13.19
078121 = 232 . 432

47 664848 =2°.36.7.13
664849 = 312 . 472

53 3059000 = 100.7.19.23
3059001 = 3% .112 . 532

59 5851560 = 10.2%.3.11%2.13.31
5851561 = 412 . 592

61 3575880 =10.22.33.7.11.43
3575881 = 312 . 612

67 1620528 =2*.3.72.13
1620529 = 192 . 672

71 2016399 =3.72.11.29.43
2016400 = 100 .22 . 712

73 5116644 = 22 .32 .132.292
5116645 =7.17.19.31.73

79 5997600 = 100.23.3%.7%2.17
5997601 = 312 . 792

83 1164240 =10.2%.33.72.11
1164241 = 132 . 832

89 2859480 = 10.2%.32.132 .47
2859481 = 192 . 892.

97 1138488 =2%.3.13.41.89
1138489 = 112 . 972

Zur Bestimmung der Logarithmen fiir alle die Primzahlen, welche kleiner
als 200 sind, kann man mit Vorteil die in den Tafeln zur Kreisteilung gefun-
denen Zerlegungen von aa + 1, a + 2, ..aa + 81 benutzen, wenn man sich
auf diejenigen Zahlen a beschriankt, welche selbst nur Primzahlen unter 200
als Teiler enthalten. Die tibrigen a lassen sich dann zur Bestimmung der Log-
arithmen der darin vorkommenden groBeren Primteiler verwenden.|
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Die ersten zehntausend Quadrate

NACHLASS. DIE ERSTEN ZEHNTAUSEND QUADRATE.

10| 20| 30 40 50 60 70 80 90
1000 {4000 9000 | 16000 | 25000 | 36000 | 49000 | 64000 | 81000 | 000
02| 04| 06 08 10 12 14 16 18|001
04| 08| 12 16 20 24 28 32 36004
06| 12| 18 24 30 36 42 48 54009
08| 16| 24 32 40 48 56 64 72|016
10| 20| 30 40 50 60 70 80(81090|025
12| 24| 36 48 60 72 84164096 |81108|036
14| 28| 42 56 70 84149098 64112 26049
16| 32| 48 64 80(36096 |49112 28 441064
18| 36| 54 7212509036108 26 44 621|081
20| 40| 60 80125100 20 40 60 80(100
22| 44| 66 88 10 32 54 76|81198|121
24| 48| 72]16096 20 44 6816419281216 |144
26| 52| 78|16104 30 56 82164208 341169
28| 56| 84 12 40 68149196 24 52196
300 60| 90 20 50 80(49210 40 70225
321 64]9096 28 60|36192 24 56 | 81288256
34| 68(9102 36 7036204 38 7281306289
36 72| 08 44 80 16 5264288 24324
38| 76| 14 5225190 28 66 | 64304 421361
40| 80| 20 60]25200 40 80 20 60 (400
42| 84| 26 68 10 5249294 36 78441
44| 88| 32 76 20 64149308 5281396484
46| 92| 38 84 30 76 22 68181414529
1048|4096 | 44]16192 40136288 3664384 32(576
50(4100| 50{16200 5036300 50164400 501|625
52| 04| 56 08 60 12 64 16 68676
541 08| 62 16 70 24 78 3281486 | 729
56| 12| 68 24 80 36149392 48181504 784
58| 16| T4 32125290 48149406 64 22841
60| 20| &0 40125300 60 20 80 401900
62| 24| 86 48 10 72 34164496 58961
65| 29| 93 57 21 85 49164513 77024
67| 33]9199 65 3136397 63 29|81595|089
69| 37(9205 73 4136409 77 45]81613|156
71| 41 11 81 51 21149491 61 31(225
73| 45| 17 89 61 33149505 77 491|296
75| 49| 23]16297 71 45 19164593 67369
77| 53] 29(16305 81 57 3364609 | 81685 444
79| 57| 35 13]25391 69 47 25|81703|521
81| 61| 41 2125401 81 61 41 21|600
83| 65| 47 29 11]36493 75 57 391|681
85| 69| 53 37 2136505 49589 73 57764
87| 73| 59 45 31 17149603 (64689 75849
89| 77| 65 53 41 29 17164705|81793|936
921 82| T2 62 52 42 32 22|81812|025
94| 86| T8 70 62 54 46 38 30(116
96| 90| 84 78 72 66 60 54 481209
1098 | 94| 90 86 82 78 74 70 66304
110041989296 | 16394 | 25492 | 36590 | 49688 | 64786 | 81884 | 401

wW N N = = o (e}

OO U WNHFRF OO UE WNHFOOXXTNOODUERE WNHFHF OO UUERE WNHFE O OO Uk WwNn-O

N

©
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Die ersten zehntausend Quadrate

11 21| 31 41 51 61 71 81 91
1210(4410|9610|16810|26010|37210|50410|65610 | 82810000
12| 14| 16 18 20 22 24 26 28201
14| 18| 22 26 30 34 38 42 461404
16| 22| 28 34 40 46 52 58 641609
18| 26| 34 42 50 58 66 74|82882|816
21 31| 41 51 61 71 81(65691|82901|025
23| 35| 47 59 71 83150495|65707 19]236
251 39| 53 67 813729550509 23 371449
271 43| 59 752609137307 23 39 55|664
29| 47| 65 8326101 19 37 55 73881
321 52| 72|16892 12 32 52 72182992100
34| 56| 7816900 22 44 66|65788|83010|321
36| 60| 84 08 32 56 8065804 28544
38| 64| 90 16 42 68150594 20 46769
40| 68]9696 24 52 80|50608 36 641996
43| 173|9703 33 6337393 23 53|83083|225
451 77| 09 41 7337405 37 69183101 (456
47 81| 15 49 83 17 5165885 191689
491 85| 21 5726193 29 65]65901 371924
521 90| 28 66 | 26204 42 80 18 56161
1254 94| 34 74 14 5450694 34 74400
56(4498| 40 82 24 6650708 50(83192|641
5814502| 46 90 34 78 22 6683210 (884
61| 07| 5316999 45]37491 37 83 29129
63| 11| 59|17007 55|37503 51165999 47376
65| 15| 65 15 65 15 6566015 65625
67| 19| 71 23 75 27 79 31|83283|876
70| 24| 78 32 86 40150794 48183302129
72| 28| &4 40126296 5250808 64 20384
74| 321 90 48126306 64 22 80 38641
76| 36(9796 56 16 76 36 | 66096 56 (900
79| 41]9803 65 2737589 51/66113 75(161
81| 45| 09 73 3737601 65 2983393424
83| 49| 15 81 47 13 79 45183411689
85| 53| 21 89 57 2550893 61 291956
88| 58| 28|17098 68 3850908 78 481225
90| 62| 34|17106 78 50 2266194 66496
93| 66| 40 14 88 62 366621083484 |769
95| T1| 47 23126399 75 51 2783503044
1297 75| 53 3126409 87 65 43 21321
1299 79| 59 39 19]37699 79 59 391600
1301 83| 65 47 293771150993 75 57881
04| 88| 72 56 40 2451008 66292 76164
06| 92| 78 64 50 36 2266308 83594 | 449
0814596| 84 72 60 48 36 24|83612|736
1114601 91 81 71 61 51 41 31(025
13| 059897 89 81 73 65 57 491316
15| 0919903 (1719726491 85 79 73 67609
17) 13| 09]17205|26501|37797|51093|66389|83685|904
1320(4618|9916|17214|26512|37810|51108 |66406 | 83704 |201

611



Die ersten zehntausend Quadrate

10| 20| 30 40 50 60 70 80 90
50(1102{4202|9302|16402|25502|36602 49702 | 64802 |81902| 500
1| 04| 06| 08 10 12 14 16 18 20(601
2| 06| 10| 14 18 22 26 30 34 38704
3] 08| 14| 20 26 32 38 44 50 56 | 809
4| 10| 18| 26 34 42 50 58 66 74|916
5| 13| 23| 33 43 53 63 73 83181993025
6| 15| 27| 39 51 63 754978764899 (82011 |136
7 17| 31| 45 59 73 8714980164915 29249
8| 19| 35| 51 67 83136699 15 31 471364
59| 21| 39| 57 75(25593 36711 29 47 65481
60| 23| 43| 63 83125603 23 43 6382083600
1| 25| 47| 69 91 13 35 57 79(82101|721
2| 27| 51| 7516499 23 47 71/64995 19|844
3| 29| 55| 81|16507 33 594988565011 371969
4] 32| 60| 88 16 44 7249900 28 56096
5| 34| 64(9394 24 54 84 14 44 74225
6| 36| 68/9400 32 6436796 28 6082192356
7| 38| 72| 06 40 7436808 42 76|82210|489
8| 40| 76| 12 48 84 20 56 65092 28624
69 42| 80| 18 56 | 25694 32 70(65108 46|761
70(1144| 84| 24 64125704 44 84 24 641900
1| 47| 89| 31 73 15 5749999 41|82283 1041
2| 49| 93| 37 81 25 69150013 5782301184
3| 51(4297| 43 89 35 81 27 73 191329
4| 53(4301| 49|16597 45136893 4165189 37476
5| 55| 05| 55|16605 5536905 5565205 55625
6| 57| 09| 61 13 65 17 69 21 73|776
7| 89| 13| 67 21 75 29 83 37182391929
8| 62| 18| T4 30 86 42150098 5382409084
79| 64| 22| 80 38(25796 5450112 70 28241
80| 66| 26| 36 46 | 25806 66 26 (65286 46400
1| 68| 30| 92 54 16 78 40165302 641561
2| 70| 34(9498 62 26 36990 54 18182482|724
3| 7238|9504 70 3637002 68 34182500 | 889
4| 75 43| 11 79 47 15 83 51 19]056
5| 77| 47| 17 87 57 2750197 67 371225
6] 79| 51| 23|16695 67 39150211 83 55396
7| 81| 55| 29]16703 77 51 2565399 73569
8| 83| 59| 35 11 87 63 39]65415 82591 | 744
89| 85| 63| 41 19]25897 75 53 31(82609 (921
90| 88| 68| 48 28125908|37088 68 48 28100
1| 90| 72| 54 36 18]37100 82 64 46281
2| 92| 76| 60 44 28 12150296 80 641464
3| 94| 80| 66 52 38 2415031065496 | 82682 | 649
4] 96| 84| T2 60 48 36 24165512 |82700|836
5(1199| 89| 79 69 59 49 39 29 191025
61201 93| 85 77 69 61 53 45 37(216
7| 034397 91 85 79 73 67 61 55409
8| 05[4401|9597|16793 89 85 81 7 73604
911207 (4405|9603 | 16801 {25999 37197 |50395|65693 | 82791 | 801
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Die ersten zehntausend Quadrate

11| 21 31 41 51 61 71 81 91
1322|4622 | 9922|17222|26522|37822|51122|66422|83722|500
24| 26 28 30 32 34 36 38 40801
27| 31 35 39 43 47 51 55 59104
291 35 41 47 53 59 65 71 77(409
311 39 47 55 63 71 79|66487|83795|716
34| 44 54 64 74 8415119466504 | 83814 |025
36| 48 60 72 843789651208 20 32336
38| 52 66 8026594 (37908 22 36 501649
401 56 72 88126604 20 36 52 68964
43| 61 7917297 15 33 51 6983887281
45| 65 8517305 25 45 65]66585(83905|600
471 69 91 13 35 57 79166601 23(921
50| 74| 9998 22 46 70151294 18 421244
52| 78(10004 30 56 8251308 34 60569
54| 82 10 38 66 37994 22 50 781896
57| 87 17 47 7738007 37 6783997225
1359| 91 23 55 87 19 51 83|84015|556
1361|4695 29 6326697 31 6566699 889
6414700 36 7226708 44 80|66716 224
66| 04 42 80 18 5651394 32 561
68| 08 48 88 28 68151408 900
71 13 5517397 39 81 23 241
73| 17 6117405 49138093 37 584
75 21 67 13 5938105 51 929
78| 26 74 22 70 18 66 276
80| 30 80 30 80 30 80 625
82| 34 86 38126790 42151494 976
85 39 93 47126801 5551509 329
87| 43(10099 55 11 67 23 684
90| 48(10106 64 22 80 38 041
92| 52 12 72 3238192 52 400
94| 56 18 80 4238204 66 761
97| 61 25 89 53 17 81 124
1399| 65 3117497 63 2951595 489
1401| 69 37117505 73 4151609 856
04| 74 44 14 84 54 24 225
06| 78 50 22126894 66 38 596
08| 82 56 30(26904 78 52 969
11| 87 63 39 15|38291 67 344
13| 91 69 47 2538303 81 721
16|4796 76 56 36 16]51696 100
18]4800 82 64 46 2851710 481
201 04 88 72 56 40 24 864
23| 09]10195 81 67 53 39 249
25| 13|10201 89 7 65 53 636
28 18 08117598 88 78 68 025
301 22 14117606 |26998 | 38390 82 416
32| 26 20 14127008 | 38402 | 51796 809
35| 31 27 23 19 15(51811 204
1437|4835(10233 17631 |27029 | 38427 | 51825 601
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Indizes der Primzahlen im hoheren Zahlenbereich

NACHLASS INDIZES DER PRIMZAHLEN IM HOHEREN

ZAHLENBEREICH.
SN ERERRLEEEREERREEEE NN
4+ | Q< | 4 1|+ 1] ] N| Q| 4| || 4] || o]0 F| <F
—=len| | |+ o w| == ] =+ ||| +| ||+ |
[T enfen| = =] | 1] 1] Iwlw I={<[ | 1] | |no oo
o o] Q| Q] o] o] o] o] o] A Q] o . ‘. .
S T N A I e e L A N N S N N RN PN RN
[ | =] =] =] A A =] =] =] ] =] =] =] ] =] ] =] ] ]+
o 1)1 2] 3| 3| 4] 4| 7| 7| 9] 9/10|10|12|13|13(15|15|18|18|22|22|24|24
1+4|2[3|3| 7| 4| 7| 5| 1|22| 1|28|32| 2|46|40| 1|16|31| 1{37|23|23| 1| 7
1—qe|1{2|1] 4] 1| 3| 1|22|15|28|19|22(32|34|27|40| 1|16|55(19| 1| 1|73|79
—1+4+ 24 | 3| 7| 4| 5| 9| 2|18|12|13| 6(27|21|25|19|10{35| 9|68|65|10|40|20({63
—1—2¢| 1| %| 5[11| 4|14|15|12|18| 6]31(31|17|31|10|45(39| 5(11|68|40|54|81(44
=3 3| 1| x| 2| 2| 3| 5|17 3|16(16(25|35|16(|21|47({12[{12| 6|42|51|29|14|50
3+ 2¢| 2| 16| x| 1]13| 9(13|23]|14|35|26|33| 3| 4|44|28|52| 9|44(79|38|36|23
3 —2¢|3|2[2| 7| x[15(11] 9|27|17|14| 3| 6(21|44| 4|52|28|44|27(82[57|89|60
1+42 1|23 9| 7| | 6/15(20(21| 2| 8| 9(29|22|24|38|11|23|52|27|81|78| 1
1 — 44 2| 3| 1| 1| 3|10 =|20] 1| 2| 3|19| 8|11|24|22(41(38|52| 5|15| 5|79(18
—5+4+2¢[ 02| 1] 3(11|11|12| =|25| 5|28|29|24|30|51|41{19(36|71|66| 8|75/91|58
—5—24[ 2|/ 0] 3] 5| 9| 4|13|11| *|28|23|24|39|18|15|25[36(49(30|53|53| 8|70(85
—1+4+ 67 3/0|4] 8| 3| 5/10|19|22| *|29(33| 5|22|27|33|34|59(39|67|65|12|39(32
—1—62/0| 1| 4] 9| 8 6| 3|22| 5|11| *|15| 3|10| 7| 1|29(34|49|21|12|87|32| 9
54 4i| 3| 3| 5| 6|11| 4| 3| 5|16|25({15] *|32| 9(16| 9|46|32|69(13|26|55| 4(43
5—4i| 1| 17| 5| 6] 5[12({16(19|33| 7|32| *({15|35|16|32|46|31|15(33|70(37|28
—7| 1| 3|4| 7| 1| 1] 7|10|/10(10{10| 1|11| *|28|28|23(53|51|33|83(61|11| 5
7+ 24| 1] 0| 1|10{12] 2| 8|21| 9| 1|25|36| T7|44| *|43|55|26|37|10({87|85(27|89
7 —2¢| 0] 3| 3| 2|10] 8(14(23| 7| 7|19|37]36(20({17| *|26|25|46|55({19(65|23|21
—5+ 64| 1| 1| 0] 6(10|10| 1|25| 6| 4|27| 2| 4|43|37| 8| *|31|21|43|85| 2|45(29
—5— 61 3|3/ 0[10| 6| 7| 6| 6|11] 9| 4| 4|22|13| 8|11| 1| *|25|39|46|19|83| 3
—3+ 8| 0| 3| 6| 5| 4/15|18| 7|26| 3[33| 9|31|23| 1| 6(33[13| *|26|28|24|73(13
—3 — 8¢ 10| 2] 4(11| 8|19|26|21{15|21|21|19|17| 6|27(|43| 3|62| *|24|28|67| 7
5+ 8¢ 2|07 7|10{11(15] 4| 5| 9| 8|38[13[19(39| 7|25| 2|24|56| *|30|77|79
5 — 8t 0] 25|10 1] 9(13(19| 4| 8|27|23|18(37|33|13| 2|55|56|24|74| x| 1|35
9444 0] 1| 2| 8| 5[14| 7({11|14|35| 4|28(25(39| 3(39|21| 7| 1|11{49] 1| *|90
9 44| 3]0|6|11| 8| 1| 2(14|25| 4|17|35(28|33|13|29|37|51|65[19|23|71| 6| *
—1410¢| 2| 2| 5| 2| 0] 7| 7[16(17|31|17|21|10| 5[46|35|50|45|39|34|57(42(10|54
—1—10¢/2|2{7| 0] 2| 1] 1] 3|16|35|13|30|31{35| 9|46|15|50|70|21|86|79(42|22
3+ 104| 1{ 3| 2| O] 9| 6| 5(14|24|23|24|17(18|38|49|50|54|56|14| 2|69|51|65|31
3 — 107 1| 3| 6| 3| 0| 3|10(24|14|24| 5|38(27|26|50|23|56|54|38(50|29| 3|49|47
=7+ 8| 3|2| 7] 1| 9/14| 9|22| 9| 7|22| 7|15|12| 5|23[48| 6| 4|47|11|68|58|82
—7 —8:i| 2| 1| 5] 3| 7|15| 2|23|22|22|25| 5|37|36|49|31| 6(48|29| 4|68|77|46|70
—11(2|2|0(11| 5| 5| 3| 1|15(24(24|37| 7|40|12(12(15(45|61| 7|16|16|94(34
—11+4 42| 0| 1| 3| 4| 3| 7[15]14(27|29|13|36|29(26(32|21|57|29|54|30(41{18| 9|38
—11 —44| 3|0 1| 9| 4| 9] 1]13|14|31|11|39|36(38(47|32|59|27|66|18|62(63|26|39
7+ 10¢ 3| 1| 3] 3| 4|12| 0| 3| 1{26{10(23|20| 4| 6(12({44|22|29|31|47|14|12|75
7—10:| 3| 1| 1] 4| 9| 0| 4|15]17({10(26(20|13|28|12| 6(22]44|13|47|58|25|69(84
114 64| 2| 3] 4|11 7| 0[12{17| 4|20(12| 7|14[17(18(49| 8|29|43|18|13[11|75|20
11 — 64| 1| 2{ 4| 1| 5| 4] 0] 4| 3|12|20(34|37(23|23(18|59| 8|54|25|77|35(44|69
—23+4+2:[ 1|1 0| 7| 2| 8|15 4|27| 1{20{18|18|32| 7|33|36(24| 7|26|28|72|66|38|77
—23 —2¢| 0| 3| 5| 8| 2[12| 9]15(13|18|20|32|38| 1[36| 7|37|24|28|62(22|72|35|26
—9+20:{ 0| 0| 2{11| 1| 3| 6| 8[16(19] 3|20|37|15|42|37| 5[42|53|59|39|56|61(16
—9 —10¢/ 0| 06| 7| 5[10| 5]16| 8|21| 1| 7|20| 9(11|42|42|35|41|71|56{17|16|19
—7+12:( 2| 1| 4] 0|11 9| 4|12{13| 1{14|11]|22|20|30| 5[{42{19(59|50|81|64|87(87
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Hilfstafel zur Losung der unbestimmten Gleichung

HILFSTAFEL
ZUR LOSUNG DER UNBESTIMMTEN GLEICHUNG

A= fxz + gyy

MIT DEM AUSSCHLUSSVERFAHREN.

Es wird vorausgesetzt, dass als Ausschlusszahl eine Primzahl p gewahlt
wurde, durch die keine der Zahlen A, f, g teilbar ist. Die Tafel beschréankt sich
auBlerdem auf die beiden Félle, in denen der Wert des Ausdrucks ?(mod.p)
entweder ein bestimmter quadratischer Rest (stets 1) oder ein bestimmter
quadratischer Nichtrest modulo p ist. SchliefSlich hat man sich damit begniigt,
die Tafel nur fiir den Fall einzurichten, dass fg ein quadratischer Rest von p
ist, und den entgegengesetzten Fall ganz {ibergangen. Der sechste Abschnitt
der Disquisitiones Arithmeticae gibt ausreichend Anleitung, wie sich das, was
die Tafel nicht unmittelbar enthélt, leicht aus ihr ableiten lésst.

Beispiele. Die zu losende Gleichung sei 21680143 = zx + 78yy

1) Ausschlusszahl = 5 fg =N, ? =3=2.2°
Aus der Tafel 1,4 fiir fg = R und daher 0,2, 3 fiir fg = N, und fiir den obigen
Fall 0,1, 4 oder ausgeschlossen 5n =+ 2

2) Ausschlusszahl = 7 fg =R, ? =2=1,3?
Aus der Tafel 0,1, 2, 5,6 Fiir den vorliegenden Fall 0, 3,6, 1,4 und ausgeschlos-
sen 7n £ 2
3) Ausschlusszahl = 11 fg =R, ? =1
Man erhélt also 0,1, 3,5,6,8,10; ausgeschlossen 11n £ 2,4
4) Ausschlusszahl = 17 fg =N, ? =9=1.3!
0.1.3.4.6
0.3.8.5.1
0,2,3,4,6,7

Ausschlusszahl  +1,5,8
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Hilfstafel zur Losung der unbestimmten Gleichung

Wert von
P 7 (mod.p) | Zahlen, denen & modulo p kongruent sein muss, wenn sie positiv
oder negativ genommen werden.
3 1 0,1
2 1
5 1 0,1
2 1
7 1 0,1,2
6 2,3
11 1 0,1,3,5
10 1,3,4
13 1 0,1,2,6
2 1,4,5
17 1 0,1,3,4,6
3 1,2,4,6
19 1 0,1,2,3,4,7
18 1,3,6,7,8
23 1 0,1,4,8,9,10,11
22 1,2,3,4,6,8
29 1 0,1,5,6,8,9,11,13
2 1,3,5,6,8,13,14
31 1 0,1,2,4,5,7,10,11,13

30 4,5,6,8,11,12,13,14
37 1 0,1,2,7,8,10,11, 14, 16, 18
2 1,3,6,7,8,14, 15,17, 18
41 1 0,1.3,9,12,13,14,16,17,18,19

3 1,2,6,7,8,9,11,12,13,17
1 0,1,2,3,7,8,9,11,13,17, 18,20
42 1,2,5,6,7,8,9,16,17,19, 21

43

47 1 0,1,4,6,9,10,11,16, 18, 19, 20, 22, 23
46 2,3,5,9,13, 15,16, 18, 19, 21, 22, 23
53 1 0,1,4,5,8,10,12,13, 14, 16, 19, 20, 21, 22
1,3,7,8,11,12, 15,16, 18, 21, 24, 25, 26
59 1 0,1,3,5,10,11,13,14, 15,17, 19, 22, 23, 24, 25,29
58 1,3,6
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Hilfstafel zur Losung der unbestimmten Gleichung
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Hilfstafel zur Losung der Gleichung

NACHLASS. HILFSTAFEL ZUR LOSUNG DER GLEICHUNG

A= fzx + gyy.
Ausschluss-
zahl Alf
p 7la fgRp
Zugelassen Ausgeschlossen

19| 1/ 110 2.3.4.7. .15.16.17 1.18 [5.6.89.10.11.13.14
2110(1.2.4.6.9. 10.13.15.17.18 0.3.5.7.8.11.12.14.16
3(113|4.5.6.7.9.10.12.13.14.15 0.1.2.3.8.11.16.17.18
41 5/0.4.5.6.8.11.13.14.15 2.17 |11.3.7.9.10.12.16.18
5/ 4(0.1.2.6.8.11.13.17.18 9.10 (34.5.7.12.14.15.16
6/16/0.1.3.4.9.10.15.16.18 5.14 |126.7.8.11.12.13.17
7/11{0.1.3.5.6.13.14.16.18 8.11 (2.4.7.9.10.12.13.15
8(12(1.2.4.7.8.11.12.15.17.18 0.3.5.69.10.13 14.16
9(117|10.2.6.7.9.10.12.13 .17 3.16 (1.4.5.8.11.14.15.18
10] 2/1.2.3.5.9.10.14.16.17.18 0.4.6.7.8.11.12.13.15
11 710.25.8.9.10.11.14 .17 7.12 |11.3.46.13.15.16.18
12 8/1-5.7.8.9.10.11.12.14.18 0.2.3.4.6.13.15.16.17
13| 3/2.3.4.5.8.11.14.15.16.17 0.1.6.7.9.10.12.13.18
1415|3.4.6.8.9.10.11.13.15.16 0.1.25.7.12.14.17.18
15(14(12.3.5.6.7.12.13.14.16.17 0.1.4.8.9.10.11.15.18
16/ 6/0.3.7.8.9.10.11.12.16 4.15 (1.2.5.6.13.14.17.18
171 9/0.1.4.5.6.13.14.15.18 |6.13 |2.3.8.9.10.11.16.17
18(18/1.3.6.7.8.11.12.13.16.18 0.2.4.5.9.10.14.15.17

23] 1] 1/0.4.8.9.10.11.12.13.14.15.19(1.22 (2.3.5.6.7.16.17.18.20.21
2112(10.1.3.4.6 9.14.17.19.20.22(5.18 (2.7.8.10.11.12.13.15.16.21
3| 8/0.1.5.6.8.10.13.15.17.18.22|7.16 |2.3.4.9.11.12.14.19.20.21
41 6/0.1.3.5.7.8.15.16.18.20.22|12.21 |4.6.9.10.11.12.13.14.17.19
5(1411.2.4.5.7.9.14.16.18.19.21.22 0.3.6.8.10.11.12.13.15.17.20
6| 4)/0.2.4.5.6.7.16.17.18.19.21|11.12|1.3.8.9.10.13.14.15.20.22
7110(1.2.7.8.9.11 12.14.15.16.21.22 0.34.5.6.10.13.17.18.19.20
8 3/0.2.5.6.8.11.12.15 17.18.21|10.13 |1.3.4.7.9.14.16.19.20.22
9/18|0.1.4 7.10.11.12.13.16.19.22|13.20 |2.5.6.8.9.14.15.17.18.21
10 7/1.2.3.5.10.11.12.13.18.20.21.22 0.4.6.7.8.9.14.15.16.17.19
11]21(3.4.5.7.8.10 13.15.16.18.19.20 0.1.2.6.9.11.12.14.17.21.22
12| 2|0.2.3.7.10.11.12.13.16.20.21(9.14 |1.4.5.6.8.15.17.18.19.22
13/16(/0.1.2.3.8.9.14.15.20.21.22({6 .17 [4.5.7.10.11.12.13.16.18.19
14| 5|1.5.6.9.10 11.12.13 14.17.18.22 0.2.3.4.7.8.15.16.19.20.21
15(2013.5.6.7.9.11.12.14.16.17.18.20 0.1.2.4.8.10.13 15.19.21.22
16(13|0.2.6.7.9.10.13.14.16.17 21|4.19 |1.3.5.8.11.12.15.18.20.22
17(1911.2.3.4.6.10.13.17.19.20.21.22 0.5.7.8.9.11.12.14.15.16.18
18| 9/0.3.4.5.9.11.12.14.18.19.20(8 .15 |1.2.6.7.10.13.16.17.21.22
19(17|1.4.6.7.8.11.12.15.16.17.19.22 0.2.3.5.9.10.13.14.18.20.21
20(15(2.4.5.8.9.10.13.14.15.18 19.21 0.1.3.6.7.11.12.16.17.20.22
2111113.6.7.8.9.10.13.14.15.16.17.20 0.1.2.4.5.11.12.18.19.21.22
2212212.3.4.6 8.11.12.15.17.19.20.21 0.1.5.7.9.10.13.14.16.18.22

P ? % Ausgeschlossen Zugelassen

fgNp
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Achter Abschnitt.

ACHTER ABSCHNITT.

AUSFUHRLICHERE BETRACHTUNG EINIGER UNTERSUCHUNGEN
ZUR KREISTEILUNG.

367.

Was wir im spéteren Teil des siebten Abschnitts von Artikel 355 an darge-
legt haben, gibt gewiss gewichtige Beispiele fiir die grofle Fruchtbarkeit der
Theorie der Kreisteilung und fiir den erstaunlichen Zusammenhang, der dieses
Gebiet mit verschiedenen arithmetischen Untersuchungen verbindet. Wegen
der allzu engen Grenzen von Raum und Zeit konnten wir dieses Feld dort je-
doch nur leicht beriihren; je weiter wir darin vordringen, desto reicher ist die
Ernte, mit der es unsere Bemiihungen belohnt. Deshalb wollen wir hier die
eine oder andere der dort begonnenen Fragen erneut aufnehmen und ausfiihr-
licher behandeln: Die Leser werden gewiss mit grolem Staunen sehen, dass
die Losung mehrerer arithmetischer Probleme, die jeder fiir himmelweit von
diesem Gebiet entfernt gehalten hétte, auf dieser Grundlage beruht.

368.

Ein besonders fruchtbares Thema bietet die in Artikel 356 begonnene
Untersuchung. Dort teilten wir die Gesamtheit der Wurzeln der Gleichung
2™ —1 = 0 (ohne eins) in zwei Klassen und zeigten, wie die Summe in jeder

Klasse zu bestimmen ist. Dabei ergaben sich = —% + %\/n und —% — %\/n fiir
den Fall, dass n die Form 4n + 1 hat, oder = —% + %\/— n und —% — % -n

flir den Fall, dass n die Form 4n + 3 hat. Wir hatten uns dort aber nicht nur
auf den Fall beschrankt, dass n eine Primzahl ist, sondern auch, was noch
viel schwerer wog, das Vorzeichen des Wurzelausdrucks unbestimmt gelassen
oder vielmehr versdumt, diese mit wenigen Worten angedeutete Bestimmung
durch einen festen Beweis zu stiitzen. Diese Méngel miissen wir daher vor
allem anderen beheben.

.369.

Nun sei n eine beliebige positive ganze Zahl und R eine Wurzel der Glei-
chung ™ — 1. = 0, deren Potenzen vor der Potenz mit Exponenten n sémtlich
von eins verschieden sind (siehe Artikel 359, II.). Wie in Abschnitt VII be-
zeichnen wir mit [\] die Potenz R*, sodass [0] = 1, [1], [2], [3]....[n — 1]
alle Wurzeln der Gleichung z™ — 1 = 0 darstellen. Ferner bezeichnen wir die
Summe

O] + 1]+ [4] +[9] +....+ [(n—1)?] mit Z[Q]

und allgemeiner

(0] + [\ + [\ + [9A] . ... + [A(n — 1)?]  mit D[]
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Achter Abschnitt.

Dabei bezeichnet £ ohne néhere Festlegung die Quadrate der Zahlen
0,1,2,3....n — 1. Wie allgemein [\] = [p] gilt, wenn A, u beliebige (po-
sitive oder negative) ganze Zahlen sind, die modulo n kongruent sind, so gilt
offenbar auch X[QA] = X[Qu], wenn A = pu. Nach diesen Vorbereitungen
erhalten wir Folgendes.

370.

AUFGABE. Das Produkt der beiden Summen 3[Q] und X[—Q)] bestimmen.
Lésung. Wegen nn = 0, (n+1)2 =1, (n +2)? = 4 usw. (mod.n) ergibt sich
leicht, dass X[Q] wird

= [1] + [4] + [9] + [16] ..... + [nn]
= [4] +[9] + [16] + [25] .. ... +[(n+ 1))

= [9] + [16] + [25] + [36] ...... +[(n +2)?]
usw. oder allgemein
= [kk] + [+ D2+ [(k+2* +[(k+3)Y.... +[(n+ k- 1)
Daraus folgt fiir [—kk] x 2[Q)
=[0]+ 2k + 1]+ [4k + 4] + [6k+9]..... +[(n = 1)? + 2(n — 1)K]

Damit entwickelt sich X[—Q] x X[Q] zu

— Ol +[1]+[4+9]..... + [(n — 1)

+[0] + [3] + [8] + [15] ..... + [nn — 1]

+[0] + [5] + [12] + [21] ... .. + [nn + 2n — 3]

+ [0] + [7] + [16] + [27] ... .. + [nn + 4n — 5]

+ usw

+ 0]+ [2n— 1] + [4n] + [6n+ 3] .. ... + [3nn — 6n + 3]

Addiert man diese Teile spaltenweise, so erhélt man

n[0] + [1] x 11__[[2;] + 4] 11—_[‘[147;] +19] 11—_[([35]

In diesem Ausdruck verschwinden alle Teile aufler dem ersten, wenn n ungera-
de ist; denn dann werden 1—[2n], 1 —[4n], 1 —[6n] usw. sdmtlich = 0, dagegen
keiner der Nenner 1 — [2], 1 — [4], 1 — [6], 1 — [8] usw. bis 1 — [2n — 2]. Ist n
hingegen gerade, so ist auch einer der Nenner = 0, ndmlich 1 — [n], dem der
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Achter Abschnitt.

Term [+nn] x

117_[%] entspricht; die Summe der Teile, aus denen dieser entstan-
den ist, wird jedoch = n[%nn] Hier sind erneut zwei Falle zu unterscheiden.
Ist n durch vier teilbar, so gilt nn = 0 (mod.n) und daher [gnn] = 1; ist n
dagegen das Doppelte einer ungeraden Zahl, so gilt %nn = %n (mod.n) und
daher notwendig [fnn] = —1. Schlieflich folgt daraus

1) fir einen ungeraden Wert von n ist das gesuchte Produkt = n

2) fiir einen durch vier teilbaren Wert ist das Produkt = 2n

3) fiir einen Wert, der das Doppelte einer ungeraden Zahl ist, ist es = 0.

Q. E. L.
371.

Es lohnt sich nun, die Beschaffenheit der Summe X[Q] ndher zu betrachten.

I. Da man die Quadrate 0, 1, 4, 9, 16 usw. durch ihre kleinsten Reste
modulo n ersetzen darf, gilt offenbar: Bezeichnet M ohne nahere Festlegung
die quadratischen Reste der Zahl n von 0 bis n — 1 und m die Anzahl der
Wurzeln der Kongruenz zx = M (mod.m), so ist X[Q] = Im[M]. Wie die
Zahl m zu bestimmen ist, haben wir in den Artikeln 104, 105 gezeigt.

II. Ist n eine (ungerade) Primzahl, so gilt fir M = 0 die Gleichung m = 1,
flir jeden anderen Wert von M hingegen m = 2. Ist n eine Potenz einer
ungeraden Primzahl = p¥, so gilt m = 2 fir jeden Wert von M, der nicht
durch p teilbar ist —

372.

Ist n eine (ungerade) Primzahl, so bestehen die Reste m aus null, wofir
M =1 gilt, und %(n — 1) anderen Zahlen, fiir die M = 2 gilt. Bezeichnen wir
diese Reste (ohne den Rest 0) ohne nihere Festlegung mit p, so ist unsere
Folge = 1 + 2X%r#. Bezeichnet ferner v ohne ndhere Festlegung alle {ibrigen
Zahlen unter n, deren Anzahl ebenfalls %(n— 1) ist und die alle quadratischen
Nichtreste von n unter n umfassen, so gilt offenbar

v 3 n—1 L—r"
L+3rt+ 5 =14+r4+rr+r°.. . +r :ﬁ:()
Setzen wir also die Summe unserer Folge, das heifit 1 4+ 2¥r* = A, so gilt
14 2¥7rY = —A und auflerdem Xr# — 3r¥ = A.

Nach Artikel 356 gilt daher A = +./n oder +./—n, je nachdem, ob n
die Kongruenz = 1 oder = 3 (mod.4) erfiillt. Das Vorzeichen der Wurzel ist
dadurch aber noch nicht bestimmt.

Ersetzt man in unserer Folge, die wir mit II bezeichnen wollen, r durch
eine andere gleichartige Wurzel der Gleichung 2" — 1 = 0, etwa ' = r*, so
sei II" das Ergebnis.
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Achter Abschnitt.

373.

Ist n das Quadrat oder eine hohere Potenz einer Primzahl, etwa = p™,
so bestehen einige Reste m aus nicht durch p teilbaren Zahlen; andere sind
durch pp, aber nicht durch eine hohere Potenz von p teilbar; wieder andere
lassen sich durch p*, aber nicht. durch p® teilen, und so weiter bis zu denen, die
durch p™2, aber nicht durch p™ ! oder durch p™ !, aber nicht durch p™ teilbar
sind, je nachdem, ob 7 gerade oder ungerade ist. Schliellich kommt der Rest
0 hinzu, der einzige durch p™ teilbare Rest (vgl. Artikel 102). Bezeichnen wir
nun ohne néhere Festlegung mit 1 die quadratischen Reste der Zahl p unter
p ohne null (deren Anzahl = £(p — 1) ist), so lassen sich diese verschiedenen
Restklassen wie folgt darstellen. Die ersten, die nicht durch p teilbar sind,
werden durch p + kp dargestellt; dabei sind fiir k£ alle ganzen Zahlen von 0
bis p™! — 1 einzusetzen, sodass die Anzahl aller in dieser Form enthaltenen
Reste = %(p — 1)p™ ! ist; fiir jeden von ihnen gilt M = 2. Die Summe aller
diesen Resten entsprechenden Terme in II ist

— oNpHtRe — oyl kP

T

rP —1

=2%rH .
" rP —1

=0

Die zweite Klasse der Reste wird durch ppp + kp® dargestellt; dabei sind fiir
k alle ganzen Zahlen von 0 bis p™ 3 — 1 einzusetzen, sodass die Anzahl aller
in dieser Form enthaltenen Reste = %(p —1)p™3 ist; fiir jeden von ihnen gilt

jedoch M = 2p. Die Summe der daraus entstehenden Terme in I wird

= Zer”pp"’kpS = 2pXrHPP Shp?

e

P
r —0

. =
rP” —1

= 2pXrHPP

vorausgesetzt, dass m > 3. Ebenso wird die dritte, vierte usw. Klasse durch
up* + kp®, up® + kp” usw. dargestellt, wobei fiir k alle ganzen Zahlen von 0
bis p™% — 1, p"~7 — 1 usw. zu nehmen sind; fiir diese gilt M = 2pp, M = 2p3
usw. Die Summe der aus der dritten, vierten usw. Klasse entstehenden Terme
in I verschwindet, sofern jeweils m > 5, m > 7 usw.. gilt.

Daraus folgt fiir den Fall, dass 7 gerade ist: In II bleiben nur die dem Rest
0 entsprechenden Terme iibrig, die = 1 sind; fiir diese gilt aber M = p%”,
sodass die Summe aller Terme in II = p%” wird.
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Gauss an Dirichlet.

GAUSS AN DIRICHLET.

An Herrn
Herrn LEJEUNE DIRICHLET in Paris.

Schon friither hétte ich Thnen meinen Dank fiir die mir so freundlich iibersandte
Abhandlung und die grofle Freude, die Sie mir damit bereitet haben, ausgespro-
chen, wenn ich nicht zunachst etwas iiber den Erfolg dessen hétte erfahren wollen,
was ich in Berlin im Hinblick auf Ihre Wiinsche und, wie ich hinzufiigen kann,
meine eigenen zu tun versucht habe. Ich freue mich auflerordentlich, jetzt aus
einem Brief des Sekretérs der Akademie in Berlin zu erfahren, dass wir hoffen
kénnen, man werde Thnen bald im Vaterland eine angemessene feste Stelle ver-
schaffen wollen.

Je seltener diese Neigung ist, desto mehr freut es mich, dass Sie sich dem
Teil der Mathematik so stark verbunden fiihlen, der seit jeher mein Lieblings-
studium ist. Ich wiinsche Thnen von Herzen duflere Verhéltnisse, unter denen Sie
moglichst weitgehend Herr Threr Zeit und der Wahl Threr Arbeiten bleiben. Mich
selbst hinderten gleich nach dem Erscheinen meiner Disquisitiones andersartige
Beschiéftigungen und spéater meine dufleren Verhéltnisse sehr daran, meiner Nei-
gung in dem gewiinschten Maf} zu folgen. Statt eines zweiten Teils dieses Werks,
den ich frither beabsichtigte, werde ich mich aller Wahrscheinlichkeit nach dar-
auf beschranken miissen, von Zeit zu Zeit eine Abhandlung iiber einen einzelnen
Gegenstand vorzulegen. Die drei bisher erschienenen Abhandlungen dieser Art
im 16. Band der hiesigen Commentationen und im ersten und vierten Band
der Commentationes recentiores enthalten jedoch (abgesehen von einem Teil der
zweiten) keine der Fragen, die ich schon 1801 fiir die Fortsetzung im Blick hatte,
sondern neue. Auch meine spéteren Arbeiten dieser Art betreffen daher einen
neuen Gegenstand, ndmlich die Theorie der biquadratischen Reste, die ich in
etwa drei Abhandlungen darzustellen denke. Die erste davon wird bald fiir den
sechsten Band der Comment. rec. gedruckt werden; die Hauptmaterialien fiir das
Ubrige sowie fiir die dhnliche Theorie der kubischen Reste sind im Wesentlichen
als erledigt anzusehen, obwohl davon noch wenig ordentlich zu Papier gebracht
ist.

Empfehlen Sie mich bitte Herrn von HUMBOLDT, falls er noch in Paris ist,
und entschuldigen Sie, dass ich ihm jetzt nicht selbst schreibe, mit meiner Sorge,
mein Brief kénnte ihn nicht erreichen, da er, wie ich hore, Paris verlassen wollte.

Mit aufrichtiger Hochschétzung

Thr ergebenster
Gottingen, den 13. September 1826. C. F. GAuss.
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Fiir Thren freundlichen Brief und die freundliche Ubersendung Ihrer bei-
den Abhandlungen danke ich Thnen, mein sehr geschétzter Freund, aufs Ver-
bindlichste. Mit Freude sehe ich das wachsende Interesse, das man jetzt den
Untersuchungen der hoheren Arithmetik entgegenzubringen beginnt. Die ge-
lungene Art, wie Sie das Zweite liber die biquadratische Residualitdt der Zahl
2 aus dem Ersten ableiten, hat mir sehr gefallen.

Vermutlich hat der 6. Band unserer Commentationen jetzt Breslau erreicht,
sodass Ihnen meine Commentatio prima tiber die biquadratischen Reste inzwi-
schen wohl bekannt ist. Bei einer passenden Gelegenheit wiirde ich Thnen auch
gern einen Sonderabdruck iibersenden. Fiir das darin vorkommende Theorem
hatte ich zwischen mehreren Beweisarten wéhlen kénnen; Thnen wird aber
nicht entgehen, warum ich hier den dort ausgefithrten Beweis vorgezogen ha-
be: vor allem deshalb, weil die Einordnung von 2 bei den Moduln, fiir die
es quadratischer Nichtrest ist (unter B oder D), als wesentlicher Bestandteil
des Theorems gelten muss, auf den die meisten anderen Beweisarten nicht
anwendbar scheinen.

Die ganze Untersuchung, deren Stoff ich schon seit 23 Jahren vollstédndig
besitze, die Beweise der Haupttheoreme (zu denen das Theorem in der ersten
Abhandlung noch nicht zu rechnen ist) aber seit etwa 14 Jahren — (wobei ich
wiinsche und hoffe, an Letzteren, den Beweisen, noch einiges vereinfachen zu
konnen) —, habe ich auf ungefihr 3 Abhandlungen angelegt. Mit der Abfas-
sung der zweiten habe ich bereits begonnen und hoffe, sie bald zu vollenden,
sofern die mir neuerdings wieder iibertragenen Vermessungsarbeiten dabei
nicht noch eine Verzogerung verursachen.

Das Schlusstheorem b = %rr (mod.p) hatte ich schon vor drei Jahren eben-
falls in den hiesigen gel. Anzeigen bekannt gemacht und auf den merkwiirdi-
gen Knoten hingewiesen, der dabei noch zu 16sen war; bisher habe ich aber
nicht gehort, dass jemand einen Versuch dazu unternommen hétte. Vor eini-
gen Tagen ist mir nun die Losung fiir die eine Hailfte tatsichlich gelungen.
Dieser Fund hat mir umso mehr Freude gemacht, als er sich iiberhaupt nicht
auf Induktion stiitzt — denn ich gestehe, dass ich gerade diesen Zusammen-
hang nicht erwartet hidtte —, sondern a priori auf die Verbindung anderer
sehr verschlungener und interessanter, schon 28 Jahre alter, aber noch vollig
unverdffentlichter Untersuchungen, die in der Schlussanmerkung der Disquis.
Arithm. S. 668 [GAUss Werke Bd. I. S. 466] leicht angedeutet sind.

Es handelt sich dabei um ein ausreichendes Kriterium fiir den Fall, dass p

die Form 8n + 5 hat.

Die Anzahl der Klassen, welche die bindren Formen in jeder der beiden
Gattungen fiir die Determinante —p bilden, sei = k. Der Anfang einer von
mir bis zur Determinante —3000 aufgestellten Tafel steht in Disquis. Arithm.
S. 520. [Art. 303.] Aulerdem ist zu beachten, dass fiir ein p der angenommenen
Form stets k = 2m 41 gilt, wenn m die Anzahl der Zerlegungen von p in drei
positive Quadrate bezeichnet (ich sage positive, um 0 auszuschliefien). Dies
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hat LEGENDRE durch Induktion gefunden; in den Disquis. Arithm. wurde es
erstmals aus der Theorie der terndren Formen bewiesen. Es gilt zum Beispiel

fir p= 5, 13, 29, 37, 53, 61, 101, 109, 149, 157 usw.
k=11, 3, 1, 3, 3, 7, 3, 7, 3
m=0,0 1, 0, 1, 1, 3, 1, 3, 1
_ o
4 19 14216 9 1 43 4
9 16 16 361636 36 4 6464 9
16 36 36 64 81 49 64 144 81 49 144

Unter dieser Voraussetzung ist der Wert von b, der = %7“7“ (mod.p) ist, stets

=2k+a—1=4m+a+1 (mod.8)

Dadurch ist das Vorzeichen von b vollstindig bestimmt. Hier sehen Sie 22
Beispiele; damit verdopple ich den Umfang der am Ende der Abhandlung
gegebenen Tafel.

p |k a b p| k a b
5|1 +1| 42181 | 5] 49| 410
31| -3| =2 197 5| 41| —14
29 13| 45| 42 229| 5| —-15| +2
371 1] 41| —61 269 |11 | +13 | +10
53 3| =7 | =2 277 3| 49| +14
61| 3| +5| —61{293| 9| +17| +2
101 | 7 +1| =10 | 317 | 5| =11 | +14
109 | 3| =3 | 4+10 | 349 | 7| 45| +18
149 | 7| =7 | =10 || 373 | 5| —7 | +18
157 3| —-11| —6 | 389 | 11 | +17 | —10
173 | 7| +13| +2 397 | 3| -19| —6

Die Vorschrift lasst sich also auch so ausdriicken; (stets unter der Voraus-
setzung p = 5 (mod.8))

Esist b=a+ 1 (mod.8), wenn m gerade

b=a+5 wenn m ungerade.

Ich wage noch keine Vermutung dariiber, ob ein noch einfacheres Kriterium
moglich ist, mit dem sich der Fall des geraden m von dem ungeraden Fall im
Voraus unterscheiden liele, also ohne den Wert von m selbst zu kennen, da
diese Verbindung, wie ich schon oben bemerkt habe, noch ganz neu ist.
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Fiir den Fall p =1 (mod.8) bleibt zwar die obige Kongruenz b = 2k + a —
1 (mod.8) richtig, sie entscheidet aber nicht mehr tiber das Vorzeichen von
b, da sowohl der positive als auch der negative Wert von b ihr geniigt. Hier
ist ndmlich k& immer gerade, = 2m (wenn m dieselbe Bedeutung wie oben
hat) oder = 2m + 2, wenn m die Anzahl der Zerlegungen von p in 3 positive
ungleiche Quadrate bezeichnet, und b = 0 (mod.4) oder b = —b (mod.8).
Ich vermute, dass der Fall p = 1 (mod.8) oder b = 0 (mod.4) einer tieferen
Untersuchung bedarf und vielleicht wiederum

b=4 (mod.8) leichter als b =0 (mod.8)
b =8 (mod.16) leichter als b =0 (mod.16)

usw.
Mit ausgezeichneter Hochachtung beharre ich
Thr freundschaftlich ergebenster
Gottingen, den 30. Mai 1828. C. F. GAuss.
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BEMERKUNGEN.

In diesen zweiten Band von GAUSS’ Werken habe ich alle Abhandlungen,
Aufsitze und Tafeln aus dem Gebiet der héheren Arithmetik aufgenommen,
soweit sie nicht schon in den sieben Abschnitten der Disqu. Arithm. enthalten
sind: die finf in den ‘Commentationes societatis regiae scientiarum Gottin-
gensis’ (in Quart) veroffentlichten Abhandlungen, die in den ‘Géttingischen
Gelehrten Anzeigen’ (in Oktav) erschienenen Besprechungen sowohl dieser
eigenen als auch einiger fremder Schriften (von GAUSS nicht unterzeichnet,
aber durch die Akten der Gottinger Universitédtsbibliothek als seine Arbeiten
bestétigt), sowie eine Auswahl aus dem handschriftlichen Nachlass.

Beim zweiten Abdruck habe ich noch die Tafeln ‘Circuli quadratura nova’,
‘Zur Berechnung der Logarithmen’, ‘Quadratorum myrias prima’, ‘Indizes
der Primzahlen im hoheren Zahlenbereich’, ‘Hilfstafel zur Losung der unbe-
stimmten Gleichung A = fzz 4+ gyy mit dem Ausschlussverfahren’, ferner
‘Sectio octava’, soweit sie niedergeschrieben ist, und schlieflich zwei Briefe
von GAUSS an DIRICHLET als wesentliche Stiicke der Geschichte der hoheren
Arithmetik hinzugefiigt.

Damit die Gegenstande in einem so umfangreichen Band leichter zu iiber-
blicken sind, werden die Lehrsétze einheitlich durch den Druck hervorgehoben.
Um den Gebrauch sowohl der &lteren Ausgaben als auch der vorliegenden zu
erleichtern, sind bei Verweisen auf die Disq. Arithm. die Seitenzahlen durch
die Artikelnummern ersetzt, bei Angaben von Abhandlungen die Veroffentli-
chungsorte durch die eigenen Titel. Die Anmerkung, die urspriinglich Artikel
2 der Abhandlung ¢ Theorematis arithmetici demonstratio nova’ beigegeben
war und eine Berichtigung von Artikel 139 der Disqu. Arithm. enthielt, ist
dort an der betreffenden Stelle eingefiigt. Die Anmerkung auf Seite 91 ist
einer handschriftlichen Notiz entnommen. Im Ubrigen unterscheidet sich die
vorliegende Ausgabe von den fritheren nur durch die Berichtigung einiger
Druckfehler. Die von mir hinzugefiigten Einschaltungen sind durch eckige
Klammern [] gekennzeichnet.

Die Tafel des quadratischen Charakters der Primzahlen ist nach dem Mus-
ter der Tabula IT der Disqu. Arithm. gedruckt, die in Artikel 99 beschrieben
und (in Artikel 331) vorzugsweise zur Zerlegung von Zahlen verwendet wird.
Die Schriftziige der Handschrift mit dem Titel ‘Quadratorum numeris pri-
mis divisorum residua lateralia’ dhneln am meisten denen des zweiten Teils
der Tafel zur Umwandlung gemeiner Briiche in Dezimalbriiche. Anstelle der
waagerechten Striche, die einen quadratischen Rest anzeigen, enthélt sie klei-
ne Kreise; diejenigen in benachbarten waagerechten oder senkrechten Reihen
sind jeweils durch Linien verbunden. Bei der Korrektur fielen mir mehrere
Fehler auf. Bei einer einmaligen Vergleichung mit JACOBI's Canon Arithme-
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ticus fand ich dann 190 Abweichungen in den angegebenen Charakteren und
durch direkte Bestimmung Ubereinstimmung mit jenen gedruckten Tafeln.
Entsprechend ist die Ausgabe hier berichtigt.

Der erste Teil der Tafel zur Umwandlung gemeiner Briiche in Dezimalbrii-
che ist hier dhnlich wie Tabula III der Disqu. Arithm. eingerichtet. Er enthélt
fir die Primzahlen und ihre Potenzen p™ zwischen 3 und 463 die Mantissen
(1), (2)..(0) der Dezimalbriiche von % 1;)).71:1” . 1179. Dabei bedeutet r die
Einheit, sodass (1) = (2) = .. (0) gilt, wenn 10 eine Primitivwurzel von p”™
ist; andernfalls bezeichnet r die kleinste derjenigen Primitivwurzeln von p™,
fiir die als Basis der Index von 10 seinen kleinsten Wert annimmt. Die von
1 verschiedenen Werte von r habe ich zur Erleichterung des Gebrauchs auf
Seite 420 der Tafel beigefiigt. Die Handschrift, die auch noch nicht die Un-
terscheidungsziffern der verschiedenen Perioden enthélt, &hnelt duferlich am
meisten der Analysis residuorum und scheint zeitlich vor dem hier als zweiten
Teil der ganzen Tafel angeordneten Stiick zu liegen. Dieser zweite Teil enthélt
fur die Primzahlen und ihre Potenz p™ zwischen 467 und 997 die Mantissen
der Dezimalbriiche von 1%, Die Handschrift gibt die Teiler in absteigender
Reihenfolge an und schlieft mit den Worten: Explicitus October 11. 1795. Im
Druck habe ich beim Teiler 191 in Periode (1) die 71. Ziffer hinzugefiigt und
beim Teiler 829 eine Zahl zwischen der 151. und 152. Ziffer weggelassen.

Der erste Teil der Tafel der Hiufigkeit der Primzahlen, die GAUSS selbst in
einem Brief (Seite 444) erldutert, gibt die Anzahl der Primzahlen in jeder der
ersten 1000 Tausendergruppen an und liegt in einer Handschrift von GAUSS
vor. Im Nachlass fehlen jedoch die im Brief angedeuteten Abzéhlungen der
Hundertergruppen der ersten Million, die eine bestimmte Anzahl von Prim-
zahlen enthalten. Der andere Teil der Tafel, fiir die zweite und dritte Million,
stammt aus einer Handschrift von GOLDSCHMIDT allein. Herr MEISSEL hat
durch Abzéhlung und durch seine Formel die folgenden Berichtigungen zu
Seite 436 und 437 gefunden:

Tausender- Wahrer Tausender- Wahrer
gruppe Gauss  Wert gruppe Gauss  Wert
20 102 104 546 68 69
159 87 7 601 75 76
199 96 86 625 68 78
206 85 83 668 73 74
245 78 88 675 69 73
289 85 7 784 74 75
290 84 85 800 81 71
334 80 81 879 68 78
352 80 81 985 74 70
501 78 79
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Die im Brief von GAUSS an ENCKE erwahnte Formel ENCKE’s scheint die

folgende
n 2logn

J 10

zu sein, die ENCKE in einem Brief an GAUSS vom 4. Dezember 1849 mitteilt.

Die Tafel der Anzahl der Klassen bindrer quadratischer Formen gibt die
Anzahl der Geschlechter und Klassen sowie den Index der Irregularitét fir die
negativen Determinanten in den Hundertergruppen 1 bis 30, 43, 51, 61, 62,
63, 91 bis 100, 117 bis 120 an; ferner in einer gesonderten Zusammenstellung
flir die der 1., 3. und 10. Tausendergruppe, fir die ersten 800 der Formen
—(15n + 7) und —(15n + 13) sowie fiir einige sehr grofile Determinanten; au-
Berdem fiir die positiven Determinanten der 1., 2., 3., 9. und 10. Hunderter-
gruppe und fiir einige weitere. Die Handschrift besteht aus einzelnen Zetteln
mit unterschiedlich eingerichteten Tafeln. So steht bei den &lteren das Wort
Ordo anstelle von Genus, bei den einzelnen Hundertergruppen mit Ausnahme
der 9. und 10. positiver Determinanten, aber auch bei einzelnen vorldufigen
Zusammenstellungen in Tausendergruppen. Zur besseren Ubersicht ist hier
durchweg die Bezeichnung der Disqu. Arithm. gewéahlt. Aus Platzmangel ste-
hen die groBten und kleinsten Quotienten der Klassenanzahl geteilt durch die
Determinante sowie die Anzahl der Determinanten, deren Quotient innerhalb
bestimmter Grenzen liegt, nicht unter den einzelnen Hundertergruppen, son-
dern zusammen am Ende der Tafel fiir die negativen Determinanten. Einige
erhaltene Aufzeichnungen scheinen darauf hinzudeuten, dass GAUSS zunéchst
die Klassen fir diejenigen Determinanten berechnet hat, die derselben Hun-
dertergruppe und demselben Rest beim Teiler 15 angehoren. Die Determinan-
ten dieser Abteilungen wurden dann nach der Anzahl der Geschlechter und
Klassen geordnet, zuletzt alle derselben Hundertergruppe angehoérigen auf
die hier wiedergegebene Weise. In die Tafeln der einzelnen Hundertergruppen
sind manche spéatere Berichtigungen eingefiigt, nicht aber in die Zusammen-
stellungen in Tausendergruppen. Datierungen enthalten nur die beiden Tafeln
mit den Determinanten der Formen —(15n + 7) und —(15n + 13), und zwar
entsprechend ‘Expl. In. Febr. 1801’ und ‘Expl. 27 Febr. 1807

In diesen Tafeln habe ich unter anderem die folgenden Fehler bemerkt. Zur
leichteren Kontrolle fiige ich die Periodenzahlen der Fundamentalklassen hin-
zu, etwa 4. 4. 2 bei der Determinante —11713 sowie die Zahlen, die durch
Formen der jeweiligen Fundamentalklassen dargestellt werden, etwa 31. 37. 2.
Wie in meiner Abhandlung in Band 14 der Abhandlungen der Kéniglichen
Gesellschaft der Wissenschaften zu Gottingen sind dabei als Fundamentalklas-
sen solche Klassen genommen, die zusammen mit den Klassen ihrer Perioden
durch Komposition jede eigentlich primitive Klasse der Determinante einmal
und nur einmal erzeugen.

logn
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Die folgenden Angaben sind bereits weggelassen:

Hundertergruppe 9 G. 1V ...

26
26
91
120

und hinzugefiigt:

Hundertergruppe 9
26

26

91

120

Bei der Tafel fiir Hundertergruppe 3 und der letzten auf Seite 476, die
in der Handschrift zusammen mit einer duflerlich anders als hier gedruckt
eingerichteten Aufzeichnung der Hundertergruppen 1 und 2 vorkommen, sind
die zwolf Abteilungen statt mit I. Ordo unicus. 1; I. O. 2; I. O. 3; 1. O. 4; II.
Ordines duo. 1. 1; II. O. 1. 2; I1. O. 2. 2; II. O. 3. 3; III. Ordines quatuor. 1.
1. 1. 1; III. O. 1. 1. 2. 2; III. O. 2. 2. 2. 2; IV. Ordines octo 1. 1. 1. 1. 1. 1.
1. 1; hier auf die sonst verwendete Weise mit G. I. 1; G. L. 3; G. L. 5; G. L.
7, G IL 1; G IL. 2; G IL 35 G ILL 5; G. IV. 1; G. IV. 2; G. IV. 3; G. VIIL
1; bezeichnet. Die Rechnung ergibt namlich etwa 269. 1. 3 [3 :: 4]; 235. IV.
3[6.2::3.5];401. 1.5 [5::9]; 577. 1. 7 [7 :: 3]; 727. IL. 5 [10 :: 3]. (Genera I

3.,
vV 14
VIII 6

I 111

vV 32

I 2

I 2
G.IV... 3..
v 14
VIII 6

I 117

v 32

I 3

I 3

—827[21 :: 3]

—2587[24 :: 11]

—2564[56 :: 3]

—9059[117 :: 5]
—11956*2*[36 .2 :: 11 . 49]
+37[3 :: 3]

+101[3 : 4]

82862 :: 31. 23]
—2586[28 .2 :: 7. 2]
—2565[12.2.2::7.2.5]
9059117 :: 5|
—11966*2*[32 .4 :: 5. 83]
+37(3 :: 3]

+101[3 :: 4]

statt Genus I auf Seite 469 ist ein Druckfehler).
Wegen Druckfehlern ist wegzulassen:

Hundertergruppe 27.
93
118
und hinzuzufiigen:
Hundertergruppe 27. G. 1V ....
93 v
118 VIII

G. IV ...

v
VIII

16...
16
4
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16... —2624*3*
16 —9216
4 —11713*3*

—2624*2*[16 .4 = 3. 16]
—9216*2*[16 . 4 :: 5. 9]

—11713*2%[4.4.2:: 31.37. 2]
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Nach meiner Berechnung ist auflerdem wegzulassen:

Hundertergruppe 10.
17

20

21

23

24

29

61

96

118

118

119
Tausendergruppe I
I

L T T e T e T T T e T T e T T |

111
X
Formen —(15n + 13)

und hinzuzufiigen:

Hundertergruppe 10.
17

20

21

23

24

29

61

96

118

G.II...

v
v
v
v
v
v
v
VIII
v
VIII
VIII

G.II...

II
II
II
II
II
II
II
v
v
v
v
v
II

v

G.II....
v
v
IV
v
v
v
v

VIII
v

9...
4
12

13
25
16
16

U U O = © O O 00 00 i .

—_
ot

111
4

9
12

13
25
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~972[6.3
—1660[10 .
—1982[24 :
—2096[30 .
—2221[18 :
—2376[12 .

[

[

—2887(25

—541]10 =

7. 13]
2::11.5]
i 3]
2::3.4]

: 10]

2.2:5.8.8]

it 8
—6028[12.2:: 13 . 4]

—9594[20.2.2::31.2.
—11780[16.4.2::3.8.
—11780[16.4.2::3.8.
—11840[24.2.2::5.9.

11]

i 13]
i 3]
2 3]

—629[18 .2 :: 5. 2]

—2578[16 :
—9059[117

—2788%2*[8 .2 ::19.17]

_972%3*[6.3:: 7. 13]
0 3.17]

—1700[24 .
—1937[24 .
—2097[12

—2224[18 .
—2366[24 .
—2885[18 .
—6028[12 .
—9546[26 .

2
2
2
2
2
2
2
2

: 13]
i 5]

7. 2]

3.2
0 3. 5]

10 47 . 2]
5.16]

i 13 . 4]
.2:5.3.37]
—11750[50 . 2 :: 3. 47]

13]
19]
19]
7]
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118 VIII 16 —11780*2*[16.4 3.8.19
119 VIII 16 —11840*2*[16 .4 3.16.5]
Tausendergruppe I.  G. II.... 5... —415[10:: 13]
I II 5 —541[10 :: 11]
1 I 9 —4593*[6.3::5.9]
I I 9 —527[18 :: 3]
I II 9 —T722[18 :: 3]
I I 9 —972°3%[6.3:: 7.13]
I II 10 —194[20 5]
I II 13 —842[26 ]
I IV 2 532042 13 7]
1 IV 4 —784[8.2:5.4]
I v 6 —425[12. 2 3 17]
1 IV 6 —608[12.2:13.27]
R A 9 —629[18.2:5.2]
I 15 —2518[30 :: 19]
X I 117 —9059[117 : 5]
Formen —(15n + 13) IV 4 —2788[8.2::19.17]

Die Tafeln zur Kreisteilung geben fiir 2452 Zahlen der Formen aa+1, aa+4,
aa+9, ....aa+ 81 sdmtliche ungeraden Primteiler p neben dem zugehorigen
a an, und zwar in den Fallen, in denen alle Primteiler unter 200 liegen; nur
dann werden aa + 1 usw. zerlegbar genannt.

Zur leichteren Ubersicht beim Gebrauch hat GAUSS fiir jede Tafel, aus der
sich die vollstandigen Zerlegungen von Zahlen einer der besonderen Formen
bestimmen lassen, eine Hilfstafel aufgestellt. Sie enthélt neben jeder Primzahl
p diejenigen Zahlen a, deren um 1 oder 4. .. vermehrtes Quadrat p als gréfiten
Primteiler hat.

Der Hauptzweck der Tafeln ist die Erleichterung der genauen Berechnung
von Bogen, deren Kotangenten gegebene rationale Zahlen sind. Zunachst las-
sen sich mit ihrer Hilfe die Bogen fiir kleine Kotangenten aus Bogen fiir grofie
Kotangenten zusammensetzen. Dadurch werden die noch nétigen Berechnun-
gen der Reihen, die die Bogen durch ihre Kotangenten ausdriicken, auf ein
sehr geringes Maf} beschrankt. Die darauf gerichteten Entwicklungen im hand-
schriftlichen Nachlass sind wenig umfangreich; die folgende ist am weitesten
fortgefiithrt. Darin bezeichnen

2] [5] [ 3] [17] [29] [37] [41] [53] [61]...[197]
(18) (57) (239) (2)..

die Bogen zu den Kotangenten

12§4§6

o 79
2 2 4

..14 18 57 239 3

[NCREEN
(S ) =)
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Mit Hilfe der Tafeln wurde durch Zerlegung von 18 + 4, 57 + 4, 239 + ¢ in ihre
komplexen Primfaktoren

(18) = 2[2] — 2[5] — [13]

(57) = —[2] + 3[5] — [13]

(239) = 3[2] — 4[13]
gefunden und daraus
[2] = 12(18) + 8(57) — 5(239)
[5] = 7(18) + 5(57) — 3(239)
[13] = 9(18) 4 6(57) — 4(239)

ferner mit Hilfe der Tafeln

(268) = —2[5] + 2[13] — [17]
(38) = —[5] +2[17]

und daraus durch Elimination von [17] und Einsetzen der zuvor erhaltenen
Werte von [5], [13]

(38) + 2(268) = (18) — (57) — (239)

Die Elimination von (18) ergab dann die neue Bestimmung

[2] = 12(38) + 20(57) + 7(239) + 24(268)

[5] = 7(38) 4 12(57) + 4(239) + 14(268)
[13] = 9(38) + 15(57) + 5(239) + 18(268)
[17) = 4(38) + 6(57) + 2(239) + 7(268)

Nach der aufeinanderfolgenden Anwendung der Kotangenten 117, 327, 882,
18543, 307, 278, 378, 829, 993, 2943, 447, 606, 931, 1143, 1772, 6118, 34208,
44179, 85353, 485298, 17772, 9466, 330182, 5257, 114669, 12943 sind schlie3-
lich [2][5]...[61] durch (5257), (9466) ... (485298) ausgedriickt und ihre Koef-
fizienten in den folgenden Spalten zusammengestellt:

5257| 9466 | 12943 | 34208 | 44179 | 85353 | 114669 | 330182 | 485298
2142805 | —398|+1950 | +1850| 42021 | +2097 | 41484 | +1389| +808
5|+1656 | —235|+1151| 41092 | +1193 | +1238| +876| +820| +477
1342100 | —298 | +1460|+1385|+1513|4+1570| +1111| +1040| +605
17| +875|—124| +608| +577| +630| +654| +463| +433| +252
29|4+1359|—-193| +945| +896| +979|+1016| +719| +673| +391
37| +590| —84| +410| +389| +425| +441| +312| +292| 4170
41|4-2410| —342|4+1675| 41589 | +1736 | +1802| +1275| +1193| 4694
53| +994|—141| +691| +655| +716| +743| +526| +492| +286
61|4-2481| —352|+1725| 41637 | +1788 | +1855| +1313| +1229| 4715
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Von der Richtigkeit dieser Gleichungen, die zur Bestimmung von

[2][5] ....[61] dienen konnen, iiberzeugt man sich unmittelbar anhand der
Zerlegungen, die sich aus den obigen Tafeln ergeben:
(5257) = [2] +2[5] —[13] +[17] . . —[41] . —[61]
(9466) = 22] . . . —[29] —3[37] . . —[61]
(12043) = [2] —4[5] +3][13] . . . —[61]
(34208) =  2[2] —[5] —2[13] +[17] +[29] —2[53]
(44179) = 3[2] —3[13] —2[17] —[29] : +[53]
(85353) = —[2] —[5] +[13] —[17] . —[37] +2[41] —[53]
(114669) = —3[2] +17] . +[37] +2[53] +2[61]
(330182) = —4[2] +5[5] +[13] +[29] —[37) —[41] . +[61]
(485298) = —2[2] —[5] +4[13] —2[29] +[37] +[53]

Die bisher von den Rechnern verwendeten Verfahren zur Bestimmung von
7 = (1) stellt GAuss in der folgenden Ubersicht zusammen

MACHIN (1) = 4(5) — (239)

auch CLAUSEN
EULER =(2)+(3)

(EULER an GOLDBACH 1746 Mai 28)
VEGA =5(7) +2(%)

(VEGA Thesaurus logar. p. 633)
VEGA =2(3)+(7)

auch CLAUSEN (Astr. Nachr. Bd. 25. S. 209)
RUTHERFORD = 4(5) — (70) + (99)
(Philos. Trans. 1841. p. 283)

DASE =(2)+ () +(8)

(CRELLE Journal. Bd. 27. S. 198)
Gauss. 1. = 12(18) + 8(57) — 5(239)
GaAuss. 2. = 12(38) + 20(57) + 7(239) + 24(268)

Die ersten Rechnungen fiir die Tafeln stammen aus der Zeit der Ausar-
beitung der Disquiss. Arr.; sie wurden dann besonders in den Jahren 1846
und 47 vorangebracht. Am 21. Juli 1847 waren 2283 Zerlegungen in der hier
wiedergegebenen Ordnung in Tafeln gebracht. Die iibrigen 169 wurden spéter
berechnet, und ich habe sie in diesen Abdruck eingeordnet, der sich in der Ein-
richtung vom Original nur durch die zur Erleichterung des Satzes verwendete
Wiederholung der Faktoren anstelle von Potenzen unterscheidet.

Die Handschriften mit diesen letzten Rechnungen scheinen die Ergebnisse
in der Form zu enthalten, in der sie unmittelbar gefunden wurden. Die Rei-
henfolge der Zahlen a ldsst vermuten, dass nur fiir die kleineren die Teiler
von aa + 1 usw. aufgesucht wurden und die gréfleren Zahlen daraus durch
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besondere Kunstgriffe hervorgingen. Aufgezeichnet ist aber nur die folgende
Regel: Aus drei Zahlen a, 2a —n, 2a + n findet sich eine vierte
4a® — (nn — 3)a
nn+1

Diese ist fiirn =0 und n =1 stets eine ganze Zahl, sonst nur

fir a=0 wund =4y/—1 mod(nn+1) wennn gerade
nn+1

und fir a=0 wund =4y/—1 mod wenn n ungerade
Beispiele a =253, n =6, 1750507
a=294, n=11, 832902
a=119, n=1, 3370437
a=>57, n=3, 74043
a=123, n=29, 90657

Zur vierten Zahl gehéren ndmlich keine anderen Primteiler als zu den ersten
drei; davon sind nur diejenigen ungeraden Primteiler ausgeschlossen, die zur
Zahl n gehoren.

Die Tafel ‘ Quadratorum myrias prima’ enthélt in der Uberschriftenzeile die
Tausender und Hunderter, in der ersten senkrechten Spalte die Zehner und
Einer der Grundzahl, ferner in der letzten senkrechten Spalte jeder einzelnen
Tafel die drei niedrigsten Ziffern des Quadrats und im Inneren die vier oder
funf hoheren Ziffern des Quadrats.

Die Tafel ‘Indizes der Primzahlen im hoheren Zahlenbereich’ enthélt in
der obersten waagerechten Reihe den jeweiligen Modul, in der zweiten Reihe
die verwendete Basis, in der ersten senkrechten Spalte die Restzahlen und im
Inneren die Indizes. Die Sterne * bezeichnen die Nullreste.

Die Handschrift des Fragments ‘Achter Abschnitt. Ausfihrlichere Betrach-
tung einiger Untersuchungen zur Kreisteilung’ scheint aus der Zeit der Um-
arbeitung der ‘Analysis residuorum’ in die ‘Disquisitiones arithmeticae’ zu
stammen. Die Briefe von GAUSS an DIRICHLET bestétigen die Ansicht, dass
GAUSS auch in der hoheren Arithmetik erheblich mehr entdeckt hat, als sich
im Nachlass findet.

SCHERING.

635



Inhalt.

INHALT.
GAUSS’ WERKE, BAND II. HOHERE ARITHMETIK.

Abhandlungen.
Ein neuer Beweis eines arithmetischen Satzes 1808 Jan. .. Seite 1
Summation einiger besonderer Reihen ........... 1808 Aug. .. —9
Neue Beweise und Erweiterungen des 1817 Febr. . — 47

Fundamentaltheorems in der Theorie der
quadratischen Reste .................

Theorie der biquadratischen Reste. Erste 1825 Apr. . — 65
Abhandlung .. ......

Theorie der biquadratischen Reste. Zweite 1831 Apr. . — 93
Abhandlung ......

Besprechungen eigener Schriften.

Ein neuer Beweis eines arithmetischen Satzes 1808 Mai .. — 151
Summation einiger besonderer Reihen ........... 1808 Sept. . — 155
Fundamentaltheorem in der Theorie der Reste 1817 Mérz . — 159
USW. . oonnn

Theorie der biquadratischen Reste. Abh. 1. 1825 April . — 165
Theorie der biquadratischen Reste. Abh. II. 1831 April . — 169

Besprechungen fremder Schriften.

[DALBERG] Untersuchungen iiber die 1809 Mérz . — 181
arithmetische und geometrische Irreduzibilitat der
Zahlen und ihrer Potenzen ................

CHERNAC. Arithmetisches Sieb ............... 1812 Maérz . — 181
BURCKHARDT. Teilertafeln ....... 1814 Nov. 1816 — 183
Nov. 1817 Aug. .
ERCHINGER. Konstruktion des Siebzehnecks 1825 Dexz. . — 186
SEEBER. Untersuchungen iiber die Eigenschaften 1831 Juli .. — 188

der positiven terndren quadratischen Formen

636



Inhalt.

Nachlass.

Untersuchung der Reste:

Sechstes Kapitel. Erster Teil. Losung der Kongruenz 2™ —1 =0 Seite 199
Achtes Kapitel. Allgemeine Untersuchungen iiber Kongruenzen — 212
Weiterentwicklung der Untersuchungen {iber reine Gleichungen — 243
Beweis einiger Sétze iiber die Perioden der Klassen binérer — 266
quadratischer Formen ........................

Uber den Zusammenhang zwischen der Anzahl der Klassen, in die — 269

bindre quadratische Formen zerfallen, und ihrer Determinante. I. IT.. X

Geometrischer Aspekt der terndren Formen ................. — 305
Zur Theorie der biquadratischen Reste. I... VI .............. — 313
Zur Theorie der komplexen Zahlen. I... VI ............... — 387
Tafel des quadratischen Charakters der Primzahlen .............. — 399
Tafel zur Umwandlung gemeiner Briiche in Dezimalbriiche ........... — 411
Tafel der Haufigkeit der Primzahlen ............. ... ... — 435
Tafel der Anzahl der Klassen bindrer quadratischer Formen ........... — 449
Tafel zur Kreisteilung ........................ — 477
Neue Quadratur des Kreises ................ . — . 497
Zur Berechnung der Logarithmen .................... — 501
Die ersten zehntausend Quadrate ....................... — 504
Indizes der Primzahlen im hoheren Zahlenbereich ......... yeenn — 506
Hilfstafel zur Losung der Gleichung A = fex +gyy ............ — 509
Achter Abschnitt. Ausfiihrlichere Betrachtung einiger Untersuchungen — 510
zur Kreisteilung.

Briefe von GAUSS an DIRICHLET ................ .... — 514

Bemerkungen ......... .. ... . i — 519
GOTTINGEN,

DRUCK DER DIETRICHSCHEN UNIVERSITATSBUCHDRUCKEREL
W. FR. KAESTNER.

637



	Quellen und Terminologie der Übersetzungen
	Werke. Band II
	Zweiter Abdruck. 1876
	Ein neuer Beweis eines arithmetischen Satzes
	Art. 1
	Art. 2
	Art. 3
	Art. 4
	Art. 5
	Art. 6
	Art. 7

	Summation einiger besonderer Reihen
	Art. 1
	Art. 2
	Art. 3
	Art. 4
	Art. 5
	Art. 6
	Art. 7
	Art. 8
	Art. 9
	Art. 10
	Art. 11
	Art. 12
	Art. 13
	Art. 14
	Art. 15
	Art. 16
	Art. 17
	Art. 18
	Art. 19
	Art. 20
	Art. 21
	Art. 22
	Art. 23
	Art. 24
	Art. 25
	Art. 26
	Art. 27
	Art. 28
	Art. 29
	Art. 30
	Art. 31
	Art. 32
	Art. 33
	Art. 34
	Art. 35
	Art. 36

	Neue Beweise und Erweiterungen des Fundamentaltheorems in der Theorie der quadratischen Reste
	Art. 1
	Art. 2
	Art. 3
	Art. 1
	Art. 2
	Art. 3
	Art. 4
	Art. 5
	Art. 6
	Art. 1
	Art. 2
	Art. 3
	Art. 4
	Art. 5
	Art. 6

	Theorie der biquadratischen Reste: Erste Abhandlung
	Art. 1
	Art. 2
	Art. 3
	Art. 4
	Art. 5
	Art. 6
	Art. 7
	Art. 8
	Art. 9
	Art. 10
	Art. 11
	Art. 12
	Art. 13
	Art. 14
	Art. 15
	Art. 16
	Art. 17
	Art. 18
	Art. 19
	Art. 20
	Art. 21
	Art. 22
	Art. 23

	Theorie der biquadratischen Reste: Zweite Abhandlung
	Artikel 24
	Artikel 25
	Artikel 26
	Artikel 27
	Artikel 28
	Artikel 29
	Artikel 30
	Artikel 31
	Artikel 32
	Artikel 33
	Artikel 34
	Artikel 35
	Artikel 36
	Artikel 37
	Artikel 38
	Artikel 39
	Artikel 40
	Artikel 41
	Artikel 42
	Artikel 43
	Artikel 44
	Artikel 45
	Artikel 46
	Artikel 47
	Artikel 48
	Artikel 49
	Artikel 50
	Artikel 51
	Artikel 52
	Artikel 53
	Artikel 54
	Artikel 55
	Artikel 56
	Artikel 57
	Artikel 58
	Artikel 59
	Artikel 60
	Artikel 61
	Artikel 62
	Artikel 63
	Artikel 64
	Artikel 65
	Artikel 66
	Artikel 67
	Artikel 68
	Artikel 69
	Artikel 70
	Art. 37
	Artikel 72
	Artikel 73
	Artikel 74
	Artikel 75
	Artikel 76

	Besprechungen eigener Schriften
	Theorematis arithmetici demonstratio nova. Besprechung 1808 Mai 12
	Summatio quarumdam serierum singularium. Besprechung 1808 September 19

	Göttingische gelehrte Anzeigen. 1817 März 10.
	Göttingische gelehrta Anzeigen. 1825 April 11.
	Göttingische gelehrte Anzeigen. 1831, 23. April.
	Besprechungen fremder Schriften
	Recherches sur l'irréductibilité. Anzeige 1809, 11. März
	Chernac, Cribrum Arithmeticum. Anzeige 1812, 23. März
	Burckhardt, deuxième million. Anzeige 1814, 3. November
	Burckhardt, troisième million. Anzeige 1816, 7. November
	Burckhardt, premier million. Anzeige 1817, 9. August
	Erchinger, Siebzehneck. Besprechung vom 19. Dezember 1825
	Seeber, positive ternäre quadratische Formen. Besprechung vom 9. Juli 1831

	Handschriftlicher Nachlass
	Lösung einer reinen Kongruenz. Lehre von den Resten
	Art. 237
	Art. 238
	Art. 239
	Art. 240
	Art. 241
	Art. 242
	Art. 243
	Art. 244
	Art. 245
	Art. 246
	Art. 247
	Art. 248
	Art. 249
	Art. 250
	Art. 251
	Art. 252

	Allgemeine Untersuchungen über Kongruenzen
	Art. 330
	Art. 331
	Art. 332
	Art. 333
	Art. 334
	Art. 335
	Art. 336
	Art. 337
	Art. 338
	Art. 339
	Art. 340
	Art. 341
	Art. 342
	Art. 343
	Art. 344–346
	Art. 347
	Art. 348
	Art. 349
	Art. 350
	Art. 351
	Art. 352
	Art. 353
	Art. 354
	Art. 355
	Art. 356
	Art. 357
	Art. 358. 359
	Art. 360
	Art. 361
	Art. 362
	Art. 363
	Art. 364
	Art. 365
	Art. 366
	Art. 367
	Art. 368
	Art. 369
	Art. 370. 371
	Art. 372
	Art. 373
	Art. 374
	Art. 375

	Bemerkungen zur Analysis Residuorum
	Weitere Entwicklung der Untersuchungen über reine Gleichungen
	Art. 1
	Art. 2
	Art. 3
	Art. 4
	Art. 5
	Art. 6
	Art. 7
	Art. 8
	Art. 9
	Art. 10
	Art. 11
	Art. 12
	Art. 13
	Art. 14
	Art. 15
	Art. 16
	Art. 17
	Art. 18
	Art. 19
	Bemerkungen

	Beweis einiger Sätze über die Perioden der Klassen
	Satz I
	Satz II
	Bemerkung

	Klassenanzahl und Determinante. I
	Art. 1
	Art. 2
	Art. 3
	Art. 4
	Art. 5
	Art. 6
	Art. 7
	Art. 8

	Klassenanzahl und Determinante. II
	Art. 1
	Art. 2
	Art. 3
	Art. 4
	Art. 5
	Art. 6
	Art. 7
	Art. 8

	Über den Zusammenhang. Fragment III
	Über den Zusammenhang. Fragment IV
	Über den Zusammenhang. Fragment V
	Über den Zusammenhang. Fragment VI
	Über den Zusammenhang. Fragment VII
	Über den Zusammenhang. Fragment VIII
	Über den Zusammenhang. Fragment IX
	Über den Zusammenhang. Fragment X
	Bemerkungen zu Über den Zusammenhang
	Zu I. und II.
	Zu III und IV.
	Zu V.
	Zu VI und VII.
	Zu VIII.
	Zu IX.
	Zu X.


	Geometrische Seite der ternären Formen
	Beziehung der Raumverhältnisse auf ein gegebenes Tetraeder
	Transformationen der Form
	Hexakisoktaeder
	Bemerkungen zur geometrischen Seite der ternären Formen

	Zur Theorie der biquadratischen Reste
	I
	Art. 1
	Art. 2
	Art. 3
	Art. 4
	Art. 5
	Art. 6
	Art. 7
	Art. 8
	Art. 9
	Art. 10
	Art. 11
	Art. 12
	Art. 13
	Art. 14
	Art. 15
	Art. 16
	Art. 17
	Art. 18
	Art. 19

	II. Vorbereitungen zur allgemeinen Theorie der biquadratischen Reste
	(1.)
	(2.)
	Art. 1
	Art. 2
	Art. 3
	Art. 4
	Art. 5
	Art. 6
	Art. 7
	Art. 8
	Art. 9
	Art. 10
	Art. 11
	Art. 12

	Theorie der biquadratischen Reste. III
	Art. 1
	Art. 2
	Art. 3
	Art. 4
	Art. 5
	Art. 6
	Art. 7. 8.
	Art. 9
	Art. 10
	Art. 11
	Art. 12
	Art. 13
	Art. 14


	Zur Theorie der biquadratischen Reste. IV.
	Art. 1
	Art. 2
	Art. 3
	Art. 4
	Art. 5
	Zur Theorie der biquadratischen Reste. V.
	Art. 1
	Art. 2
	Art. 3
	Art. 4
	Art. 5
	Art. 6
	Art. 7
	Art. 8
	Art. 9
	Art. 10
	Art. 11
	Art. 12
	Art. 13
	Art. 14
	Art. 15
	Art. 16
	Art. 17

	Theorie der biquadratischen Reste. VI.
	Art. 1
	Art. 2
	Art. 3
	Art. 4
	Art. 5
	Art. 6

	Bemerkungen zur Theorie der biquadratischen Reste

	Zur Theorie der komplexen Zahlen
	I. Neue Theorie der Zerlegung der Kuben
	II. Bestimmung der nächsten ganzen Zahl
	III.
	IV. Einiges über die Mensur der Zahlen
	V.
	VI.
	Bemerkungen zu den komplexen Zahlen

	Tafel des quadratischen Charakters
	Tafel zur Umwandlung gewöhnlicher Brüche in Dezimalbrüche
	Tafel der Häufigkeit der Primzahlen
	1000000...1100000
	1100000...1200000
	1200000...1300000
	1300000...1400000
	1400000...1500000
	1500000...1600000
	1600000...1700000
	1700000...1800000
	1800000...1900000
	1900000...2000000
	2000000...2100000
	2100000...2200000
	2200000...2300000
	2300000...2400000
	2400000...2500000
	2500000...2600000
	2600000...2700000
	2700000...2800000
	2800000...2900000
	2900000...3000000
	1000000...2000000
	2000000...3000000

	Gauss an Enke
	Tafel der Anzahl der Klassen binärer quadratischer Formen
	Hundertergruppe 1.
	Hundertergruppe 2.
	Hundertergruppe 3.
	Hundertergruppe 4.
	Negative Determinanten
	Hundertergruppe 5.
	Hundertergruppe 6.
	Hundertergruppe 7.
	Hundertergruppe 8.
	Hundertergruppe 9.
	Hundertergruppe 10.
	Hundertergruppe 11.
	Hundertergruppe 12.
	Hundertergruppe 13.
	Hundertergruppe 14.
	Hundertergruppe 15.
	Hundertergruppe 16.
	Hundertergruppe 17.
	Hundertergruppe 18.
	Hundertergruppe 19.
	Hundertergruppe 20.
	Hundertergruppe 21.
	Hundertergruppe 2
	Hundertergruppe 23.
	Hundertergruppe 24
	Hundertergruppe 25.
	Hundertergruppe 26.
	Hundertergruppe 27.
	Hundertergruppe 28.
	Hundertergruppe 29.
	Hundertergruppe 30.
	Hundertergruppe 43.
	Hundertergruppe 51.
	Hundertergruppe 61.
	Hundertergruppe 62.
	Hundertergruppe 63.
	Hundertergruppe 91.
	Hundertergruppe 92.
	Hundertergruppe 93.
	Hundertergruppe 94.
	Hundertergruppe 95.
	Hundertergruppe 96.
	Hundertergruppe 97
	Hundertergruppe 98.
	Hundertergruppe 99.
	Hundertergruppe 100.
	Hundertergruppe 117.
	Hundertergruppe 118.
	Hundertergruppe 119.
	Hundertergruppe 120.
	Tausendergruppe I.
	Tausendergruppe III.
	Tausendergruppe X.
	Achthundert negative Determinanten.
	Achthundert negative Determinanten.
	Det. in Hundertergruppe 10000

	Positive Determinanten.
	Hundertergruppe 1.
	Hundertergruppe 2.
	Hundertergruppe 3.
	Hundertergruppe 9.
	Hundertergruppe 10.


	Tafel zur Kreisteilung
	Zerlegbare aa+1
	Zerlegbare aa+4
	Zerlegbare aa+9
	Zerlegbare aa+16

	Zerlegbare aa+25
	Zerlegbare aa+36
	Zerlegbare aa+49
	Zerlegbare aa+64
	Zerlegbare aa+81

	Neue Quadratur des Kreises
	II. Acotg.70
	III. Acotg.99
	IV. Acotg.307
	Tafel der Bögen zu gegebenen Primtangenten

	Zur Berechnung der gewöhnlichen Logarithmen
	Die ersten zehntausend Quadrate
	Indizes der Primzahlen im höheren Zahlenbereich
	Hilfstafel zur Lösung der unbestimmten Gleichung
	Achter Abschnitt. Ausführlichere Betrachtung einiger Untersuchungen zur Kreisteilung.
	367.
	368.
	369.
	370.
	371.
	372.
	373.

	Gauss an Dirichlet.
	Für Ihr gütiges Schreiben

	Bemerkungen.
	Inhalt.

