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ARITHMETIK UND ALGEBRA.

NACHTRAGE ZU BAND I-III.



NACHLASS.
[ZWEI NOTIZEN UBER DIE AUFLOSUNG DER CONGRUENZ
xx+yy+22=0 (mod. p).|

[1]

Jede Zerlegung einer durch die Primzahl p theilbaren Zahl in vier Quadrate
= aa + bb 4 cc + dd entspricht einer Auflésung der Congruenz

zr+yy+z22=0 (mod. p).

Zusammen giebt es pp solcher Auflésungen. Die Eine x =0, y =0, z = 0 davon
weggenommen, zerfallen die iibrigen pp — 1 in p 4+ 1 Classen, wenn man x = &,
y=mn,z=_Cmit x = k&, y = kn, 2 = k( zu Einer Classe z&hlt.

Es sind ndmlich proportional

z|aa+bb| —ad —be| bd— ac
y|lac+bd| ab—cd | aa+dd
z|ad—bc| aa—+cc | —ab— cd

2]
Alle Auflésungen der Congruenz
l+zz+yy=0 (mod. p)

zu finden.



Es sind zugleich die Aufldsungen der Congruenz
14+ (z+iy)’™ =0 fir p=3 (mod. 4).

Aus einem Werthe x + iy folgen alle, indem man fiir u alle Werthe
0,1,2,3, ...,p — 1 substituirt, vermoge der Formel[*)]

i

uu—l+2zu> oder (x—i—zy)(y—{—z)
uu + 1 u—1

Fiir p = 1 (mod. 4) = aa + bb enthélt die Formel éu +Z, alle Werthe von
au—1

a b
x 4+ 1y, wo nur fur u die Werthe 7 und — auszuschliessen sind.
a

[*) Neben dieser Entwickelung stehen im Manuscript die Formeln:]

1 —zzx =vyy, r=1-—uy, 2u—uuy =y

1—uu 2u
1+wu 1Jruu_y7
uu — 1+ 2iu

[welche die Rolle des Zusatzfactors erldutern.]

uu + 1



[NOTIZEN UBER CUBISCHE UND BIQUADRATISCHE RESTE.]

1]

Observatio venustissima inductione facta.

2 est Residuum vel non residuum cubicum numeri primi p formae 3n+ 1, prout
p repraesentabilis est per formam

zx + 27yy vel dxx + 2zy + Tyy.
3 est Residuum vel non residuum, prout p repraesentabilis est per

zx + 243yy aut 4dxx + 2zy + 6lyy
vel Txx 4+ 6xy+ 36yy aut 9xx + 6xy + 28yy.

5 est Residuum si p repraesentatur
Nonresiduum prep

o | (L0,675), (25,0,27), (13,1,52), (4,1,169)
P (7,2,97), (9,3,76), (19,3,36), (25,5,28), (25,10,31), (27,9,28).

2]

Criterium, per quod diiudicatur, utrum numerus m sit residuum cubicum nu-
meri primi p formae 3n + 1.

Fiat
4p = aa + 27bd
Tunc erit
m Rp m N p
1) m=2,si bpar b impar
2) m=3 b divis. per 3
. . . a+by-—-27 .
3) m = primus alius, si ————— Res. cub. ipsius m
a — bv/=27

4) m =6, si aut 2b aut a + b aut a — b per 12 divis.

5) m = 10, si aut 2b aut 2a aut a £ 3b aut a + 9b per 20 divis.
6) m=12 2b, a + 50, a — 5b per 12

7) m=15 b, 3a + 5b, a*tb, a =+ 2b per 15
8) m=20 2b, 2a, azxb, a = 7b per 20

9) m=45 b, 3a + 5b, a =+ 4b, a & 7b per 15
10) m=14 20, 2a, a % 5b, a =+ 11b per 28
11) m =28 2b, 2a, a =+ 3b, a =+ 9b per 28.

Criterium, per quod diiudicari potest, utrum numerus m sit residuum biqua-
draticum numeri primi p formae 4n + 1.
Fiat
p = aa + 4bb



Tunc erit m R p, si

1) m=—1si bpar +4 si b par
2) m = =2 si b per 4 divisib. —4 generaliter
3) m=+3si bauta+ 3bper6
4) m=—-3si bper3
5) m=+5si bperb
6) m = —5si baut a+ 5b per 10
) m=46 b, 2a + 3b, a =+ b per 12
8) m=-6 b, 2a + 3b, a £ 5b per 12
9) m=47 2a+7b, b, a + 5b per 14
10) m=-7 a, b per 7
11) m =410 si 2a + 5b, b, a £ 7b per 20
12) m=-10 2a+ 5b, b, a £ 3b per 20
13) m=+411  2a+ 11b, b, 2a + 3b, a £ b per 22
14) m=-11 b, a £ 4b per 11.
3]

Die cubischen Reste.

p eine Primzahl der Form 3m + 1
4p = aa + 270D,

q eine andere Primzahl der Form 3n + 1

(a+3bv/—3)F = A+ BV=3.

Nun gibt es drei Falle

I. B=0 (mod.q). Dann ist qu_l
II. B=A (mod. q). Dannistq"5
III. B=-A (mod.q). Dann ist qu_l
Erstes Beispiel. p=13, g=5
a=5 b=1
(5+3vV=3)" =

5% = 625 = 1.

1 (mod. p).
a

-1 %% (mod. p).
a

—%—l—%% (mod. p).

—2+4+30v—-3, B =0 mod. 5 also Casus I



Zweites Beispiel. p=
a

(7+3vV=3)> =22+42/-3, B = —A also Casus III

50 =7 mod. 19, 42 =—-3+7 mod. 19.

Drittes Beispiel. p=77, q¢q=5
a=1, b=1

(1+3vV-3)=-26+6vV-3, B=+A mod.5 CasusII

Viertes Beispiel. p =13, q=11
(5+3v=3)" = —2696 — 120¢/—3, A=-1, B=120= -1
11* = 3, 18 +3= -5 mod. 13 Casus II.

Die biquadratischen Reste.

p eine Primzahl von der Form 4n + 1
p = aa + 4bb,
q eine Primzahl der Form 4n + 1
(a+2bv/—1)F = A+ ByV—1

Nun gibt es vier Falle

I. B=0 (mod. q), (:I:q)pzl;1 =1 (mod. p).
I A=0 (£¢)"T = —1.
M. A=B tg)'T ==
(£q) 5
IV. A=-B to)i T =2,
A ()T =5,



Erstes Beispiel. p=13, g=5
a=3, b=1

B3+2vV/-1)!'=3+2/-1, A=-B CasuslV

Zweites Beispiel. p=13, q=171

(3+2V-1)> =5+ 12— A=-B CasuslIV
3

Drittes Beispiel. p =13, q=11

(3+2V/-1)3=-9+46y/—-1, A=-B CasusIV
3

Viertes Beispiel. p=17, q=11
(1+4vV-1)3 = —47-52v/—1, —47=A, +52=20B
A=B Casus Il
(-1 =4= —%.
[4.]

Es sei p eine Primzahl, n eine Primzahl = 3m + 1, R Wurzel der Gleichung
23 —1 =0, r Wurzel der Gleichung 7" — 1 = 0, g Radix primitiva fiir mod. n.

r+Rr9 4+ R 4+ RS 4 4 RV =P
P3 = in(M + NV-27),

WO
M =1 (mod. 3), 0= M +3N(g™ — ¢°™) (mod. n)

3k=M+2
a= %(n +1+ M)
b—c=N.
PPP = pPP 4 RyPPS = P(RMP)
1 0
{in(M + Ny=27)}3r-D = 1 4 %F (mod. p) | ind. p =1 (mod. 3)
33 2

dn = (M + Nv/=27 )(M — NV=27)
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— 2m m — 2m m
= g2 _ ~1
3N g g g +tg
1 1
M — Ny=27) 3D Lo M
{M+Nw/—427} =—3+3vV=3 (mod. p) | p3' ”E—é—é%\,
3= 3V “3+ia
P4 = PRind.2
IM+3N(R—R?) =1(M+3N)+3NR
1 2(M + 3N) impar 3N par
M
95(n—1) — —3+ %S—N (mod. n) impar impar
1M :
2 a3y par impar.

Fir den cubischen Rest 3.
pPP=mla—1)+{m+(a—1)>+bb+cclp
+{(a —1)b+ bc + ac}p
+{(a —1)c+ ab+ be}p”
=A+Bp+Cp + Dp".

4n = (3k — 2)2 +2TNN
4m = 3kk — 4k + 9NN.

Nun ist
1) aa+bb+cc=ab+ac+bc+a
2) a+b+c=m
3) 3k—2=M
4) da=kk+3NN
5)
6)

Hieraus folgt

(mod. 3)

(mm—a)—a+m+1

(mm—a)—b

Qe
Il
Wl Wl Wik O

(mm —a) —c

2(mm —a) = -2k + kk— NN (mod. 3)
=kk+k— NN (mod. 3)
=4a—4m— NN (mod. 3).

Also
=-NN+1=—-(b—c)*+1

=_NN+b—c=—-(b—c)?+b—c
D=-NN—-(b—c)=—(b—c)>—(b—¢)

11



b—c=0 B=1 C=0 D=0
1 0 0 1
2 0 1 0.

Ist also 3 Res. n, so ist IV durch 3 theilbar.

BEMERKUNGEN ZU DEN VORSTEHENDEN NOTIZEN UBER CUBISCHE UND
BIQUADRATISCHE RESTE.

Die Notiz [1] ist von GAUSS auf das Vorsatzblatt des Einbandes seines Handexemplars
der Disquisitiones arithmeticae geschrieben. Die Angaben unter [2] finden sich in einem
mit der Uberschrift » Uraniae sacrum« versehenen Hefte, und ebenda folgen zwei Seiten
spéter die beiden allgemeinen Sétze [3]. Die Entwicklungen unter [4] sind einigen losen
Zetteln entnommen.

GAUss giebt zu Beginn seiner Commentatio prima iiber die Theorie der biquadrati-
schen Reste an, dass er mit dem Jahre 1805 begonnen habe, die Theorie der cubischen
und biquadratischen Reste zu durchforschen. Die hier unter [2] und [3] gegebenen Ent-
wicklungen folgen in dem genannten Hefte unmittelbar auf Notizen, welche das Datum
1804 tragen. Die »Observatio venustissima« [1], welche weniger weit greifend ist, als die
»Criterien« [2] und [3], kann zeitlich nicht wohl spéter liegen als letztere. Man wird es
demnach hier mit den &ltesten GAUSS’schen Untersuchungen und damit iiberhaupt mit
den dltesten Urkunden iiber die hoheren Reciprocitiatsgesetze zu thun haben.

Wie die Observatio so sind vermuthlich auch die Criterien Inductionsresultate. Es
ist aber sehr bemerkenswerth, dass schon hier bei den Criterien die Zerlegung der qua-
dratischen Form aa + 27bb in ihre beiden complexen Factoren und damit der Zahl p in
ihre beiden complexen Primtheiler auftritt. Es war bereits hiermit die Bahn gewonnen,
auf welcher GAUSS spédterhin wenigstens das biquadratische Reciprocitiatsgesetz in sei-
ne einfachste Gestalt kleidete. Bei gewissen Beweisansétzen des allgemeinen cubischen
Reciprocititssatzes (siehe die gleich folgenden Notizen), welche jedenfalls vor 1809 lie-
gen, ist librigens GAUSS wenigstens am Beginn allein vom Gebrauch rationaler Zahlen
ausgegangen.

Die zu Anfang von [2] unter 3) gemachte Angabe lisst sich als Specialfall aus dem er-
sten allgemeinen Satze unter [3] entnehmen. Letzterer liefert direct den Reciprocitéitssatz
in der allgemeinsten und einfachsten Gestalt, falls p = 3m + 1 und ¢ = 3n — 1 ist. Der

a+ 3byv/—3 .
2

cubische Charakter des Primtheiler 71 = in Bezug auf ¢ ist ndmlich durch

rl} =(A-BV-3)""" (mod. q)

q

angegeben, ein Ausdruck, der entweder mit 1, p oder p? mod. ¢ congruent ist, unter p

—1+iV3
2

ganzen complexen Zahlen die Lésungen der Congruenz z¢-! = 1 (mod. ¢) die (¢ — 1)
von 0 verschiedenen rationalen ganzen Reste mod. ¢ sind, so kommt die von GAUSS
vermoge der Congruenzen B = 0, B = A, B = —A (mod. ¢q) vollzogene Dreitheilung

die Einheitswurzel verstanden. Da nun im Gebiete der aus p zu bildenden

darauf hinaus, dass der cubische Charakter rl} gleich 1 bez. p, p? ist. Im anderen
q

Falle ¢ = 3n + 1 ist hier der einfachste Ausdruck des Reciprocitédtssatzes deshalb noch
nicht erreicht, weil die Zerlegung von ¢ in seine Primtheiler noch nicht vollzogen ist. Die
Beziehung des GAUSS’schen Theorems zum Reciprocitiatsgesetze ist die folgende:
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Sind die Zerlegungen der rationalen Primzahlen p,q in ihre priméren Primfactoren
gegeben durch:

p = m.To, q = 1.7, m, = 2m, = a £ 3bv/—3,

so hat man zu setzen:

/ —

% :pslzﬂ"l%EAJerprz

o = , (mod. »).
- =p2=q,*% =A—-Bp+ Bp

Die GAUsS’sche Dreitheilung kommt dann mit der folgenden iiberein:

I. &1 =ez(mod. 3), [Wll] = {Wé} )

1
st 5
II. & =e3+1 (mod. 3), — | =p|—=],

/ /
III. &) =e3—1 (mod. 3), [ﬂl] =p? {%} ,
wobei in den drei letzten Gleichungen offenbar auch 7, an Stelle von 7, treten kann. Liegt

nédmlich z. B. der Fall IT vor, so folgt durch Addition und Subtraction obiger Congruenzen
in Bezug auf den Modul »:

2A = p2(1+p) = —p=2 1, 2B = —p=2 ! (mod. s1),

so dass (A — B) durch 3 und als rationale Zahl demnach auch durch ¢ theilbar ist. Man
hat also wirklich B = A (mod. ¢). Das Reciprocitatsgesetz liefert nun:

ml_ 2] o2

3! B a ] | B s |m]’
] _[2] [m| (2] [~
a| L] ] Dl m]’
so dass man fiir den Fall IT weiter gewinnt:

Rl R

p—1 a
m == V=L (med ).

Soll aber die rationale Zahl qu71 + % + %% = Omod. 1 sein, so ist sie auch durch mo

und also durch p theilbar. Hiermit ist die unter II von GAUSS angegebene Congruenz in
Bezug auf den Modul p gewonnen. Ebenso erledigen sich die Félle T und III.

Die Umkehrung der vorstehenden Entwicklung lehrt, dass man aus den GAUSS’schen
Angaben im Falle ¢ = 3n + 1 zunéchst auf die Proportion:

SREINEES
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schliessen kann. Unter nochmaliger Benutzung des in dieser Proportion ausgesprochenen

Gesetzes findet man:
2 3
z1 72 Z1 z1 z1
|:7T1:| [771] |:772:| |:772:| [ﬂ?]
= = und also =

AOE B BB

Da hieraus {%1} = [7@} hervorgeht, so ist auch fiir ¢ = 3n+ 1 in GAUSS’ Angaben das
YUwp) sl

allgemeine Reciprocititsgesetz in seiner einfachsten Form implicite enthalten.

Unter [4] sind diejenigen Aufzeichnungen gesammelt, durch welche GAUSS seine cu-
bischen Reciprocitdtstheoreme bewiesen hat. Da diese Aufzeichnungen mehreren losen
Zetteln ohne Datumangabe entnommen sind, so lésst sich die Entstehungszeit der frag-
lichen Beweise nicht mit Sicherheit angeben. Es ist aber wahrscheinlich, dass die Ent-
wicklungen alsbald nach Gewinnung der » Observatio« und der »Criterien« durchgefiihrt
sind; sie schliessen sich namlich im Gedankengang sehr eng an die ersten Angaben unter
[2] und {ibrigens an den Art. 358 der Disquisitiones arithmeticae an, und andererseits ist
GAUss zufolge seiner eigenen Aussage’) jedenfalls vor Mitte des Jahres 1808 im Besitze
des sechsten Beweises des quadratischen Reciprocititsgesetzes gewesen, welcher mit den
hier gemeinten Beweisen am néchsten verwandt ist.

Dem GAuss’schen Beweise des cubischen Reciprocitéitssatzes liegt die Kreistheilung
zu Grunde. Die einzelnen Formeln unter [4] kénnen entweder unmittelbar aus Art. 358
der Disquisitiones arithmeticae entnommen werden, oder sie lassen sich doch mit sehr
geringer Miihe aus den dortigen Entwicklungen ableiten. Die Congruenz:

PPP — PP + RrPPY +...= P(Rind.p)

bezieht sich auf den Modul p und entspringt aus dem Umstande, dass alle von 1 verschie-
denen Polynomialcoefficienten der Potenz pp durch p theilbar sind. Die Fallunterschei-
dung
3(pp—1)
M — N/-27)°
_ =1, —-1+3vV-3, -1-1iV-3 (mod. p)
M + N~/ =27

correspondirt sowohl fiir p = 3m — 1 wie p = 3m + 1 genau der oben unter I, IT und III
getroffenen Unterscheidung B = 0 (mod. ¢), etc. Die Zuordnung jener drei Congruenzen
zu den folgenden

(mod. n),

wie sie in [4] entwickelt wird, enthdlt demnach bereits einen vollstindigen Beweis der
GAuss’schen Angaben und damit implicite des allgemeinen cubischen Reciprocitétssat-
zes.

Die weiteren Ausfithrungen unter [4] betreffen die Criterien tiber die cubischen Reste
2 und 3. Wegen des cubischen Restes 3 bemerke man nur, dass (unter Benutzung der in
[4] gebrauchten Bezeichnung) p® = p,p’ oder p” (mod. 3) zutrifft, je nachdem ind. 3 = 0, 1

*) Siehe den Art. 33 der am 24. August 1808 der Gottinger Societdt vorgelegten Abhandlung
»Summatio quarumdam serierum singulariume«.
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oder 2 (mod. 3) stattfindet. Die Bedingung N = 0 (mod. 3), damit 3 cubischer Rest von
n ist, ergiebt sich daraufhin unmittelbar aus den Schlussangaben von [4].

Die Observatio kann aus den Criterien leicht abgeleitet werden. Z.B. war fir den
cubischen Rest 3 soeben die Bedingung N = 0 (mod. 3) gewonnen und unter [2] ebenso
angegeben. Sind nun M und N gerade, so setze man:

M =2z, N = 6y,

so dass aus 4n = M? + 27N? die Darstellbarkeit von n in der quadratischen Form der
Determinante —243:
n = x? + 243y

vermoge ganzzahliger x,y entspringt. Umgekehrt folgt bei der Méglichkeit einer solchen
Darstellung von n die Giiltigkeit der Congruenz N = 0 (mod. 3). Sind M und N ungerade,
so setze man unter richtiger Auswahl des Vorzeichens:

N N
3 Z, $3 Y,

woraus man die Darstellung gewinnt:
n = 4a? + 2zy + 61y°.

Aus dieser Formel wiirde umgekehrt folgen N = 0 (mod. 3), so dass 3 stets und nur dann
cubischer Rest von n ist, wenn n durch eine der Formen (1,0,243), (4, 1,61), darstellbar
ist.

Durch Herrn R. DEDEKIND, dem ich mehrere fiir mich sehr forderliche Unterhaltungen
iiber die in Rede stehenden Gegenstidnde verdanke, bin ich darauf aufmerksam gemacht,
dass fiir den Fall des cubischen Nichtrestes 3 von n GAUSS’ Angaben nicht ganz voll-
stdndig sind. Es giebt insgesammt neun Classen urspriinglicher Formen erster Art der
Determinante D = —243, deren reducirte Formen die folgenden sind:

(1,0,243), (4,41,61), (13,42,19), (7,43,36), (9,+3,28).

Es fehlen in [1] die Formen (13,42,19). Das Theorem muss demnach so lauten, dass 3
stets und nur dann cubischer Nichtrest von n ist, wenn n eine Darstellung in einer der
Formen gestattet:

n = 13zx + 4zy + 19yy,

n = Txx + 6y + 36yy,
n = 9zx + 62y + 28yy.

Diese Darstellungen erreicht man immer unter richtiger Fixirung des Vorzeichens durch
folgende Transformationen:

I. Wenn M =N =1 (mod. 2), M +7N =0 (mod. 12),
M =bdzx+ 7y, +N =x—y.
II. Wenn M =N =1 (mod. 2), M +7N =6 (mod. 12),
M =z + 6y, FN ==z.
III. Wenn M = N =0 (mod. 2), M £ N =0 (mod. 3),
M = 6z + 2y, FN =2y.

15



Die iiber die Zahl 5 unter 1 gemachten Angaben folgen in &hnlicher Weise aus dem
Resteriterium M N = 0 (mod. 5).

Ubrigens sei noch bemerkt, dass sich im Original der Notiz [1] eine bis 223 fortgesetzte
Tabelle derjenigen Primzahlen p = 3n+1 findet, von denen die Zahlen 2, 3, 5, 7 cubische
Reste sind.

FRICKE.
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ZUR THEORIE DER CUBISCHEN RESTE.

1]

p = mm + 3nn eine Primzahl.

Man setze fiir irgend eine ganze durch p nicht theilbare Zahl x

e [B5ee [mp]

Hieraus wird, wie man leicht sieht,

2miac_a+ (3n —m)x iy (=3n —m)z .,
p p p
die Summe aus drei echten Briichen, und muss daher exclusive zwischen den
Grenzen 0 und 3 liegen; da aber offenbar dieselbe Summe = —a — 3 — 7, also
eine ganze Zahl ist, so kann sie keinen andern Werth als +1 und +2 haben. Es
ist also entweder

a+B+v=-1 oder a+pB+v=-2.

Hieraus folgt ferner, dass die Grossen «, 3,y nicht alle drei unter einander nach
dem Modulus 3 congruent sein kénnen; unter den Differenzen oo — 3, 8 —~, 7y — «
wird also wenigstens Eine (und eben deswegen wenigstens noch eine, weil die
Summe von allen = 0) sein, die nicht = 0 ist. Ebenso wenig aber koénnen die
Grossen «, 3,7 alle unter einander incongruent sein, weil sie sonst, gleichviel in
welcher Ordnung, den Zahlen 0,1,2 congruent sein und also ihre Summe durch
3 theilbar sein miisste; es wird folglich unter den Differenzen oo — 3, 8 — 7, v — «
gewiss Eine, aber auch nur Eine sein, die = 0 ist. Es gibt mithin drei Falle, die
einander ausschliessen:

I. Wenn 8=+ (mod. 3)
II. Wenn~y=a (mod. 3)
III. Wenn o=/ (mod. 3).

Welcher dieser drei Félle statthat, héngt von x ab; wir werden daher nach
Maassgabe dieser drei Félle simmtliche durch p nicht theilbare Zahlen in drei
Classen theilen, in die erste ndmlich diejenigen setzen, wo der erste; in die zweite
die, wo der zweite; in die dritte die, wo der dritte Fall stattfindet.

Erstes Theorem: Alle nach dem Modulus p congruente Zahlen gehéren in
FEinerlei Classe.

Zweites Theorem: Gleiche, aber mit entgegengesetzten Zeichen afficirte
Zahlen gehoren in Eine Classe.

17



Hieraus ist klar, dass man bloss die Zahlen 1,2,3,..., %(p — 1) zu classificiren
braucht, um sofort alle {ibrigen classificiren zu kénnen.
Drittes Theorem: Die Zahlen (3n —m)x, 2ma gehoren in zwei auf einander

folgende Classen.
Viertes Theorem: Also wenn -m

= f, also

1+ f+ff=0 (mod. p), 1=/3 (mod. p),

so gehoren z und die Reste von fz, ffx in drei in umgekehrter Ordnung auf
einander folgende Classen.
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Beispiele der Abtheilungen.

p=7=4+3, 4, 1, -5
I 3.4
I 2.5
IIL 1.6
p=13=1412, 2, 5 -7
I 3.6.7. 10.
IL 4.5.8.09.
L 1.2 11.12.

p=19=16+3, 8, -1, -7

I 1.2.9.10. 17. 18.
II. 3. 4.8 11. 15. 16.
III.  5.6.7.12. 13. 14.

p=3l=4+27, 4, 7, -1l

I 5.9.10. 11. 15. 16. 20. 21. 22. 26.
II. 6. 7.12. 13. 14. 17. 18. 19. 24. 25.
III. 1. 2. 3. 4.8.23. 27. 28. 29. 30.

p=37=25+12, 10, 1, -11

I. 7.8.9,10.17. 18. 19. 20. 27. 28. 29. 30.
IT.  4.5.6.11. 15. 16. 21. 22. 26. 31. 32. 33.
III. 1.2.3.12. 13. 14. 23. 24. 25. 34. 35. 36.

p=43=16+27, 8, 5 —13

I 7.8.14. 15. 16. 20. 21. 22. 23. 27. 28. 29. 35. 36.
II. 6. 11.12. 13. 17. 18. 19. 24. 25. 26. 30. 31. 32. 37.
III. 1.2.3.4.5.9.10. 33. 34. 38. 39. 40. 41. 42.

7, 2—p 13, 3—p
L | —=pp| p 1 I—p —pp
=11 pp | —p L—pp p p—pp
-1 —1+p pp
—1+pp —p —p+pp
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Schema
fir 43.

1. Jede ganze Function = a+ Sz (mod. 1 + x + zz).

2. Zusammengesetzte und Primfunctionen nach dem Modulus (1 + x 4 zz).

3. P=Q (mod.14+z+zx, R), wenn P — (@ in die Summe zweier Vielfachen
von 1+ z + xz und R zerlegbar.

4. Wenn R =R’ (mod. 1+ z+ xz), so gelten alle Congruenzen fiir Modulus
1+ 2z + zz, R auch fiir Modulus 1+ x + zz, R'.

5. Ist dann R’ = o+ Bz, so muss der kleinste Rest von (P — Q)(a+ Szz) mod.
(1+ x4 zz) durch (cav — af + B3) theilbar sein.

6. Regel fiir Prim- und zusammengesetzte Functionen.

7. Es gibt in allem aa—af+ 8 incongruente Functionen mod. (1+z+xx, a+
Bz), die den Zahlen 1,2,..., aa — a8 + S congruent sind.

8. Gemeinschaftliche Theiler mod. (1 + x 4 zz).

9. Numerus aa — af + 5 Determinans functionum, quae sunt = a+ Sz (mod.
1+ x4+ zx).

10. Wenn ¢ eine Primfunction mod. (1 4+ = + zz) und ihr Determinant = D,
so ist allgemein

P =¢ (mod. 1+ z+ 2z, £).

11. Quadratische, cubische Reste Modulus ...
12. Ist P cubischer Rest von &, so ist:

P%(D*l)

1 (mod. 1+ z+zz, §).
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BEMERKUNGEN UBER DIE ENTWICKELUNGEN »ZUR THEORIE
DER CUBISCHEN RESTE«.

GAuss hat hier den Versuch gemacht, seinen dritten Beweis des quadratischen Re-
ciprocitétsgesetzes auf die cubischen Reste zu iibertragen. Der erste Ansatz bezieht sich
allein auf das Gebiet der rationalen ganzen Zahlen und benutzt folgenden Grundgedan-
ken:

Ist die Primzahl p = 1 (mod. 3), so hat die Congruenz z3> = 1 (mod. p) drei
verschiedene Wurzeln, unter denen eine von 1 verschiedene f heisse. In dem System
aller p — 1 modulo p incongruenten und gegen p primen ganzen Zahlen bilden dann die

—1
drei Zahlen 1, f, f> gegeniiber Multiplication eine Gruppe des Index pT’ fr welche

wir auf irgend eine der mannigfachen moglichen Arten ein Reprisentantensystem S,
bestehend aus den Zahlen aq,as,...,ap-1, ausgewdhlt denken. Bei diesen Zahlen ist
3

charakteristisch, dass die Congruenz o; = f*'as, (mod. p) fiir keine zwei Indices 4, k

Zahlen (3,

bestehen kann. Definirt man iibrigens die Systeme S’ und S” zu je b
durch

Bi = fay, vi = f?e;  (mod. p),

so erschopfen die (p — 1) Zahlen «, 8,7 gerade das gesammte Restsystem
1,2,...,p—1 (mod. p).
Ist a eine beliebige durch p nicht theilbare Zahl, so ist

p—1

"5 = = m (mod. p)

der »cubische Charakter« von a in Bezug auf p, und es ist hierbei A = 0,1 oder 2.
-1

Um einen Satz iiber diesen cubischen Charakter zu gewinnen, bilde man die p
Producte aay, aas, . ..aap-1. Diese Zahlen bilden offenbar wieder ein Représentantensy-
3

stem, da aus der Congruenz aa; = f¥laqy sofort a; = f*lay,  (mod. p) folgen wiirde.
Gehoren nun p unter den Zahlen ac; dem System S’, v dem System S” an, so ist offenbar
ihr Product mod. p mit f**?.ajas ...« =1 congruent; man gewinnt also als Ergebniss:

[a} =o' = A2 (mod. p),

p

welches das genaue Analogon zu dem bekannten Lemma ist, das GAUSS seinem dritten
Beweise des quadratischen Reciprocitéitsgesetzes zu Grunde legte.

GAUsS’ eigene Auseinandersetzungen beziehen sich auf eine specielle Eintheilung der
(p — 1) Reste mod. p in drei Classen S, S’, S”, wobei die Darstellung von p in der Form
(mm+3nn) benutzt wird. Vermuthlich haben aber die mit dieser Bestimmung der Zahl f
verbundenen Umsténdlichkeiten GAUSS davon abgehalten, auf dem hier betretenen Wege
weiterzugehen. In der That wird an dieser Stelle die Nothwendigkeit der Erweiterung des
Zahlgebietes auf die complexen ganzen Zahlen (a + bp), wo alsdann an Stelle von f die
Einheitswurzel p = *1%“/3 selbst tritt, ganz besonders iiberzeugend.

Die fraglichen Untersuchungen sind jedenfalls in der Zeit vor 1809 ausgefiihrt und
haben sich wahrscheinlich unmittelbar an die genannten Entwicklungen {iber quadrati-
sche Reste angeschlossen, welche im Januar 1808 der Gott. Gesellsch. d. Wiss. vorgelegt
sind. Nach Notizen in einem von GAUSS seit Ende Méarz 1796 wéihrend einer ldngeren

21



Reihe von Jahren iiber seine Untersuchungen gefithrten Tagebuche”) ist derselbe Mitte
Februar 1807 ausfiihrlicher an die Theorie der cubischen und biquadratischen Reste her-
angegangen. Andererseits aber hat sich auch der Ersatz von f durch p wahrscheinlich
unmittelbar daran angeschlossen, wie aus der Urschrift der hier vorstehend mitgetheilten
Notizen hervorgeht. Man darf demnach annehmen, dass GAUSS bereits um die bezeichne-
te Zeit (1808) den so folgenreichen Schritt der Einfiihrung der ganzen complexen Zahlen
definitiv vollzogen hat.

GAUsS hat auch fiir die complexen Primzahlen 2 — p und 3 — p die drei Classen 5,
S’, S aufgestellt (die oben reproducirt sind) sowie gleichfalls noch fiir den Primtheiler
3 — 2p von 19. Besonders interessant ist, dass GAUss diese Ueberlegungen (wie entspre-
chend auch bei den biquadratischen Resten) in geometrische Gestalt kleidete. Die ganzen
complexen Zahlen a + bp liefern Punkte der Ebene, welche ein rhombisches Punktgitter
darstellen. Die Gitterpunkte eines einzelnen Systems S lassen sich dabei in einen Be-
reich eingrenzen, welcher (im neueren Sinne gesprochen) als Discontinuitédtsbereich einer
unendlichen Gruppe linearer Substitutionen aufgefasst werden kann. GAUSS hat fiir ver-
schiedene Fille Zeichnungen angefertigt; die fiir die Primzahl 6 — p ist oben mitgetheilt.
Es wiirde sich hier um die Gruppe handeln:

' = p’u+ (a+bp),

wo u eine complexe Variabele bedeutet, v = 1,2,3 zu setzen ist und a + bp alle der
Congruenz
a+bp=0 (mod. 6 — p)

geniigende ganze Zahlen zu durchlaufen hat. Die in der GAUSS’schen Figur angegebenen
Bereiche beziehen sich auf die durch Zusatz der Substitution u’ = 4-u erweiterte Gruppe,
Die Willkiir in der Auswahl des Représentantensystems S lauft jetzt auf die Willkiir
in der Auswahl der Bereichgrenzen hinaus. Welche Absicht GAUSS mit der von ihm
gewdhlten Gestalt dieser Grenzen befolgt hat, ist leider nicht angegeben.

Die am Schlusse der obigen Notizen unter [2] zusammengestellten zwolf Thesen folgen
in der Urschrift direct auf die Betrachtungen der Zahlen a 4 bp. Das System aller ganzen
complexen Zahlen a + bp erscheint hier eindeutig ersetzt durch das mod. (1 + x + zx)
reducirte System aller ganzen Functionen von z mit ganzen rationalen Coefficienten.

FRICKE.

*) Uber dieses héchst werthvolle Tagebuch sollen in Bd. 9 der ges. Werke nihere Angaben
gemacht werden.
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[FRAGMENTE ZUR THEORIE DER AUS EINER CUBIKWURZEL
ZU BILDENDEN GANZEN ALGEBRAISCHEN ZAHLEN.]

[1]

Es sei
a+bv+cvv=t, V3 =n,

so setzen wir
a® + nb® + nne — 3nabe = ¢t,

(bb — ac)vv + (nce — ab)v + (aa — nbe) = Ft.

Theorem 1.
tFt = o,

okt = k3t
Fkt =kk Ft
ptu = pt.pu, Ftu = Ft.Fu,
p(Ft) = (pt)?,  F(Ft) = (t)t.
Wenn die Coefficienten in ¢ keinen gemeinschaftlichen Theiler haben, hingegen
die in F't den gemeinschaftlichen Theiler k und Ft = kt’ gesetzt wird, so ist

F(Ft) = kk Ft' = tpt

} wenn k eine Zahl

also nothwendig ot durch kk theilbar und die Coefficienten in F't' durch l%f:
theilbar.

Es sei k der grosste gemeinschaftliche Theiler der Coefficienten in F't und
Ft = ku. Es sei | der grosste gemeinschaftliche Theiler der Coefficienten in Fu,
so ist

Fu=1t, pt = kkl, pu = kll, tu = kl.

Ferner werden die Coefficienten von vv in t, u respective Primzahlen sein zu k,
[. Man setze au = v(mod. ), wo man a so annehmen kann, dass der Coefficient
von vv in v gleich 1 wird und der Zahlwerth von v < %l . Alsdann ist

tv = atu = akl = 0(mod. );

man macht also

tv
R t/,
l
WO k-k'
o)V
t =
7 1l
wird und der Zahlwerth ¢’ < %t.
t=1, pt=1
t' =, ot = A, I'= W, v =d %(mod. ),
t// = %a” 9075” = A//a l/ = (DivfﬁlF%:Pa
t/” _ tl}i , gOtm — A///, l/// _ (Div%Ft”’)W

etc.
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2]

a® +nb® + nne® — 3nabe = D,
n=v3,

a+bv+cvv=A,
bb—ac=A, C—-vvA=(a—vb)A, CC—-nAB=aD,
ncc—ab=B, vA—B=(b—vc)A, nAA—-BC=>5bD,
aa —nbc=C, vB—C = (vvc—a)A, BB — AC =cD.
D =A(vwA+vB+C)=aC + nbA + ncB,
aA+bB +cC=0=aB+ncA+bC.
nA3 — B® = (bA — ¢B)D = (b® — nc®)D,
nB3 — C3 = (neB — aC)D = (nnc® — a®)D,
C? —nnA® = (aC — nbA)D = (a® — nb*)D.
A% —3aA* +3CA - D =0,
A% — 3ubA? + 3vvAA — D =0,
A3 — 3vveA? + 3uBA — D = 0.
+ ? = 3v
AA
ABC

B, C nd
A B

+ {a(aA —bB) 4+ vb(bB — ¢C) + vve(cC — aA)}.
[3.]
Wenn eine Zahl A oder ein Vielfaches derselben in der Form

3+ ny3 + nnz® — 3nryz

enthalten ist, so ist n ein cubischer Rest von A und der Werth des Ausdrucks

_TT—nyz _ NYyy —nTz _ N2z —ITY

¢/n(mod. A)

nzz —rTy  ITT —Nyz yy —xz
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n=2, D=1
a b c A B C
-1 1 0 1 1 1
1 -2 1 3 4 5
1 3 -3 12 15 19
-7 -2 6 46 58 73
19 -5 =8 177 223 281
-35 24 3 681 858 1081
41 =59 21 | 2620 3301 4159
1 100 —80 | 10080 12700 16001
—161 —99 180 | 38781 48861 61561
n a b c
2 -1 1 0
3 2 0o -1
4 1 1 -1
5 1 -4 2
6 1 -6 3
7 1 -1 0
8 -2 0 1
9 -2 0 1
10 1 6 -3
11 1 4 =2
12 | —107 33 6
13 4 3 =2
14 1 2 -1
15 1 =30 12
16 1 50 —20
17 18 -7 0
19 -8 3 0
37 10 -3 0
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BEMERKUNGEN UBER DIE FRAGMENTE ZUR THEORIE DER AUS
EINER CUBIKWURZEL ZU BILDENDEN GANZEN
ALGEBRAISCHEN ZAHLEN.

Die hier reproducirten Entwicklungen stammen ungefdhr aus derselben Zeit wie
die voraufgehenden »Zur Theorie der cubischen Reste«. Nach einer Tagebuchnotiz hat
GAUSS im speciellen die Untersuchung iiber Auflssung der Gleichung x + ny3 + nnz3 —
3nxyz = 1 am 23. Dec. 1808 begonnen. Es liegt damit ein neues Zeugniss fiir das so
frithzeitige Auftreten ganzer algebraischer Zahlen vor.

Im Sinne der neueren Zahlentheorie handelt es sich hier um ganze Zahlen desjenigen
reellen cubischen Kérpers, der durch die reine Gleichung 2% = n definirt ist. Es bedeutet
t eine ganze Zahl dieses Korpers, ¢t die Norm von t und F't das gleichfalls im Koérper
enthaltene Product der mit ¢ conjugirten Zahlen, welche etwa tq, t2 heissen mégen:

gOt = ttltz, Ft = tltg.

Die unter [1] als » Theorem I« angegebenen Formeln sind hiernach leicht ersichtlich;
und es ist freilich nicht gewiss, aber sehr wahrscheinlich, dass GAUSS dieselben unter
Benutzung der complexen Factoren ¢y, to aufgestellt hat.

Welche Absicht GAUSS mit der Bildung der Zahlenreihe t', ¢, t"”/, ... gehabt hat, ist
nicht angegeben.

In den weiter folgenden Entwicklungen sind an Stelle von ¢, ¢t, F't die Bezeichnungen
A, D, vvA + vB + C getreten. Es handelt sich darum, die gegenseitige Beziehung der
beiden Zahlen a+bv+cvv und vvA+v B+ C weiter zu verfolgen. Nach handschriftlichen
Aufzeichnungen SCHERINGS kann man diese Formeln unmittelbar aus den Gleichungen
des »Theorems I« ablesen. Setzt man z. B. in

F(Ft)=(pt)t
die jetzige Bedeutung von ¢, ot und F't ein, so folgt:
F(Ft)= (BB —- AC)vv + (nAA— BC)v + (CC —nAB)
(pt)t = D(cvv + bv + a),
sowie aus der Identitdt beider Ausdriicke:
CC —nAB = Da, nAA — BC = Db, BB — AC = Dec.
In Gauss’ Handschrift findet sich bei der Notiz [2] noch die Angabe:

D2
9BCC’

Correction von v d peu prés = —

sowie der unvollendete Satz:
Forma ternaria per subst.

x =azx' +by +c,
y =ncx’ +ay’ + bz,

z =nbz’ +ney + a2,
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welcher dahin zu deuten ist, dass die terndre Form

nna® + ny® + 2% — 3nayz
vermoge jener Substitution iibergeht in

D(nna’ 4+ ny® + 23 — 3na’y'2’).
Der Satz [3] iiber cubische Reste entspringt direct aus den durch die voraufgehenden
Formeln begriindeten Congruenzen:

nA3 — B® =0, nB* - C? =0, C? —nnA® = 0(mod. D).

Endlich liefern die beiden numerischen Tabellen am Schlusse der Fragmente, abgese-
hen von der fiir n = 8 angegebenen Zahl —2 4 /64 und den beiden fiir n = 7 und n = 9
gemachten Angaben, bei denen indess nur Schreibfehler vorzuliegen scheinen, lauter Zah-
len a4+ bv+ cvv von der Norm +1, d. i. lauter Einheiten. In der ersten Tabelle, derjenigen
firn=2,ist 14 /2 + ¥4 die Fundamentaleinheit des Korpers, deren erste neun Poten-
zen sammt ihren reciproken Einheiten berechnet werden. Einer brieflichen Mittheilung
von Herrn MEHMKE danke ich die Kenntniss, dass GAUSS auch in der zweiten Tabelle
(abgesehen von den drei genannten Féllen) fiir das System derjenigen Einheiten, welche
mit Hilfe ganzzahliger a, b, ¢ in der Gestalt a + bv + cvv darstellbar sind, jedesmal die
zur Fundamentaleinheit reciproke Einheit angegeben hat. In der Mehrzahl der Félle han-
delt es sich auch um die Fundamentaleinheit des Korpers. Ausnahmen von dieser Regel
liegen vor bei n = 16, wo die achte Potenz der Fundamentaleinheit angegeben ist, und
bei n = 10 und n = 19, wo die reciproken Fundamentaleinheiten die folgenden sind:

7+ /10 — 2+/100 2+ 2919 — V192
3 ’ 3 '

FRICKE.
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BEWEIS DER IRRATIONALITAT DER TANGENTEN
RATIONALER BOGEN IN EINER NEUEN GESTALT.

Die unendlichen Reihen

P=1-—_. Bl
5 m 2413 74 246135 n6 WSV
p=" 11 m?
n 213 n3
N 1 1 md 1 1 m N
24135 n5 2461357 n7 5V
1 m? 1 1 mb
Py= — = - -
1.3 nn 21.3.5 n4
N 1 1 m7 1 1 9+
_ . — .. u.s. w
241357 n6 24613579 n8
1 m> 1 1 m'
Pp=— - -
135 n3 21357 nb
1 1 m? 1 1 mil

T 9413579 07 2461357011 no SV

und allgemein, von § = 1 an,

1 m29—1 1 1 m29+1
Py = . - .
T 185...20—1) nf  2135...(20+1) nf+2
1 1 m29+3 1 1 m29+5

+ 24°135...(20+3) nf+t  246°1.35...(20+5) nf+o

+u.s.w.,

wo m, n zunéchst beliebige gegebene positive Grossen bedeuten, sind offenbar alle,
wenn nicht vom Anfange an, doch nach hinldnglich weiter Fortsetzung convergent,
und zwar mehr als jede fallende geometrische Progression. Es hat daher jede einen
endlichen bestimmten Zahlenwerth.

Ist schon das zweite Glied von Py kleiner als das erste, oder auch nur diesem
gleich, so wird von selbst das dritte kleiner als das zweite, das vierte kleiner als
das dritte u.s.w. In diesem Falle, wozu nur gefordert wird, dass 26 + 1 nicht
kleiner ist als %, wird der Werth von Py jedenfalls positiv, kleiner als das erste

Glied, und grosser als die Summe der beiden ersten sein.

P,
Es wird dann folglich der Werth des Bruchs D b zuklein gefunden, wenn man
0+1
im Zahler die beiden ersten Glieder, und im Nenner nur das erste in Rechnung

bringt, oder mit anderen Worten, der wahre Werth jenes Bruches ist grosser
n 1 mm n 1

Is(20+1).— {1 — ———— % oder — (20 +1) — —. Es folgt hi

als (20 + )mm{ 220 +1) nn}oermm( +1) 2n > loTet herats,

dass Py, Pypy1, Ppio u.s.w. eine stets abnehmende unendliche Reihe von Grossen

bilden, wenn nur 260+1 nicht kleiner ist als @—F@. Es ist also unmoglich, dass
n nn
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sammtliche Glieder der Reihe P, P, P», P3 u.s.w. ganzen Zahlen proportional
seien. Diess wiirde aber nothwendig der Fall sein, wenn man annimmt, dass m
und n ganze Zahlen sind und zugleich die beiden ersten Glieder jener Reihe P, P
zu einander in einem rationalen Verhéltniss stehen. Man hat nemlich:

Py =nP; —mP

P3; =3nPy — mmP;

Py =5nP; — mmP,

Ps =Py — mmPs
u.s. w.,

allgemein, von der zweiten Formel an,

Pyio = (29 + l)nP9+1 — mmPy.

Offenbar kann man in diesen Formeln anstatt der Grossen P, P, P» u.s.w.
auch ihnen proportionale setzen. Waren aber von diesen die zwei ersten ganze
Zahlen, so wiirden auch alle folgenden ganze Zahlen sein, was, wie eben gezeigt
wurde, unmoglich ist.

P
Es kann folglich, wenn m, n ganze Zahlen bedeuten, der Werth des Bruchs Fl’

m
welcher nichts anderes ist als die Tangente des Bogens —, nicht rational sein.
n

BEMERKUNGEN ZU DEM AUFSATZE »BEWEIS DER IRRATIONALITAT DER
TANGENTEN RATIONALER BOGEN IN EINER NEUEN GESTALT«.

Der erste einwandfreie Beweis, dass tg — fiir ganze Zahlen m, n irrational ist,
n

wurde von LEGENDRE in der vierten Note seiner »Eléments de géométrie« (1794)
entwickelt. Die GAUSS’schen Ausfithrungen weichen in den Grundgedanken nicht
von dem LEGENDREschen Beweise ab. Neu ist die Art, wie GAUSS direct aus den
Potenzreihen der Py die unbegrenzte Abnahme dieser Grossen bei wachsendem
6 nachweist. Uber die hier in Betracht kommenden Untersuchungen LAMBERTS
und LEGENDRES, sowie namentlich iiber die vom letzteren a.a. O. gegebene Dar-
stellung hat tibrigens GAUSS eine kritische Besprechung aufgezeichnet, die jedoch
hier nicht abgedruckt ist.

Eine andere Entwicklung, welche gleichfalls nicht abgedruckt ist, leitet aus den
Recursionsformeln der Py angendherte Darstellungen von tgm durch Quotienten
ganzer rationaler Functionen von m ab. GAUSS benutzt diese Darstellungen zur
Berechnung von Néherungswerthen von %ﬂ'.

FRICKE.
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[NOTIZ UBER AUFLOSUNG EINES SPECIELLEN SYSTEMS
LINEARER GLEICHUNGEN.]

Aufgabe.

Vermittelst der fiinf Gleichungen

aP+bQ +cR+dS+ el = A,
bP+cQ +dR+eS+al =B,
cP+dQ +eR+aS+0T=C,
dP +eQ +aR+bS+ T =D,
eP+aQ) +bR+cS+dl=FE,
die unbekannten P,Q, R,S,T aus den iibrigen zu finden.

Auflésung.
Man bestimme p, g, 7, s,t so, dass

ap+bg+cr+ds+et=1,
bp+ cq+ dr +es+at =0,
cp+dg+er+as+bt =0,
dp+eq+ar—+bs+ct=0,
ep+aq+br+cs+dt =0,

werde. Dann ist

P = Ap+ Bq+ Cr + Ds + Et,
Q =Aq+ Br+Cs+ Dt + Ep,
R=Ar+ Bs+ Ct+ Dp+ Eq,
S=As+Bt+Cp+ Dq+ Er,
T =At+Bp+Cq+ Dr + Es.
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Das Geforderte wird auf folgende Art geleistet. Es sei ¢ eine Wurzel der Glei-
chung z° = 1. Man mache

1
t =
pratr+st a+b+c+d+e’

1
p+q6+rse+ss3+ts4: ,
a 4 bet + ce3 + dee + e

1
p+q55+re4+ss+t63: ,
a + bed + ce 4+ det + ece

1
p+q53+rs+554+t55: ,
a + bee + cet + de + e€?

1

4 3
€ re see + te = ,
pras+ + + a + be + cee + de3 + ect

woraus p, q,T, S,t leicht abgeleitet werden.
Man setze nemlich

(a4 be + cee 4 de3 + ee?)(a + bee + c* + de + e€?)
(a+be + ce + de* + ece)
= A+ Be + Cee + D&’ + ¢4,
A+B+C+D+ E=9IN,
a+b+c+d+e=m,
Aa 4+ Bb+ €c+ Dd + Ee = M,
M —mM
m(BM —min)

Dann ist

491

- 5M—m§m+n7
4B

S5 —mm ™
A€

- 5M—m9ﬁ+n’

)

“sM—mm

. 4e

S5 —mm

p

q

r

S

t
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[MECHANISCHER SATZ UBER DIE WURZELN EINER
GANZEN FUNCTION f(z) UND IHRER ABLEITUNG f'(x).]
Z;,bl;’,c’c’.,". TL’m?} die Wurzeln der Gleichung fj:i ; 8’ wo flx = %,
und werden durch dieselben Buchstaben die entsprechenden Punkte in plano
bezeichnet, so ist, wenn man sich in a, b, ¢, .., m, n gleiche abstossende oder
anziehende Massen denkt, die im umgekehrten Verhéltniss der Entfernung wirken,
inad,V,d, .. m Gleichgewicht.

Sind

BEMERKUNGEN ZU DEN BEIDEN VORSTEHENDEN
ALGEBRAISCHEN NOTIZEN.

Die erste der beiden mitgetheilten Notizen stammt wahrscheinlich aus den
Jahren 1826-28. Sie bezweckt die Auflésung eines Systems von fiinf linearen Glei-
chungen mit besonders einfach und zwar symmetrisch gebauter Determinante
vermittelst der flinften Einheitswurzeln. Beim Beweise der schliesslich heraus-
kommenden Darstellungen fiir die fiinf Gréssen p, ¢, r, s, t beachte man, dass die
Norm der complexen Zahl a+be +cee+de®+ee? sich in der Gestalt (50 —m9N)
darstellen lasst.

Die zweite Notiz hat GAUSS wahrscheinlich im Jahre 1846 aufgezeichnet. Zum
Beweise orientire man die Ebene so, dass eine der Losungen von f’(z) = 0 in den
Nullpunkt zu liegen kommt. Dann ist:

1 1 1 1
-+ -+—-4+--4+—-—=0,
a b ¢ n
a b c n
7U+70+70+...+70:0,
aag bbby ccg nno

WO ag zu a, by zu b, etc. conjugirt complex sein sollen. Die mechanische Deutung
der letzten Gleichung liefert den GAUSS’schen Satz.
FRICKE.
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ANALYSIS UND FUNCTIONENTHEORIE.

NACHTRAGE ZU BAND III.
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NACHLASS.

DE INTEGRATIONE FORMULAE DIFFERENTIALIS
(1 4+ ncose)”.dp.

Prooemium. Maxima pars Calculi, qui Integralis vocatur, serierum evolutione
et tractatione absolvitur. Unica nimirum methodus, quam in illo praeter tentami-
na et differentiatione in memoriam revocata invenies, hoc agit, ut data quantitas
differentialis in seriem expandatur terminorum, quorum singulus quilibet facile
ad integrationem perducitur. In serie finita hoc modo ad expressionem omnibus
numeris absolutam pervenitur; series infinita, licet incognitarum relationem quae-
sitam minus perfecte exhibeat, modo ita procedat, ut adproximationi locus detur,
id quod plurimis casibus apta tractatione obtinebitur, ad vulgares usus sufficere
et aequationi, si qua talis revera inter variabiles propositas detur, aequipollere
recte censetur. Est autem plerumque propter terminorum seriem ingredientium
prolixitatem et adparentem anomaliam arduum sane negotium, legem istarum
expressione generali circumscribere, circumscriptam demonstratione munire; ut-
rumque imminens erroris, irrepentis ex sola coniectura producto calculo ad verisi-
militatem elata, periculum et scientiae dignitas postulant. Exemplum eiusmodi
disquisitionis sistet dissertatiuncula proposita, quae in formulae do(1+n cos¢)?,
existentibus n et v numeris definitis pro lubitu adsumtis, integratione per se-
ries absolvenda versatur. Formula haec, cuius eximius est in Astronomia physica
usus, adeo gravis Ill. EULERO visa fuit, ut illi integrum Institutionum Calculi
Integralis caput®) dicare nullus dubitaverit. Legem ibi, licet non summa genera-
litate expressam, signis concinnioribus circumscribere, et ex genuino fonte rigida
demonstratione derivare, operae pretium mihi visum est.

Praemonenda autem ante omnia quaedam, de novo signo in exhibendis se-
rierum terminis generalibus utilissimo, brevibus exponam. In seriebus nimirum,
imprimis complicatioribus saepe accidit, ut aliam termini impares, aliam pares
legem sequi videantur, et tunc in binas, a se invicem seiunctas dirimi soleant.
Quod, cum non sine prolixitate fieri possit et, ut ita dicam, unitatem expressio-
nis, qua sola tractabilis redditur series indefinita, tollat, nisi aliqua ratione medela
adferatur, serierum usum arctis circumscribet limitibus. Sponte autem ex metho-
do, qua simplicissima quae dari potest inter terminos seriei pares et impares
discrepantia, ut nimirum alteri positivi, alteri negativi sint, in ipsum terminum
generalem infertur, generalior ista, quam nunc proponere conor, sese offerre vi-
detur. Sit terminus seriei alicuius generalis m'™ = Q; si illum positivum velis
existente m pari, negativum m impari, hoc praefixo factore (—1)™; sin contrario
ordine procedere signa malis, praeposito (—1)™*! exhibeo*). Simili ratione, sit
expressio generalis termini m' existente m pari = P, existente impari = @, ita,
ut P aliam prorsus, quam @ legem sequatur. Dico fore generatim terminum mt®

*) Cap. VIT. L.
*) Adsensum huic signo non recusare dignatus est, cum ipsi de illo proponerem, Ill. KAESTNERUS.
Qua auctoritate fretus saepius iam in disquisitionibus analyticis idem illud adhibui.
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17(;1)771@ + 17(7;)m+1 P. Ex hac enim expressione, si fuerit m numerus par, ob
m m—+1
(=1)™ =1, evadente % =0, et ob (=1)™*! = —1, evadente # =1

eliditur pars prima, fitque altera uti fas est = P. Sin vero m fuerit impar, cum sit
(—=1)™* =1, adeoque 1_(_2&“ =0, et simul (—1)™ = —1 et inde # =1,
evanescente parte posteriore restat prior ut assumta fuit = ). Ut unicum tantum
exemplum adferam, ex quo notae utilitas elucescat, sumam, quod infra demon-
strabitur, posse potestatem indefinitam cosinus dati cuiusdam anguli v. g. cos "
semper in seriem secundum cosinus multiplorum eiusdem anguli expandi, ea ta-
men lege, ut ista, existente m pari, secundum multipla paria procedat, sitque
adeo terminus illius 7', misso coefficiente, cos2ryp; existente autem n impari
secundum multipla imparia, sitque tunc terminus eiusdem 7" = cos(2r + 1)¢.
Tunc expressio generalis sic adornari potest: fore seriei in quam cos ™ evolvitur,

terminum generalem "™ = cos <2r + %) . Manifesto enim existente n

pari contrahitur haec forma in cos2ry, existente impari abit in cos(2r + 1)ep.

In dissertatiuncula ipsa generalem hunc notandi modum nonnisi in formula
finitima (§ 11) adhibui. Licet enim iam in disquisitionibus quibus ad istam perve-
nitur cum fructu adplicari possit, abstinendum ipso censui, ne propter addenda
quaedam de transmutationibus eiusmodi signorum, si in calculos ipsos ingredian-
tur, ad nimiam prolixitatem abreptus, dissertatiunculae limites excederem. Satius
mihi visum est, notarum eiusmodi tractationem, si calculos subeant prolixos ter-
mini, quos adficiunt, et artificia, quibus ad servandam in illis concinnitatem opus
est, singulari disquisitione complecti.

1. Formulae propositae integratio initio quidem facillime perfici posse vide-
tur. Potest enim quantitas data (1 4+ ncosp)” secundum theorema binomiale
in seriem per successivas ipsius cos ¢ potestates integras procedentem converti.
Quo facto singuli eius termini, in dp ducti, et ad integrationem revocati, quae-
situm exhibebunt. Recte hoc quidem, verum hac via incedendo ad expressiones
complicatissimas deducimur; quaelibet enim quaesitae integralis particula serie
continebitur haud parum prolixa. Praestat igitur aliam sequi rationem, in eo
fundatam, quod ex Trigonometriae analyticae praeceptis quaelibet ipsius cos ¢
potestas exponentis integri positivi possit in seriem valde concinnam, per termi-
nos qui solummodo cosinus multiplorum ipsius ¢ continent, progredientem evolvi.
Ita igitur absolvetur negotium propositum, ut primo quidem (1 4 ncosp)” per
seriem, secundum potestates ipsius cos ¢ procedentem, exhibeatur, mox vero, ex
lege generali, antea stabilita, quilibet eius terminus in seriem novam, per cosinus
multiplorum progredientem mutetur, atque colligantur demum ex omnibus hisce
seriebus membra, qui eiusdem anguli cosinum contineant. Series nova, eaque rite
ordinata, quae, peractis hisce laboribus exsurgit, in dy ducta statim ad integra-
tionem poterit perduci.

2. Ante omnia igitur lex, qua potestas aliqua cosinus dati per angulorum mul-
tiplorum cosinus exhibetur, scrutanda erit. Huic disquisitioni fundamento est
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formula trigonometrica elementaris*), esse
cosacosb = 3 cos(a — b) + 5 cos(a + b).

Sumatur iam cos p, quae, in cos ¢ ducta, dabit cos ¢. cos ¢, quod productum
tum, si revera multiplicemus per cos 2, tum si per formulam modo expositam in
summam solvamus, per 5 + cos 2¢ exhibebitur. Est igitur cos ¢? =3 + cos 2¢p.
Simili ratione ad potestates altlores provecti, sensim formulas eruimus sequentes

cos (p 4 cos ¢ + 4 cos 3p;

cosg04 =35+ gCOSQgH— gcos4g0;

coscp = 10 G Cos p + 16 cos 3¢ + 16 €os Hyp;

cos ¥ = + cos2<p + 2 cos 4y + 2 cos 6¢;
cosg07 — %coscp—}— —40053<p+ @0085@ + @cosﬂp;
cos g08 = 128 + 128 cos 2p + 128 cos4p + 128 cos 6y + 128 cos 8.

Facile ex his calculis lex generalis eruitur. In potestatibus cos paribus non
nisi parium ipsius ¢ multiplorum, quorum maximum dato exponente definitur,
cosinus adparent, in imparibus eadem lege multiplorum imparium cosinus. Sed
pares non eandem omnino quam impares legem sequuntur.

a. Terminus initialis in paribus, in cos 0 = 1 ductus, coefficiente gaudet, cuius
denominator, ut ceterorum omnium, est ipsius 2 potestas, cuius exponens unitate
exceditur ab exponente propositae potestatis. Numerator est fere coefficiens bino-
mialis ad potestatem propositam pertinens, et quidem, si illos suo ordine evolu-
tos concipias, mediorum inter illos dimidius. Cetera membra, multiplum ipsius ¢,
indicis membri duplum, in coefficiente adiecto eundem quem initiale denomina-
torem, pro numeratore autem coefficientem binomialem eiusdem potestatis, illo
quem initiale gerit tot gradibus posteriorem, quot index membri indicat, conti-
nent. Quae lex ita generatim exponi potest: fore cos ¢>™ seriem, cuius terminus
initialis*)

1 Zm%(m)
22m—1" 2 ’

terminus generalis 7'

1

= WQTH%(WLJ’_T). COS 27'@

*) KAESTNER, Astron. Abh., Erste Sammlung, I, 10.

*) Expressio legis huius EULERiana, ad coefficientes binomiales non revocata, cum proposita si
ipsa congruit, sed non aeque concinna videtur.

Ceterum coefficientes binomiales a me semper more HINDENBURGiano notari, et serierum ter-
minos, duce Ill. KAESTNERO, semper in initialem et sequentes distingui, vix est quod moneam.
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B. Potestates impares eidem legi subiectae inveniuntur, nisi quod terminus
initialis in numeratore, coefficientium binomialium, ad potestatem datam per-
tinentium medium posteriorem (quippe bini in exponente impari occurrunt et
medii et aequales) totum contineat. Lex seriei generalis igitur haec erit: esse

cos *™~1 seriem, cuius terminus initialis

1

= Sam—s 2m=1gg(m) cos ¢,

terminus generalis 7

1

= Sam—2 2m—lgg(m-t) cos(2r + 1)e.

3. Sumamus igitur primo loco legem propositam in indefinita aliqua potestate
impari, v.g. (2m — 1)* valere, adeoque esse

1 o ].
T 92m—2
1
52m—3 2m=log(m+1) ¢og 3+
1
922m—2

cos @*m™ 2m=1g(m) cos o+

2m=lg(m+2) o550 + ete.,

obtinebitur potestas par unitate maior, utramque aequationis partem per cos ¢
multiplicando. Quodlibet serie membrum hoc pacto productum binorum cosinu-
um continet, nec difficulter ex theoremate noto in summam binorum cosinuum
solvetur. Sic fiet

cos 2™ = 2%11_2 2m=1gg(m) g ©.Ccos p+
1

922m—2
1

922m—2

2m=leg(m+1) 06530, cos o+

2m=Ig(m+2) 06550, cos g + . ..

Evadet igitur, quia

COS p CoS Y = % —i—%congo,

terminus initialis

1 5,._ 1 1 5,.— cos 2¢
= 92m—2 " %(m)‘é“‘ 92m—2 " %(m)T’

eademque lege terminus primus

L ot (m+1) COS2¢ L om i (me1) Cos 4o
= 922m—2 " 1% " ) 922m—2 " IEB " 2

Initio patet ex solo termino initiali in summam soluto eventurum terminum in
cos0p = 1 ductum, h. e. novae seriei terminum initialem; ceteri enim termini in
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utraque summae ex illis provenientis parte cosinum multipli alicuius paris ipsius
 continent. Est igitur novae seriei terminus initialis

1 12m—1%(m) _ 1 2m—1%(m).

22m—2"9 - 922m—1

Haec vero expressio, cum sit hic coefficiens binomialis inter ceteros suae potesta-
tis mediorum posterior, adeoque cum altero mediorum, cui aequalis est, addendo
iunctus potestatis uno gradu altioris coefficientem eiusdem indicis producat, sit-

que hac ratione
2m—1£B(m)'2 _ Qm%(m)7

sic poterit exhiberi: esse terminum initialem

1 2m;3(m)
- 22m—-1 9

Ad legem terminorum reliquorum generalem enodandam sumatur

cos ®™~1 cos ¢ terminus generalis 7"

1
22m72

2m=13(m+7) cos(2r + 1) . cos p.
Hic, cum sit
cos(2r 4 1)¢. cos ¢ =  cos 2ry + 1 cos(2r + 2)p,

solvetur in partes:

1
= 2m=Lg(m+n) cog(2r + 2)¢.

1 1
= 2m=g (M) cog 2r¢ + Im=35"

Y o

Ex quo adparet, ex quolibet multiplo impari hac transformatione bina paria,
alterum proxime maius, alterum proxime minus dato impari enasci. Sic nonnisi
cosinus multiplorum parium in nova serie occurrunt, quorum quilibet coefficien-
tem ex binis seriei adsumtae coefficientibus contiguis conflatum obtinebit. Patet
enim ex transformatione in termino 7' ipsius

cos ™1 cos ¢

instituta, non solum huius partem primam, quae iam ante inventa fuit

1

— 2m—1 B (m+r)
2em—

cos 2r¢,

sed quoque antecedentis (r — 1) posteriorem

_ 1 2m—1%(m+r—1)

T 92m—1

€os 27,
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esse in cos 2rp ductam, ex ceteris terminis vero multipla aut minora aut maiora
proficisci. Iunctis igitur terminis hisce habebitur novae seriei pro cos 2™ terminus
generalis 7', qui, cum sit

mel%(m+r) + mel%(m+7“71) — Zm%(err)’

induet formam .

— 2m€B(m+r)
2ém=

.COS 27

Haec expressio legi infra pro potestatibus paribus adsumtae prorsus consentanea
est, ex quo sequitur, valituram illam pro potestati pari, simulac impari proxime
minori demonstrata fuerit.

4. Denuo igitur derivata modo pro cos p?™ series:

_l’_

_ 2 +1
- 922m—1 9 922m—1 msB(m )

COS (me Zm%(m-ﬂ)

cos 2p+

52m 1 cosdp+. ..

1

— ZmiB (m+r)
2em=

+

cos2ro + ...

in cos ¢ ducatur, ut habeatur ex una parte cos p?™*!, ex altera, excepto initia-

li, in quolibet termino binorum cosinuum productum, ut antea in binas partes
dirimendum. Dabit sic terminus primus

1

S 2mag(m+1) ¢os 205 cos ¢
partes
2271_1 2m%(m+1)% cos ¢ + 2m—T 2m‘B(m+1)% cos 3.
Pars eius prima, cum unica, quam terminus initialis praebet
1 2megg(m)
S g 08 %

in summam collecta, dabit novae seriei initialem

L ampiggmtn)

52m Ccos .
Terminus generalis 7'
1 2mey (m—+r)
= Sam 1 B €0S 21 €S ,

in partes diremptus, dabit

1
22m—1

1 1
QW‘B(m”)E cos(2r — 1) + Qm%(m'”).i cos(2r 4+ 1)¢.

22m—1

Igitur sola multipla imparia hic occurrunt, quorum bina contigua ex quolibet
datae seriei termino generantur. Si igitur velim novae seriei terminum (r — 1)"™,
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quem in cos(2r — 1)¢ ductum fore adparet, ex evolutae seriei termino (r — 1)%
partem posteriorem

— i 2m%(m+r—1)

= Som cos(2r — 1),
ex r'° autem partem priorem
1 2mepn (m—+r)
Som B cos(2r — 1)¢
iungendo, obtinerem:
1 2m+1gpn (m+r)
— B cos(2r — 1)e.

22m

Sic evadet ipsius cos @*™*! terminus generalis (r — 1)' qualis hic propositus est,
aut, si malis, pro 7 substituendo 7 + 1, terminus 7"

1

Jom ALy (m+147) cog(2r + 1) .

2m+1 tu

Atque iam adparet hanc legem, ipsius cos ¢ terminum ™™ sistentem, cum

adsumta illa pro cos ¢*™~! termino %

1

= Sam—2 2m=leg(m+1) cos(2r 4 1),

ita congruere, ut, simulac in hac loco m substituatur m + 1, illa sponte prodeat.

Esse igitur legem tam pro paribus quam pro imparibus ipsius cos ¢ potestati-
bus generalem, hoc progressu indefinito demonstratione munito, per se patet.

5. Quamvis ad disquisitionem propositam haud pertineat, liceat hoc loco mon-
ere, ex lege pro cosinuum potestatibus per dati anguli multiplos exhibitis si-
milem pro sinuum potestatibus statim exsurgere, idque sola observatione esse
cos(90° — ) = sin ¢.

Cum sit igitur cos ?m~!

series, cuius terminus initialis

1

Jom=2 2m=1og(m) cog ©

erit, substituendo 90° — ¢ in locum ipsius ¢, sin @*™~! terminus initialis

1
22m72

2m—1 B (m) sin ©

et generatim, eadem substitutione sin ™~ terminus 7"

1

= 92m—2 2m—Log(m-tn) cos(2r 4 1)(90° — ).
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Est autem
cos(2r +1)(90° — ) = cos ((2r + 1)90° — (2r + 1))
= cos(2r + 1)90%. cos(2r + 1)
+ sin(2r 4+ 1)90°. sin(2r 4 1)¢.
Tam vero, cum sit

sin(2r +1)90° = (-1)", cos(2r +1)90° = 0,

fiet haec quantitas
= (=1)"sin(2r + 1)y,

et terminus ipsius sin ¢*™~! generalis "

(_1)T 2m—1lgn(m+r)
= Sam2 B sin(2r + 1)¢.
Si vero in serie cos ¢?™ exhibente in locum ipsius ¢ substituas 90°— ¢, terminus
initialis non afficitur, generalis 7', qui est

1

e Qm%(m—H’)
22m—

cos 27,

mutatur ita, ut

cos 2r(90° — ) = cos(2r 90° — 2r¢p)
= c0s 2190 cos 27 + sin 21 90°. sin 27

contineat. Est autem
sin 2r90° = 0, cos 2r90° = (—1)",

qua re mutatur ista expressio in (—1)" cos 27, fitque ipsius sin ¢*>™ terminus 7"

T
;mlzl 2mag(m+r) cos 2.

6. Nunc sine mora ad finem propositum accedere licet. Nimirum evolvatur per
theorema binomiale (147 cos ) in seriem per potestates ipsius cos ¢ progredien-
tem, solvatur deinde quodlibet huius seriei membrum in novam seriem secundum
cosinus multiplorum anguli dati procedentem, seligantur ex his seriebus termini
in eiusdem anguli cosinum ducti, hique in unum terminum cogantur. Cognita
terminorum sic provenientium lege totum negotium tantum non perfectum erit.
In serie fundamentali

(1+ncosp)’ =1+"BUncosp +BPn? cos p?
+ YB3 0% cos p® + ..+ YB@Dn cos 7 + ..
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omnes ipsius cos ¢ potestates ex ordine occurrunt, pares et impares. Ex paribus, si
evolvantur, nonnisi cosinus multiplorum parium, ex imparibus nonnisi imparium
prodeunt, quare ad has, si de cosinu multipli imparis, ad illas si de cosinu multipli
paris agitur, recurrendum est.

A) Habebitur seriei quaesitae terminus initialis, si ex omnibus propositae termi-
nis, illorum, qui evoluti a cos 0 = 1 ordiuntur, initialia membra ordine suo serva-
to uniantur. Sunt vero solae potestates ipsius cos @ pares, quae evolutae eiusmodi
membrum initiale praebeant. Quaelibet harum partem huc pertinentem praebet;
h' igitur pars ex seriei fundamentalis termino 2h'°, qui est ¥ B2k cos 2k,
proficiscitur. Est autem cos 2" terminus initialis, qui solus huc pertinet

1 thB(h)

_ L ongam),
© 92h—1 2 ~ 92k ’

adeoque adiecto ipsius cos 2 coefficiente pars A seriei in cosOp = 1 ductae

L ohgq(h) vog(2h),,2n

92h : :

Sic inventus est terminus generalis A" seriei, quae terminum initialem eius con-
stituit, quam (14 n cos ¢)” secundum cosinus angulorum multiplorum evolvendo
adipiscimur. Esse terminum eius initialem = 1 per se patet. Quod si ponamus
esse

(14+ncosp)” = A+ AW cosp+ AP cos2p + . ..,

erit

1 1 1
A=1+ ?2%“)."%(%2 + ?4%@)?%(4)714 +.oF ﬁ%%(h)."%@h)n% ..

sive

A—14 1 2vv—1 2 143 vwv—-1v—-2v-3 4L ot
T Ty M Tty 12.34 neor e

B) Quaeramus iam generatim legem coefficientis, quam cosinus multipli ali-

cuius imparis v. g. cos(2¢ — 1)y nanciscitur. Inter terminos seriei (1 + ncos ¢)”
2q—1

secundum potestates ipsius cos ¢ procedentis primus ille, qui cos ¢ continet,
secundum cosinus multiplorum evolutus, in termino suo (¢ — 1) multiplum re-

quisitum continet. Est nimirum ex lege antea (2,3) exposita, ipsius cos 29!
terminus (g — 1)t
L oy 1ga(2¢-1
= m q SB( q )COS(Qq — 1)@07

sive, cum sit 20719821 — 1,

1
524=2 cos(2q — 1)¢p..
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L continens ductus in

vsp(2e-1) 201 Quo factore adiecto habebitur pars prima coefficientis, qui ad
cos(2g — 1) pertinet, sive terminus initialis seriei, qua coefficiens ille exhibetur

Erat autem in serie fundamentali terminus cos @29~

1

_ 53 V%(Qq—l)an—l )

Tam vero quaelibet ipsius cos¢ potestas impar, cuius exponens 2q — 1 excedit,
si per cosinus multiplorum exprimatur, praebebit terminum in cos(2¢ — 1) duc-
tum; estque horum A'™, qui ex h'* post cos p??~! potestate impari, cuius igitur
exponens est 2¢ + 2h — 1, originem trahit. Sumitur autem ex quantitate

V%(2q+2h—1)n2q+2h—1 2q+2h—1

CoS

secundum cosinus multiplorum evoluta terminus (¢ — 1)'; fit autem ille (cum
sit ex lege cognita, ipsius cos 24721 terminus (¢ — 1)™

1
_ T 2q+2h—1%(2q+h—1) COS(Q(] o 1))
_ 22q+12h72 2q+2h71%(2q+h71)'u%(2q+2h71)n2q+2h71 cos(2q _ 1)¢'

Huius igitur quantitatis coefficiens est h'" illorum, quos ex successiva partium
seriei fundamentalis evolutione adsumta cos(2g—1)¢ sortitur. Quare si, uti fas est,
in nova serie condenda istarum partium summam pro uno habeamus coefficiente,
fiet ipsius cos(2q — 1) coefficiens seriei aequalis, cuius terminus initialis

_ 21 2y%(2q71)n2q71
24—

et generalis h''

1

_ 2q+2h—1¢gn(2¢g+h—1) ven(2g+2h—1), 2¢q+2h—1
~ 92q+2h—2 B B n :

C) Eadem ratione lex coefficientis in cosinum multipli alicuius paris cadentis,
v. g. in cos 2qyp, eruitur. In solis enim potestatibus ipsius cos ¢ paribus, inde ab
illa, cuius exponens est 2¢, eiusmodi multipli cosinus occurrit. Quare seriei, qua
coefficiens ipsius cos 2qy exprimitur, terminus initialis ex eo seriei fundamentalis
membro, quo cos ¢! continetur, i. e. ex YBRDn2 cos 24, et quidem ex huius
termino ¢* sumetur, fietque (cum sit cos 29 term. ¢

— 1 v
- 922q—1

1 1
= 2098029 6520 = cos 2qyp) B(20) 20,

922q—1
Generatim ex h'® post hoc primum seriei fundamentalis membro pari, adeoque

ex quantitate VB2a+2h)p2a+2h g ,20+2h proveniet coefficientis, ad cos 2gp per-
tinentis, pars h'®. Est autem ipsius cos @292 si evolvatur, terminus ¢

1

— 2q+2h%(2q+h)
92¢+2h—1

cos 2q¢.
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Sic igitur provenit coefficientis, ad cos 2q¢ pertinentis terminus post primum »"™

1

_ 2q+2h g (2¢+h) vep(2g+2h),,2q+2h
= S22 1 B B n .

D) Perfectum revera est negotium propositum. Non solum enim seriei ex
(1 + ncosy)”, dum pro quavis potestate series cosinuum multiplorum substi-
tuitur, rite ordinatae terminus initialis (cf. A), verum etiam pro utroque genere
terminorum, qui in illa occurrere possunt, quorum alteri continent cosinum mul-
tipli alicuius imparis, cos(2g — 1) (cf. B), alteri cosinum multipli alicuius paris
cos 2qp (conf. C), debiti coefficientis terminus initialis et generalis rite exhibitus
est. Sed haec delineatio legis inventae contrahitur observatione prorsus eandem
esse legem, quae in coefficientibus cosinuum parium, et quae in imparium va-
let. Quod sic perspicitur. Erat coefficientis ad cos(2q — 1)¢ pertinentis terminus
initialis

1
922q—2

V%(Qq—l)an—l’

terminus generalis h'S

1

2¢+2h—1¢n (2g+h—1) vep(2g+2h—1), 2g+2h—1
92q+2h—2 B B n :

Sit in hac expressione (2¢ — 1) = 7, habebimus hac substitutione ipsius cosrp
(existente r impari) coefficientem ita constitutum, ut sit eius terminus initialis
1

_ 2747_1/%(7"),”7"7

[y

terminus AS

1

_ r+2hm (r+h) vep(r+2h), r+2h
= or42h—1 B R o

Erat porro coefficientis ad cos 2qp pertinentis terminus initialis

L,

— %(2(1)7&2(1 plus — 1
224- ’

2q+2hgn (2¢+h) veop(2q+2h),,2q+2h
= S2gan 1 B 7B n :

Sit eadem ratione 2q = r, veniet hac substitutione pro coefficiente ipsius cosre
(existente r pari) expressio ita comparata, ut sit eius terminus initialis

1
= FV%(T)M’

generalis h'"

1

_ r+2hon (r+h) vep(r+2h),  r+2h
= or42h—1 B RS o

Identitas expressionum, quas, sive par sit sive impar assumtus r, pro coefficien-
te ipsius cosry adipiscimur, identitatem legis arguit, quam igitur, pro omnibus
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ipsius (1 4 ncos )’ terminis unam eandemque, concinnius finitima hac formula
designabimus.

Est igitur quantitas nostra (1 + ncosp)” seriei aequalis, quae sic procedit, ut
sit

A+A(1)COS¢+A(2)COS2<,0+....—|—A(T)cosrg0—i—...

ea coefficientium lege, ut initialis A aequetur seriei, cuius terminus initialis = 1,
generalis "

_ %2h%(h).u%(2h)n2h,
2 b

cuius coefficiens indefinitus " A(") contineatur serie, cuius terminus initialis

1
- 27“71

14 ™ .
Bn"
coefficiens termini in eadem serie A%

1

_ T V;B(T’-‘r?h) 'r+2h%(r+h)nr+2h'

Sic per coefficientes binomiales brevissime exprimi posse videtur lex compli-
catissima. Licet enim, evolutis, ut fieri potest, in producta his coefficientibus,
factores alterius nonnulli tollantur ab alterius factoribus, tamen expressio finiti-
ma longe prolixior fit, ac prior fuerat. Sic enim, ut facto rei veritas comprobetur,
brevissime exhibetur illa ratione coefficientis indefiniti ' terminus generalis A"

v(v—1)...(v —(r+2h-1)) 1 1 r2h
1.22.32. . .h2 “(h+1)(h+2)...(h+r)2r+2h-1 :

Adnotatio. Eiusmodi formulam sortietur, qui ex seriebus pro coefficientibus
aliquot initialibus ab EULERO™) propositis legem generalem abstrahere velit. Li-
cet via, quam ad scrutandam legem istam indicat Auctor Illustris, ad obtinendas
series iamiam expositas minus directa ac facilis videatur, alio tamen respectu
praeclara, et minime negligenda videtur. Omne artificium in eo consistit, ut ficta
pro quantitate (1 + ncosp)” serie

A+ AW cos o+ AP cos2p + ...

per differentiationem eruatur scala recursionis, qua istius coefficientes a se in-
vicem pendent. Quae, cum tantummodo tripartita sit, per binos quosvis antece-
dentes coefficientem quemvis exhibet, ut igitur, modo priores bini finiti fuerint,
ceteri omnes forma finita exhiberi queant. Quae mutua coefficientium relatio, li-
cet ex seriebus iamiam inventis erui possit, facilius tamen artificio EULERiano
evincitur.

*) EULER 1. c. Probl. 36.
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7. Sit, ut antea

(14+ncosp)’ =A+ AW cosp+ AP cos2p+ ...+ AW coshyp + ...
Sumtis ab utraque parte logarithmorum differentialibus, habebitur, remoto divi-

sione ipso dp

vnsing AW sinp +24@ sin 20 + 34A@) sin3p + ... + hAMW sinhp + ...
1+ncosp A+ AW cosp+ A cos2p + ...+ AN coshp + ...

«) Sublatis multiplicando utrimque divisoribus habetur ex una parte
vn sin <p(A + AW cos o+ AP cos 20 + ... + AM cos hy
+ AP cos(h + 1) + AP cos(h + 2)p + . .. ).

Quae series, ducta in factorem praefixum, ex formula nota, esse

1 1
sin @ cos \p = 5 sin(A + 1)p — 3 sin(A — 1),

solvetur in terminos, secundum sinus multiplorum procedentes. Quodlibet mem-
brum praeter initiale et primum in bina sic dirimitur, quorum alterum multi-
plum proxime minus, alterum vero multiplum proxime maius, quam illud, cuius
cosinum continet, quod dirimitur, sortietur. Sic v. g. membrum

vn.sin A® cos 2¢
praebet

A2) nA®
2 siny +v

quorum primum, adiectum illi, quod ex initiali gignitur vnAsin ¢, praebet seriei
evolutae terminum initialem

(2)
= (VTLA — Vn/; ) sin (.

Generatim si quaeram coefficientem, quem in serie evoluta nanciscitur sin(h +
1)¢; soli sunt in data termini vn AWM sin o cos hy (eiusque evoluti pars prior

n .
—v sin 3¢;

nAM
“+v

sin(h 4+ 1))

(h+2)

ac vn.A sin ¢ cos(h + 2)¢ (huius vero evoluti pars posterior

Ah+2)
—VnT sin(h + 1)),
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ex quibus membra, requisitum continentia ipsius ¢ multiplum, oriri queant, est-
que adeo in hac serie ipsius sin(h + 1)¢ coefficiens completus
n.AM) nA(+2)
=v —v .

2 2
B) Ex altera vero parte habebitur

(1 +ncosp) (A(l) singp 4+ 24@ sin20 + ...+ hA® sinhp + ... .. )
ex qua forma, si explicetur, duplex series originem trahit. Altera est

AW sing +24@ sin20 + ...+ (h+ DA Vsin(h + D)o + ...

nullo negotio prodiens.
Altera vero

N CoS go(A(l) sin p + 2A4® sin 204+ ...
+hA® sinhp + (h+ 1) AP D sin(h + 1) +...),
ut cum priore in unam summam conflari possit, cum in singulis terminis produc-
tum ex cos ¢ in sinum multipli alicuius ipsius ¢ contineat, ex nota formula
. 1. 1 .
cos psin A\p = B sin(A 4+ 1) + 3 sin(A — 1),

mutationem subeat necesse est. Sic in ista membrum, quo sin ¢ contineatur, ex
termino

n Ccos g0.2A(2) sin 2¢

procedens, fit n.A® sin ©. Si generatim ex illa quaesiveris membra, quibus sin(h+
1)¢ contineatur, sumendus terminus

hA™ sin hp.n cos

(elusque pars prior

nhAM

sin(h 4+ 1))
cum termino

(h+2) A"+ gin(h 4 2)p.ncos ¢

(ex hoc autem evoluto pars posterior

n(h +2)AN+2)

5 sin(h + 1)¢);
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quo facto evadit ipsius sin(h 4 1)¢ in serie quaesita coefficiens

nhA®  p(h 4+ 2)Ah+2)
2 + 2 )
) Iam vero, cum series ab una parte («) aequalis sit seriebus ab altera positis
(B), coefficientes homologi, i. e. hoc loco in eiusdem anguli sinum ducti aequales
sint oportet. Sic est ex una parte ipsius sin ¢ coefficiens

nA®2)
2

ex altera autem A + nA® . Quibus aequatis habebitur:

=vnA—v

2(vnA — AW)

= AW 4 nA® unde A® =
’ (v+2)n

Generalibus via etiam hic iam strata est. Si enim ab utraque parte, quae in
sin(h + 1)¢ ducta reperiuntur, aequalia, uti fas est, ponantur, eveniet:

vnAM  ynAt2)
2 2

nhAM N n(h + 2)Ah+2)

_ (h+1)
(h+1)A +— 5

Soluta aequatione habebitur

n(v —h)AM® —2(h + 1) AR+

(h+2) _
A n(v+h+2)

)

qua formula generali, excepto, quod veniret pro h = 0, A®) antea iam singulari
disquisitione inventa, continetur lex cuiuslibet coefficientis in serie nostra ficti-
tia, quatenus nimirum ille per binos antecedentes facili eruitur calculo. Sic, ut
exemplum adsit

n(v+2) ’ B n(v+ 3) ’

n(v —2)A? — 6A(3)' otc
n(v+4) ’ ’

0) Fieri autem potest, existente v numero aliquo negativo, ut coefficiens aliquis,
evanescente denominatore, non definiatur; tunc ad series infinitas ante exhibitas
recurrendum est. Idem hoc fieri oportet in coefficientibus binis prioribus A et
A(l), quos ut cognitos scala recursionis iamiam supponit. Potest vero singulari
artificio AM) per A exhiberi. Erat enim

AW —

A=1+....+ 2%”%(2’1).2’158(’1)# ..,
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A0 vy, o ;ﬁy%(%wl).2h+1%(h+1)n2h+1 4o

Est, si sumamus 2nA + A®) | huius seriei terminus initialis

= ("BW +2)n = (v + 2)n,
generalis h'

Qn'%u%(Qh)'Qh%(h)th n %hy%(Qh-&-l)_2h+1%(h+1)n2h+1
2 2 ’

qui, cum sit

vep(2h+1) _ ven(2n) ¥ — 20 htlga(htl) _ 2hgn(h) 2+ 1
B B ST et B B 1

sic contrahitur

1, v—2h 2h+1
- ;B(Qh).Qh%(h) 9 ] 2h+1
92h o1 )"
sive brevius ) 49

— = veg(2h) 2hgg(h) v 2h+1

92h 1"

Sumatur porro, posita n variabili, [ Andn, cuius terminus initialis = %nn, ter-
minus generalis A

1, 1
- %(2h)'2h%(h) 2h+2‘
92h oh+2
Quae nova series, si per
2(v+2)
n

multiplicetur, dabit initialem = (v + 2)n, generalem h™™

1 v+2
vep(2h) 2hen(h) 2h+1
22h % . % 7]?/ 1 n .

Consentientibus igitur ab utraque parte terminis, fit
2. 2
on.A+ AL = b /Andn,
n

sumto sine addita constante integrali. Fluit inde, esse

2.(v+2

AL — ) /An dn — 2n.A.

n

Hac igitur formula A®) ad inventam A reducitur, atque haec sola restat ex
genesi seriei ipsius, ut antea factum est, derivanda.
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8. Confectis quae in problemate generalissime proposito sperari poterant, supe-
rest, ut ad casus speciales animum advertamus; in illis enim contrahere formulas
universales nonnunquam licet. Cuius rei exemplum praebet casus, quo est v nu-
merus integer positivus. Tunc enim quaelibet serierum, antea ad coefficientes
ipsius (1 + ncosp)” exprimendos inventarum, cum coefficientes binomiales ad
exponentem v pertinentes, suo ordine quilibet, contineant, abrumpatur necesse
est, et finita evadit pro quavis expressio. Simili ratione eo casu, quo v est nume-
rus integer negativus, ad expressiones finitas singulorum coefficientium pervenire
licet. Cum ad hunc casum formulae usus plurimum revocetur, e re erit in illo
enucleando paulum morari. Artificium, quo in hac disquisitione opus est, duabus
absolvitur partibus; prima, ut pro coefficientibus, existente v = —1, eruantur
expressiones finitae; altera, ut via monstretur, qua, concessis ipsius (1 +n cos ¢)”
coefficientibus, potestatis uno gradu inferioris (1+mn cos¢)”~! coefficientes deriva-
ri queant. Sic enim ab ipsa (1+n cos ) ~! transire licebit ad potestates negativas
altiores, vitatis seriebus pro singulo coefliciente infinitis.

«) Ad scrutandam, cui subiecta est, posito v = —1, coefficiens initialis A, le-
gem, in expressione indefinita termini eiusdem A" ponamus v = —1, provenietque,
ob 1

1 (2h) _ . _ L onga(n),2n
B =1, ille = on B
Est autem

i%%(h):i2h.(2h—1)....(h+1)
22h 22h 1.2....h
1 2n(2h—1)....1 1
22k 12.....h ha(h—1)...1

1 (2h—1)(2h —3)....1 2h.(2h—2).. .2

-~ 22k 1.2...h “ho(h—1)..... 1
1 (2h—1)(2h—3)...1

o 12....h ’

fitque his transformationibus terminus ille A

L (2h=1).2h—3)..1 o,

L 1.2....h
. . C 1, .
Quare, cum haec expressio sit manifesto quantitatis (1—nn)~2, in seriem evolutae,
terminus h'™, sequitur, fore ipsam A, casu quo v = —1,
1
=(1—nn)"2

B) Coefliciens post initialem primus AWM definitur relatione ante demonstrata
(7,0)
2. 2
A = M /An dn —2n.A,

n
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quae hic, ob v = —1, mutatur in

2 2
AWM = - /An dn —2nA = - /(1 - nn)_%ndn —2n(1 — nn)_%

Peracta integratione (sic instituenda, ut cum n et integrale evanescat) habebitur

AWM = —2(1 —nn)

1
—2n(1 —nn)~2
- n(l —nn)~2,

N

_l’_

SERN

sive brevius

2 1
1) _ “(1 _ _ 5
A _n(l (1 —nn) 2).

~) His praecognitis facile coefficientium reliquorum expressiones finitae per
scalam recursionis ante erutam deducuntur. Erat illa

n(v —h)A® —2(h 4 1) A+

A(h+2) —
n(v+ h+ 2)

adeoque h.l. ob v = —1

—n(h+1)A" —2(h +1)AR+D)
n(h+1)

A(h+2) —

sive

At2) _ ( a2 A(h+1))‘
n

Si per hanc scalam calculos instituas, occurret lex simplicissima*), fore

w2 (1= —nm)\"
AT =01 m—nn)( n )

Ut illa demonstratione firmetur, sumamus valere ipsam pro coeflicientibus usque
ad '™ eritque per scalam recursionis

(h+1) _ (_1yh 2 1— /(1 —nn)\"!
A= m—nn)( " >
Cm2 2 (1= )"
+=) wa—nn)( n )

sive, separato factore communi

0 () R ()

*) Falsa est, vitio forsan typothetae, legis huius apud EULERUM 1. ¢. §275 expressio.
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Est factor, uncinis inclusus

nn —2+2/(1 —nn)

:_(1—”717)1712\/(1—%)“
:_<1—¢<l—>>

quo adiecto habebitur

(ht1) _ (_1\h 2 1—+/(1—nn) h=1
AT = ¢<1—nn>< )

. (1 - /(1 —nn)>2

ok 2 1—/(1=nn)\""!
-t ()

unde legis universalitas perspicitur.

Pars prima negotii propositi confecta est, circumscriptis formula finita ipsius
(1+mncosy)~! coefficientibus. Restat altera, ut videamus, qua ratione a potesta-
tis alicuius coefficientibus datis transire liceat ad quaesitos potestatis proxime
inferioris.

0) Facillime hoc negotium ita perficitur, ut in expressionibus, quibus tum
coefficiens seriei indefinitae pro (14n cos @) initialis, tum generalis exhibentur, in
locum ipsius v substituatur v —1, et tunc eliciatur resultantium cum anterioribus

relatio.
I. Erat (6) ipsius coefficientis initialis A, in seriem evoluti, terminus initialis 1,
qui igitur substitutione non adficitur. Erat generalis h'

_ % ven(2h) 2hgn(h) ,2h
2 M

qui, substituendo v — 1 loco v, mutatur in:

1 v—1 2h) 2h h) . 2h

Manifesto igitur nascetur ex priore posterior, si in

u—2h_1_%
v v

ducatur ille; adeoque, cum idem sit, terminum generalem ipsius A A" in % duce-
re, ac eundem, secundum n differentiatum, per v dn dividere et per n multiplicare,
habebimus, si vocetur B ipsius (1 + n cos )”~! terminus initialis, generatim

n*dA

B=A- .
vdn
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II. Erat coefficientis indefiniti ad (1 + ncos )’ pertinentis A(") terminus in-
itialis 1

= V%(T‘) n',

fit itaque, si vocetur B") qui, ad (1+ncos p)”~! pertinens, elicitur substituendo
in istum v — 1 loco v, huius terminus initialis

1 v—1 r) T

=T multiplicando sive, quod idem est, per

Hic vero, cum obtineatur illum per
r r

(1 — —), et multiplicatio per — ita confici possit, ut ille, secundum n differen-
v

v
tiatus, denuo in n ducatur et per v dn dividatur, relationem sequentem praebet:
esse B(") term. init.

n*dA™ term. init.

= A" term. init. —
vdn

Prorsus eadem est relatio, quae in terminis generalibus obtinet. Est nimirum
ipsius A terminus A™

1

_ r+2hm (r+h) vep(r+2h)  r+2h
= orf2h—1 B B o

Fit igitur, mutato v in v — 1, ipsius B") terminus h'"

1
_ r+2hegn (r+h) v—1egn(r+2h)  7+2h
= Srron i B S8 n )

qui solo factore
v — (r+2h) ) r+2h

14 14

ad priorem expressionem adiecto, ex ista sponte procedit. Cum autem idem sit,

htum T+ 2h

ipsius A terminum per multiplicare, ac eundem, secundum n dif-

v
ferentiatum, per v dn dividere et in n denuo ducere, habebimus

n*dA") term. h

B term. h = A" term. h —
vdn

)

quae relatio, cum pro omnibus sine discrimine membris obtineat, praebet aequa-
tionem

A
g _ g _ A
vdn
g) Per hanc igitur scalam relationis (1+mn cos )~ ad (1+mn cos )" ita reduci-
tur, ut ex istius coefficientibus, qui in hanc expressionem cadant, differentiatione
facillime eliciantur. Licet adeo, cum ipsius (1 + ncosg) ™! coefficientes formulis

finitis circumscripti in potestate sint, ad exponentes negativos maiores sensim
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adscendere, eoque omnino potestates negativas easque integras coefficientibus
finitis exhibere.

Non tamen series infinitae, pro coefficientibus hisce ante inventae, inutiles sunt.
Est iis locus, simulac v fuerit numerus fractus, quo casu, ex EULERI iudicio, in his
speculationibus gravissimo, formulae finitae nulla ratione sperari possunt. Tunc
igitur necessarium est, ut sit n numerus fractus, isque verus, sin minus series
omnes, cum divergant, usu prorsus destituuntur.

9. Hucusque, in sola evolutione seriei (1 + mcosy)” morati, integrationem
formulae propositae de (1 + ncos )’ negleximus. Illa autem, inventa serie ipsa,
nullo absolvitur negotio. Si enim fuerit:

(14+ncosp)’ =A+ AW cosp+ AP cos2p+ ...+ A cosrp+ ...

fiet
1
/dgo(l +ncosp)’ = Ap + AW sin p + %A(Q) sin2¢ + ...+ ;A(T) sinrp 4+ ...,

cuius seriei coefficientes ex praecedentibus noti sunt.
10. Subiunxit in fine Cap. VI EULERUS integrationem formulae

de log(1 + ncosp),

quam ut priorem ita perficit, ut peculiari artificio log(1 + n cos¢) in seriem se-
cundum cosinus angulorum multiplorum evolvat, antequam integrationem ipsam
adgrediatur. Revera autem haec series, ut casus specialis, iam in illa continetur,
quam pro (1 + ncosp)” invenimus. Opus est in hoc negotio nota propositione:
esse Ata)—1

log(1+z) = +,

cui consentienter
(1+mncosp)’ —1

0

In expressione igitur generali pro (1 4+ ncosp)” coefficiens initialis unitate
mulctetur, dein in illo et ceteris omnibus ponatur v = 0, et dividatur quivis per
ipsam 0.

a) Est ipsius A, coefficientis initialis ad seriem (1 + ncos )’ pertinentis, et
termino suo initiali, qui est = 1, iamiam mulctati, generalis h"

log(1 4+ ncosyp) =

_ 1 2heg(h) veg(2h) ,2h

22h :

Quodsi in illo ponatur v = 0, fiet
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quo per 0 diviso restat

i(—l)%_l 12....(2h = 1) 2heg(h) 20 _ (_1)2h—1i 1 ongy(ny 2n

22h 1.2....2h 2219,
_ 1 oh—1 (2h —1)(2h = 2)...(h+ 1) o,
=g 1.2..h "

:Al(_nwkll35-iyl*1)ﬁﬁ
2h 1.2.3....h.  2h

sive cum (—1)2h_1, quidquid fuerit h, sit negativum

~ 1135..2h—1) n**
2 123...h 2R

Differentiata hac expressione secundum n, provenit, abiecto dn,
]. ]..3.5. .(2h - 1) n2h71
2h 1.2.3...h ’

quae est manifesto quantitatis

—(1— nn)fé

n

. . . C . g L
terminus h'™. Quare, cum hic non adsit, qui in illa terminus initialis —, illa

n
mulctata formulae nostrae aequalis fiet, adeoque si ponatur ipsius log(1+n cos ¢)
coefficiens initialis = C' habebitur

d
ndnc =—(1- nn)fé + 1.

Qua aequatione, sic expressa

nger— ol
dC = - (1—(1—nn)"2),

fit integrando

NI

1—(1-—
C =logn — logM + const;
n

est vero, cum evanescere debeat posito n = 0, expressio const. = log % Quare

Czlog(u—\/%ﬂ)’

aut, si malis,

ﬂl—vT—nm>'

nn

Cz—log(
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B) Coefficiens, qui initialem excipit, C® vocemus, ex scala relationis antea
tradita inveniri potest. Est nimirum

CcWop = —2/nn dC + nn,

quo substituto et ad calculos revocato, fit
cWp = 2(1—(1— nn)%),

adeoque
o) _ g l=v{d—nn)
n
v) Ceteros coefficientes ex scala relationis ante evicta una formula generali
circumscribere licet, quae sic enuntiari potest, fore, si ipsius log(1 + ncos¢) in
seriem evolutae coefficiens A™ = C™ | hunc

= (2 (1 - “ﬁ)h

Sumamus, legem valere pro h primis, erit tunc ex scala generali, posito v = 0,

(7,7)
n(h —1)CP=Y —2p.C™

n(h+1) ’

C(h+1) - _

fit substituendo debitos valores

h—1
VIRV IR 1—-+V1—-nn
n(h = 1)(=1)" -
Lon(—1ymt 2 (1 —V1- “”)h
C(ht1) _ h n

n.(h+1) ’

sive, separato factore communi

A\t
o) _ (D" g(}:v?) <

Est vero factor uncinis inclusus

nn—2+2y/1—nn :_(17\/(17nn))2‘

n n

Si igitur alter per illum revera multiplicetur, fit

Clr) — (q)ht2 2 (1-/(1—nn)\""
h+1 n
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unde perspicitur legis generalitas.

0) Est igitur, si ponatur
1—/(1-—
(),
n

2 2 2
log(1 + ncosp) = —log =4 70COS P — §a2 cos 2+
n

2 2
+§a3c083g0+....+(—1)h+1ﬁahcoshap+....

Adnotatio. Formula haec ad functionum trigonometricarum logarithmos
obtinendos summi usus est.
Sit enim n = 1, fiet a = 1, et habebitur

2 2 2 2
log(1 + cosp) = —log2 + 1 COS® — §cos24p + gcos?)go — Zcos4g0+ e
quae series, cum sit 1 4 cos ¢ = 2 cos %902, dat quoque

IOgCOSQQO——logQ—FCOS(p congo—l—gcos?;ap 4cos4g0+

adeoque, substituendo 2¢ in locum ipsius ¢

log cos p = —log2 + cos2p — cos 4o + 3 cos 6 — COS 8o +.

Similiter, si ponatur n = —1, ut fiat a = —1, habebitur
2 2 2 2
log(1 — cosp) = —log2 — Icosgo — §C082§0 — gcos&p — Zcos4g0 — .

adeoque, cum sit 1 — cos ¢ = 2sin %¢2’

log sin %go = —log2 —cosp — cos 2¢ — cos 3p — cos 4o —

aut, ut antea, 2¢ in locum ipsius ¢ substituendo

logsiny = —log2 — cos2¢p — cos 4 — cos 6p — COS 8¢ —

Sequitur ex his, cum sit logtang ¢ = logsin ¢ — log cos ¢

logtang p = —2 (cos 2¢ + %cos 6¢ + %Cos 10 + %cos 14p 4+ .. )

et ex eodem fonte ceterarum functionum trigonometricarum logarithmi, licet per
series non celeriter convergentes, habebuntur.
) Cum sit

2 2 2 2
log(1 + ncos ) = —log =4 7@COS P — §a2 cos2p + ga?’ cos3p —..... ,
n
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integratio formulae log(1 + n cos ). dy in aperto est, fitque

2 2 2 2
/dgp log(1 +ncosyp) = — <log a> © + Iasincp — ZaQ sin 2¢ + §a3sin3gp —...
n
Confectum est igitur, quatenus per series fieri potuit, negotium propositum.
Cognata est disquisitio, quam Ill. KLUGEL (de functione potentiali

(1 —2zcosp+zx)™™

in Commentat. Societatis huius Tom. XII) exhibuit. Forma, quam ille contem-
platus est, abludit quidem ab illa, quae ducente EULERO in hac dissertatiuncula
in censum vocata fuit, verum difficile non foret, alteram ex altera deducere. Ne
igitur acta omnino egisse videar, moneam, omnem disquisitionem eum in finem
a me institutam, ut serierum infinitarum tractationem per terminos generales
nulla difficultate laborare et facilius saepe, ac artificia singularia, ad eruendas
leges generales perducere, exemplo aliquo ostenderem. Non igitur in principali
dissertatiunculae parte usus sum via, qua VV. Ill. EULER et KLUGEL incessere;
in ceteris omnia ad expressiones generales revocare et demonstratione ubicunque
munire conatus.

Corollarium.

11. Occurrere in Analysi altiore series, sive finitas, sive infinitas, quarum termi-
ni non unam eandemque legem primo obtutu sequi videntur, imprimis eiusmodi,
in quibus termini indicis paris aliter ac imparis constructi sunt, notissimum est.
Solent tunc singulari lege hi, singulari illi circumscribi. Praeter prolixitatem au-
tem eiusmodi definitionum, inest illis aliquid contra naturam ac vim Analyseos.
In eo enim ipso huius consistit dignitas, ut valores unius quantitatis, si eiusmo-
di fuerint, diversissimos sub una expressione generali comprehendat, et ex hac
expressione cunctos derivare doceat. Sic, si in problemate aliquo geometrico sol-
vendo plures una quantitate solutionem praestent, hae omnes in aequatione, qua
datarum cum quaesita relationem circumscribimus, involutae reperiuntur. Simi-
le quid ab expressionibus, quibus serierum termini generales sistuntur, postulari
potest. Si fuerit igitur inter terminos pares et impares aliqua diversitas, ita com-
parata sit oportet, si perfecta fuerit, termini generalis formula, ut alios valores
sumto pro termini indice numero indefinito pari, alios pro impari praebeat. Quod
qua ratione praestari possit, iam in prooemio dissertatiunculae exposui. Est ni-

mirum (—1)™ existente m pari = +1, existente impari = —1; estque adeo
1— (=)™ . . .
5 existente m pari =0, existente impari =1
1—(—1 m+1

et sic per eiusmodi factorem adiectum quaesitum semper praestari poterit.
Luculentum, in quo adplicari potuisset hoc notandi genus, exemplum disserta-
tio ipsa praebet. Si nimirum potestas aliqua cosinus dati per cosinus multiplorum
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exhibenda sit, notum est aliam legem in serie pro potestatibus paribus, aliam pro
imparibus servari. Videamus igitur, qua ratione haec discrepantia sub formulam
unam generalem cogi queat.

Lex pro potestatibus paribus v.g. cos p?™, ut antea demonstratum est, ita
se habet, ut seriei, secundum cosinus multiplorum parium procedentis, terminus
initialis sit

1 2meg (m)

22m—1 2 ’
terminus generalis A"

1

— 2mep (m+h)
= B
22m—1

cos 2hep.

Lex potestatum imparium, quarum termini solis multiplis imparibus adficiun-
tur, ita constituta est, ut sit seriei pro cos <p2m*1 terminus initialis

1

= Sam=2 2m=1eg(m) ¢og ®,

terminus generalis h*"

1

92m—2 2m=1og(m+h) cos(2h + 1)p.

His expressionibus consentienter erit seriei pro cos@” (ubi r sine discrimine
numerus par imparve esse potest) terminus initialis

1— (=)™t 1 14127 1—(—1"
(1— (4 ) ) 2T_1.T‘B(2T+ 4 >cos ;gp.

Sit enim r = 2m, fiet

11
or—1 " 92m—1"

atque cum sit index coefficientis binomialis

1—(=1)"

1—(—1)

1,,1=(=D"
%7, 4 f =m, r%(zT-‘r 1 ) coS o= Zm%(m)7
ut antea.
Sit 7 = 2m — 1; fiet
1 1
or—1 — 92m—2’
et ob
1—(=1)" 1— 1 2m—1
(17 _ 1oyt
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reg (3 5) _omo1gg(dem-1)+d) _ 2m-1gy(m)

)

tandem
1— (_1>r 1— (_1)2m71
COS ————( = CO0S ——————————( = COS .
9 ¥ B ¥ P
Tandem factor praefixus fit, existente » numero impari, = 1, existente pari,

=1- % = %, uti fas est.
Similiter, dico fore ipsius cos ¢” terminum indefinitum A"

1 1,41-CD" 1—(=1)
= T’B(2 T +h> CoS <2h+(2)> ©.

2r—1

Existente enim r pari = 2m, ob

- (1)
2 - )
fit expressio
1
5m 1 2meg(m+h) cos 2hp;
existente impari = 2m — 1, cum sit tunc
1— (_1)2771—1 1
2 - )
fiet eadem
1 - h
523 2m=Log(m+h) cog(2h 4 1),
ut oportet.

Ad vitandam in scribendo molestiam pro quantitate simplici

1— (1)
2

signum unicum v. g. = a, ut in analysi solet fieri, usurpari posset. Haberetur tunc,
contracta expressione

1
cosp” = (1+ G)?-r%(%(rﬂ)) cosap+ ...+ BT cos(2h + a)p + .. .,

2r—1

atque sic binae series, quae primo adspectu diversissimae videbantur, sub una
expressione, eaque satis simplici, comprehendi possunt.
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BEMERKUNGEN.

Das Manuscript der vorliegenden »Dissertatiuncula« wurde 1893 von Herrn
Prof. WILHELM MEYER (Goéttingen) in den Acten der Konigl. Gesellschaft der
Wissenschaften zu Gottingen gefunden und ist von E. SCHERING mit einer Rei-
he erlduternder Bemerkungen in den »Gottinger Nachrichten« von 1893 No. 15
verdffentlicht. Es fehlt in der Urschrift der Name des Verfassers und ebenso auch
eine Angabe iiber Ort und Zeit der Abfassung. Indessen beseitigte der Vergleich
sonstiger Manuscripte von GAUSS mit der vorliegenden Handschrift jeden Zweifel,
welcher sonst vielleicht an GAUSsS’ Autorschaft bestehen kénnte.

Sachlich ist zu bemerken, dass GAUSS vermuthlich schon zu der Zeit, als er
das Collegium Carolinum zu Braunschweig besuchte (1792 bis 1795), die Werke
von LAGRANGE und EULER studirte. Es finden sich im Nachlass (wahrscheinlich
aus dieser Zeit stammend) verschiedene Ausziige aus Werken von LAGRANGE
und EULER, und darunter insbesondere solche aus EULERs Institutiones calculi
integralis, Theil I Kapitel 6, an welche die Dissertatiuncula unmittelbar ankniipft.

Ist hiernach auch sachlich GAUSS’ Verfasserschaft unzweifelhaft, so wird man
gleichwohl die fast vollstdndige Abhéngigkeit der ganzen Entwicklung von EULER
nur mit der Annahme vereinigen kénnen, dass die Entstehung der fraglichen Un-
tersuchung entweder in den ersten Anfang der Goéttinger Studienzeit von GAUSS
(Herbst 1795 bis 1798) oder auch noch vor diese Zeit fallt. Es 16st namlich EULER
die Aufgabe der Entwicklung von (1 + ncos¢)” in die Reihe

A+ AW cos w+ AP cos 2¢ + A®) cos 3p+ ...

so, dass er nur A und AM direct angiebt, sich aber wegen der weiter folgenden
Coefficienten auf eine Recursionsformel beruft, welche durch einen naheliegenden
Kunstgriff gewonnen wird. Unter Vermeidung des letzteren giebt GAUSS auch
die hoheren Coefficienten A®), .. durch directe Betrachtung, reproducirt aber
iibrigens alle Ansdtze und Weiterentwicklungen EULERs.

Die Citate auf KASTNER sprechen dafiir, dass die definitive Abfassung der Dis-
sertatiuncula in den Beginn der Gottinger Studienzeit féllt. Die gegen Ende von
No. 10 genannte Abhandlung KLUGELs gehort den mathematischen Commenta-
tionen der Gottinger Societdt von 1793 und 94 an. Dieselben sind als Gesammt-
band allerdings erst 1796 ausgegeben; doch sind GAUSS die einzelnen Abhand-
lungen wahrscheinlich schon frither zugénglich gewesen.

Fiir die Annahme, dass die Entstehung der Dissertatiuncula spéatestens Anfang
1796 anzusetzen ist, wiirde auch der Umstand sprechen, dass in dem Ende Mérz
1796 beginnenden wissenschaftlichen Tagebuche keine Notiz iiber diese Abhand-
lung gefunden wird.
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Eine Einzelbemerkung erfordert noch die Entwicklung unter Nr. 8, v. Der Vor-
wurf eines Fehlers bei EULER ist nicht berechtigt; vielmehr hat sich GAUSS verse-
hen, indem er bei der Berechnung der Gleichungen fiir A, A("+1) rechter Hand
den Factor ﬁ iibersah. Indem SCHERING in der von ihm veranstalteten

Ausgabe diesen Factor zufiigte, stellte er die Ubereinstimmung mit EULER her.
Der vorliegende Abdruck gibt gleichfalls die berichtigten Formeln. FRICKE.

[BEWEIS EINES VON EULER AUFGESTELLTEN SATZES UBER
EXACTE DIFFERENTIALAUSDRUCKE.]

Supponendo dW = Vdz, designante W functionem ipsarum z,y, p,q,r, s, erit
-\ Oz b oy ¢ Op

(VYL (WY (oW
r@qsﬁr s )

Hinc

ov
N<y> dr
o)
b (VN _ (W +d(vpv>
“\op/)  \ oy dr
el
o_ (V) _ (W +d<‘f)
~\dq) \op dov
oW
or dq dx
oV oW (5Y)
5= (93>_<87’)+ dr
ov ow
(%) (%)
Hinc sponte sequitur
dr ow
S- i <a>
r_ds &T _(OW
de  dz2  \ 9q )’

o AR P _ET (oW
de  dx?  dz3 ’
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iQ &R &3S dT (oW
P——4 — + =
dr ~ dx? dzd  dzt o
dP  d*Q
N—%'FW—G‘CC.—O.

Ex iisdem principiis theorema inversum nullo negotio demonstrare licet.
(Sept. 1800.)

Den Beweis des Satzes, dass die Bedingungsgleichung

dP d*’Q d°R
N-— 422 S04 =0
dx * dz?  dx3 +
statthat, wenn Vdx ein vollstdndiges Differential ist, habe ich in meinem Exem-
plar von EULERs Integralrechnung [Band III, Seite 518] gegeben. Der Beweis des

[umgekehrten] Satzes beruht auf folgenden Momenten.

Da der Ausdruck N — + ‘fi‘iQ etc. auf eine ganz bestimmte Art aus der
Natur der Function V' abgeleltet wird, so bezeichnen wir ihn durch fV, und eben
so P — +M—etc durch f'V u.s.w.

Man setze f f'V.dy = WP, so integrirt, dass bloss y als verinderlich betrachtet
wird, und das vollstindige Differential dW° = Vdz. Dann wird*)

/0 / ! _ 10y —
FVe=rv }unddaher Fv-v'=0

V0= fv FV -V =o.
Da nun
oV -vo on  df'(V =V
oy VSV
_ 0
[gilt,. so ist auch 8<V@yv) = 0] und V — V? enthélt kein .

Man setze ferner

/ FIV =V dp =W,

die Integration so gemeint, dass bloss p als variabel (d.i. x, g, etc. als constant)
betrachtet werden, und

aw’ =V'dzx.
Dann ist, weil W’ kein y enthélt,

fV/ — 0’ f/V/ _ 0, f//V/ _ f”(V _ VO)’

*) Diese beiden Schliisse hdngen mit dem Beweise a.a.O. in EULER’s Integralrechnung zusam-

0
men, wonach, W° statt W gesetzt, f'V° = W also = f'V wird, und fV° =0 also = fV.
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also auch

"FV-vVl_Vvh=0, FWV-V'-V)=0  f(V-V'-V)=0,

und V — V? — V’ wird weder y noch p enthalten.
Man setze ferner

/fm(V ~ VY- Vdg=W" und  dW" =V"dz,
so wird ebenso
fV=vV0—V' V") = f(V -V =V V")
_ f//(v —_yi_y' = V”)
="V -v'-Vv' -V") =0,
und V — VY — V! — V" enthilt weder y noch p noch ¢, sondern bloss z, 7, s etc.
Ebenso enthalt
V-V0—V' - V" - V" Dbloss ,s,t,
V-vV0— V' V"= V" VWV bloss ,t,
V-Vo—Vv'— . .. —VVbloss z.

Es sei nun

/(V—VO—V’—...—VV)dm:Q,

S0 ist

/Vd;v:Q+W0+W’+W”+..+WV,
welches zu beweisen war.

BEMERKUNGEN ZU DEN BEIDEN VORSTEHENDEN
FRAGMENTEN UBER EINEN EULERSCHEN SATZ.

Das hier von GAUSS behandelte EULERsche Theorem besagt folgendes: »Die
Function V( ) dy dp dq dr
unction V (z r,S,...) von x == q¢g=—,r=—,8= —, ...
) 7y7p7q7 ) ) ')y7p d'x’ q dx’ d:,v’ dgj’
liefert stets und nur unter der Bedingung;:

_dP  d*Q &R d'S

N _
dr = dx? dx3 @ dxt

..=0
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ein exactes Differential Vdx, wenn hierbei unter N, P,Q, R, S, ... die partiellen
Ableitungen
LW v, v
Ay dp dq
= 59
or s

von V verstanden werden«. EULER hat diesen Satz sowie auch seine Umkehrung
im dritten Theile seiner »Institutiones calculi integralis« und zwar in §92 des
die Variationsrechnung behandelnden Anhanges ausgesprochen und aus den vor-
angehenden Entwickelungen der Variationsrechnung bewiesen. GAUSS hat seinen
vorstehend reproducirten directen Beweis des genannten Satzes in sein Hand-
exemplar von EULERs Institutiones calculi integralis an der betreffenden Stelle
aufgezeichnet. Den im zweiten Fragmente entwickelten Beweis der Umkehrung
hat GAUSS in sein Exemplar von KLUGELS Lexicon Bd.I eingeschrieben.

N

FRICKE.
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[VIER NOTIZEN UBER INVERSION DER POTENZREIHEN.]
GAUss an OLBERS, 12. December 1813.

...... Heute habe ich einen artigen kleinen Fund gemacht, den ich Thnen doch
mittheilen will. Es ist ein specieller sehr kurzer Beweis fiir die Umkehrungsformel
der Reihen: man kann sie zwar als einen einzelnen Fall sehr leicht aus der allge-
meinen LAGRANGischen Umkehrungsformel ableiten; aber es ist doch angenehm,
sie mit wenigen Federstrichen unabhéngig von dieser ableiten zu kénnen.

Ich setze

T+ azx + B3 + vt + ete. = X,
Y+ ayy + By + vyt +ete. =Y,

log<1 — §> — log<1 — %) =Q,

Y =y (14 (n, 1)y + (n,2)yy + (n, 3)y° + etc.).

Man hat erstlich:

=g+(1,1)X—i—(1,2)Xy—|—....

X? X2 X? X2y
— 2,1)— 2,2)— 2,3)—+....
3 X3 X3 X3 X?’y
— 3,1)— 3,2)— 3,3)— 3,4)—=
R e R O b IR e R et

Zweitens hat man aber auch:
Y-X y
-2
©8 y—x Y
__log{1+a(y+x)+B(yy+y:n+:m)+etc.}
1+ ay + Byy + vy? + etc.

— Closd14 ax + Byz + zx) + y(yyz + yra + %) + ete.
© 1+ ay + Byy + vy3 + etc. '

Dieser zweite Ausdruck zeigt, dass 2 gar keine Potenzen von y mit negativen
Exponenten enthélt; es muss also

X X2 X3

xr
o (2,1) 5 +(3,2) 0 +ete. — =
" ( )2y ( )3y "
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identisch = 0 werden oder
r=X+1(2,1)X%+ 1(3,2)X° + etc.,

welches die Reversionsformel ist.

Eben so folgen hieraus die Coefficienten der Reihen, die 22, 23 etc. oder
jede positive ganze Potenz von z durch X ausdriicken, und durch leichte
Kunstgriffe kann man es auch auf gebrochene Exponenten ausdehnen. Fiir
negative Exponenten miissten noch andere etwas kiinstlichere Betrachtungen
hinzukommen. .......

REVERSIO SERIERUM.

T — a':m; — a”x?’ - a"'ac4 — CLIVZ‘5 — ... =Y

////// //////
™ = E aNa™N "Nyt

mpu+v+m—-1)(p+v+m—-2)(p+v+m-3)...(v+m+1)
1.2.3...M.1.2.3...0.1.2.3. . N etc. ’

WO
w=XN+N +\"+ etc.

v=XN4+2\"+3)\" + etc.

und X, X', M etc. alle moglichen Combinationen von Werthen erhalten, die
weder gebrochen noch negativ sind.

DIE UMKEHRUNG DER REIHEN.

Es sei
T + azz + br + cat + ete. =y,

u + azuu + brrud + crdut + ete. = Z,

—log<1 — %) =,
Y

1 1

—=—(1+ (1, D)z + (1,2)zz + (1,3)z> + etc.),

y

1 1

— = — (14 (2,)z + (2,2)zz + (2,3)2® + etc.),
yy  xx

1 1

B (1+ (3, 1)z + (3,2)zz + (3,3)z> + etc.),

u.s.w., oder allgemein

=g (1+ (m, 1)z + (m,2)zz + (m,3)z> + etc.).

<

Dadurch wird
0= z+( Dazz + (1,2)zzz + (1,3)232 + etc.
+ T2z + 3(2, l)aszz + 3(2,2)zz22 + 5(2,3)2322 + etc.
+ (3, 1)z + £(3,2)za2® + §(3,3)2%2% + ete.
+ 124 + 24, )zzt + $(4,2)za2t + 1(4,3)232" + ete.
+ etc.

67



Nehmen wir an, dass die Substitution des Werthes z in diesem Ausdrucke gebe
Q =wu+[1,1)ou+ [1,2]zzu + [1, 3]23u + etc.
+ Suu+ (2, 1]zuu + (2, 2)zzun + (2, 3|lz3uu + ete.
+ 20 + 3, 1]au® + [3, 2]zau® + [3, 3]z3u® + etc.
+ tut + [4, 1aut + [4, 2]zzu® + [4, 3]23u? + et
+ etc.,

so wird sein
L w4 2, zuu + [3, 2]zzu® + [4, 3]z3u® + ete. =
z+ 5(2,D)zzz + (3, 2zxz® + 1(4, 3)x32* + etc.,

1I. %uu + [3, 1]xu3 + [4, 2]xacu4 + [5, 3]x3u5 1 ete. =
%zz + %(3, Dz + %(4, 2zxzt + %(5, 3)z32° + etc.,

L Lu® +[4, Uazu® + [5, 2]zau® + [6, 33’ + etc. =
2284+ L4, Dzt + 1(5,2)222° + L(6,3)2°2° + ete.,

IV. Lt + 5,12 + [6, 2zau’ + [7, 3]z°u” + ete. =
i24 + %(5, Dazzd + %(6, 2)zz2® + %(7, 3)z32" + etc.,
u.S. W.
Nun aber ist auch

Q= —log(l—u)

azu + br?(u + uu) + cx®(u + uu + u?)
+ dat(u + uu + ud +ut) + .
1+ ax + bxx + cx3 + da?* + etc.

—log | 1+

Der erste Theil gibt

u+ %uu + %us + %u‘l + etc.,
der andere giebt nur solche Theile, die © und x zugleich als Factoren enthalten,
und zwar x mit gleichem oder grosserem Exponenten als u. Hieraus folgt:

[27 1] =0,
3,1] =0, [3,2] =0,
[4,1]=0, [4,2]=0, [4,3]=0

u.s. w.

Hierdurch fallen also in den ersten Gliedern der Gleichungen I, II, III, IV etc.
alle Theile nach dem ersten aus, und man hat, wenn man dieselben mit x, 2zx,
323, 4z u.s. w. resp. multiplicirt und dann u = 1 setzt,
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L z=y+3(2yy+53,2)y° + 1(4,3)y" + etc.,
IL 2z =yy+2(3,1)y° + 2(4,2)y* + 2(5,3)y° + etc.,
L 2% =% + 3(4, 1)y* + £(5,2)y° + 2(6,3)y° + etc.,

IV. ' =y"+2(5,1)y" + 5(6,2)y° + 2(7,3)y" + etc.

u.s. w., oder allgemein

™ =y + L(m +1, 1)yerl + L(m + 2, 2)ym+2

m+1 m + 2
+ ml—l—g(m =+ 3, 3)ym+3 + etc.
oder
™ Coeff. y"  y~" Coeft. 2™
m - n '
1820 Jun. 22.

ALLGEMEINE UMKEHRUNG DER REIHEN.

Es sei vorgegeben die Gleichung

pm —_ qn + aanru 4 bqn+2u 4 an+3u 4 ete. = Q
Man wiinscht ¢? als Function von p darzustellen.

Auflésung: Man setze

vm
n

¢ =z, (1+al‘+bl’l‘+6$3+etc.)_% = fuz, D = u,

so wird die vorgegebene Gleichung x = u . f und gewiinscht wird

9 A A
q9 = v :ul/f:L‘l/‘

Man setze zuvorderst

r=t+4+u. fx,

so wird aus LAGRANGES Lehrsatz

Au dftrt
A+1 dt
uu A2 f?
A12)12 de?
w3 det)\+3
(A13)1.23 d3

fat = f* +

+

_l’_

+...,
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welches, da nach den Differentiationen ¢ = 0 gesetzt werden soll, auch so ausge-
driickt werden kann:

fat = [t coetrio
A\
+ )\+1[ft At ]Coefft
Auu A2
+ )\+2[ft |coettt + €tc.

Hier kann statt ¢ auch jeder andere Buchstabe z.B. ¢” gesetzt werden, also,
da fql/ = <Q> . = qVQ_%7
qTL
A v 7M}
€T = n
f {q @ Coeff ¢°

_i_)‘i[u()\Jrl)Q ”1)”]

A+1 Coeft g¥
Auu V(A+2) A+2)v]
—_— tc.
+)\+2[ @ CocﬂquV—i_ec
oder auch
‘= fo¥]
Jz [Q Coeff g—v

n Au [ _(A+1>u}
A+1 Coeff g—vA

n Aut [Q_ (A+2>u} +
A+2 Coeff g—vA

0
Mithin, A = — gesetzt,
v

n 0 o+v {Q*M]
v n

0+ v Coeff g—*
0

4 o+2v [ ,M]
v n
0+ 2v Coeff g—¢
oder
' [or?]
q p @ Coeff g—¢
N 0 (0+v)m [ _M}
0+ v P Coeff g—¢
+ 9 (0+2v)m |: _M:|
0+ 2v P Coeff g—?
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Setzt man also ¢’ = P, so ist

Om n

[Plcocfipr = — [Q*E

un } Coeffg—?f

Man kann dies Resultat auch so ausdriicken: T ist dasjenige Glied in der Ent-
P

()

()]

nach Potenzen von ¢, welches kein ¢ enthélt.
Hiernach wire die allgemeine Aufgabe diese: Die Relation zwischen p und ¢
ist durch die Gleichung gegeben:

wicklung von

P=Q,

wo P Function von p, ) eine Function von g von der Form

qn +aqn+u +bqn+2u +an+3u + ete.

ist. Man wiinscht fq durch eine Function von p darzustellen.
Es sei P die verlangte Function, so ist:

d
<£> = pars absoluta sive a ¢ libera in

Q~f/CJ~f]Z2n

(-G

3
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BEMERKUNGEN ZU DEN NOTIZEN UBER REIHENINVERSION.

Die erste Notiz ist aus einem Briefe an OLBERS vom 12. Dec. 1813 entnommen.
Der daselbst symbolisch durch (n,v) bezeichnete Entwicklungscoefficient stellt
sich auf Grund des polynomischen Lehrsatzes explicit dar in der Gestalt:

(n, V) _ Z (n+p-—1n+p—2)...(n+1)n aN o™ "™

NI o
A
wenn hierbei ' = —a, a’/ = -3, " = —~, ... gesetzt wird; die Summe be-
zieht sich auf alle Systeme ganzer, nicht-negativer Zahlen X, \”, ..., welche die
Gleichung X + 2\’ + 3\ + ... = v befriedigen, und es ist g = N + X' + X" +.. ..

Die zweite Notiz, welche GAUSS in sein Exemplar von » HOBERT und IDELER,
trigonometrische Tafeln« (erste Seite des Umschlages) geschrieben hat, giebt in
expliciter Gestalt die am Schlusse der ersten Notiz angedeutete Verallgemeine-
rung. Man wird die fragliche Inversionsformel mit Hiilfe des eben entwickelten
Ausdrucks fir (n,v) leicht bestétigen.

In der dritten Notiz, welche sich auf einem einzelnen Zettel findet, und welche
das Datum 1820 Jun. 22 tragt, ist nach einer geringfiigig abgeénderten Methode
gleichfalls die Verallgemeinerung der ersten Notiz fiir beliebige Potenzen von x
explicit entwickelt. Dem Schlusse von den beiden Darstellungen des € auf die
Gleichungen I, II, ... liegt eine Homogeneitatsbetrachtung zu Grunde.

Die vierte Entwicklung stammt vermuthlich aus dem Jahre 1816 und findet
sich in einem Handbuche. Unter dem Symbol [Fz]coefr. o» ist hier der Coefficient
von z" in der Entwicklung von F'(z) nach Potenzen von x verstanden. FRICKE.
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NEUER BEWEIS DES LAGRANGISCHEN LEHRSATZES.

Der wichtige Lehrsatz des Herrn DE LA GRANGE, wonach jede Function von
x durch eine Reihe nach den Potenzen von u dargestellt wird, wenn x =t + uX,
ist schon von dem Erfinder auf eine scharfsinnige Art bewiesen worden*). Allein
da dieser Beweis sich darauf grindet, dass X die Gestalt habe

ax® 4+ bxd + cxt + .. *¥)

und zugleich etwas weitlauftig ist, so haben verschiedene Geometer gesucht, den
Satz bloss aus der Natur der Functionen herzuleiten***). Von allen diesen Bemii-
hungen ist indess bloss der Beweis des Hrn. Prof. PFAFF vollig streng; die iibrigen
sind im Grunde blosse Induction. Ich hoffe, es werde manchem Leser nicht unan-
genehm sein, hier einen andern gleichfalls strengen Beweis zu finden, der mit dem
des Hrn. Prof. PFAFF nichts gemein hat. Die Hauptidee ist eigentlich wie in dem
CousiNschen, aber die Ausfiihrung scheint mir neu und einfach. Verschiedenheit
der Methoden dient immer, mehr Licht iiber eine Wahrheit zu verbreiten, und
gegenwirtiger Satz scheint unter uns bisher weniger bekannt zu sein, als er es
verdient.

*) Hist. de ’Ac. de Berlin T. XXIV, Année 1768 (Berlin 1770), p. 275. Man findet die gan-
ze Abhandlung iibersetzt in dem dritten Bande, womit Hr. MICHELSEN EULERS Analysis des
Unendlichen begleitet hat. Auch hat neuerlich Hr. D. MURHARD diesen Beweis in einem eignen
Programme durch einen gedringten Auszug bekannter zu machen gesucht.

**) Eben das gilt von der Umkehrungsformel, die Hr. ESCHENBACH fiir sich erfunden und Hr. M.
ROTHE bewiesen hat, und die sich leicht mit dem LAGRANGEschen Satze verbinden lésst.
**%) LEXELL, Comm. nov. Petr., T. XVI (1772), p. 230.

CONDORCET, Miscell. Taurin., T. V (1770-73), Classe Math. p. 7.

CousIN, Astronomie physique, p. 15 (Paris 1787).

PFAFF, Archiv der r. u. a. M., 1. Band (1795), S. 81.
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I.

Da fiir u = 0, x =t wird, so ist nach TAYLORs Lehrsatze

doxr  uu d’px u? Aoz

=t —_ + — te.
PR T e T 123 ds
o dex dPou . . .
wo der Werth der Grossen du du? etc. flir w = 0 zu nehmen ist. Allein es ist
u u
allgemein
dpx dpx
o X
du dt

d*px _ dXng%fC
du? dt

d3px _ d2X3d;’4f
du3 dtz2

)
wie ich sogleich beweisen werde. Ferner wird man leicht einsehen, dass fir u = 0,
d.i. x = t diese Ausdriicke

d d
dgpx’ dXQ%, ote. in Xdc,o:z:7 dX2%7
dt dt dx dx

iibergehen, worin dann x =t zu setzen ist. Dadurch wird also

etc.

dpr  uu dXQddﬂ Wl d2x3des
PR T T de 123 da?

wo x = t zu setzen ist, und dieses ist die Formel des Herrn DE LA GRANGE.

_|_...’

II.

Die hierbei gebrauchten Verwandlungen beweise ich so:
Ich differentiire die vorgegebene Gleichung x = ¢ + uX nach ¢ und nach wu,
woraus ich erhalte

v, 94X dXdz
at o Ma T T Y ar
dx dX dX dx
PR R
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Hieraus — eliminirt gibt
dx

dz dx
—=X—.
du dt
Da nun
dpr _ dewdr 4 der_derdr
dt dr dt du dz du
so wird:
dpx dpx
bt ‘gt s 1
du dt ’ (1)
folglich auch, wenn man statt px X setzt (welches erlaubt ist)
aX dX
o x~ 2
du dt’ 2)

Differentiirt man aufs neue (1) nach ¢ und wu, so erhélt man

Ppr _ dX dpr | doz

dtdu — dt dt dt? ’
doz _ dX dpz | dez
du?  du dt dt du’
2 dX
Hierin die gefundenen Werthe von P and &2 substituirt gibt
dt du du
d?px dX dox o d?px
=2X— X
du? dt dt * dt?

oder

d
d*px _ dX2er
du? at -
Differentiirt man wiederum diese Gleichung nach u, so wird

d3px _ d2X2‘%x
du3 dt du

d
Da es aber bekanntlich gleichgiiltig ist, ob man X 2% erst nach ¢ und dann

nach u differentiirt oder in umgekehrter Ordnung, und

d
dXQ%._2 dX dpx yd*px

du N du dt dt du
dX d?
oder, wenn man die Werthe von —, T aus (2) und (3) substituirt,
du’ dtdu
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d
Por  gyedXdor X

= X3
dt du dt dt dt

so folgt

2 yv3d
d®px _ a X %'
du? dt?

Man findet ebenso

d
d*px _ d*X 4%
dut dt3

u.s.f.

Allgemein aber gibt X "d;’% nach w differentiirt durch die Substitutionen
(3) und (4)

n dox n+1 dox
dX" s _ dxntiest (©)
du dt )
Ist also das Gesetz bis auf das n'® Glied richtig oder

dn(pm _ dn—and;lf;tﬂl
du™ dgn—1 7’

so wird, nach w differentiirt,

— d - d
d" oy ddVIXTEEE dM X

durtl  dudtrl dtn—ldu

[also] nach (6)

d"Hlox _ d”X”HdC% )
duyntl dtn ’
d.i. [die Regel gilt] auch fiir das néchstfolgende Glied.
Aus den Gleichungen (1), (4), (5) folgen also die obigen Verwandlungen fir

die drei ersten Glieder, und aus (6) ihre Richtigkeit fiir alle folgenden.

BEMERKUNG ZUM AUFSATZE »NEUER BEWEIS DES
LAGRANGISCHEN LEHRSATZES«.

Zufolge einer Notiz in dem S. 20 erwédhnten Tagebuche hat GAUSS am 27. De-
cember 1796 einen Beweis des Lehrsatzes von LAGRANGE gefunden. Der vorste-
hend abgedruckte Aufsatz ist zwar ohne jede Datumangabe auf einem einzelnen
Zettel aufgezeichnet; indessen ist nicht zu bezweifeln, dass es sich hier um die Ent-
wicklung handelt, welche GAUss Ende 1796 auffand. Die Veréffentlichung wurde
seiner Zeit nur durch verschiedene Zufilligkeiten verhindert (Vgl. SARTORIUS
VON WALTERSHAUSEN, Gauss zum Gedéchtniss, S. 22).

FRICKE.
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LAGRANGES LEHRSATZ,
AUF MOGLICH LICHTVOLLSTE ART ABGELEITET.

I. Specieller Fall.

Grundgleichung: = =t + uz?,

Gesucht: 2™ = t" + Thu + Thuu + Tyu® + u.s. w.

Hier sind 11, 15, T3, u. s. w. Functionen von ¢, die in ©1, ©9, O3, u.s. w. iibergehen
moégen, wenn man anstatt n, soweit es in ihnen vorkommt, n 4+ A schreibt. Man
hat also offenbar:

2 — A L0 u 4 Oguu 4+ Ozu® + u.s. w.

Allgemein ist fiir irgend eine Function Fx von x

dFr . dFx
du 7 dt’
also
dz"  xdx" n  dz"tA

du  dt  n4+ X dt
und folglich:

d
Ty + 2Tou + 3T3uu +u.s. w. = - Z )\{(n + )\)thr)\fl i C(Zlu
+%2w+%%ﬁ+usw}
yr p LS. W. b

Man hat also T} = nt"T*~1, und hieraus, wenn man n + \ statt n schreibt,

01 = (n+ ) "L

sodann

I n dO1 n(n+22-1) A2

T2t dt 2
und auf dhnliche Weise hieraus

15

O, — (n+ )\)(”2‘1‘ 3A-1) frsA-2
1 n dOy nn+3X-1)(n+3)-2) in+3A-3
ST 3n4+Adt 2.3 ’
O — m+AN)(n+4X—1)(n+ 4\ —2) A3
3 = )
2.3
~ 1 n dO3 nn+4r—1)(n+4X—2)(n +4X - 3) a4
S An+ N dt 2.3.4 ’
wo das Fortschreitungsgesetz klar ist.

4
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II. Allgemein.

Grundgleichung: = =t + uvux,

Gesucht:  fx = ft 4+ Tiu + Touu + Tzu® + u.s. w.;

Yx, fxr sind gegebene Functionen von z, hingegen T3, T, T3 u.s.w. erst noch
zu bestimmende Functionen von ¢, und zwar wird ihre Bestimmung von der

d
Beschaffenheit der Functionen vz, fx abhdngig sein. Die derivirte Function %
x
soll mit Fz bezeichnet werden.

dypx
Es sei nun ¢z eine andere Function von x und ®x = dr ihre derivirte. Es
T

wird mithin auch gesetzt werden kénnen:

pxr = et + O1u + Ouu + Osu® +u.s. w.,

wo 01,092, 03 u.s. w. gleichfalls Functionen von t sein werden, die von der Natur
der Functionen v, ebenso abhingen werden, wie T7,75,75 u.s.w. von ¥, f.
Sollte sich zeigen, dass in letzterer Abhéngigkeit die Function f selbst nicht
vorkommt, sondern nur F', so werden, da 3 bei beiden die gleiche Rolle spielt,
T1,T5, T3 u.s. w. iibergehen in ©1, ©9, O3 u.s. w., wenn man in dem Ausdruck der
ersteren Function, soweit F't darin vorkommt, an die Stelle davon setzt ®f.

Nehmen wir nun an, die Functionen fz und ¢z stehen in einem solchen Zu-
sammenhange mit einander, dass

bxr =Yx.Fx

oder, was dasselbe ist, dass

pxr = /wzz.dfgvdL
dz

und {iberlegen, dass

dr _ . d
du dt’
so wird
dfr _ dga
du  dt
Mithin [folgt], da
dpt
— = Ot = Yt.F't
7 Yt.Ft,
dOq
T + 2Tou + 3T3uu +u.s.w. = Yt.F't + WU
—+ WUU"‘ WU + u.s.w.
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Wir haben demnach zuvorderst

— Yt.Ft.

Mithin, da nach obiger Bemerkung 77 in ©; iibergehen muss, wenn man in dem

Ausdruck fiir jene Function an die Stelle von F't treten lasst ®t, d.i. ¢t.F't, so
wird

= (Yt)*.Ft
Hienach wird ferner
1 d(xt)2Ft
Th=-——
T2 At
und dann abermals, kraft der obigen Bemerkung,
o, -1 d(yt)3Ft
T2 At
Sodann
1 dd(yt)>Ft
T3 5 o )
2.3 dt?
1 dd(yt)*Ft
93 — A a9 )
2.3 dt?
1 d3(yt)*Ft
T4 - y
2.34 dt3
U. 8. W.

Als Endresultat haben wir also

art 1 d(yt)2. 4t
fo=ft+yt.—u 2—7ﬁ—ﬂm
1 dd(¢¢)3‘”t . d3(¢¢)4dﬂ
23 d2 234 d3

welches der LAGRANGische Lehrsatz in seiner ganzen Allgemeinheit ist.
1847 Mai 13.

Y S. W.,
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1
ENTWICKLUNG VON —— — IN DIE REIHE
h —cosy)?

A© £ 24M cos o+ 24 cos 20 + 24P cos 3¢ + ete.

Wir setzen

1
h:%(wrg) oder t=h—/(hh—1),

(1—w)? b b:<1—tt)§

a = =

eof V-
a':%(a+b), v = Vab, d = (%)2,

a = %(a’—i—b’), p = /a’b’, = (ﬂ){

a/” — %(a// + b//)7 b/// = \/CW, C”/ = (a ¢ )2 etC.
Man setze ferner
w=2c(1+2¢ (142 (142" (14 |,

und a(®) sei die gemeinschaftliche Grenze von a,d’,a”,a” etc. und b, b, 0", 0"
etc. Sodann ist

Wir setzen ferner

A 0 A®2) L AB) )
W:B()’ 1T = @), @:B() ete.;

man hat so folgende Gleichungen

BO) —

2h — 1B’ 2h —

B® —

ol PN oI

2h — 2BB)’ 2h —
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Man bedient sich dieser Formeln, um die Gréssen B, BD, B@ BG) . s w.
in verkehrter Ordnung aus einer vom Anfang entferntern, etwa der letzten, welche
man nothig hat, abzuleiten. Diese zu finden dient die Formel

o 2k+3 1
B = 2k+2t' 3 o ’
- (2k 4 2)(2k + 4)
(2k 4+ 1)(2k + 5) y
(2k 4 4)(2k + 6)

1.5
2h+6)(2k+8) "
2%+ 3)(2k +7)
(2k + 8)(2k + 10)
3.7

(2k +10)(2k + 12)
1 — etc.

tt

1—

also z. B.

9) _ 21
BY = 2Lt

1+
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11) _ 25
B = 224,

—tt
152

1 — etc.

BEMERKUNGEN ZUR »ENTWICKLUNG VON (h — cos @)_% IN DIE
REIHE A© 4+ 24®M cos o 4+ 243 cos2¢p + - - - «.
Diese Entwicklung von (h — cos np)_% stammt vermuthlich aus der Zeit um
1813. Das besondere Interesse derselben ist in ihren mehrfachen Beziehungen zu
sonstigen Untersuchungen von (GAUSS begriindet.
Fiir die beiden ersten Coefficienten A(®), A®) hat man zunéchst die folgenden
Integraldarstellungen:

o :/%dsﬁ A :/Q’TCOSMD
0 2m(h— cos gp)% 7 0 2m(h— cos gp)%

Substituirt man hier ¢ = 27 und setzt h — 1 = m?, h + 1 = n?, so ergiebt sich:

40) _ /2“ dT
0 27T(mmcosT2+nnsinT2)%

A0 — /27r (cos? T — sin®T) dT
0 2m(mmecosT? + nnsinT?)

5
2

Die Berechnung von A©® und A® aus m und n durch den Algorithmus des
arithmetisch-geometrischen Mittels hat GAUSS in den Artikeln 16 ff. seiner Ab-
handlung » Determinatio attractionis etc.« (ges. Werke III p. 331 ff.) geleistet. Die
daselbst in Art. 19 mit P und @ bezeichneten Integrale liefern:

AQ = p 4, AN = p Q.
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Um die damaligen mit den hier vorliegenden (bei Berechnung des arithmetisch-
geometrischen Mittels benutzten) Bezeichnungen in Einklang zu setzen, hat man
an m? = h — 1, n?> = h 4+ 1 anzukniipfen und findet in ¢:
1—t 1+1¢
, n=-——.
V2t V2t
Die Zahlen a, b, von denen hier das Mittel a(°®) gebildet ist, sind demnach:

1—t2\2 , 1—12\2
(Y ()
“ <2t>m ot )"

und es gilt:

a®) = (1 ;:2)2%

wo p, wie a.a.Q., das arithmetisch-geometrische Mittel zwischen m und n ist.
Die am Schlusse von Art.17 der genannten Abhandlung angegebene Gleichung
flir v schreibt sich auf Grund der ebenda néchst voraufgehenden Relationen:

!/ A” "

A

Die Definitionsgleichung fiir A liefert nach kurzer Umrechnung
. )\7/ 2 9.1 X
zunachst (m,) = ¢*; hier hat man:
)\/ )\// )\///
“— = —¢, jedoch weiter —. =¢/, = ...
! m

i

m m///

zu setzen, um die Formeln der vorliegenden Notiz zu gewinnen. Folglich bestehen
die Gleichungen.

(1+t)2%1—-u Q_(1—1&)21+u
4t ql)’ TR CO

wie aus den Schlussformeln in Art. 19 a.a.O. hervorgeht. Durch Addition und
Subtraction dieser letzten beiden Formeln findet man:

V= —u, P =

h—u

a(oo)

1— hu
a(oo)

A0) — 7 AL —

Fiir's zweite subsumirt sich die hier geloste Aufgabe der Entwicklung von
(h — cos go)_% dem allgemeinen in der Dissertatiuncula (p.35 ff.) behandelten
Probleme. Es werden daselbst unter Nr. 7 die dreigliedrigen EULERschen Relatio-
nen aufgestellt, vermoge deren man aus den beiden ersten Coefficienten A©), A(1)
successive alle folgenden A, A®) .. berechnen kann. Fiir die Quotienten B®*)
der A entspringen aus den EULERschen Recursionsformeln die hier von GAUSS
aufgestellten Formeln zwischen B®*) und B*+1),

83



Es ist endlich noch erwihnenswerth, dass sich der fiir B*) angegebene Ketten-
bruch direct der allgemeinen Formel [25] in Art. 12 der »Disquisitiones generales
circa seriem infinitam etc.« (ges. Werke III p.134) unterordnet, in welcher der
Quotient zweier hypergeometrischen Functionen in einen Kettenbruch entwickelt
wird. In den daselbst erklirten Bezeichnungen wiirde sich die Formel fiir B®*)

folgendermassen schreiben:

k+3

3
k 2 1 1 .42
B — k+1t.G(—§,k—§,k+1,t)

oder auch:

p_ k+3 F(=5k+35.k+2i1%)

B®) = : :
k+1 F(—%,k— 3 k+1;82)

FRICKE.
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SCHONES THEOREM DER WAHRSCHEINLICHKEITSRECHNUNG.

Wenn [man setzt]:

/eit“cpt dt = Yu.v2m,

das Integral von t = —oo bis ¢ = 400 ausgedehnt, so ist
/e‘ituwu du = pt. V2w,

das Integral ebenso genommen.
Die Begriindung dieses Satzes ist in der Formel enthalten:

2rk . .
Ecp(t—i— 7T> - Yy e_lkt“’/cpe.d&e’kg‘”,
w 27

wo das Integralzeichen die Ausdehnung # = —oo bis 8 = 400 voraussetzt, und
das >-Zeichen sich auf alle ganzen positiven und negativen Werthe von k bezieht,
indem man darin nur w unendlich abnehmen zu lassen braucht.

BEMERKUNGEN ZUM THEOREM DER
WAHRSCHEINLICHKEITSRECHNUNG.

Das vorliegende Theorem hat GAuSS in den Einbanddeckel eines Buches ein-
getragen, welches den Titel »Opuscula mathematica, 1799—1813« tréigt. Eine
genaue Zeitangabe, wann der Satz gefunden wurde, ist nicht vorhanden.

Man kann dem Theorem durch leichte Umrechnung auch die vollig gleichwert-
hige Gestalt verleihen:

2mp(t) = / o <du / T cosult — z).p(x) dx) .

— 00 — 00

Es handelt sich also um eines aus der Reihe jener Theoreme, welche FOURIER
seit 1807 auffand und 1822 in der » Théorie analytique de la chaleur« ausfihrlich
bekannt gab. Die von GAUSS zum Beweise des Theorems angegebene Summenfor-
mel liefert fir lim. w = 0 direct die FOURIERsche Integralformel. Man wolle nur
bemerken, dass die Gleichung xlirgoo ¢(z) = 0 hier giiltig sein muss, eine Bedin-

gung, welche thatséchlich fiir die von GAUSS in der Wahrscheinlichkeitsrechnung
benutzte Function p(x) zutrifft (cf. » Theoria combinationis observationum etc. «
Art. 4, ges. Werke IV p. 5).
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Was die GAUSS’sche Summenformel selbst angeht, so lasst sich dieselbe zu-
néchst durch Spaltung des rechtsseitigen Integrals in die Gestalt setzen:

= 27k w X Q(kﬂ)ﬁ
Z go(t + w) % ( 71ltw Z / zl9w d@) .
k=—00 l=—00 k=—o00

Fiihrt man hier eine neue Integrationsvariabele x durch 6w = x + 2k7 ein und
ordnet rechter Hand die Reihenfolge der Summationen um, so entspringt als neue
Gestalt der Summenformel:

00 +oo  +oo 2
3 80<t+ QZk‘) Z 3 ( —ilt /0 (p(x +w2k‘77> emdx> '

k=—00 —o0 l=—00

Die Richtigkeit dieser Formel geht aber direct hervor aus der FOURIERschen

Reihe:
ok = 1 (¥ [z+2%kn
220 = —iltw.i ilxd )
o0+ 7) = X (s, [ o(50) )

[=—00

FRICKE.
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[UBER DAS WESEN UND DIE DEFINITION DER FUNCTIONEN]
GAuss an BESSEL, 18. December 1811.

...... Zuvorderst wiirde ich jemand, der eine neue Function in die Analyse
einfithren will, um eine Erklédrung bitten, ob er sie schlechterdings bloss auf reelle
Grossen (reelle Werthe des Arguments der Function) angewandt wissen will, und
die imaginiren Werthe des Arguments gleichsam nur als ein Uberbein ansieht —
oder ob er meinem Grundsatze beitrete, dass man in dem Reiche der Grossen
die imaginiren a + bv/—1 = a + bi als gleiche Rechte mit den reellen geniessend
ansehen miisse. Es ist hier nicht von practischem Nutzen die Rede, sondern die
Analyse ist mir eine selbstédndige Wissenschaft, die durch Zuriicksetzung jener
fingirten Grossen ausserordentlich an Schonheit und Rundung verlieren und alle
Augenblick Wahrheiten, die sonst allgemein gelten, héchst lastige Beschrankun-
gen beizufiigen gen6thigt sein wiirde. ......... Was soll man sich nun bei [ pz.dz
fiir x = a + bi denken? Offenbar, wenn man von klaren Begriffen ausgehen will,
muss man annehmen, dass = durch unendlich kleine Incremente (jedes von der
Form a + (i) von demjenigen Werthe, fiir welchen das Integral 0 sein soll, bis zu
x = a + bi iibergeht und dann alle px.dx summirt. So ist der Sinn vollkommen
festgesetzt. Nun aber kann der Ubergang auf unendlich viele Arten geschehen:
so wie man sich das ganze Reich aller reellen Gréssen durch eine unendli-
che gerade Linie denken kann, so kann man das ganze Reich aller Gréssen,
reeller und imagindrer Grossen sich durch eine unendliche Ebene sinnlich ma-
chen, worin jeder Punkt, durch Abscisse = a, Ordinate = b bestimmt, die Grosse
a + bi gleichsam reprisentirt. Der stetige Ubergang von einem Werthe von  zu
einem andern a + bi geschieht demnach durch eine Linie und ist mithin auf un-
endlich viele Arten moglich. Ich behaupte nun, dass das Integral [ ¢z.dz nach
zweien verschiednen Ubergingen immer einerlei Werth erhalte, wenn innerhalb
des zwischen beiden die Ubergiinge repriisentirenden Linien eingeschlossenen FIi-
chenraumes nirgends px = oo wird. Dies ist ein sehr schoner Lehrsatz*), dessen
eben nicht schweren Beweis ich bei einer schicklichen Gelegenheit geben werde.
Er hingt mit schonen andern Wahrheiten, die Entwicklungen in Reihen betref-
fend, zusammen. Der Ubergang nach jedem Punkte lisst sich immer ausfiihren,
ohne jemals eine solche Stelle wo ¢z = oo wird zu beriihren. Ich verlange da-
her, dass man solchen Punkten ausweichen soll, wo offenbar der urspriingliche
Grundbegriff von [ ¢z.dz seine Klarheit verliert und leicht auf Widerspriiche
fiihrt. Ubrigens ist zugleich hieraus klar, wie eine durch [ px.dz erzeugte Func-
tion fiir einerlei Werthe von & mehrere Werthe haben kann, indem man nemlich
beim Ubergange dahin um einen solchen Punkt wo ¢z = co entweder gar nicht,
oder einmal, oder mehreremale herumgehen kann. Definirt man z. B. log z durch
i % dx, von x = 1 anzufangen, so kommt man zu log x entweder ohne den Punkt

*) Eigentlich ist hiebei noch angenommen, dass gz selbst eine einférmige Function von z ist,
oder wenigstens fiir deren Werthe innerhalb jenes ganzen Fldchenraumes nur Ein System von
Werten ohne Unterbrechung der Stetigkeit angenommen wird.
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x = 0 einzuschliessen oder durch ein- oder mehrmaliges Umgehen desselben; je-
desmal kommt dann die Constante +27i oder —27i hinzu: so sind die vielfachen
Logarithmen von jeder Zahl ganz klar. Kann ¢z nie fiir einen endlichen Werth

von z unendlich werden, so ist das Integral immer nur eine einférmige Function.
x x
e’ —1 e’ —1

, so dass f

ge Function von z ist, deren Werth durch die immer convergirende, also immer
einen und nur Einen Sinn habende Reihe dargestellt wird

Diess ist z. B. der Fall fiir px = dx gewiss eine einférmi-

x + ia:x + 1—18:1:3 + 91—6564 + etc.

Ich wollte, Herr SOLDNER hétte, da er doch einmal eine neue Function einfiithren
wollte, statt seines li x = lggx lieber jene gewéhlt, da eine einférmige Func-
tion immer ohne Vergleich als classischer und einfacher anzusehen ist als eine
vielférmige, zumal da log x selbst schon eine vielférmige Function ist. .........
.... Ubrigens glaube ich, dass die Ausdehnung der Untersuchungen auf ima-
gindre Argumente zu hochst interessanten Resultaten Anlass geben wird. Doch

mochte ich aus den oben angefiihrten Griinden lieber die Function [ ezm—_l dx als

/ kflgmm wéahlen, weil ich vermuthe, dass erstere concinnere Resultate geben wird.
So zum Beispiel mochte ich sehr gern wissen, ob jene Function oder, was dasselbe

ist, die Reihe

x + izm + ﬁaz?’ + etc.

flir gewisse endliche Werthe von x von der Form a + bi wohl 0 werden kann. Mit
Gewissheit kann ich es noch nicht behaupten, obwohl es mir sehr wahrscheinlich
ist. Gibt es solche Werthe (dann gewiss unendlich viele), so werden diess sehr
merkwiirdige Grossen sein, und die ganze Reihe wird sich in unendliche Factoren
der Form (1 + 2ax + fzx) zerlegen lassen. —

BEMERKUNG.

Diese principielle Erorterung iiber die Theorie der Functionen einer complexen
Variabelen ist, wie aus dem Texte hervorgeht, einem Briefe an BESSEL vom 18. De-
cember 1811 entnommen, der bereits in dem »Briefwechsel zwischen GAUSS und
BEesseEL« (Leipzig, 1880) veroffentlicht worden ist. Es ist iibrigens wahrscheinlich,
dass die von GAUSS hier entwickelte Auffassung ihm bereits lange vor Abfassung
des fraglichen Briefes geldufig war. Eben auf Grund dieser Anschauungen wird
GAuUss z.B. die vermuthlich einer weit fritheren Periode angehtérenden Unter-
suchungen in der zweiten Hélfte des Art. 12 vom »Arithmetisch-geometrischen
Mittel« (ges. Werke III p. 378) angestellt haben. FRICKE.
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UNTERSUCHUNGEN
UBER DIE TRANSCENDENTEN FUNCTIONEN, DIE AUS DEM

d

INTEGRAL /—QU5 IHREN URSPRUNG HABEN.
V(14 23)

Man bezeichne den Werth des Integrals [ % von x = —1 biszu z = 2

allgemein durch IIz; umgekehrt, wenn Ilz = y, setze man z = Py. Dann ist

P eine einférmige und zwar periodische Function von y, welche durch folgendes
Schema sinnlich gemacht werden kann:

VAN,

y sind die Abscissen, Py die Ordinaten.

Den Werth von IIz, z = 0 gesetzt, bezeichnen wir durch ¢ (ndherungsweise =
1,402186). Dann ist 6¢ allgemein die Grosse der Periode, d.i. Py = P(p + 6k1)),
wenn k irgend eine ganze Zahl bedeutet.

89



P0)=-1, Pp=P(-p), Pyv=0, P2¢p)=2 = P@3y)=oo,

2—P(y) 1
Plo+3yY)="—1""=  Plly)=v3-1
(e+30)=1Tp PO
Wenn
Po=s, = Plp+2¢)=c,
so ist
2(1++vV1 3
sscc=4s+ 4c, C:M,
5
2+ 55 (s +8') — 3(css — 2)(ds's’ — 2
PBy+o+y¢)= L) 2(/2 A 3
(s —¢)
2+ ss'(s+ )+ 2(ess — 2)(ds's' — 2
PBy+¢—¢)= SREALS | 2 ! 3
(s =)
Die vorigen Séatze gelten fiir die angezeigte Bedeutung unserer Begriffe. Allein
lassen wir IIz den Werth des Integrals [ ﬁ vonz = —1bisz =2—-1

bedeuten (welches sinnlich gemacht wird, wenn man die Abscissenlinie um 1
herunterriickt), so wird:

P0)=0, Py=1, P@))=3 PEJ)=c0, PBY-9)= 55

_ 12P¢ (P(¢)? — 3Py +3)
(P(p)? - 3)*
3(s+ 8')ss’ —18ss' +9(s + &)

+ 64/ (53 — 355 + 35)(s/3 — 35's' + 35/)
(ss’ — 3)? '

)

P(2¢)

P(p+¢') =

1, 1 13, 1 135

Hl+z2)=v¢Y+z—

1
127 T7794% T 10 246
1 111 1 13 1
TI(1 —3p—2z (= —2.2 Sy
(142)=3v \/g<z 72413 24 7 )
b = 1,4021822

log ) = 0,1468045
log hyp 1 = 0,3380399.
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BEMERKUNGEN ZU DEN UNTERSUCHUNGEN UBER DIE AUS DEM

INTEGRAL /dac ENTSPRINGENDEN FUNCTIONEN.
VTt )

Zufolge einer Tagebuchnotiz hat GAUSS die Inversion des hier behandelten
Integrals in die am Schlusse gewonnene Potenzreihe bereits am 9. September
1796 durchgefiihrt.

Der entwickelte Ansatz steht zur WEIERSTRASS schen Theorie in entsprechen-
der Beziehung, wie die Untersuchung des lemniscatischen Integrals zur JAco-
Bischen Theorie. Liefert letzteres Integral den sogen. »harmonischen« Fall des
elliptischen Gebildes, so hat man es hier mit dem »aequianharmonischen« Falle
zu thun.

Die GAUSS’schen Angaben gehen sdmmtlich leicht aus dem Additionstheorem
fiur P(y¢) hervor, d.i. aus der oben fir P (3¢ + ¢+ ¢') gegebenen Formel, welche,
etwas anders geschrieben, so lautet:

P(p)P(¢")(P(p) + P(¢))
+2—2\/1+ P(p)3/1+ P(¢)3
(P(p) — P(¢))? ’

und welche GaAuss zweifellos auf dem auch beim Lemniscatenintegral befolgten
Wege, d.i. vermoge des urspriinglichen EULERschen Gedankenganges gewonnen
hat. Ubrigens kommt diese Formel unmittelbar auf das Additionstheorem der
WEIERSTRASS schen Function p(u) fiir g2 = 0, g3 = —4 zurtick.

Aus dem Additionstheorem ergeben sich leicht die Formeln:

P(o)(P(¢)* - 8)
4P(p)3+1) 7

PBY+eo+¢) =

P(2p +31) =

P(p)? — 96P()® + 48P ()3 + 64

IP(p)?(P(p)® +4) '
Mit Hiilfe dieser Gleichungen entwickelt man von P(0) = —1, P(¢) = 0 aus ohne
Miihe die weiteren GAUSS’schen Angaben. FRICKE.

P(3¢) =
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[INVERSION DES ELLIPTISCHEN INTEGRALS ERSTER

GATTUNG.]
De functi t dent / du ubi statuimus
nctione transcendente =
C e Vi—ez)(1—par) — P
x = fo.
Ponendo logx = y, habemus
d
%j = /(1 - z2)(1 - paz),

@ _dz dy rdx dy px dx dy
dp?

Czde de (1—zx)de dp (1—pax)de dp’

ddy _ (I —zz)(1 — paz)

— (1 = pax) — p(l — z),

dp? T
ddy 1 n
— = —— T
dp? ez P
Sit
d
—(p:t, /uwwdgo—u,
xx
eritque
d
4 _ u—t
dep
Sit porro
/udgo—v, /tdgpzw,
eritque
Yy=v—w
Faciemus

e =Py,  e’=Qyp,
PP"=PP' -QQ, QQ"=QQ —uPP.
— 1 3 1 5

P=¢—5(1+p)e’ + (1 +4p+pu)e’ —- -,

Q=1+ = 509" + g5(n + 1)
— Touas (81 + 17pp + 8p®)® — - -
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BEMERKUNGEN ZUR INVERSION DES ELLIPTISCHEN INTEGRALS
ERSTER GATTUNG.

Diese Notiz, deren Entstehungszeit man vermuthlich nach einer Tagebuchanga-
be vom 6. Mai 1800 » Theoriam quantitatum transcendentium [ m
ad summam universalitatem perduximus« wird festsetzen diirfen, gehort zu den
interessantesten Entwicklungen, welche GAUSS im Gebiete der elliptischen Func-
tionen angestellt hat. Im Hinblick auf Problemstellung und Bezeichnungsweise
schliesst sich dieselbe an die Untersuchungen »Elegantiores integralis [ ﬁ
proprietates« (ges. Werke III p.404 ff.) an, welche der frithesten Periode der
Beschiftigung mit den lemniscatischen Functionen angehéren. Andrerseits hat
sich GAUSS 1799 mit der Inversion des allgemeinen Integrals erster Gattung
f e +W5mu2) beschiiftigt.

Sachlich wird die hier vorliegende Entwicklung durch den oben abgedruckten
Brief von GAUSs an BESSEL in sehr interessanter Weise beleuchtet. GAUSS betont
daselbst wiederholt die Bedeutung der ganzen transcendenten Functionen. Hier
wird in eleganter Entwicklung die Function fy, welche spéter von JACOBI mit
sinam ¢ bezeichnet wurde, als Quotient zweier Functionen Py und Q¢ darge-
stellt, welche GAUss unzweifelhaft in ihrer Eigenschaft als ganze transcendente
Functionen gekannt hat.

Es sei noch die Bemerkung gestattet, dass die Functionen P, @, welche GAUSS
hier einfiihrt, keine anderen sind als diejenigen, welche spaterhin WEIERSTRASS in
Ankniipfung an ABELs Arbeiten mit der Bezeichnung Al(¢); und Al(y)o belegte.

FRICKE.
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THEOREMA ELEGANTISSIMUM.

Sit
1 1 1 1 3 3.4 1 1 3 3 5 5,6 _
I+g-ge0+5-5-7-47 +5-3°7"1"6 g2 +etc.=fr,
1 1 3 3.3 1 3 3 5 5,5 _pl
3T+g-5- 3+ 55177 Fete. = fa,
eritque

2

sing fsinp f cosp + cosg feosp f'sinp = —————.
sin ¢ cos

BEMERKUNGEN ZUM »THEOREMA ELEGANTISSIMUMz«.

Dieses Theorem hat GAuss auf die letzte Seite seines Handexemplars von
»BEULER, Methodus inveniendi curvas Maximi Minimive proprietate gauden-
tes« geschrieben. Der Satz fand hier Aufnahme wegen der eleganten Gestalt
der Schlussformel, welche offenbar GAuUSS selbst frappirte. In der Sache han-
delt es sich um eine der einfachsten Differentialrelationen aus der Theorie des
arithmetisch-geometrischen Mittels, wie sich mit Hiilfe einiger weniger Formeln
aus Art.13 und 14 des »Arithmetisch-geometrischen Mittels« (cf. ges. Werke
III p. 379 ff.) zeigen lasst. Es erweist sich ndmlich fx als die GAussische Reihe
F(%, %,1;$2), so dass man auf Grund der beiden letzten Formeln p.381 l.c.
setzen kann:

b
r=snp = —, \/1_552:(30590:5’
a a
. a a
fsmcp—m, fCOSSD_M(a,b)'

Das hier aufgestellte Theorem kleidet sich daraufhin nach einer einfachen Zwi-
schenrechnung in die Gestalt:

a4 c?.dlog a4
Ma,b) Mfa, c) = gM(a, b) M (a,c)

™

b2.dlog

dlogE allogg
a b

eine Formel, die eine einfache Folge der ersten Gleichungen p. 380 L. c. ist.
FRICKE.
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[DREI FRAGMENTE UBER ELLIPTISCHE
MODULFUNCTIONEN.]

i8

Ist
n p(l—2e M7 4 2= 4MT _ 9o=Mm )2

m (1 + 2e~ M7 2e—4Mr | 9o—0Mm ... )2’

so kann man statt M setzen

it 1
2ci+— 1
2di +T ¢ 1
el 4 —
+etc. + V&
wo a,b,c,d,e u.s.w. eine beliebige ungerade Menge ganzer reeller Zahlen

bedeuten; oder auch

pM +2qi M + 2(qr — psM M )i
r+2sMi rr+4ssMM

wo p, q,1, s beliebige, der Bedingung
pr+4gs=1

Gentige leistende ganze reelle Zahlen sind.

2]

DIE REDUCTION VON pM, qM, rM AUF DIE EINFACHSTE
FORM.

o+ Bi

Es sei M = 5 -, Wo «, [, v, 0 ganze reelle Zahlen und Zahler und
— i

Nenner ohne gemeinschaftlichen Factor. Man setze

aa+ BB = A, ay+ 6 = B, vy +66 =C,
ad — By =+/(AC — BB) = D.

Man suche die einfachste Form des Determinanten —DD, welche der Form
(A, B, C) aequivalent ist; sie sei (a, b, c).



Dann lassen sich die Functionen von M auf Functionen von

D + bi
a

zuriickfithren. Der Algorithmus ist dieser

D + Bj
<ZZ:AL DD+BB=AA,  B+B =hA,
D+ B'i
#:MC DD+ B'B'=A'A", B +B'"=NWA",
Dj_4,'/B”i — M”, DD + BI/BI/ — A”A”’, BI/ + B/Il — h”A”/,
D+ Bi
v —; ! -pM = pM’' fiir gerades h,
= gM’ fiir ungerades h,
D + Bq
5h\/ ‘; l'qMITM', Ezﬂ,
D+ Bi

Vv i rM = gM’' fiir gerades h,
= pM’ fir ungerades h.

Wenn man aus h, b/, h” u.s.w. die Transformation von (A, B, A’) in
(a, b, c) ableitet, so werden deren Elemente (ob sie gerade oder ungerade sind)

entscheiden, welche Function von

mit der gegebnen von M so zusam-
menhéngt, dass letztere in

4 ,(D+Bi D+Bi D+Bi
el R TR T

multiplicirt werden muss.

Wo M nicht rational ist, mag man D = —1 setzen und den Algorith-
mus ebenso bilden; nemlich, wenn M = g + hi, so geht man von der Form
(1 h gg+hh

= ) (Det. —1) aus, sucht ihre Aequivalente etc.
g9 9 g

3]

pt =1+ 2e7 ™ 4 274 4 279 4 et
gt =1 —2e7 ™ 4 247 — 279 | et

25

rt = 2@_%”e + 26_%” + 21 4 ete.



Um die Gleichung
t

@ _ 4

pt
aufzulosen, setze man AA = " und suche das a.-g. Mittel zwischen m und

m

n; es sei dasselbe = p. Man suche ferner das a.-g. Mittel zwischen m und
V/(mm — nn) oder, was dasselbe ist, zwischen (m + n) und (m — n); dieses
sei = A. Man hat dann t = =

Man erhélt so nur Einen Werth von ¢; saimmtliche andere werden dann in

der Formel
at — 231

0 — 2vti

enthalten sein, wo «a, (3, v, ¢ alle ganzen Zahlen bedeuten, die der Gleichung;:

ad —48y =1
Gentige leisten.
Um aus A abzuleiten .
_a(3t)
1 )
p(5t)

ist eine biquadratische Gleichung aufzulosen:
(B— A)* =4(A - A*)(B - B?),

oder

(1—AB)t=(1—-AY(1 - B%).

Den vier Wurzeln correspondiren %t, Lt 4+ %i, L4+ %i, 3t.
Fir A = % suche man zwei a.-g. Mittel

m =4, n=1
w=2,2430340, A = 3,9364917.

Also
t= 0,56983,
logt = 9,7557537,
log(mloge) = 0,1349342,
9,8906879,
loge™™ = —0,7774777,
= 9,2225223,
pt = 1,33540375,
gt = 0,66770187.




BEMERKUNGEN ZU DEN FRAGMENTEN
UBER ELLIPTISCHE MODULFUNCTIONEN.

Der durch den Algorithmus des arithmetisch-geometrischen Mittels
gegebene Ansatz, vermoge dessen sich GAUSS den Zugang zur Theorie der
elliptischen Functionen und der zugehorigen Modulfunctionen gebahnt hat,
brachte es mit sich, dass bei GAUSS (entgegen der neuerdings fiir gewohnlich
befolgten Entwicklungsweise) die Modulfunctionen den allgemeinen elliptis-
chen Functionen voranstehen. Dieser Standpunkt ist insofern der natiirliche,
als die Modulfunctionen Functionen einer einzigen Variabelen bez. zweier
homogener Variabelen sind, wiahrend die allgemeinen elliptischen Functionen
von zwei Argumenten bez. von drei homogenen Argumenten abhéngen.

Der fragliche Algorithmus in richtiger Allgemeinheit ist in Art. 127
definirt. Aus drei zunéchst reellen Grossen a, b, ¢ werden die beiden Mittel
M(a,b) und M (a,c) abgeleitet und in ihrer Abhéngigkeit vom gegebenen
Tripel a, b, c studirt.

Zwei Gesichtspunkte werden alsdann fiir die GAUSS’sche Entwicklung fun-
damental. Erstlich handelt es sich um den auch in der spateren Entwicklung
der Theorie der elliptischen Functionen so bedeutungsvollen Gedanken der
Inversion, d.i. um das Problem, die urspriinglich gegebenen a, b, ¢ in ihrer
Abhéngigkeit von M (a,b) und M (a,c) aufzufassen. Andrerseits wird beim
Ausbau dieser Auffassung die Annahme der a, b, ¢ bez. M(a,b), M(a,c) als
complexer Variabeler natiirlich bez. nothwendig.

In erster Hinsicht ist es ein wichtiges Ergebniss, dass GAUSS bereits in den
neunziger Jahren des vorigen Jahrhunderts die Reihenentwicklungen fiir die
Nullwerthe der drei geraden J-Functionen gekannt hat. Die hierbei angewen-
dete Uberlegung (s. Art. 16) ist sowohl im Hinblick auf die Erfassung des
wahren Zieles der Untersuchung, wie auch wegen der im einzelnen befolgten
Schlussweisen héchst bemerkenswerth.

Die Zulassung complexer Variabelen erschien namentlich wegen der En-
twicklungen in Art. 17 geboten. Es werden daselbst die Grundformeln fiir
die lineare Transformation der ¥-Nullwerthe aufgestellt. Von hier aus aber
hat GAUSS eine Reihe wichtiger Grundsétze der Theorie der Modulfunctionen
erkannt, die erst in neuerer Zeit allgemein zuginglich geworden sind.

Man wolle in dieser Hinsicht erstlich die Angaben des Art. 17 vergleichen,
demnéchst aber die vorstehend abgedruckten Fragmente. Die Grosse t des
Fragmentes [3] hdngt mit dem Periodenquotienten w der neueren Theorie
vermoge der Gleichung w = it zusammen. Die Erzeugenden der Gruppe aller
linearen Periodentransformationen werden darauthin:

t=t+1, t’:;.

“'Hier und weiterhin sind die Artikel der aus dem Nachlass herausgegebenen Abhandlung
iiber das arithmetisch-geometrische Mittel (ges. Werke III p. 361-403) gemeint.
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Mit der Zusammensetzung der iibrigen Substitutionen der genannten
Gruppe aus diesen Erzeugenden hat sich GAuUSS wiederholt beschéftigt.
Neben den Angaben des Fragmentes [1] sei noch die Formel erwihnt

[, By ..., )0+ By, ..., V)i
—ilo, By )0+ (B p]’
welche sich in einem »Cereri Palladi Junoni sacrum, Febr. 1805« betitelten
Hefte findet. Als Beispiele sind ebenda die Kettenbruchentwicklungen der
beiden Substitutionen gegeben:

12860 + 374 12160 + 364
—45i6 + 13’ —84i6 + 25
Sowohl zur Erlauterung der Kettenbruchentwicklung der Substitutionen

als auch zum Vollzug functionentheoretischer Schliisse hat sich GAUSS der-
jenigen geometrischen Darstellungsweise bedient, welche zur Grundlage der
neueren Theorie der Modulfunctionen geworden ist. In dem eben schon er-
wahnten Hefte hat GAUSS die hierneben wiedergegebene Figur gezeichnet.
Da sich daneben die erwdhnten Kettenbruchentwicklungen von Substitutio-
nen finden, so wird GAuss die Figur als Mittel zur Veranschaulichung dieser
Kettenbruchentwicklungen benutzt haben. In der That hat man ja hier den
Beginn des wohlbekannten Netzes der Kreisbogendreiecke, welches der Theo-
rie der Modulfunctionen zu Grunde liegt.

Dass GAuss das hierbei in Betracht kommende »Princip der sym-
metrischen Vervielfaltigung von Kreisbogendreiecken« allgemein aufgefasst
hat, ja dass ihm sogar der Charakter der »natiirlichen Grenze« eines so zu
gewinnenden Dreiecksnetzes nicht verborgen blieb, geht auch aus der zweiten
hier zum Abdruck kommenden Zeichnung hervor, welche sich im Nachlass
auf einem



gesonderten Blatte vorfand. Es handelt sich dabei um Kreisbogendreiecke der
Winkel %, g, g, bei denen der in der Zeichnung hervorgehobene Orthogo-

nalkreis die natiirliche Grenze abgiebt. Neben der Zeichnung finden sich, von
GAuss’ Hand geschrieben, folgende Angaben:

» Mittelpunkt des ersten Kr. v/2,

Halbmesser /(v/2 — 1),

M. d. zw. Kr. 3{/(V2+1)+/(vV2-1)},

Halbmesser 1{/(vV2+1) — /(vV2 = 1)}.«

Einen mehr functionentheoretischen Charakter haben die in Bd. III p. 477
u.f. der ges. Werke kurz angedeuteten Figuren, welche hier etwas aus-
fiihrlicher nochmals reproducirt sind. Den in der oberen Figur gezeichneten
Bereich charakterisirt GAUSS dahin, dass fiir ihn die imagindren Bestandtheile

1
von t und — zwischen —¢ und +¢ liegen. Es handelt sich hier um den »Discon-

tinuitdtsbereich der Congruenzgruppe zweiter Stufe« im Sinne der neueren
Theorie der Modulfunctionen. GAUSS hat erkannt, dass die Punkte dieses
Bereiches eindeutig auf alle diejenigen complexen Werthe der Function



1+

1
0 Raum fiir t und -

(%)

bezogen sind, welche positiven reellen Bestandtheil haben. Es handelt sich hi-
erbei um die Function &’ der neueren Theorie, welche den sogen. complemen-
tdren Modul des elliptischen Integrals erster Gattung in seiner Abhéngigkeit
vom Periodenquotienten darstellt. In der a.a.O. von GAUSS angegebenen

Gleichung:
2
'
pt

ist tibrigens A als complexe Zahl mit einem absoluten Betrage < 1 an-
zunehmen; andrenfalls miisste man den Bereich der t-Ebene in geeigneter
Weise verdoppeln.

Hiermit hingen auch die Angaben zu Anfang des Fragmentes [3] unmit-
telbar zusammen. Es ist dazu nur noch zu bemerken, dass man sogar alle

Losungen der Gleichung:
2
(& -+
pt

erhélt, falls man in der angegebenen Weise alle der Bedingung ad — 48y =1
geniigenden ganzen Zahlen «, 3,7, zulasst.
Nicht direct im Zusammenhang hiermit stehen die gegen Ende des Frag-

1
3t
mentes [3] angeschlossenen Bemerkungen iiber die Berechnung von B = M



aus A. Die hier mitgetheilte Gleichung hat JACOBI spéterhin als Modulargle-
ichung fiir Transformation dritten Grades wiedergefunden, und sie tritt bekan-
ntlich in besonders eleganter (irrationaler) Gestalt auch bei LEGENDRE auf.

Die am Schlusse des Fragmentes beigefiigten numerischen Angaben sind
iibrigens in den letzten Decimalstellen mehrfach ungenau.

Den Zusammenhang zwischen der Theorie der Modulfunctionen und der
Arithmetik der bindren quadratischen Formen von negativer Determinante
hat GAuss friihzeitig erkannt. Neben Art. 17 ist fiir die Reductionstheorie
der Formen namentlich das Fragment [2] von Wichtigkeit. Dabei beachte man
insbesondere die Schlusszeile; GAUSS hat daselbst ausgesprochen, dass die Re-
ductionstheorie keineswegs an die Voraussetzung ganzzahliger oder rationaler
Coefficienten gebunden ist. FRICKE.



[WEITERE FRAGMENTE UBER DAS PENTAGRAMMA
MIRIFICUM.]

[9:]

Die Exponenten der Verjingung der Hauptaxen der centralen Projection-
sellipse sind:

G -1 2G" — 1 1
= fur die erste Axe ——

G JaByoe Nl

G" -1 2G" —1 N .
o — NCTET T fur die zweite Axe W,

oder weil

GG'G" = —%aﬂv&s,
(G -G -1)(G"=1) = —1,
(2G - 1)(2G" —1)(2G" — 1) = —afBvde

1

1-2G"
Es ist vortheilhaft, neben den vorigen Grossen G, G’, G” auch die Wurzeln
der Gleichung:

[gilt], die Verjiingung der projicirten Axen =

3
u” +u _ /704[3765

uu — 1
einzufithren. Sind dieselben &, n, ¢, so ist:

§+n+(=—EnC =/ abyie,
En+n¢+¢E=1,

o« [ G
G—icc_l oder (= -1
R SS B G’
G=ge-1 %o S=\G 7

7]7] G//

G" = — oder n= o1



Auf das innere Pentagon (das sphérische) beziehen sich die Coordinaten:

x Yy z

£ n ¢
TX zz’ Tx 2z’ Tx 2z
ww_yy 2z [ww gy %% W

g€t g€ T TR

auf das folgende innere wiirde sich beziehen:

x Y Z

£€ nm ¢¢
T Yy 2z’ T Yy 2z’ T Yy 2z
T+ + 2 +2 4+ T+ +
54 4 <4 64 774 <4 54 4 <4

u.s. f. Fir das dussere hingegen sind die Coordinaten:

§x ny ¢z
VE&xx +mmyy + (Czz"  VE€xx +mmyy + (22’ E€xx + qnyy + (Czz

u.s.f.
Fiir unser Beispiel, wo af8vde = 20 ist, sind die Zahlwerthe:

& = 3,9276268 n = 1,3735071 ¢ = —0,8289980.

[10.]
A, u Verjiingungscoefficienten (negative Briiche).

a, aX, a\X, aX3, ...] successive Hauptaxen
b, bu, bup, by, ... | der Projectionsellipsen.

aé + bni, a&’ + bn'i u.s. w. die finf Polygonpunkte (in Sternform).
A, p, v Wurzeln der Gleichung

AMA+1 pp+1 wvr+1 — 1
= = — 5 = —.
DX WL S TR 72 afyoe w
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At pu+v=A\w=uw,
A+ pr+vi+1=0,
A+ pp+rr =ww + 2.
A =tang L, w = tang M, v =tang N,



L+M+ N =0.

In unserm Beispiele:

L =—-14°17"4", M = —36°3'26", N = 50°20"30".
o 1 cos L?
1—A\ cos2L’
ar 1 cos M?
1—pp cos2M’
1 cos N2

G = 1—vr  cos2N’
(1 =2+ (1 — pp)nn’ + (1 —vv)

<A+1)§§’+(u+1) nn/+<v+1> =0,

A 7 v

(r)rs (g mre (v=2) =0
A I v

=0,

)\)\+1 ,  pp+1  , vr+1
e
&+ —— L +— ;
55’ L 1 _,
sin2L = sin2M = sin2N ’
55// ,rl,r/// 1

tang 2L + tang 2M * tang 2IN -

Die vier Punkte A& + uni, & + n'i, € +n"i, X¢” + un"i liegen in einer
geraden Linie, und ebenso vier andere Combinationen von je vier anderen

Punkten.
AA+1, ., m b+l e i
(=98 = . (n—n")n",
)\)\)\‘)’\‘ 1 (€ — myem = H/:L: 1 0" — )™,




Bre+ A=A, B

y+a+ =B,

§+B+A=C,

c4v+A=D, Ac

a+d+A=E,

NS4+ A= A, "

S+e+A=D8, B £

eta+r=C',

a+f+A=D,

B+~v+Ar=E, ctd+a=2
d+e+ =5,
e+a+vy=0C¢,
a+b+0=29,
b+c+e=¢,

a+b+c+d+e=s,
atfB+y+d+e=o,
A+B+C+D+E=S=A'+B +C'+D' +F,
A+B+C+D+¢E=6,
S=20+5\=8
S =0+ 2s, w=s+0o+ A\

Proportionalitaten:
aA = (e+7)(b+9),
bB = (a+9d)(c+e),
cC = (b+e)(d+ ),
dD = (c+a)(e+B),

eE = (d+p)(a+7),

alle aus dem Princip, dass die Producte aus den von einander abgekehrten
(bloss gemeinschaftliche Spitze habenden, oder noch concinner, keine gemein-
schaftliche Seite habenden) Dreiecken, in welche ein Viereck durch die Diag-
onalen zerlegt wird, gleich sind.



Die allgemeine barycentrische Gleichung zwischen vier Punkten, z. B. (A4),
(B), (C), (D) ist:

AN (A) + 2B (B) + 485 (C) + 42 (D) = 0,

wo ZAN das Dreieck BCD, /BN das Dreieck CDA u.s.w. (mit Riicksicht auf
[das] Zeichen) vorstellt. In unserm Fall wird, wenn man zu obigen Bezeich-
nungen noch setzt:

A*¥=a+~v+d+a+ A, uws.w.
A'=w—-—B—-¢ usw.,
der Typus der Gleichung zwischen vier Punkten:
¢(A)+ D*(C) = A*(B)+B(D),
wo (A) den betreffenden Eckpunkt des dussern Pentagons ausdriickt, oder:

C(A) + (w—€ - ¢)(C)
= (w—B—¢)(B) +B(D)
= (w—=¢)(e),

wo (e) den betreffenden Punkt des inneren Pentagons ausdriickt.

Ace + Cc(b—¢) = Bb(c — ¢) + Dbe,
Bda + Dd(c — a) = Ce(d — o) + Eca,



CefB + Ee(d — ) = Dd(c — §) + Adg,
Davy + Aa(e —v) = Ee(a — 7) + Ber,
EbS + Bb(a — 0) = Aa(b—0) + Cad,

>
(=%}
I
—
S
|
N
—~
f=a
|
(=%}
~—
|
—~
o
+
8]
|
™
|
Q
|
™
|
2

oder in den folgenden Zeichen
A0)=(849)(1+2)—-0(3+7)
oder, wenn
a+p+y+d+e=o, a+b+c+d+e=s

gesetzt wird,

cd=(s+A—0—a)a,

B,

de=(s+A—0o—b
ea=(s+AX—0o—c)y,
(
(

)
)
ab= (s + X — o0 —d)9J,
be=(s+A—o0—e).
Also [ergibt sich]

cd de ea ab be
A=w—s+ + + + + ,
w—a w—-b w—c w—-d w-—e

acd bde cea dab ebe
= + + + + .
WWw—wa  ww—wb ww—we ww—wd ww—we
Folglich, ab+bc+cd+de+ea = S und aa+ bS + ¢y + dd + ee = X gesetzt,

S=o0(s+A—0)-%.
Der Inhalt des dussern Polygons ist = s + A — 0 = w; also

S=0cw-—X.




BEMERKUNGEN ZU DEN ELF
PENTAGRAMM-FRAGMENTEN.

Die zahlreichen Entwicklungen und Notizen {iber das »Pentagramma miri-
ficum«, welche sich in GAUss’ Nachlass vorgefunden haben, stammen aus sehr
verschiedenen Zeiten und zeigen eine vielfach wechselnde Bezeichnungsweise.
Dem entsprechen die vielen verschiedenartigen Standpunkte, von denen aus
das Pentagramm von GAUSS betrachtet wurde. Neben den acht in Bd. III
der ges. Werke p. 481 ff. verdffentlichten Fragmenten kommen in dieser
Hinsicht noch zwei Auffassungen in Betracht, welche in den drei hier vorste-
hend abgedruckten Fragmenten die Grundlage abgeben. Einige weitere nicht
publicirte Entwicklungen enthalten theils Wiederholungen theils ausfiihrliche
numerische Rechnungen zu dem von GAUSS immer wieder herangezogenen
Beispiele mit afvyde = 20:

Um eine sachliche Erlduterung der Fragmente [9] bis [11] zu geben, ist es
nothig auf die Fragmente [1] bis [8] zurtickzugreifen.

Als »Pentagramma mirificum« bezeichnet GAUSS ein bereits von NEPER ")
bei seinen Untersuchungen iiber das rechtwinklige sphérische Dreieck be-
nutztes sphérisches Fiinfeck ohne einspringende Winkel, in welchem jede
einzelne Ecke den Pol der Gegenseite darstellt, und in dem hiernach die fiinf
Diagonalen Quadranten der Kugel sind. Alle diese offenbar sich selbst po-
laren Fiinfecke bilden ein zweifach unendliches Continuum. Die beigefiigte
Figur liefert (in stereographischer Projection) ein Pentagramm Py Po P3Py Ps.

Da die fraglichen NEPERschen Untersuchungen verhéltnissméssig wenig bekannt sind, so
sei es erlaubt hier ein paar Bemerkungen {iber dieselben einzuschalten. Sie sind enthalten
im Liber II, Caput IV von NEPERs »Mirifici Logarithmorum canonis descriptio« (Lugduni
1619) und gipfeln in dem heute als » NEPERsche Regel« bezeichneten Theorem: Sind h die
Hypothenuse, a,b die Katheten eines rechtwinkligen sphérischen Dreiecks, und sind «, 8 die
a bez. b gegeniiberliegenden Winkel, so sind mit a, b, h, o, 8 stets auch

!/

™ ’
a = — b, a = — —a, 6 =«

r_ T r_
—h, b = B, h 3

m
2 2 2
fiinf Bestimmungsstiicke eines rechtwinkligen sphirischen Dreiecks. Dabei ist der Ubergang
vom ersten zum zweiten Dreieck eine Operation, welche sich nach fiinfmaliger Wiederhol-
ung von selbst schliesst, insofern man alsdann zu den urspriinglichen Bestimmungsstiicken
a,b, h, a, B zuriickgelangt. Von dieser Regel sagt NEPER selbst, sie gehe handgreiflich hervor
aus der Figur eines Fiinfecks, wie es eben auch GAUSS in den in Rede stehenden Fragmenten

studirt. In der That ertheilen wir in der sogleich im Texte ndher zu beschreibenden Figur

dem Dreieck P; P2Qa4, auf der Kugel gedacht, die Bestimmungsstiicke P1Q4 = a, PQ4 = b,
PP, = h, etc., so ist es gerade das benachbarte rechtwinklige Dreieck P> P3Qs, welches die
vorhin mit a’,¥",h’, o, 8" bezeichneten Bestimmungsstiicke bekommt. Man kann hiernach
geradezu ein einzelnes rechtwinkliges sphérisches Dreieck zum Ausgangspunkt nehmen und
von ihm aus durch Verldngern zweier Seiten um ihre Complemente u.s. w. zu den iibrigen vier
Dreiecken der Figur und damit zum Pentagramm gelangen. —



Dasselbe ist begleitet von zwei weiteren zwei- bez. dreifach gewundenen
Finfecken QQ1Q3Q5Q2Q4 und Ry R4RsR5R3. Zufolge der Grundeigenschaft
des Pentagramma sind die Winkel dieser beiden letzteren Fiinfecke durchweg
rechte; sind sy die Seitenlingen des Pentagramms P; ... P5 (den Kugelradius
gleich 1 gesetzt), so findet man die Seiten der weiteren Fiinfecke aus:

-~ s -~ T
PrQpri2 = 5 Sk-2; PLQy—2 = 5 Skt
QrRii2 = Skt1, QrRi—2 = sp—1.

Unter den Pentagrammen befindet sich insbesondere ein reguléres. Dieses

[—1 5
hat die Seitenlénge s = arcsin —{Q_\f und lésst sich aus dem sphérischen

Dreieck der Winkel 2%, g,% durch Reproduction um die Fcke des ersten
Winkels erzeugen.

Die soeben am allgemeinen Pentagramm aufgewiesenen geometrischen Re-
lationen lassen sich vermoge der Grundformeln des rechtwinkligen sphérischen
Dreiecks in Gestalt einer Reihe von Gleichungen ansetzen; dies ist in den Frag-
menten [1] und [3] ausgefithrt. —

Projicirt man das Pentagramm aus dem Kugelmittelpunkt auf eine Tan-
gentialebene mit einem im Pentagramm gelegenen Beriihrungspunkt O, so
entsteht ein ebenes Fiinfeck, in dem die fiinf Geraden OP;, die Hohen liefern.
Das ebene Filinfeck hat somit die beiden, iibrigens fir dasselbe bestimmenden,

Figenschaften:



1) die fiinf Hohen laufen alle durch einen und denselben Punkt O;

2) die einzelne Hohe wird durch O in zwei Stiicke getheilt, deren Product
fiir alle Hohen gleich (und zwar gleich dem Quadrat des Kugelradius) ist.

Die Projectionsebene macht (GAUSS nun zur Tragerin der complexen Zahlen
(cf. Fragment [2]) und wéahlt insbesondere O als Nullpunkt. Die weiterhin im
Fragmente [2] gegebenen Entwicklungen haben folgenden Sinn. Auf fiinf von
O ausziehenden Strahlen werden fiinf Punkte p, p/, ..., p”"” willkiirlich gewahlt;
die von GAUSS angegebene Verschiebung dieser Punkte je auf ihren Strahlen
bis in die Lagen q,¢/,...,q"" liefert alsdann in diesen letzten Punkten die
Ecken eines Pentagramms unserer Art. —

Ist M der Kugelmittelpunkt, so ldsst sich durch die fiinf nach den Pen-
tagrammecken P} ziehenden Strahlen M Py ein eindeutig bestimmter Kegel
zweiten Grades legen. Der letztere und namentlich die Transformation dessel-
ben auf seine Hauptaxen spielen in den weiteren GAUSS’schen Entwicklungen
eine grundlegende Rolle. Die cubische Gleichung dieser Hauptaxentransfor-
mation, welche allein vom Product der fiinf Tangenten der Pentagrammseiten
abhéngt, wird auch nach ihrer numerischen Seite in [5] behandelt. Will man
iibrigens die zahlreichen Relationen der Fragmente [5] und [6] beweisen, so
kniipft man am besten an die wohlbekannten neueren Grundformeln fiir die
Hauptaxentransformation eines Kegels an. Bei dem von GAUSS zunéchst aus-
gewéhlten Coordinatensystem z,y, z kann man aus jenen Grundformeln die
Gleichungen der genannten Fragmente fast ohne Rechnung ableiten. —

Die Entwicklungen unter [7] und [8], welche das Datum 1843 April 20
tragen, begriinden die Beziehung des Pentagramms zur Fiinftheilung der
elliptischen Functionen. Es ist unzweifelhaft, dass GAUSS diese Beziehung
auf Anregung von JACOBIS Abhandlung »Uber die Anwendung der elliptis-
chen Transcendenten auf ein bekanntes Problem der Elementargeometrie”)
erkannt hat. JACOBI studirt daselbst Fiinfecke, deren einzelnes einem Kreise
eingeschrieben und zugleich einem zweiten Kreise umschrieben ist, und weist
deren Beziehung zu den elliptischen Functionen auf.

Um den Ubergang vom Pentagramm zum JACOBIschen Fiinfeck zu bew-
erkstelligen, projicire man ersteres vom Kugelmittelpunkt auf diejenige Tan-
gentialebene der Kugel, deren Beriithrungspunkt der Durchschnittspunkt der
Kugel mit der Kegelaxe ist. Der Kegel wird von dieser Projectionsebene in
einer Ellipse geschnitten, welcher das projicirte Pentagramm eingeschrieben
ist. Die hierneben in der Figur angedeutete affine Transformation liefert in
PP} .. P} ein JAacoBIsches Fiinfeck.

YCRELLES Journal Bd. 3 (1828).



g
P
Py
O
P.
3 A\
P} P /s
5
Py

Die Richtigkeit dieser Angaben geht aus der Ubereinstimmung der
GAuss’schen Formeln in [7] und [8] mit den von JACOBI a. a. O. entwickelten
Gleichungen hervor. Zum Beweise der GAUSs’schen Relationen kann man so
verfahren:

Benutzt man in der Projectionsebene die Hauptaxen der Ellipse als Axen
z,y und setzt den Kugelradius gleich 1, so liegt der Kugelmittelpunkt
senkrecht zur Ebene unter O in der Entfernung 1. Die Grundeigenschaft

des Pentagramms, dass namlich *<P,_ 1M Py, = g ist, liefert die fiinf
Gleichungen:
(1) T 1Ty1 + Yr—1Yk+1 + 1 =0,

wenn x, yr die Coordinaten von Py sind. Das einzelne Paar xj, yr kommt in
zwei Gleichungen vor, durch deren Auflésung man findet:

_ Yk+2 — Yk—2 Th—2 — Tk42
(2) TR = s Yk :
Tp42Yk—2 — Tp—2Yk+2 Tp42Yk—2 — Tk—2Yk+2

Ist nun, wie bei GAUSS, ¢ die excentrische Anomalie von Py, so sind die
Coordinaten von P}, offenbar cos ¢y, sin ¢, und man findet als Coordinaten

—G e
:L‘k = G/ COs @k? yk,‘ = G// sin ()Okh
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von Pp:




G,G und G” im Sinne von GAUSS gebraucht. Durch Eintragung dieser
Werthe in die Gleichungen (2) ergeben sich die ersten unter [7] angegebenen
Gauss’schen Gleichungen:

cos i (ppto +pp—2) G cos @ $in 5 (Ph2 + Ph2) sin o
= - k> = A k-
cos 3 (pk2 — pp—2) G cos 3(Pkr2 = pr-2) G

Eliminirt man hier ¢ und schreibt hernach k statt k& + 2, so folgt:

2

G cos® §(pr + rr1) + G sin® §(or + 1) = G2 cos® 3 (o — Pri1),

GQ COS(QOk;+1 _ ‘Pk) + (GIIQ _ G/Q) COS Qri1 + Sok) — G/Z + G//Q _ GQ.

Durch Entwicklung der Cosinus und Einfithrung der Coordinaten der
Punkte Py folgt weiter:

(3)
(G2—G/2+G”2)G/$k$k+1+(G2+G/2—G”2)G//ykyk+1+(—G2+G/2+G”2)G —0.

Nun sind die G, G’, G” Wurzeln der Gleichung
G(2G — 1) = afyoe(G - 1).

Es ergibt sich demnach fiir das Absolutglied der letzten Gleichung:

1+ af~vde
2

afyde 1
2 2G — 1’

(GP+G*+G"”-2G7)G = ( - 2G2) G=

und man findet analoge Ausdriicke fiir die Coefficienten der beiden ersten
Glieder der Gleichung (3), so dass jene Gleichung tibergeht in:

TLT 1
(4) kTk+1 + YkYk+1 n

5 —1 agr—1 Tag_1 %

Indem man diese Gleichung ebenso behandelt wie (1), ergeben sich die
weiteren im Fragmente [7] zusammengestellten Relationen.

Die vorstehenden Angaben tiber die Beziehung zwischen GAuUss und JA-
COBI werden in ein neues Licht durch die Bemerkung gesetzt, dass jedes
beliebige gewohnliche Fiinfeck ohne einspringende Winkel collinear in ein JA-
coBisches und also auch in ein GAUSS’sches Pentagramm transformirt werden
kann. Dem gegebenen Fiinfeck lasst sich ndmlich eine bestimmte Ellipse ein-
schreiben und ein gleichfalls bestimmter Kegelschnitt umschreiben. Man hat

11



nur nothig, dieses Kegelschnittpaar in ein Kreispaar collinear zu iiberfiihren,
was nach heute wohlbekannten Methoden keine Schwierigkeit hat.

Diese Bemerkung ist auch fiir die Entwicklungen in den Fragmenten [9] bis
[11] von Wichtigkeit. GAUSS construirt hier zundchst durch fortgesetztes Di-
agonalenziehen bez. Seitenverldngern eine nach beiden Seiten hin unendliche
Kette von Fiinfecken und erkennt, dass dieses Netz einander umschliessender
Fiinfecke

Q3

durch die Collineation:

, 2G-1 , 2G-1

5 _ sl _ 261
(5) T 1 YT oY

in sich transformirt wird. Zur Erlauterung vergl. man die beigefiigte Figur;
GAuss hat selber Zeichnungen dieser Art angefertigt, in denen die Fiinfeck-
netze noch viel weiter fortgesetzt sind. Die in (5) rechter Hand stehenden
Coefficienten sind die »Exponenten« oder »Coefficienten der Verjiingung,
welche in [9] und [10] auftreten. Es liegt sehr nahe, das hier vorliegende
Sachverhéltniss im Sinne der modernen Theorie der discontinuirlichen Substi-
tutionsgruppen aufzufassen. Der Nullpunkt O erscheint dabei als der innere
Grenzpunkt des Pentagrammnetzes und ist einer der drei Grenzpunkte der
aus (5) entspringenden cyclischen Collineationsgruppe.

Zufolge der voraufgesandten Bemerkung findet die gleiche Sachlage bei
jedem Fiinfeck mit einspringenden Winkeln statt. Diese Verhéltnisse sind in
der neueren Litteratur wohlbekannt.

12



Die Richtigkeit der GAUSS’schen Angaben kann man so bestétigen: Das
an P P» .. P5 sich zundchst anschliessende dussere Fiinfeck (Q1Q2 .. ()5 ist das-
selbe, welches aus dem so benannten sphérischen Fiinfeck bei der Projection

entsteht. Hat Qj, die Coordinaten x}, y;., so gelten, da ¥ QM Py = g ist,
die fiinf Gleichungen:

TpTpy1 + Yk +1=0.

Der Vergleich mit den fiinf Gleichungen (4) ldsst fiir alle Indices k die
Formeln (5) als richtig erscheinen.

Dass GAuss den projectiven Charakter seiner zuletzt besprochenen En-
twicklungen gekannt hat, macht namentlich das Fragment [11] wahrscheinlich.
GAUss wendet hier die Grundsdtze von MOEBIUS’ barycentrischem Calcul
auf die Figur des geradlinigen Pentagramms an; man wird die GAUSS’schen
Formeln im Sinne dieses Calculs ohne Miihe verstehen. Dem projectiven
Charakter des letzteren entsprechend wird hier an ein beliebiges Fiinfeck
angekniipft. Zufolge eines Briefes an SCHUMACHER vom 15. Mai 1843 hat
GAuss erst am 14. Mai dieses Jahres das (1827 erschienene) MOEBIUS’sche
Werk iiber den barycentrischen Calcul kennen gelernt und zwar vermuthlich
aus Anlass der Aufgabe, den Mittelpunkt eines durch finf Punkte gegebenen
Kegelschnitts durch Construction zu finden. Fiir die speciellen Filinfecknetze,
auf welche sich die Formeln der Fragmente [5] bis [10] beziehen, wiirde jene
Aufgabe identisch sein mit dem Problem, den inneren Grenzpunkt des einzel-
nen Netzes zu construiren. Ubrigens stammt die Entwicklung der Fragmente
[7] und [8] aus dem April 1843, und diejenige des Fragmentes [11] schliesst
sich (wahrscheinlich unmittelbar) an den 14. Mai 1843. Hiernach wird man
annehmen diirfen, dass die in [9] und [10] aufgenommenen Untersuchungen
in den zwischen beiden Daten gelegenen Wochen ausgefiihrt sind.

FRICKE.
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NUMERISCHES RECHNEN.

NACHTRAGE ZU BAND III.



ANZEIGE.

Allgemeine Literatur-Zeitung vom Jahre 1808. Halle-Leipzig 1808. Nr. 45. Fe-
bruar 12. S. 353-358.

Dresden, in der Waltherschen Hofbuchhandlung: LEONELLIS logarithmi-
sche Supplemente, als ein Beitrag, Mdngel der gewdhnlichen Logarithmenta-
feln zu ersetzen. Aus dem Franzdsischen nebst einigen Zusdtzen von GOTT-
FRIED WILHELM LEONHARDI, Souslicutenant beim kurfirstl. sdchsischen
Feldartilleriecorps. 1806. 88 S. in Octav.

Diese kleine Schrift enthélt zwei von einander unabhingige Abhandlun-
gen, die indessen in so fern einen gemeinschaftlichen Zweck haben, als beide
etwas zu leisten bestimmt sind, was sich mit den gewohnlichen logarithmi-
schen Tafeln ohne anderweitige Hiilfsmittel entweder nicht so vollkommen,
oder nicht so bequem erreichen lisst. Die eine soll nemlich dazu dienen, ver-
mittelst einiger sehr geschmeidiger, hier zugleich mitgelieferter, Hiilfstafeln,
zu jeder gegebenen Zahl ohne zu grosse Miithe den Logarithmen auf mehrere
Decimalen, als die gewthnlichen Tafeln verstatten, zu berechnen. Die andere
entwickelt die Idee einer besondern Tafel, vermittelst welcher die Logarithmen
von Summen oder Differenzen zweier bloss durch ihre Logarithmen gegebe-
nen Grossen durch eine einzige Operation mit einer Bequemlichkeit sollen
bestimmt werden kénnen, wie sie bei andern Verfahrungsarten nicht Statt
findet; und zwar, des Vfs. Plane nach, gleichfalls mit einer ungew6hnlich gro-
ssen Anzahl von Decimalen (14); von dieser Tafel ist jedoch nur erst eine
Probe beigefiigt. Da das Numerische der Logarithmen und jede sich darauf
beziehende Erleichterung jedem, der viel mit Zahlenrechnungen zu thun hat,
von grosser Wichtigkeit ist: so wird es sich wohl der Miihe verlohnen, diesen
Untersuchungen eine nicht bloss oberflachliche Aufmerksamkeit zu widmen,
um besonders den praktischen Werth der davon zu hoffenden Vortheile wiir-
digen zu kénnen.

Der V. hatte seine Schrift dem franzoésischen Nationalinstitute zur Beurt-
heilung vorgelegt; der Bericht, welchen DELAMBRE dariiber abgestattet und
welchen das Institut gebilligt hat, ist der Schrift selbst beigefiigt. LEONEL-
LI ist damit nicht ganz zufrieden gewesen, und &ussert in seinen gleichfalls
angehdngten Gegenbemerkungen seine Empfindlichkeit einigemal mit vieler
Lebhaftigkeit. Wir werden nicht umhin kénnen, auch DELAMBRES Bericht
und LEONELLIS Beantwortung mit zu beriihren, da beide nun einen Theil des
Buchs selbst ausmachen.

Bei der in der ersten Abtheilung vorgetragenen Methode, den Logarithmen
jeder vorgegebenen Grosse A zu berechnen, liegt die Hauptidee zum Grunde,



dass diese Grosse in ein Product von der Form

1 1 1
100 (14 —b) (14 =) (14 -——d])...
0“( +1ob>( +1000)< +1oood>

verwandelt werde, so dass a, b, ¢, d... einfache ganze Zahlen bedeuten. Man
sieht erstlich, dass die Logarithmen dieser einzelnen Factoren eine abnehmen-
de Reihe bilden werden, von denen man sich mit einer gewissen grossern
oder kleinern Zahl begniigen kann, je nachdem man den Logarithmen des
Products mit mehr oder weniger Decimalstellen verlangt; zweitens dass man
alle jene einzelnen Logarithmen sogleich in einer ein fiir allemal berechneten
Tafel vorrathig haben kann. Eine solche Tafel liefert LEONELLI hier zuerst
fiir die Briggischen Logarithmen auf 20 Decimalstellen. Diese enthélt zuerst
die Logarithmen der ganzen Zahlen von 2 bis 9; sodann die Logarithmen fiir
alle 1 + %0177 d.i. fur 1,1; 1,2; 1,3 bis 1,9; nachher fiur alle 1 + 1—(1)06 u.S. w.
Ausser den 8 ganzen Zahlen kommen also, fiir jede Ordnung der gebrochenen,
9 Logarithmen; weiter als bis zur 11*" Ordnung brauchte aber die Tafel nicht
ausgedehnt zu werden, da bei der zwélften die Logarithmen mit den Logarith-
men der eilften einerlei bedeutende Ziffern haben, und so bei den folgenden.
Auf diese Weise umfasst die Tafel nur 107 Logarithmen, welche hinreichen,
um den Logarithmen jedes Products der obigen Form auf 18 oder 19 Ziffern
durch blosse Addition zu berechnen; die 20°% Stelle bleibt dabei offenbar
immer schwankend. Fiir die hyperbolischen Logarithmen hat LEONELLI eine
dhnliche Tafel von demselben Umfange beigefiigt.

Wie sich iibrigens jede Zahl A unter obige Form bringen lasse, wird man
leicht iibersehen; u und a ergeben sich sogleich von selbst; macht man dann
A = 10#aB: so ist b die Ziffer in der ersten Decimalstelle von B; setzt man
ferner B = (1 + 1—101)) C, so ist ¢ die Ziffer in der zweiten Decimalstelle von
C u.s.w. Bei ndherer Untersuchung findet sich, dass man noch bequemer %,
ohne diesen Quotienten wirklich zu berechnen, unter die obige Form bringen
kann, indem man successive 10#aA = B, (1 + %Ob) B = C u.s.w. macht, wo
man also B aus A, C aus B u.s.w. durch Multiplication erhélt, indem bei
der ersten Methode Division néthig ist. LEONELLI hat indessen den Calcul bei
beiden Methoden durch Reduction auf einen bestimmten Mechanismus noch
abgekiirzt; wer haufigen Gebrauch von diesen Tafeln zu machen denkt, thut
wohl, sich mit demselben vertraut zu machen. Nach einiger Ubung wird man
es dann gewiss bald dahin bringen, sich die anzuwendende Aufmerksamkeit
mechanisch zu machen, und wir halten daher mit LEONELLI den Vorwurf
DELAMBRES fiir iibereilt, dass eine ermiidende Aufmerksamkeit néthig sei,
wenn man nicht jedesmal alle die vielen tiberfliissigen Nullen aufschreibe.

Man sieht leicht, dass man auf dhnliche Weise auch A oder % unter die

1 1
1000 (1+ —b) (1
Oa( +1oob>( +1ooooc>

Form




setzen konne, so dass a, b, c... lauter ganze Zahlen unter 100 bedeuten. Bei
jedem einzelnen Falle wird man dann nur halb so viele Glieder néthig haben;
dagegen wird die Hiilfstafel zwar auch nur halb so viel Ordnungen, aber in
jeder 99 Logarithmen enthalten, also einen fast fiinfmal so grossen Umfang
haben miissen. LEONELLI hat auch eine solche Hiilfstafel, aber nur fiir die
Briggischen Logarithmen, und nur auf 15 Decimalen beigefiigt; sie enthalt
485 Logarithmen. Es ist schade, dass nicht auch diese Tafel fiir 20 Decimalen
eingerichtet ist.

Fiir die umgekehrte Aufgabe, zu einem gegebenen Logarithmen die Zahl
zu finden, sind LEONELLIS Tafeln nicht weniger anwendbar. Durch Zerlegung
des gegebenen Logarithmen in seine in den Tafeln befindlichen Bestandtheile
erhélt man die Factorenreihe der Zahl, und durch deren Multiplication (wofiir
sich leicht ein geschmeidiger Algorithmus findet) die Zahl selbst.

Wo man {ibrigens mit sieben oder zehn Decimalen ausreicht, gewahren frei-
lich die gewohnlichen oder die VLACQschen, auch von VEGA herausgegebenen
Tafeln bei weitem mehr Bequemlichkeit, als die LEONELLIschen. Und in der
That sind jene auch bei den allerfeinsten astronomischen oder sonst auf die
Korperwelt sich beziehenden Rechnungen, ohne Ausnahme, iiberfliissig genau.
Bei analytischen Rechnungen, oder auch bei der primitiven Construction von
Tafeln, kommt man jedoch 6fters in den Fall, wo man eine gréssere Schérfe
wiinscht, und dann, wenn man anders nicht noch mehr als 13 oder 18 Ziffern
verlangt, sind LEONELLIS Tafeln unstreitig das Brauchbarste und Bequemste,
was man zu diesem Behufe anwenden kann.

Dem DELAMBREschen Berichte zufolge hat iibrigens BRIGG ganz diesel-
be Methode in seiner arithmetica logarithmica vorgetragen, und eine ahnli-
che Hilfstafel auf 14 Decimalen berechnet; allein die franzosischen Geometer
selbst haben von diesem seltenen Werke nur Ein Exemplar auftreiben kénnen,
worin gerade dieser Theil gefehlt hat. Das Verdienst der eigenen Erfindung
und eigenen Berechnung bleibt also LEONELLI immer ungeschmélert, und es
ist billig, dass wir ihm besonders fiir letztere den gebiihrenden Dank zollen.

Den Zweck der zweiten Abhandlung haben wir bereits oben angezeigt; wir
wollen nun sehen, wie LEONELLI denselben erreichen will. Er schldgt eine aus
drei Columnen bestehende Tafel vor; um uns kiirzer zu fassen, wollen wir,
anstatt LEONELLIS schwerféllige und unnoéthige Terminologie zu gebrauchen,
die zusammengehorigen Glieder dieser drei Columnen durch P, @), R bezeich-
nen. Diese Grossen sollen so von einander abhéngen, dass, wenn man die Zahl,
deren Logarithm P ist, durch = bezeichnet,

1
Q:log<1+z>, R =log(1 + )

sei; daher immer R = P + @) sein wird; ferner soll diese Tafel nicht nach =,
sondern nach P geordnet sein, oder P soll gleichférmig wachsen, und zwar
von Null bis ins Unendliche, oder vielmehr bis @ als verschwindend betrachtet



werden kann. Der Gebrauch einer solchen Tafel lasst sich leicht iibersehen. Soll
aus loga und logb der Logarithm von a + b bestimmt werden: so geht man
(wenn man voraussetzt, dass a grosser ist als b) mit loga — logb in die erste
Columne ein, oder setzt diese Differenz = P: dann ist offenbar

log(a +b) = Q +loga = R + logb.

Soll man hingegen den Logarithmen der Differenz bestimmen: so wird man
log a —log b entweder in der zweiten oder dritten Columne finden, je nachdem
diese Differenz kleiner oder grosser ist, als log2. Im ersten Falle, wenn man
loga — logh = @ macht, wird log(a — b) = logb — P = loga — R sein; im
zweiten hingegen, wenn man loga — logb = log R setzt, wird der gesuchte
Logarithm

=logb+ P =loga — Q.

Sonderbar ist’s, dass LEONELLI diese Art, den Logarithmen der Differenz zu
bestimmen, wenn die Differenz der Logarithmen kleiner als log?2 ist, nicht
gleich bemerkt hat; in der Schrift selbst gibt er fiir diesen Fall ein anderes
verwickelteres Verfahren, und erst durch die Riige dieser Unvollkommenheit
in dem DELAMBREschen Berichte ist er auf die doch so nahe liegende Art,
die Tafel zu benutzen, gefiithrt, welche er in seinen Bemerkungen iiber diesen
Bericht mit vieler Weitschweifigkeit erklart.

Obgleich wir LEONELLIS Gedanken, durch eine solche Tafel die logarithmi-
schen Rechnungen zu erleichtern, im Ganzen genommen unsern Beifall nicht
versagen konnen, sondern vielmehr die wirkliche Ausfithrung einer solchen
Tafel fiir wiinschenswerth halten: so kénnen wir doch allem iibrigen, was
LEONELLI iiber diesen Gegenstand sagt, nur wenig Werth beilegen. Seine
Entwickelung des Gebrauchs ist fiir einen so elementarischen Gegenstand mit
unnéthiger Weitlauftigkeit vorgetragen. Auch nur etwas tiefere Untersuchun-
gen iiber das Gesetz des Fortganges der Tafeln und der Differenzen, welche
doch zur Bestimmung des ihnen zu gebenden Umfanges sehr nothig wéren,
findet man gar nicht, wohl aber einige bloss hingeworfene, und zum Theil
ziemlich verworren ausgedriickte Ausserungen, aus denen sich schliessen lisst,
dass LEONELLI dergleichen gar nicht, oder doch ganz unrichtig angestellt hat.
Dahin gehort z. B. die grundfalsche Behauptung, dass, wenn P immer um die
Differenz 0,0005 zunimmt und sich dem Werth 6 néhert, die ersten Differen-
zen von () nur noch eine oder zwei bedeutende Ziffern haben sollen, wenn @
mit 14 Decimalen ausgedriickt wird. Eine leichte Rechnung zeigt, dass die-
se Differenzen bis dahin wenigstens fiinf bedeutende Ziffern behalten; noch
weniger verschwinden sie, wenn P den Werth 6 iibersteigt, sondern erst fiir
P = 10,7 werden sie bis auf eine Einheit in der vierzehnten Decimale ab-
genommen haben; bis dahin hétte aber die Tafel iiber 21000 Glieder. Was
aber noch wichtiger ist: man darf keinesweges die dritten Differenzen iiber-
all als verschwindend betrachten, wie LEONELLI sich einbildet, der nur auf



die zweiten Riicksicht zu nehmen fiir hinreichend hélt. Zu diesem Irrthume
scheint ihn die von ihm berechnete Probe des Anfangs der Tafel verleitet zu
haben, wo freilich die dritten Differenzen verschwinden; allein eine leichte
Rechnung zeigt, dass diese dritten Differenzen weiterhin zunehmen und aller-
dings bedeutend werden konnen, wenn man 14 Decimalen geben, und keine
kleinern Differenzen bei P, als 0,0005 gebrauchen will: fir x = 2 + /3, oder
fur P = 0,5719, wo die dritten Differenzen ihr Maximum erreichen, finden
wir unter obigen Voraussetzungen ihren Werth = 6377 Einheiten in der vier-
zehnten Decimale. Weit entfernt also, dass LEONELLI mit weniger als 5000
Gliedern ausreichen koénnte, miisste die Tafel, wenn die zweiten Differenzen
iiberall hinldnglich sein sollen, eine so grosse Ausdehnung erhalten, dass ihre
Berechnung die Miihe keinesweges belohnen wiirde. Allein wozu auch vier-
zehn Decimalen? Rechnungen, wo eine solche Schéirfe néthig wéire, kommen
ja nur hochst selten vor, und fiir einen so seltenen Fall eine doch nicht sehr
bedeutende Abkiirzung der Arbeit zu erhalten, daran ist wenig gelegen. Hinge-
gen fiir Rechnungen, die téglich vorkommen, und wo sieben Decimalen véllig
hinreichen, wiirde eine, wenn auch nur méssige, aber oft wiederkommende
Erleichterung der Arbeit allerdings schitzbar sein. Dann miisste aber die Ta-
fel, um auch die néthige Bequemlichkeit zu gewédhren, so eingerichtet werden,
dass iiberall auch die zweiten Differenzen verschwinden; mit etwas mehr als
15000 Gliedern liesse sich diess bequem erreichen, die nur ein massiges Band-
chen machen wiirden. Doch zu einer weitern Ausfiihrung ist hier nicht der
Ort.

Noch eine Probe, wie oberflachlich LEONELLI seinen Gegenstand behandelt
hat, gibt die S. 60 vorgetragene Formel, fiir einen vorgegebenen Werth von R,
der zwischen zwei der Tafel fillt, den entsprechenden von ) mit Riicksicht
auf die zweiten Differenzen zu finden. Diese Formel, deren Deduction dem
Ubersetzer, seinem Gestéindnisse zufolge, so viele vergebliche Miihe gemacht
hat, ist ganz falsch; statt

(D +d)drn

26(r'n —n) sollte nemlich stehen g



Ubrigens bemerken wir noch, dass, wenn man die Zahlen der ersten Colum-
ne als die doppelten Logarithmen von Tangenten betrachtet, die Zahlen der
zweiten und dritten die doppelten Complemente der Logarithmen der dazu
gehorigen Sinus und Cosinus sein werden. Man kann daher mit den gewohnli-
chen trigonometrischen Tafeln den vorgesetzten Zweck ganz auf dieselbe Art
erreichen, als mit den von LEONELLI vorgeschlagenen; nur erspart theils die
letztere die Division und Multiplication mit 2 (die aber doch ein maéssig ge-
ibter Rechner leicht im Kopfe macht), theils gibt sie, wenn sie auf dieselbe
Zahl von Decimalen berechnet ist, doppelt so viele Schéirfe. Sonderbar ist es,
dass die sich hierauf griindende Art, die trigonometrischen Tafeln zu gleicher
Absicht anzuwenden, von DELAMBRE nicht erwéhnt wird, da er doch eine
andere weit weniger bequeme anfiihrt. LEONELLI hat sehr Recht, sich zu be-
schweren, dass man ein solches Verfahren dem seinigen an die Seite setzen
wollte.




NACHLASS.

L]

VORSCHRIFTEN, UM DEN LOGARITHMEN DES SINUS
EINES KLEINEN BOGENS ZU FINDEN.

loghypsing = logy — §0¢ — 5% — 59" — 378559 —
log brigg sinn” = 4,6855748.668 + logn” — An"'n";

log A proxime = — {!}},7692172 + In"n" A.
Noch genauer:

log A" = — {1]},7692172;
log A = —{1}},7692172 + tn"n" {A + L1 (A - 4")}.
Hiernach findet man den Log. bis iiber 30" auf die letzte Ziffer [7. Decimale]
genau.
loghypcos p = —%gpgp — %904 — %906 —...
log brigg cosn” = —Bn''n";
log B proxime = — {1{},2920960 + +n"n"B
= — {11},2920960 + $n"n" {B + 45(B — B')} .
loghyp tang ¢ = logy + 399 + 550" + 58550° +.
log brigg tangn” = 4,6855748.668 + logn” + Cn''n";

log C proxime = — {1} 4681872 4+ Ln"n" {C — 22(C - C")} .



[I1]
[INTERPOLATION DER COTANGENTEN UND
COSECANTEN KLEINER BOGEN.]

Zur Interpolation der Cotangenten und Cosecanten kleiner Bogen sind fol-
gende Formeln die brauchbarsten:
Es gehoren

zu den Bogen die Cotangenten (oder Cosecanten)

a 0
L Yy
a o'
so ist
R e et N (2 )
0 — —0a !
(0 —yla+(y—6)a b0+ "y )
;-0 —a) -0 —a)
N 60— —0)a' !
(0 —yla+ (y—0)a b0+ "2y 0
ML = add —ab (0 —0)ad o_ 0—0")(x—a)d
a —a (a/ —a)x (¢ —a)x
_ o 0 —6)(d—2x)a
(a/ —a)x
Beispiel zu II.  Man sucht cotg0,060335.
0 = 10,5259499
0 = 10,5084181
90— 0 = 175318 log ....... 8,2438265 — 10
r—a= 0,000035 log ....... 5,5440680 — 10
[ =0,0604] log . ...... 8,7810369 — 10
Compl. logz(a’ —a) . . 5,2194307
0,00614274 . . . ... ... 7,7883621 — 10
10,5259499
10,5198072



[111]

MUSTERRECHNUNG, UM AUS A =pcosP, B=psin P
p UND P ZU FINDEN.

B...... 9,56905 69225 n
AL 0,28523 04177 n
tgP ... .. 9,28382 65048 P =190 52 52" 913567
tg P* . ... 928379 34121 P* =190 52 50
cos P* ... 999212 15841 n

—11792 5,5197322 . .. .. 3 30927
cos P . ... 999212 04049 n 9,9842419 . . . . cos P cos P*
Do, 0,29311 00128 5,5039741

9.2838100 . . . . /(tg Ptg P*
11792) & V/(tg Ptg P*)
1,7877841

2 913567.
~Jog 5 Mod_ } = Const. . . . —4,3233592

06264,8

BEMERKUNGEN.

Dass die Anzeige, S. 121-127, von GAUSS herriihrt, geht aus einem Briefe
von GAUSS an OLBERS vom 3. December 1808 hervor, worin es heisst:

»S0 winschte ich z. B. sehr, dass eine solche Tafel, wie LEO-
NELLI vorgeschlagen hat (meine Anzeige: Hallische L.Z. 1808 vom
12. Febr.), ausgefihrt wiirde. Fir bloss 5 Decimalen habe ich selbst
einmal einen Anfang gemacht. Bei solchen Rechnungen, wo sehr
viele Logarithmen von Summen oder Differenzen gesucht werden
(wie z. B. bei meiner Methode die Storungen zu berechnen), wiirde
eine solche Tafel eine bedeutende Erleichterung geben«.

Die Notiz [I.] ist einem Handbuch entnommen; [II.] und [III.] finden sich
auf Bléttern, die den Biichern der GAUss-Bibliothek: HOBERT und IDELER,
Trigonometrische Tafeln, und VEGA, Thesaurus Logarithmorum, angeheftet
sind. BORSCH, KRUGER.
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WAHRSCHEINLICHKEITSRECHNUNG.

NACHTRAGE ZU BAND 1V.



NACHLASS UND BRIEFWECHSEL.

L]

[AUFGABE AUS DER WAHRSCHEINLICHKEITSRECHNUNG.]

Es sei p die Wahrscheinlichkeit eines bestimmten Erfolges E aus einem

einfachen Versuche, mithin 1—g die Wahrscheinlichkeit des Ausbleibens dieses
Erfolges.

Die Wahrscheinlichkeit, dass unter n von einander unabhéngigen Versu-
chen k den Erfolg F geben, ist

nn—1)n-2)..(n—k+1)

n—k k
123k (=)™t = ok
Der mittlere Werth von k& ist nu,

» oy » » o k(k—1) » n(n—1)uu,
»oo» » » o k(k—1)(k—2) » n(n—1)(n—2)u?,
.8, W.

» oo » » o (k—np)? » nu(l—p).




[I1]

AUFGABE.

Es sind p Platze vorhanden, auf welchen m Gegensténde vertheilt werden,
ganz nach Zufall, wobei angenommen wird, fiir jeden Gegenstand habe jeder
Platz gleiche Wahrscheinlichkeit.

Die Wahrscheinlichkeit, dass die Anzahl der so besetzten Platze = m — n

1
sein werde, bezeichnen wir mit (m,n) und setzen — = z.
p

Man hat dann:

(2,0)=1—z

(2,1) ==

(3,0)=(1—2)(1—22)

(3,1) = 3z(1 — z)

(3,2) = ax

(4,0) = (1 —2)(1 —2z)(1 — 3x2)
(4,1) = 62(1 — z)(1 — 2x2)

(4,2) = Tzx(1 — x)

(4,3) = 23

(5,0) = (1 —2)(1 — 22)(1 — 3z)(1 — 4x)
(5,1) =10z(1 — z)(1 — 2z)(1 — 3x)
(5,2) = 25zx(1 — x)(1 — 2x)

(5,3) = 1523(1 — )

(5,4) = x*.

Coefficienten fiir die folgenden Werthe

von m:
n| 5|6 7] 8 | 9
0 1 1] 1 1
110]15] 21 | 28 | 36
2 [ 2565|140 | 266 | 462
3 [ 15[ 90 [ 350 | 1050 | 2646
4 1 ]31][301]1701 | 6951
5 1 [ 63 [ 966 [ 7770
6 1 | 127 [ 3025
7 1 | 255
8 1




Es ist der mittlere Werth von n [fiir m = 5 und 6]

(5,1) +2(5,2) + 3(5,3) + 4(5,4)
=10z — 1022 + 52° — 2%,
(6,1) +2(6,2) + 3(6,3) + 4(6,4) + 5(6,5)
= 152 — 20zx + 1523 — 627 + 2°
und allgemein
(I—-2)™—(1—-mx)
X

(m,1) +2(m,2) +3(m,3) +--- =

Bezeichnet man die Zahlencoefficienten zum Beispiel von (8,5) mit C%3,
so ist z. B. 3C%5 4+ €86 = %6 [und allgemein

(m . n)cmn + Cm.n—H — Cm—i—l.n—&-l.

Ferner ist] allgemein

(m—=n)zx(m,n)+(1—(m—-n—Dz)(m,n+1)=(m+1,n+1).
Hieraus folgt leicht, wenn man

(m,1) +2(m,2) +3(m,3) +4(m,4) +--- = Sp,

setzt, und sich erinnert, dass
(m,0)+ (m,1)+ (m,2) + (m,3)+--- =1
ist,
Smt1 = (1 —x)Sp, + ma,
und daraus der oben angegebene Werth

(1—:U)m—(1—mx).




[111]
[ZUR GESCHICHTE DER ENTDECKUNG DER METHODE DER
KLEINSTEN QUADRATE ]

Allgemeine Geographische Ephemeriden. Herausgegeben von F. VON ZACH.
Vierter Band. 4. Stiick. October 1799. S. 378. Weimar, 1799.

Erlauben Sie, dass ich einen im Julius-St. der A. G. E. bemerkten Druck-
fehler anzeige. S.xxxv der Einleitung, bei der Angabe des Bogens zwischen
dem Panthéon und Evaux, muss statt 76545,74 stehen 76145,74. Die Summe
ist richtig, und der Fehler kann auf kein anderes als dieses Stiick fallen”). Ich
entdeckte diesen Fehler, indem ich meine Methode, von der ich Thnen eine Pro-
be gegeben habe™ | anwandte, um bloss aus diesen vier gemessenen Stiicken

1

die Ellipse zu bestimmen, und 155 Abplattung fand; nach Verbesserung jenes

Fehlers fand ich %, und den ganzen Quadranten 2565006 Modulen (nemlich
ohne Riicksicht auf den Grad in Peru). Der Unterschied von ﬁ und %7 ist

in diesem Falle eben nicht erheblich, da die End-Punkte zu nahe liegen.

Braunschweig, den 24. Aug. 1799. C.F.GAuss.

*) Dieser Druckfehler hat seine Richtigkeit, und ist auch aus dem beigesetzten Decimal-
Grade 2, 66868 zu erkennen. v. Z.
**) Hiervon ein andermal. v. Z.



Monatliche Correspondenz zur Beforderung der Erd- und Himmelskunde.
Herausgegeben von F. vON ZACH.
Erster Band. S.193. Gotha, 1800.

Verbesserungen zum IV. Bande der Allg. Geogr. Ephemer.

Ebendaselbst S. 378 Nr. 3 Zeile 9 statt ﬁ Abplattung muss es heissen %
Abplattung. Zeile 12 statt der Worte » Der Unterschied von ﬁ und ﬁ ist
in diesem Falle eben nicht erheblich« kann man zu mehrerer Verstandlichkeit
folgendes setzen » Der Unterschied von ﬁ, [welche Abplattung] die Franzo-
sischen Grad-Messer (A.G.E. IV.B. S. XXXVII der Einleitung und S. 42)

und %, die ich gefunden habe, ist in diesem Falle eben nicht erheblich«.

[SCHUMACHER an GAUSS. Altona, 30. November 1851.]

{Ich glaube Ihnen schon einmal gesagt zu haben, dass ZACH in den Geo-
graphischen Ephemeriden (1799, October. p.378) einen Brief von IThnen hat
abdrucken lassen, in dem Sie offenbar die Methode der kleinsten Quadrate
erwahnen, die Sie also damals schon ZACH mitgetheilt haben. Sie sprechen
von der franzosischen Gradmessung:

»Ich entdeckte diesen Fehler, indem ich meine Methode, von der
ich Thnen eine Probe gegeben habe, anwandte« u.s. w.

ZACH bemerkt dabei: »Hiervon ein andermal«, das andere Mal ist aber
nie gekommen. Da Sie die Resultate Ihrer Rechnung geben, so scheint es mir,
ist es leicht zu zeigen, dass diese durch die Methode der kleinsten Quadrate
abgeleitet sind. ZACH lebt zudem noch, und hat gewiss Thren Brief aufgehoben.
Finden Sie es nicht der Miithe werth, endlich die Sache einmal, selbst gegen die
mir vor allen widerlichen hoéflichen Zweifel der Franzosen, unwidersprechlich
abzumachen?}



GAUSS an SCHUMACHER. Goéttingen, 3. December 1831.

Die von Thnen erwdhnte Stelle in ZACHS A. G. E. ist mir wohl bekannt; die
Anwendung der M. der kl. Q., deren dort Erwidhnung geschieht, betrifft ei-
nen frither in derselben Zeitschrift abgedruckten Auszug aus ULUGH BEIGHS
Zeitgleichungs-Tafel, die zu manchen ganz curiosen Resultaten gefiihrt hat-
te. Diese Resultate hatte ich ZACH mitgetheilt mit der Bemerkung, dass ich
dabei eine mir eigenthiimliche seit Jahren gebrauchte Methode benutzt habe,
Grossen, die zufillige Fehler involviren, auf eine willkiirfreie consequente Art
zu combiniren, ohne ihm jedoch das Wesen der Methode selbst mitzuthei-
len. Ich glaube Ihnen schon einmal geschrieben zu haben, dass ich auf keinen
Fall diese Stelle, worin die Methode zum erstenmale 6ffentlich angedeutet ist,
releviren werde, auch nicht wiinsche, dass einer meiner Freunde mit meiner
Zustimmung es thue. Diess hiesse anerkennen, als bediirfe meine Anzei-
ge (Theoria Motus Corporum Coelestium), dass ich seit 1794 diese Methode
vielfach gebraucht habe, einer Rechtfertigung, und dazu werde ich mich nie
verstehen. Als OLBERS attestirtel’)!, dass ich ihm 1802 die ganze Metho-
de mitgetheilt habe, war diess zwar gut gemeint; héitte er mich aber vorher
gefragt, so wiirde ich es hautement gemissbilligt haben.

Hr. VON ZACH schreibt mir noch, dass Sie Sich zur Recension von LEGEND-
RES Werk iiber die Kometenbahnen erboten hatten. Mit Vergniigen werde ich
Thnen also das mir von Hrn. VON ZACH zugeschickte Exemplar nach Bremen

senden, doch erlauben Sie wohl, dass ich es erst noch einige Wochen behalte.
Bei vorldufigem Durchbléttern scheint es mir sehr viel Schénes zu enthalten.
Vieles von dem, was ich in meiner Methode besonders in ihrer ersten Gestalt
Eigenthiimliches hatte, finde ich auch in diesem Buche wieder. Es scheint mein
Schicksal zu sein, fast in allen meinen theoretischen Arbeiten mit LEGENDRE
zu concurriren. So in der héhern Arithmetik, in den Untersuchungen iiber
transcendente Functionen, die mit der Rectification der Ellipse zusammen-
hangen, bei den ersten Griinden der Geometrie und nun wieder hier. So ist
z.B. auch das von mir seit 1794 gebrauchte Princip, dass man, um mehrere

[*) In seiner Abhandlung: Uber den veriinderlichen Stern im Halse des Schwans;
v. LINDENAU und BOHNENBERGER, Zeitschrift fiir Astronomie. Band II. Seite 192. September-
October 1816.]

[**) Sollte heissen »1803«.]



Grossen, die man nicht alle genau darstellen kann, am besten darzustellen, die
Summe der Quadrate zu einem Minimum machen miisse, auch in LEGENDRES
Werke gebraucht und recht wacker ausgefiihrt.

GAuss an OLBERS. Gottingen, 4. October 1809.

......... Erinnern Sie sich wohl noch, liebster Freund, dass ich bei meiner
ersten Anwesenheit in Bremen 1803 mit Thnen {iber das Princip gesprochen
habe, dessen ich mich bediente, Beobachtungen am genauesten darzustellen,
dass nemlich bei gleichem Werthe der Beobachtungen die Summe der Quadra-
te der Differenzen ein Kleinstes sein muss? Dass wir dariiber 1804 in Rehburg
gesprochen haben, davon sind mir noch alle Umsténde gegenwértig. Es ist mir
daran gelegen, diess zu wissen. Uber die Ursache der Frage ein andermal.



GAuss an OLBERS. Gottingen, 24. Januar 1812.

........... Hr. DELAMBRE soll, wie ich hore, im franz. Moniteur eine
ad modum suum sehr weitlduftige Chrie tiber die moindres carrés gegeben
haben; ich lese den Moniteur nicht, welcher auch nur in jahrlichen Lieferun-
gen hierher kommt. Vielleicht finden Sie einmal Gelegenheit, 6ffentlich zu
bezeugen, dass ich Ihnen schon bei unserer ersten personlichen Bekanntschaft
im Jahr 1803 die Hauptmomente davon declarirt habe. Unter meinen Papie-
ren finde ich, dass ich im Junius 1798, wo mir jene Methode eine langst
angewandte Sache war, zuerst LAPLACES Methode gesehen und die Unver-
traglichkeit derselben mit den Grundsétzen der Wahrscheinlichkeitsrechnung
in einem kurzen Notizen-Journall)! iiber meine mathematischen Beschéfti-
gungen angezeigt habe. Im Herbst 1802 habe ich die viIr*®® Cereselemente
in meinem Astronomischen Brouillonbuche nach der Methode der kleinsten
Quadrate gefunden eingetragen. Die Papiere, worin ich in frithern Jahren, z. B.
im Frihjahr 1799, auf ULuGH BEIGHS Zeitgleichungstafel jene Methode ange-
wandt habe, sind verloren gegangen. Das einzige, woriiber man sich wundern
kann, ist, dass dieses Princip, was sich so leicht von selbst darbietet, dass
man auf den Gedanken allein gar keinen besondern Werth legen kann, nicht
schon 50 oder 100 Jahr frither von andern, z. B. EULER oder LAMBERT oder
HALLEY oder ToBIAS MAYER angewandt ist, obwohl es ja sehr leicht sein
kann, dass z. B. letzterer so etwas angewandt hat, ohne es zu proclamiren, so
wie jeder Rechner nothwendig sich selbst eine Menge Vortheile und Methoden
schafft, die er nur gelegentlich durch miindliche Tradition fortpflanzt.

[*) In dem auf Seite 20 bereits erwihnten Tagebuche von GAUSS findet sich aus dem Jahre
1798 die Notiz: » Calculus probabilitatis contra La Place defensus. Gott. Jun. 17«.]



GAUSS an SCHUMACHER. Goéttingen, 6. Juli 1840.

Sie wissen, dass ich selbst auf das von mir seit 1794 gebrauchte Verfahren,
dem spéter der Name Méthode des moindres quarrés beigelegt ist, niemals
grossen Werth gelegt habe. Verstehen Sie mich recht; nicht in Beziehung auf
den grossen Nutzen, den sie leistet, der ist klar genug, aber danach taxire ich
die Dinge nicht. Sondern deshalb oder in so fern legte ich nicht viel Werth
darauf, als vom ersten Anfang an der Gedanke mir so natiirlich, so dusserst
nahe liegend schien, dass ich nicht im Geringsten zweifelte, viele Personen,
die mit Zahlenrechnung zu verkehren gehabt, miissten von selbst auf einen
solchen Kunstgriff gegkommen sein, und ihn gebraucht haben, ohne deswegen
es der Miihe werth zu halten, viel Aufhebens von einer so natiirlichen Sache
zu machen. Namentlich fiel mir vor allen TOBIAS MAYER ein, und ich erinne-
re mich sehr bestimmt, dass ich oft, wo ich mit andern von meiner Methode
sprach (wie z. B. wiahrend meiner Studirzeit 1795-1798 wirklich vielfach ge-
schehen ist), gedussert habe, ich wolle die allergrosste Wette eingehen, dass
ToBIAS MAYER bei seinen Rechnungen dieselbe Methode schon gebraucht
habe. Ich weiss nun jetzt aus jenen Papieren, dass ich jene Wette verloren
haben wiirde. In der That enthalten sie Eliminationen, z. B. von 3 unbekann-
ten Grossen aus 4 oder 5 Gleichungen, aber so, wie es der ordindrste Rechner
machen wiirde, ohne alle Spur irgend einer subtilern Kunst.
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[IV.]
[KRITISCHE BEMERKUNGEN ZUR METHODE DER
KLEINSTEN QUADRATE.]

GAuUss an OLBERS. Gottingen, 22. Februar 1819.

........... Auch bin ich jetzt mit einer neuen Begriindung der sogenann-
ten Methode der kleinsten Quadrate beschéaftigt. Meine erste Begrindung
setzt voraus, dass die Wahrscheinlichkeit des Beobachtungsfehlers x durch
e~hher dargestellt werde, wo denn jene Methode nach aller Strenge und in
allen Féllen die wahrscheinlichsten Resultate gibt. Ist das Gesetz der Fehler
unbekannt, so ist es unmoglich die wahrscheinlichsten Resultate aus schon
gemachten Beobachtungen anzugeben. LAPLACE hat die Sache von einer
verschiedenen Seite angesehen und ein Princip gewahlt, welches auch auf die
M. d. kL. Q. fithrt”), wenn die Anzahl der Beobachtungen unendlich gross ist.
Allein bei einer méssigen Anzahl Beobachtungen bleibt man, wenn das Feh-
lergesetz unbekannt, ganz im Dunkeln, und LAPLACE weiss auch selbst fiir
diesen Fall nichts besseres zu sagen, als dass man die Meth. der kl. Qua-
drate auch hier anwenden moge, weil sie bequeme Rechnung gewéhre. Ich
habe jetzt gefunden, dass bei der Wahl eines etwas andern Princips als das
LAPLACEsche (und zwar eines solchen, wo niemand in Abrede stellen kann,
dass man wenigstens eben so gut zu dessen Annahme befugt sei als zu dem
von LAPLACE, und welches, meiner Meinung nach, jeder nicht im Voraus
Eingenommene fiir natiirlicher erkldren muss als das LAPLACEsche) man alle
jene Vortheile vereinigt geniesst, nemlich die M. d.kl. Q. wird in allen Fallen
und bei jedem Fehlergesetz die absolut-vortheilhafteste, und die Vergleichung
der Genauigkeit der Resultate mit der der Beobachtungen, die ich in meiner
Theoria auf das Fehlergesetz e ""** gegriindet hatte, bleibt allgemein giiltig.
Zugleich hat man den Vortheil, dass alles durch sehr klare einfache analyti-
sche Entwickelungen bewiesen und aufgelost wird, was bei LAPLACES Princip
und Behandlung keinesweges der Fall zu sein scheint, so wie namentlich die
Generalisirung seines Schlusses von 2 unbekannten Gréssen auf jede Anzahl
noch nicht die néthige Evidenz zu haben scheint.

GAUSS an SCHUMACHER. Gottingen, 2. Februar 1825.

.......... Die sogenannten wahrscheinlichen Fehler wiinsche ich eigentlich,
als von Hypothese abhéingig, ganz proscribirt; man mag sie aber berechnen,
indem man die mittlern mit 0,6744897 multiplicirt.

*) und zwar unabhéngig von dem Fehlergesetz.
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GAUss an OLBERS. Gottingen, 15. Marz 1827.

Ich bin Thnen sehr verpflichtet, mein allertheuerster Freund, fiir die gefallige
Ubersendung der drei Hefte des Philosophical Magazine. Ich habe die Aufst-
ze von IVORY durchgesehen, und ich wiirde sagen miissen, dass ich dadurch
sehr befremdet sei, wenn ich nicht durch die Abhandlung in den Philosophi-
cal Transactions (1824), deren ich in meinem letzten Briefe erwdhnte, schon
vorbereitet gewesen wére. Ich hatte Herrn 1. ldngst als einen scharfsinnigen
Mathematiker geschéatzt, der im Calcul grosse Gewandtheit hat: von diesem
Urtheil gehe ich auch noch nicht ab; allein riicksichtlich des Hauptpunkts in
der erwéahnten Abhandlung vermisse ich den logischen Zusammenhang, und
erkenne darin nichts weiter als eine baare Petitio principii. Sie werden mich
nicht missverstehen. Ich lege wenig Werth auf eine streng logische Einklei-
dung, die, in Schriften fiir Ménner und Kenner, oft nur Pedanterie sein wiirde;
aber der streng logische Zusammenhang muss sich, wo es nur gefordert wird,
iiberall nachweisen lassen, diess ist eine unerléssliche Bedingung eines guten
Vortrags. Wenn ich einen Mathematiker sehr hochschéitze, und hierin etwas
vermisse, so denke ich immer zuerst, dass es bloss im Vortrag liegt, und gehe
schwer daran, anzunehmen, dass der Gedanke selbst leer ist. Aber bei Herrn
IvORYS drei Aufsédtzen bin ich leider dazu gentthigt.

Die Abhandlung {iber die Kleinsten Quadrate ist denn doch wirklich unter
aller Kritik. Welche Verworrenheit, Unklarheit und volliger Mangel logischer
Bindigkeit! Aber dariiber kénnte man noch wegsehen, wenn wirklich ein re-
eller Gedanke zum Grunde ldge. Allein das ist durchaus nicht der Fall. Wie
ist es moglich, dass das Geschwétz p. 163 und 164 uns als ein proof that this
principle leads necessarily to the method of the least squares venditirt wird!

In der That weit entfernt, dass daraus eine Nothwendigkeit der M. der
kl. Q. folge, kann man dieses Ganze”) auf jede beliebige andere Behandlung
der vorgegebenen Gleichungen anwenden; z. B. wenn, anstatt sie mit a, a’, a”
zu multipliciren, man sie mit irgend einer Potenz dieser Coefficienten multi-
plicirte, oder auch sie dividirte. Die Abhandlung scheint in der That halb im
Schlafe geschrieben zu sein, und Sie erlassen mir wohl noch mehrere einzelne
Stellen anzustechen, die Sie sogleich selbst bemerken werden, sobald Sie nur
nicht von einer vorgefassten Meinung ausgehen, dass irgend etwas daran ist.

Wenig besser scheint mir der andere Aufsatz iiber die Pendelléngen; die
Vorwtiirfe, die er der Anwendung der M. der kl. Q. macht, zeigen nur, dass ihr
Geist dem Hrn. I. ganz fremd ist. Ich finde, dass Hr. SABINE diese Methode
im Wesentlichen ganz richtig angewandt hat (— die Form der Anwendung ist
allerdings nicht die zweckmassigste, und ich habe, unter uns gesagt, eigent-
lich SABINE, PAUCKER und MUNCKE in der neuen Ausgabe von GEHLER,

*) Versteht sich mit Ausnahme der Folge, dass e + €’e’ + &”¢” + - -+ ein Minimum wird;

aber diess soll ja eben nicht Axiom sein, sondern bewiesen werden.
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bei meiner Anmerkung in den A. N. Nr. 110, p. 2300, mit im Sinn ge-
habt —); aber darin hat er gefehlt, dass er den mittlern zu befiirchtenden
Fehler in den Resultaten nicht mit berechnet hat, und dass er durch einen
Umstand, welchen Herr IVORY mit Recht tadelt, nemlich durch die Zusam-
menstellung der verschiedenen Resultate aus verschiedenen Combinationen,
wobei immer seine Beobachtungen in der Nihe des Aquators einen iiberwie-
genden Einfluss behalten miissen, den Schein einer viel grossern Genauigkeit
der Endresultate hervorbringt, als diese wirklich haben. In der That ist es da-
mit gewissermassen so, obwohl lange nicht in dem Masse, wie der verstorbene
ENDE zuweilen Polh6henbestimmungen nach DOUWES’ Methode machte, in-
dem er immer dieselbe Hohe in der Ndhe des Mittags mit verschiedenen
weit davon entfernten verband und dann Resultate fand, die innerhalb 07,01
iibereinstimmten.

Einzeln widerlegen kann man diesen Aufsatz von IVORY eben so schwer,
da darin eben so wenig logische Ordnung ist; ich finde auch nicht den aller-
kleinsten Grund gegen die Zweckmaéssigkeit der M. der kl. Q). darin, aber was
soll man von dem Verfahren sagen, welches IVORY dafiir substituiren will,
indem er die kleinste Pendelldnge mit vielen in grosser Breite combinirt, das
ist ja eines verstindigen Mathematikers ganz unwiirdig und eigentlich das
ENDEsche Verfahren™)!. . ... ...

GAuss an ENCKE. Gottingen, 23. August 1831.

Nicht ohne Interesse habe ich aus Threm Briefe den Gang gesehen, den
Sie zur Rechtfertigung des Verfahrens, das arithmetische Mittel zu nehmen,
eingeschlagen haben. Ich finde diesen Gang sehr beifallswerth, in so fern auf
die Frage, was zu thun sei, eine von allen Betrachtungen der Wahrschein-
lichkeitsrechnung ganz unabhéngige Antwort gegeben werden soll. Nur kann
ich nicht wohl einrdumen, das, was man auf diese Art erhilt, den wahr-
scheinlichsten Werth zu nennen. In der That ist die Aufgabe, den wahr-
scheinlichsten Werth zu finden, eine mathematisch ganz bestimmte, die aber
ihrer Natur nach die Kenntniss des Fehlergesetzes voraussetzt und nur in
dem einzigen Falle, wo diess durch die Form e *%*% ausgedriickt wird, auf
die arithmetischen Mittel fithrt. Allgemein zu reden ist die Wahrscheinlich-
keit des wahrscheinlichsten Werths auch nur unendlich klein, nemlich wenn a
der wahrscheinlichste Werth aus einer stetigen Gesammtheit ist, so bedeutet
diess im Grunde nur so viel, dass

[*) Vgl. Band VI, S. 457.]
[**) Die vorstehende Kritik bezieht sich auf folgende Arbeiten J. IVORYS:
1. On the method of least squares. Phil. Mag. (Tilloch), Lxvi1i1, 1826, S. 161—165.
2. On the Ellipticity of the Earth, as deduced from Experiments made with the Pendulum.
Phil. Mag. (Tilloch), LXV11L, 1826, S. 3—10, 92101, 241245, 246251, 321326, 350—
353.]

13



die Wahrscheinlichkeit, der wahre Werth liege zwischen a —w und
a+w, grosser ist als die Wahrscheinlichkeit, der wahre Werth liege
zwischen irgend einem andern Paar eben so weiter Grenzen, in so
fern w unendlich klein ist.

Genau besehen hat aber eben deshalb solcher wahrscheinlichster Werth nur
wenig praktisches Interesse, viel weniger als derjenige Werth, wobei der zu
befiirchtende Irrthum im Durchschnitt am wenigsten schédlich ist, daher ich
(ausser andern freilich eben so wichtigen oder noch viel wichtigern Griinden)
dieses zweite mit dem ersten ja nicht zu verwechselnde Princip vorgezogen

habe.

Ihren Aufsatz in den Astronomischen Nachrichten iiber die Anndherung
des Gesetzes fiir die Wahrscheinlichkeit aus zusammengesetzten Quellen ent-
springender Beobachtungsfehler an die Formel e~ #h habe ich mit grossem
Interesse gelesen; doch bezog sich, wenn ich aufrichtig sprechen soll, dieses
Interesse weniger auf die Sache selbst, als auf Thre Darstellung. Denn jene ist
mir seit vielen Jahren familidr, wihrend ich selbst niemals dazu gekommen
bin, die Entwickelung vollstdndig auszufiihren.

Dass ich iibrigens die in der Theoria Motus Corporum Coelestium ange-
wandte Metaphysik fiir die Methode der kleinsten Quadrate spéterhin habe
fallen lassen, ist vorzugsweise auch aus einem Grunde geschehen, den ich
selbst Offentlich nicht erwidhnt habe. Ich muss es nemlich in alle Wege fiir
weniger wichtig halten, denjenigen Werth einer unbekannten Grosse auszu-
mitteln, dessen Wahrscheinlichkeit die grosste ist, die ja doch immer nur
unendlich klein bleibt, als vielmehr denjenigen, an welchen sich haltend man
das am wenigsten nachtheilige Spiel hat; oder wenn fa die Wahrscheinlichkeit
des Werths a fiir die Unbekannte x bezeichnet, so ist weniger daran gelegen,
dass fa ein Maximum werde, als daran, dass [ fz - F(z — a) dz, ausgedehnt
durch alle moéglichen Werthe des x, ein Minimum werde, indem fiir F' eine
Function gewahlt wird, die immer positiv und fiir grossere Argumente auf ei-
ne schickliche Art immer grésser wird. Dass man dafiir das Quadrat wéhlt, ist
rein willkiirlich und diese Willkiirlichkeit liegt in der Natur der Sache. Ohne
die bekannten ausserordentlich grossen Vortheile, die die Wahl des Quadrats
gewahrt, konnte man jede andere jenen Bedingungen entsprechende wéhlen
und thut es auch in ganz singuldren Féllen. Ich weiss aber nicht, ob ich mich
hinlénglich klar tiber das, was ich eigentlich mit dieser Distinction meine,
ausgedriickt habe, und bitte im entgegengesetzten Fall um giitige Entschuldi-
gung.
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GAUSS an SCHUMACHER. Gottingen, 25. November 1844.

Beim miindlichen Vortrage der Lehre von der Methode der kleinsten Qua-
drate pflege ich gerade den umgekehrten Weg von demjenigen zu nehmen,
den in einer gedruckten Abhandlung einzuschlagen verstindig ist. Ich lehre
nemlich zuerst die Art sie anzuwenden, nach Massgabe der Umstédnde, mehr
oder weniger von den feinern Kunstgriffen einmischend. Dann erst nehme ich,
soweit dazu Zeit iibrig bleibt, die verschiedenen Begriindungsarten vor, wel-
che kennen zu lernen erst fiir den ein lebhaftes Interesse haben kann, der die
Methoden schon zu gebrauchen versteht. Ich pflege drei Begriindungsarten
vorzutragen:

1) eine bloss auf Principien der Zweckmaéssigkeit basirte, die sich, sehr
einleuchtend, leicht machen lasst,

2) die in der Th. M. C. C. gelehrte Ankntipfungsart an die Wahrscheinlich-
keitsrechnung,

3) die davon durchaus verschiedene Ankniipfungsart an die Wahrschein-
lichkeitsrechnung, welche in der Theoria Combinationis Observationum
vorgetragen, und nach meiner Uberzeugung die ausschliesslich einzige
zuléssige ist.

Fiir jeden, der mit dieser Lehre noch ganz unbekannt ist, halte ich die-
se Reihefolge fiir die zweckméssigste. Fremde Darstellungen kenne ich aber
keine, die ich empfehlen kénnte. Was aber No. 1) betrifft, so kann Herr WA-
RENSDORF diess aus unzdhligen Biichern lernen (was das A. B. C. der Sache
betrifft) und es ist ziemlich einerlei, welches er wahlt, wenn er nur das, was
fast bei allen schlecht ist, nachher Gelegenheit nimmt bei sich zu verbessern.
So z. B. legen diese Biicher keinen hinlénglichen Druck darauf, dass man auch
dann, wenn die beobachteten Grossen schon linearische Functionen von den
unbekannten Elementen sind (wie bei der Pendellinge  +y sin ¢?), man doch
nicht diese Elemente als die unbekannten Grossen der Aufgabe betrachten,
sondern dazu die an schon bekannte méglichst gendherte Werthe anzubrin-
genden Correctionen wéhlen soll, u. s. w.
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V]
[KLEINERE BEITRAGE
ZUR METHODE DER KLEINSTEN QUADRATE]

A, B, B, ... B™ D geien linearische Functionen von z und andern un-
bekannten Grossen.
A =ax+---
B =px+---
B =px+---

B gnUg ...
Q=(\A)?+ (uB)>+ (B> + ('B")?* + - -

soll ein Minimum werden.

Man setze
a 15 ptang ¢
— =1 —=t — =k
/6 ) Al ang807 )\ )
A+kB=A, A—-IB=C,
Acosp = N, Asinp = v,
so ist

(NA)? + (vC)? = (\A)* + (nB)?,

und C von zx frei.

. . . (07
Der Coefficient von = in A’ wird =

5
CoS
Fahrt man auf dieselbe Art weiter fort, so erhélt Q die Gestalt

Q= WC)*+ (VTP + (V'C") + -+ (VD)2 4 (3 B2,
wo alle C von z frei sind.

GAuUss an OLBERS. Gottingen, 14. April 1819.

Eben so ist mir Ihre Erinnerung gegen die richtige Formel fiir das Gewicht

des Resultats einer Combination von 2 Bestimmungen, deren Gewichte p, ¢

Pa , nicht recht erklérlich, es sei denn, dass Sie meinen Brief

sind, nemlich

pPTq
nicht mit der Stelle bei LITTROW zusammengehalten haben. Allerdings setze
ich voraus, dass die partiellen Resultate von einander unabhéngig sind. Aber
es kommt darauf an, von was fiir Combinationen die Rede ist, und da ist in

dem worliegenden Fall der Umstand, dass immer < p und < ¢ wird,

P+q
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nicht ungereimt, sondern das Gegentheil wiirde ungereimt sein. Nehmen wir
einen andern ganz dhnlichen Fall. SCHUMACHER hat die Absicht einen Lén-
gengradbogen zu messen. Es seien seine dussersten Punkte A und C. Er kann
dieselben, d. h. seine Raketen, nicht unmittelbar vergleichen, sondern bedarf
eines Zwischenpunkts B; vergleicht er zuerst A mit B 100mal, und nachher
C mit B auch 100mal, so haben die partiellen Léngenunterschiede B — A,
C — B eine grosse, und gleich grosse Zuverléssigkeit, deren Gewicht durch
100 = p, 100 = ¢ angezeigt wird. Allein die aus der Verbindung von beiden
abgeleitete Differenz der Orter C, A wird ja offenbar weniger zuverlissig sein,
als wenn sie aus 100 unmittelbaren Vergleichungen abgeleitet ware. Wie viel
das Gewicht des Resultats aus dieser Combination geringer sei, kann nur die
Wahrscheinlichkeitstheorie lehren. Sie ergibt, dass dieses geschlossene Re-
sultat nur so genau sei, als das Mittel aus 50 directen Vergleichungen. Nur
wenn ¢ = oo, also C' — B absolut genau, wird das geschlossene Resultat
fir C' — A eben so genau, wie das benutzte B — A war, wie es ja auch die
Natur der Sache mit sich bringt. LITTROWS falsche Formel wiirde fiir ¢ = oo
das absurde Resultat 4p geben. — Ich vermuthe, dass LITTROW dadurch ir-
re geleitet ist, dass der Bestimmung der Polhohe aus p untern und ¢ obern

4
Culminationen das Gewicht % beigelegt wird, welches auch ganz richtig

ist; aber die Polhohe ist nichtpdie Summe, sondern nur die halbe Summe der
Zenith-Distanzen in oberer und unterer Culmination. Der Fall ist also ganz
verschieden. Allgemein lésst sich zeigen, ohne viele Miithe aus den Grundsét-
zen meiner Theoria, und dusserst leicht bei meiner neuen Begriindung, dass,
— wenn eine Grosse w aus der Combination der Grossen x, ¥, z etc. entsteht,
so dass w = ax + By + vz + etc.; wenn dann ferner die Werthe von z,y, z
etc. unabhéngig von einander so ausgemittelt sind, dass diesen Bestimmun-

gen resp. die Gewichte p, ¢, etc. beizulegen sind, — dass dann der hieraus
hervorgehende Werth von w eine solche Zuverlassigkeit habe, deren Gewicht
durch 1 ausgedriickt wird.
aa BB v s v
—+——+—+etc.
q

(Gewicht ist ibrigens immer dem Quadrate der Genauigkeit direct, oder
dem Quadrate des sogenannten wahrscheinlichen Fehlers umgekehrt propor-
tional; welches aber kein Lehrsatz, sondern bloss die Definition des Worts
Gewicht ist.)

GAUss an OLBERS. Gottingen, 25. Februar 1825.

P. S. Die Vertheilung der Fehler in Gruppen, um die Summe der Quadrate
zu finden, hat allemal die Wirkung, diese zu klein, also die Genauigkeit
scheinbar grosser zu machen, als sie ist.
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Es seien die Fehler

a, a',ad ..... , Anzahl = «, Mittel = A4,
b, ', v .. ... . » B, » B,
c, ., ... .. .Y, » O,
etc.,
so ist genau
aa+dd +ad"d" ... =aA’+ (a— A+ (d/ — A)?* + (" — A)? + etc.

b+ 00 + 0"V ... =BB%+ (b— B)?>+ (V — B + (V' — B)? + etc.
cc+dd +' . =7C? + (c—C)? 4 (¢ = C)? + (" — C)? + etc.
etc.

Indem man also fiir die Summe A%+ B2 4+~C? + - - - annimmt, vernach-
lissigt man alle (a — A)? 4 (a/ — A)?*+---, (b—B)*+ (b = B)?+---, -+, die
alle positiv sind.

Der Beweis ist leicht: nemlich

aa = [A+ (a— A)> = AA +2A(a — A) + (a — A)?
dd =[A+ (d — A))? = AA +2A(d — A) + (d/ — A)?
a"d" =[A+ (" — A))? = AA+2A(d" — A) + (a" — A)?
Yaa = aAA+2A%(a — A) + X(a — A)?
oder da X(a — A) = Ya — aA =0,

Yaa = aAA+ Y(a — A)2.
GAUSsS an OLBERS. Gottingen, 3. Mai 1827.

Zu einer erfolgreichen Anwendung der Wahrscheinlichkeitsrechnung auf Be-
obachtungen ist allemal umfassende Sachkenntniss von hochster Wichtigkeit.
Wo diese fehlt, ist das Ausschliessen wegen grosserer Differenz immer misslich,
wenn nicht die Anzahl der vorhandenen Beobachtungen sehr gross ist. Alle
einzelnen Bestandtheile des Beobachtungsfehlers, deren Vermeidung ausser
unserer Gewalt liegt, haben gewiss Grenzen, wenn wir auch nicht im Stande
sind, sie scharf anzugeben. Es gibt sehr viele Fille, wo wir mit Gewissheit
sagen konnen, dass ein vorgekommener grosser Fehler ausserhalb der Gren-
zen der Moglichkeit solcher Fehler liegt, und ein ausserordentliches Versehen
begangen sein muss. Die muss man natiirlich ausschliessen. So lange man
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sich aber die Moglichkeit denken kann, dass der Fehler durch ungliickliche
Conspiration der Bestandtheile hervorgegangen ist, soll man nicht ausschlie-
ssen. Zuweilen kann es freilich auch Félle geben, wo man zweifelhaft ist, ob
man sie zur ersten oder zweiten Classe zéhlen soll; da halte man es wie man
will, mache sich aber zum Gesetz, nichts zu verschweigen, damit andere nach
Gefallen auch anders rechnen kénnen. Die Zahlwerthe der Resultate werden,
man halte es, wie man wolle, gleiche Brauchbarkeit haben, aber ihre Zuverlés-
sigkeit riskirt man flir zu gross auszugeben, wenn man mit dem Ausschliessen
zu schnell bei der Hand ist. Geschéfte dieser Art scheinen mir schon mehr
Analogie mit dem Handeln im Leben zu haben, wo man selten oder nie
mathematische Strenge und Gewissheit hat und wo man sich begniigen muss,
nach bester iiberlegter Einsicht zu verfahren.

GAUss an GERLING. Gottingen, 2. April 1840.

.......... In Beziehung auf den wissenschaftlichen Inhalt Thres Briefes
will ich bloss auf die Bedenklichkeit, die Sie Sich, unnéthigerweise, wegen
Heterogeneitat von Winkel- und Linien-Messungen machen, ein Paar Worte
erwiedern.

Sind q,q¢,q",q" etc. iiberhaupt durch Beobachtung gefundene Grossen,
homogen oder heterogen ist ganz gleichgiiltig, und bezeichnet man mit
dq,dq’',dq" ... die Differenzen zwischen Beobachtung und Rechnung nach
irgend einem System von Elementen, so ist das Princip der Methode der
kleinsten Quadrate durchaus nicht, dass

"2

dq* 4 dg’? + dq"™ + etc.

e dg\?  (dqd'\? q"\? .
ein Minimum werden soll, sondern dass <m) =+ <m’> + <m”> +etc. ein
Minimum werde, wo m,m’,m” ... die respectiven bei den einzelnen Daten
zu befiirchtenden mittlern Fehler bedeuten. Nur dadurch, dass in der Praxis
so iiberwiegend oft solche Félle vorkommen, wo m = m/ = m” = m/” etc.
gesetzt werden kann oder muss, wird man verleitet, das erste Enoncé gelten
zu lassen und zu vergessen, dass nur das zweite das allgemein giiltige ist.

Um von diesem Princip Gebrauch machen zu kénnen, muss man, wenn
auch nicht genau, doch einigermassen gendhert, wenn auch nicht die Gro-
ssen m,m’,m”,m'" etc. selbst, doch ihr Verhéltniss (i. e. das Verhéltniss der
Zahlen, wodurch sie ausgedriickt werden, indem im Fall der Heterogeneitit
beliebig Einheiten fiir jedes zum Grunde gelegt werden) kennen. Mittel zu
einiger Schéitzung wenigstens wird man bei Mutterwitz fast immer finden; wo
aber alle Kenntniss génzlich fehlt, da liegt es doch wahrhaftig nicht an der
Methode selbst, dass sie ihre Dienste versagen muss. Sachkenntniss kann bei
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Anwendung der M. d. kl. Q. niemals erlassen werden. So wird es also eben von
der Sachkenntniss jedesmal abhdngen, in wie fern man bei Linearmessun-
gen den zu beflirchtenden mittlern Fehler fiir kleinere und grossere Distanzen
gleich oder ungleich, und im letztern Falle, wie man ihn von der Grosse ab-
héngig setzen soll. Exempli gratia bei kleinen Distanzen, wo z. B. mit einer
3 Meter langen Messruthe gemessen ist, wird, wenn die Distanz selbst nur
sehr wenige Meter betréigt, der Fehler ganz oder fast allein von der Theilung
abhéngen; muss aber der Massstab viele hundert male umgeschlagen werden,
so tritt eine ganz verschiedene Fehlerquelle ins Spiel.
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VL]
[EINE AUSGLEICHSFORMEL FUR
MORTALITATSTAFELN.]

Das reine Resultat der Erfahrungen iiber die Tontinen ist folgendes:
a Anzahl der zu Anfang des 3'", & Anzahl der zu Anfang des n'® Jahres
x

Lebenden:

n log x n log x
3 0 52 0,24220
7 0,03547 | 57 0,28735
12 0,06075 | 62 0,34577
17 0,07687 | 67 0,42323
22 0,09718 | 72 0,54021
27 0,11871 | 77 0,72623
32 0,14038 | 82 1,02073
37 0,16404 | 87 1,43402
42 0,18579 | 92 2,09812
47 0,21004 | 97 3,17730

Befriedigend wird log x dargestellt durch die Formel
logx = A+ Bb" — Cc",

WO
A =0,48213

logB =6,66231 — 10
logC =9,67925 - 10
logb = 0,03909.7

loge = —0,00422.25

Der Werth von A ergibt sich aus

n=3 0,46347 | n =52 0,48081
7 0,48097 o7 0,48409

12 0,48459 62 0,48527

17 0,47976 67 0,48097

22 0,47966 72 0,47736

27 0,48097 77 0,48150

32 0,48224 82 0,49766

37 0,48463 87 0,48097

42 0,48325 92 0,47698

47 0,48097 97 0,51417
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BEMERKUNGEN.

Die Aufgaben [I.] und [II.] sowie die erste Notiz unter [V.], S.149/150,
sind ein und demselben Handbuch entnommen. [VI.] befindet sich auf einem
Blatte am Ende des Buchs der GAuss-Bibliothek: Essai sur les probabilités
de la durée de la vie humaine. Par M. DEPARCIEUX. Paris, 1746.

BORscH, KRUGER.
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GRUNDLAGEN DER GEOMETRIE.

NACHTRAGE ZU BAND 1V.



NACHLASS UND BRIEFWECHSEL.
[UBER DIE ERSTEN GRUNDE DER GEOMETRIE ]

GAuUss an BoLyAI Helmstedt, 16. December 1799.

....... Es thut mir sehr leid, dass ich unsere ehemalige grossere Néhe
nicht benutzt habe, um mehr von Deinen Arbeiten tber die ersten Griinde
der Geometrie zu erfahren; ich wiirde mir gewiss dadurch manche vergebliche
Miihe erspart haben und ruhiger geworden sein, als jemand wie ich es sein
kann, so lange bei einem solchen Gegenstande noch so viel zu desideriren
ist. Ich selbst bin in meinen Arbeiten dariiber weit vorgeriickt (wiewohl mir
meine andern ganz heterogenen Geschéfte wenig Zeit dazu lassen); allein der
Weg, den ich eingeschlagen habe, fithrt nicht so wohl zu dem Ziele, das man
wiinscht und welches Du erreicht zu haben versicherst, als vielmehr dahin,
die Wahrheit der Geometrie zweifelhaft zu machen. Zwar bin ich auf man-
ches gekommen, was bei den meisten schon fiir einen Beweis gelten wiirde,
aber was in meinen Augen so gut wie NICHTS beweist, z. B. wenn man be-
weisen konnte, dass ein geradliniges Dreieck moglich sei, dessen Inhalt grosser
wére als eine jede gegebene Fliche, so bin ich im Stande die ganze Geome-
trie vOllig strenge zu beweisen. Die meisten wiirden nun wohl jenes als ein
Axiom gelten lassen; ich nicht; es wéire ja wohl moglich, dass, so entfernt
man auch die drei Endpunkte des Dreiecks im Raume von einander anndhme,
doch der Inhalt immer unter (infra) einer gegebenen Grenze wére. Derglei-
chen Sédtze habe ich mehrere, aber in keinem finde ich etwas Befriedigendes.
Mach’ doch ja Deine Arbeit bald bekannt; gewiss wirst Du dafiir den Dank
nicht zwar des grossen Publikums (worunter auch mancher gehort, der fiir
einen geschickten Mathematiker gehalten wird) einernten, denn ich iiberzeu-
ge mich immer mehr, dass die Zahl wahrer Geometer dusserst gering ist und
die meisten die Schwierigkeiten bei solchen Arbeiten weder beurtheilen noch
selbst einmal sie verstehen konnen — aber gewiss den Dank aller derer, deren
Urtheil Dir allein wirklich schatzbar sein kann. — In Braunschweig ist ein
Emigrant Namens CHAUVELOT, ein nicht schlechter Geometer, welcher vor-
gibt, die Theorie der Parallellinien ganz begriindet zu haben und seine Arbeit
nachstens wird drucken lassen, aber ich verspreche mir eben nichts von ihm.
In HINDENBURGS Archiv, 9% Stiick, befindet sich gleichfalls ein neuer Ver-
such tiber denselben Gegenstand, von einem gewissen HAUFF, welcher unter
aller Kritik ist. . . . . . ..




GAuss an BoLyAl. Braunschweig, 25. November 1804.

....... Ich habe Deinen Aufsatz mit grossem Interesse und Aufmerk-
samkeit durchgelesen, und mich recht an dem dchten griindlichen Scharfsinne
ergotzt. Du willst aber nicht mein leeres Lob, das auch gewissermassen schon
darum parteiisch scheinen kénnte, weil Dein Ideengang sehr viel mit dem mei-
nigen Ahnliches hat, worauf ich ehemals die Losung dieses Gordischen Knoten
versuchte, und vergebens bis jetzt versuchte. Du willst nur mein aufrichtiges
unverholenes Urtheil. Und diess ist, dass Dein Verfahren mir noch nicht Ge-
niige leistet. Ich will versuchen, den Stein des Anstosses, den ich noch darin
finde (und der auch wieder zu derselben Gruppe von Klippen gehért, woran
meine Versuche bisher scheiterten) mit so vieler Klarheit, als mir moglich
ist, ans Licht zu ziehen. Ich habe zwar noch immer die Hoffnung, dass jene
Klippen einst, und noch vor meinem Ende, eine Durchfahrt erlauben wer-
den. Indess habe ich jetzt so manche andere Beschiftigungen vor der Hand,
dass ich gegenwiértig daran nicht denken kann, und glaube mir, es soll mich
herzlich herzlich freuen, wenn Du mir zuvorkommst, und es Dir gelingt alle
Hindernisse zu tiibersteigen. Ich wiirde dann mit der innigsten Freude alles
thun, um Dein Verdienst gelten zu machen und ins Licht zu stellen, so viel in
meinen Kréften steht. Ich komme nun sogleich zur Sache.

Bei allen iibrigen Schliissen finde ich gar nichts wesentliches einzuwenden:
was mich nicht iiberzeugt hat, ist bloss das Rdsonnement im XIII Artikel. Du
denkst Dir daselbst eine ins Unbestimmte fortgefithrte Linie II...kdcfg. ..,
die aus lauter geraden und gleichen Stiicken besteht: kd, dc, cf, fg etc., und
wo die Winkel kdc, dcf, c¢fg etc. einander gleich sind, und willst beweisen,
dass II iiber kurz oder lang nothwendig iiber k¢ hinaus gehen werde. Zu
dieser Absicht ldssest Du die gerade Linie kdoo = @ sich nach der Seite zu,
wo II liegt, um k herumbewegen, so dass sie nach und nach von einer Seite
des Polygons II zur folgenden kommt. Du zeigst vortrefflich, dass @) so, wie
es stufenweise durch d, ¢, f, g etc. geht, jedesmal ndher an ky kommt: gegen
alles diess lasst sich Nichts einwenden: aber nun fahrst Du fort



k d

»Quapropter ) moveri potest modo praescripto usque dum in k¢,
(poo pervenerit« etc.

und diese Schlussfolge ist es, die mir nicht einleuchtet. Aus Deinem Réasonne-
ment folgt, meiner Einsicht nach, noch gar nicht, dass der Winkel, um den
@, beim Durchlaufen einer Seite von II (nach oben herum), der k¢ néher
kommt, nicht etwa immer unbedeutender werde, so dass das Aggregat aller
successiven Anndherungen, so oft sie auch wiederholt werden, dennoch immer
noch nicht gross [genug] werden koénnte, um @ in k¢ zu bringen. Kénntest
Du beweisen, dass dkc = ckf = fkg etc., so wire die Sache gleich aufs Reine.
Aber dieser Satz ist zwar wahr, allein schwerlich ohne die Theorie der Par-
allelen schon vorauszusetzen, strenge zu beweisen. Man koénnte also immer
noch besorgen, dass die Winkel dkc, ckf, fkg etc. successive abnehmen. Ge-
schiahe diess (bloss exempli gratia) in einer geometrischen Progression, so
dass ckf = ¢ x dke, fkg = ¢ x dkc etc. (so dass v kleiner als 1), so wiirde
die Summe aller Anndherungen, so viele male man sie auch fortsetzte, doch
immer kleiner als ﬁ x ckf bleiben, und diese Grenze kénnte denn immer
noch kleiner als der rechte Winkel dk¢ sein. Du hast mein aufrichtiges Urtheil
verlangt: ich habe es gegeben, und ich wiederhole nochmals die Versicherung,
dass es mich innig freuen soll, wenn Du alle Schwierigkeiten iiberwindest.

BEMERKUNGEN.

GAuss und WOLFGANG BOLYAI aus Bolya in Siebenbiirgen haben vom
Herbst 1796 bis Herbst 1798 zusammen in Go6ttingen studirt und freundschaft-
lich verkehrt. Vor BOLYAIS Heimreise sind sie noch einmal am 25. Mai 1799



in Clausthal zusammengetroffen; der Brief vom 16. December 1799, von dem
hier ein Stiick mitgetheilt wird, ist der erste, den GAUSS nach dem Abschiede
an seinen Freund gerichtet hat.
BoLYAT hat seine » Gottingische Theorie der Parallelen« erst im Jahre 1804
an GAUSS geschickt, dessen Kritik der Brief vom 25. November 1804 enthélt.
Was GAUss’ Untersuchungen iiber die ersten Griinde der Geometrie be-
trifft, so werden die vorstehenden Ausserungen ergéinzt durch die Notizen:

»Plani possibilitatem demonstravi. [1797] Jul. 28. Gotting. «

und

»In principiis Geometriae egregios progressus fecimus. Br[unovici
1799] Sept. «

die sich in dem bereits S. 20 dieses Bandes erwdhnten Tagebuche finden.

STACKEL.




EINIGE SATZE
DIE ERSTEN GRUNDE DER GEOMETRIE BETREFFEND.

1) Parallellinie mit einer Geraden heisst die, von welcher die Senkrechten
auf letztere {iberall von gleicher Grosse sind.

2) Ob die Parallellinie selbst gerade ist, bleibt noch unentschieden.

3) AB gerade, [AC senkrecht auf AB,| C'D mit ihr parallel; AE gerade,

unter gegebenem Winkel BAFE, wird weit genug fortgesetzt gewiss C'D schnei-
den. Beweis so zu fiithren:

D
C_ — TTTTTe~—___ F
e
E _-=""
A B
Es sei 0 0
90 90 _
2m BAF = — AF T 2"AC
~ BAE’ on > )

so liegt gewiss F' jenseits C'D, also schneidet AF die C'D und a potiori schnei-
det AE die CD.

4) BE und AC auf AB senkrecht, C'D parallel, CE gerade. [ACE ein

Rechter.] Falls BEC stumpf ist, wird BE < AC: alsdann liegt CE ganz
unterhalb C'D.

P .

K
N

o
)

Gesetzt, CD wiirde von C'E in F' geschnitten, so sei F'G auf AB senkrecht
und GFE wird = ACF sein, aber < BEF. Q[uod]. E[st]. A[bsurdum)].

5) Man mache iisdem suppositis EBH = BEF, so wird BH die EC nicht
schneiden, wohl aber die Parallele C'J, welches absurd ist.




BEMERKUNGEN.

Die vorstehende Notiz findet sich auf der letzten Seite eines Handbuches,
das den Titel triagt: Mathematische Brouillons. October 1805. Léasst sich auch
die Zeit der Abfassung nicht genau feststellen, so zeigt doch der Inhalt der
Notiz, dass sie an den Anfang von GAUSS’ Untersuchungen iiber die ersten
Griinde der Geometrie gehort.

Der in 3) angedeutete Beweis beruht auf dem Hiilfssatze: Tragt man auf
dem einen Schenkel eines Winkels der Grosse

90°

on
vom Scheitelpunkte aus die Strecke 2".[ ab, so ist das vom Endpunkte dieser
Strecke auf den andern Schenkel geféllte Loth grosser als .

J,
E
G
¢ F
A B D H

Es sei nemlich BAC' ein rechter Winkel und AB = AC = [. Dann ist
BC > [. Halbirt man den Winkel BAC durch AF und macht AD = AFE = 2,
so wird DE > 21, folglich ist das von D auf AF gefillte Loth DF > [.

Trigt man jetzt auf der Halbirungslinie AF' des rechten Winkels BAC' die
Strecke AG = 2l ab, so ist a fortiori DG > [. Halbirt man den Winkel DAG
durch AK und macht AH = AJ = 41, so wird HJ > 2, folglich ist das von
H auf AK gefillte Loth HK > [.

Wird diese Construction n-mal hintereinander ausgefiihrt, so ergibt sich
die Richtigkeit der obigen Behauptung. STACKEL.




[ZUR THEORIE DER PARALLELLINIEN.]

[1]
GAuss an OLBERS. Braunschweig, 30. Juli 1806.

..... Hr. VON ZACH schreibt mir noch, dass Sie Sich zur Recension von
LEGENDRES Werk iiber die Kometenbahnen erboten hétten. Mit Vergniigen
werde ich Thnen also das mir von Hrn. VON ZACH zugeschickte Exemplar nach
Bremen senden, doch erlauben Sie wohl, dass ich es erst noch einige Wochen
behalte. Bei vorldufigem Durchblittern scheint es mir sehr viel Schénes zu
enthalten. Vieles von dem, was ich in meiner Methode besonders in ihrer er-
sten Gestalt Eigenthtimliches hatte, finde ich auch in diesem Buche wieder.
Es scheint mein Schicksal zu sein, fast in allen meinen theoretischen Arbeiten
mit LEGENDRE zu concurriren. So in der héhern Arithmetik, in den Untersu-
chungen iiber transcendente Functionen, die mit der Rectification der Ellipse
zusammenhangen, bei den ersten Griinden der Geometrie und nun wieder
hier. So ist z.B. auch das von mir seit 1794 gebrauchte Princip, dass man,
um mehrere Grossen, die man nicht alle genau darstellen kann, am besten
darzustellen, die Summe der Quadrate zu einem Minimum machen miisse,
auch in LEGENDRES Werke gebraucht und recht wacker ausgefithrt. . . .. . .

2]
[Aus SCHUMACHERS Tagebuch: » Gaussiana«. Géttingen, November 1808.]

{GAuss hat die Theorie der Parallellinien darauf zuriickgebracht, dass
wenn die angenommene Theorie nicht wahr wére, es eine constante a prio-
ri der Lange nach gegebene Linie geben miisste, welches absurd ist. Doch
halt er selbst diese Arbeit noch nicht fiir hinreichend.}

[3.]
Ideen.

Die schérfste Bestimmung der Declinationen der Sterne wiirde in der
Nihe des Aquators durch gute Repetitionstheodolithen gemacht werden
kénnen, indem ihre Azimuthalunterschiede mit terrestrischen Objecten zur
Zeit der grossten Ostlichen und westlichen Digressionen beobachtet wiirden.
1813 April 21.

In der Theorie der Parallellinien sind wir jetzt noch nicht weiter als Euklid
war. Diess ist die partie honteuse der Mathematik, die frith oder spéit eine
ganz andere Gestalt bekommen muss. 1813 April 27.

Eben so wie eine Classe von Wahrheiten der héhern Arithmetik, auf reel-

le Zahlen beschrénkt, in inniger Verbindung mit den Kreisfunctionen steht,
eben so werden sich die allgemeinern Wahrheiten der H. A., auf imaginére



Grossen ausgedehnt, in den Lemniscatischen Functionen gleichsam spiegeln.
Diese Ideen 6ffnen die Pforte zu einem hochst reichhaltigen Felde der Analyse.

Das Krystallprisma an den Fernréhren vergrossert deren Lénge etwa um
% der Seite des Prisma, stort aber etwas die vollkommene Farbenlosigkeit.

BEMERKUNG.

SCHUMACHER hat sich wahrend des Winters 1808 bis 1809 in Goéttingen
aufgehalten. Uber GAUSS’ Gespriche mit ihm hat er Aufzeichnungen in einem
» GAUSSIANA« betitelten Hefte gemacht. Aus diesem Hefte ist die Notiz [2.]
entnommen, wahrend die Notiz [3.] auf einem einzelnen Zettel verzeichnet ist.

STACKEL.




BRIEFWECHSEL.

[LEGENDRES THEORIE DER PARALLELEN.]

[GERLING an GAUSS. Kassel, 11. Mdrz 1816.)

{io . Am Schlusse dieses fallt mir ein, dass ich schon oft vergessen habe,
Sie um Ihr Urtheil iiber LEGENDRES Theorie der Parallelen in seinen élémens
de géom. zu bitten. — Er definirt die gerade Linie als den kiirzesten Weg zwi-
schen zwei Punkten, und beweist mit Hiilfe dieser Definition, dass die Summe
3er Winkel im Dreieck nicht grosser sein kann als 2R, nachher beweist er,
dass sie auch nicht kleiner sein konne als 2R, wobei aber vorausgesetzt wird,
dass man eine Linie durch einen Punkt zwischen den Schenkeln eines Winkels
der < %R ist, immer so legen konne, dass beide Schenkel geschnitten werden.
Diese Voraussetzung rechtfertigt er in einer Anmerkung (pag. 280, 6te edit.
1806) durch das Einholen und Uberholen des Punktes durch Verbindungslini-
en zwischen gleich weit vom Scheitel abliegenden Punkten auf den Schenkeln.
— In diesem letzten scheint mir aber derselbe Fehler zu stecken, dessen Sie
mich bei meinem letzten Aufenthalt in Gottingen tiberfithrten. Er erkléart
es fiir assez évident, und glaubt, man kénne es zu keiner grossern Strenge
bringen, ohne von einer andern Erklarung der geraden Linie auszugehen. —
Hinterher aber zeigt er, dass die Summe der 3 Winkel im Dreieck = 2R sein
miisse, noch auf eine andere mir neue und, wie mir scheint, stringente Weise;
etwa so: durch 2 Winkel und die zwischenliegende Seite A, B, ¢ ist das ganze
Dreieck bestimmt, also

C=¢p(A,B,c).

Setzt man nun den rechten Winkel = 1, so sind C, A, B Zahlen, es muss also
¢ aus der Function wegfallen, weil sonst

¢ =9(C, A, B) = einer Zahl,

q[uod] e[st] a[bsurdum]. Demnach im rechtwinkligen Dreiecke die Summe der
beiden spitzen Winkel = 1R, woraus das andere weiter folgt.

10



Ich hatte diesen Satz im LEGENDRE schon gelesen, als ich in G[6ttingen]
studirte, und drgerte mich auf meiner letzten Riickkehr von Gottingen nicht
wenig, dass er mir nicht eingefallen war, als ich die Freude hatte, Sie damals
dariiber sprechen zu héren. Jetzt finde ich bei nochmaligem Nachlesen, dass
er gegen den Einwurf der sphérischen Dreiecke, »der ihm gemacht sei«, er-
wiedert, bei ihnen sei nicht C' = p(A4, B, ¢), sondern C = ¢(A, B, ¢,rad.) »ou
seulement

c=ofa.)

en vertu de la loi des homogenes«. — Dieses letzte will mir nicht recht klar
werden, und ich winsche sehr gelegentlich die ganze Sache mit ein Paar Wor-
ten von Thnen erwéahnt zu sehen.}

GAUSS an GERLING. Gottingen, 11. April 1816.

....... Sie wiinschen mein Urtheil {iber LEGENDRES Beweis der Parallelen
zu haben. Ich gestehe, dass fiir mich gar keine Beweiskraft in seinem Schlusse
liegt. Er schliesst, dass ¢ = (A4, B,C), also = einer Zahl, welches absurd.
Aber dieses also folgt nicht, denn die Gleichung ¢ = (A, B, ) sagt nichts
weiter aus, als dass ¢ bestimmt ist, sobald A, B, C' bestimmt sind, schliesst
aber nicht aus, dass noch eine constante Linie mit in der Form 1) vorkomme.
Aus der Gleichung C' = ¢(A, B, ¢) braucht ¢ nicht wegzufallen, sondern jene
kann recht gut bestehen, sobald in der Function ¢ eine constante Linie = m
mit vorkommt, so dass eigentlich

C’zgo(A,B,%).

Es ist leicht zu beweisen, dass, wenn Euklids Geometrie nicht die wahre ist,
es gar keine dhnliche Figuren gibt: die Winkel in einem gleichseitigen Dreieck
sind dann auch nach der Grosse der Seite verschieden, wobei ich gar nichts ab-
surdes finde. Es ist dann der Winkel Function der Seite und die Seite Function
des Winkels, natiirlicher Weise eine solche Function, in der zugleich eine con-
stante Linie vorkommt. Es scheint etwas paradox, dass eine constante Linie
gleichsam a priori moéglich sein kénne; ich finde aber darin nichts widerspre-
chendes. Es wire sogar wiinschenswerth, dass die Geometrie FKuklids nicht
wahr wére, weil wir dann ein allgemeines Mass a priori hdtten, z. B. konnte
man als Raumeinheit die Seite desjenigen gleichseitigen Dreiecks annehmen,
dessen Winkel = 59°59’59”.99999. . . . .. ..
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ANZEIGE.

Gottingische gelehrte Anzeigen. 1816 April 20.

Stuttgart.

Typis J. F. Steinkopf: Commentatio in primum elementorum Euclidis li-
brum, qua veritatem geometriae principiis ontologicis niti evincitur, omnesque
propositiones, axiomatum geometricorum loco habitae, demonstrantur. Auc-
tore J. C. SCHWAB, Regi Wiirttembergiae a consiliis aulicis secretioribus, aca-
demiae scientiarum Petropolitanae, Berolinensis et Harlemensis Sodali. 1814.
65 Seiten in Octav.

Mainz.

Auf Kosten des Verfassers und in Commission bei Florian Kupferberg: Voll-
stdndige Theorie der Parallellinien. Nebst einem Anhange, in welchem der
erste Grundsatz zur Technik der geraden Linie angegeben wird. Herausge-
geben von MATTHIAS METTERNICH, Doctor der Philosophie, Professor der
Mathematik, Mitglied der gelehrten Gesellschaft nitzlicher Wissenschaften zu
Erfurt. 1815. 44 Seiten in Octav.

Es wird wenige Gegenstédnde im Gebiete der Mathematik geben, iiber wel-
che so viel geschrieben wire, wie iiber die Liicke im Anfange der Geometrie
bei Begriindung der Theorie der Parallellinien. Selten vergeht ein Jahr, wo
nicht irgend ein neuer Versuch zum Vorschein kédme, diese Liicke auszufiillen,
ohne dass wir doch, wenn wir ehrlich und offen reden wollen, sagen kénnten,
dass wir im Wesentlichen irgend weiter gekommen waren, als Euklides vor
2000 Jahren war. Ein solches aufrichtiges und unumwundenes Gestandniss
scheint uns der Wiirde der Wissenschaft angemessener, als das eitele Bemii-
hen, die Liicke, die man nicht ausfiillen kann, durch ein unhaltbares Gewebe
von Scheinbeweisen zu verbergen.

Der Verfasser der erstern Schrift hatte bereits vor 15 Jahren in einer kleinen
Abhandlung: » Tentamen novae parallelarum theoriae notione situs fundatae«
einen dhnlichen Versuch gemacht, indem er alles auf den Begriff von Identitét
der Lage zu stiitzen suchte. Er definirt Parallellinien als solche gerade Linien,
die einerlei Lage haben, und schliesst daraus, dass solche Linien von jeder
dritten geraden Linie nothwendig unter gleichen Winkeln geschnitten werden
miissen, weil diese Winkel nichts anderes seien, als das Mass der Verschieden-
heit der Lage dieser dritten Linie von den Lagen der beiden Parallellinien.
Diese Beweisart ist in der vorliegenden neuen Schrift wiederholt, ohne dass
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wir sagen konnten, dass sie durch die eingewebten philosophischen Betrach-
tungen an Stérke gewonnen hétte. Der Behauptung S. 24: »Notionem situs e
geometria adeo non excludi posse, ut potius notionibus ejus fundamentalibus
annumeranda sit, dudum omnes agnovere geometrae« muss in dem Sinne,
in welchem der Verf. den Begriff Lage in seinem Beweise gebraucht, jeder
Geometer widersprechen. Wenn wir von des Verfassers Definition: »Situs est
modus, quo plura coéxistunt vel juxta se existunt in spatio« ausgehen, so
ist Lage ein blosser Verhaltnissbegriff, und man kann wohl sagen, dass zwei
gerade Linien A, B eine gewisse Lage gegen einander haben, die mit der ge-
genseitigen Lage zweier andern C, D einerlei ist. Aber der Verf. gebraucht das
Wort Lage in seinem Beweise als absoluten Begriff, indem er von Identitat der
Lage zweier nicht coincidirenden geraden Linien spricht. Diese Bedeutung ist
offenbar so lange leer und ohne Haltung, bis wir wissen, was wir uns bei einer
solchen Identitdt denken und woran wir dieselbe erkennen sollen. Soll sie an
der Gleichheit der Winkel mit einer dritten geraden Linie erkannt werden, so
wissen wir ohne vorangegangenen Beweis noch nicht, ob eben dieselbe Gleich-
heit auch bei den Winkeln mit einer vierten geraden Linie Statt haben werde:
soll die Gleichheit der Winkel mit jeder andern geraden Linie das Criterium
sein, so wissen wir wiederum nicht, ob gleiche Lage ohne Coincidenz moglich
ist. Wir stehen mithin nach des Verf. Beweise noch gerade auf demselben
Punkte, wo wir vor demselben standen.

Ein grosser Theil der Schrift dreht sich um die Behauptung gegen KANT,
dass die Gewissheit der Geometrie sich nicht auf Anschauung, sondern auf
Definitionen und auf das »Principium identitatis« und das »Principium con-
tradictionis« griinde. Dass von diesen logischen Hiilfsmitteln zur Einkleidung
und Verkettung der Wahrheiten in der Geometrie fort und fort Gebrauch ge-
macht werde, hat wohl KANT nicht ldugnen wollen: aber dass dieselben fiir
sich nichts zu leisten vermdgen, und nur taube Bliithen treiben, wenn nicht die
befruchtende lebendige Anschauung des Gegenstandes selbst iiberall waltet,
kann wohl niemand verkennen, der mit dem Wesen der Geometrie vertraut
ist. Hrn. SCHWABS Widerspruch scheint iibrigens zum Theil nur auf Miss-
verstdndniss zu beruhen: wenigstens scheint uns, nach dem 16ten Paragraph
seiner Schrift, welcher von Anfang bis zu Ende gerade das Anschauungsver-
mogen in Anspruch nimmt, und am Ende beweisen soll, »postulata Euclidis
in generaliora resolvi posse, non sensu et intuitione sed intellectu fundatax,
dass Hr. SCHWAB sich bei diesen Benennungen verschiedener Zweige des Er-
kenntnissvermogens etwas anderes gedacht haben miisse, als der Kénigsberger
Philosoph.

Obgleich der Verfasser der zweiten Schrift seinen Gegenstand auf eine ganz
andere und wirklich mathematische Art behandelt hat, so kénnen wir doch
iiber das Resultat derselben nicht giinstiger urtheilen. Wir haben nicht die
Absicht, hier den ganzen Gang seines versuchten Beweises darzulegen, son-
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dern begniigen uns, dasjenige hier herauszuheben, worauf im Grunde alles
ankommt.

T S
q P
q \p’
N M

Man denke sich zwei im Punkte N unter rechten Winkeln einander schnei-
dende gerade Linien, und félle von einem Punkte S, der ausserhalb dieser
geraden Linien, aber in derselben Ebene liegt, Senkrechte auf dieselben: ST
und SM. Es kommt nun darauf an zu beweisen, dass M ST ein rechter Winkel
wird. Der Verf. sucht dies apagogisch zu beweisen; zuvorderst nimmt er an,
MST sei spitz, fallt von T auf MS das Perpendikel T'p, und beweist, dass
p zwischen S und M fallen muss. Hierauf fillt er wieder aus p auf NT das
Perpendikel pq, wo g zwischen T und N fallen wird. Dann fillt er abermals
aus q auf M S das Perpendikel ¢p’, wo p’ zwischen p und M liegen wird. So-
dann abermals aus p’ auf NT das Perpendikel p'q’ u. s. w. Diese Operationen
lassen sich ohne Aufhoren fortsetzen, und so werden von der Linie M S nach
und nach die Stiicke Sp, pp’ u. s. w. abgeschnitten, die jedes eine angebli-
che Grosse haben, und deren Zahl unbegrenzt ist. Der Verfasser meint nun,
dass diess widersprechend sei, weil auf diese Weise nothwendig M S zuletzt
erschopft werden miisste. Es ist kaum begreiflich, wie er sich auf eine solche
Weise selbst tduschen konnte. Er macht sich sogar selbst den Einwurf, dass die
Summe der Stiicke Sp, pp’ u. s. w., wenn diese Stiicke immer kleiner und klei-
ner werden, doch ungeachtet ihre Anzahl ohne Aufhéren zunehme, nicht iiber
eine gewisse Grenze hinauswachsen kénnte, und meint diesen Einwurf damit
zu heben, dass jene Stiicke, auch wenn sie immer kleiner und kleiner werden,
doch immer grosser bleiben, als eine angebliche Grosse; nemlich jene Stiicke
sind Katheten von rechtwinkligen Dreiecken, und folglich immer grosser als
der Unterschied zwischen Hypotenuse und der andern Kathete. Fast scheint
es, dass eine grammatische Zweideutigkeit den Verf. irre geleitet hat, nemlich
der zwiefache Sinn des Artikels eine angebliche Grosse. Der Schluss des Verf.
wiirde nur dann richtig sein, wenn sich zeigen liesse, dass die Stiicke Sp, pp’
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u. s. w. immer grosser bleiben als Eine bestimmte angebliche Grosse, z. B.
als der Unterschied zwischen der Hypotenuse pT’ und der Kathete ST. Aber
das ldsst sich nicht beweisen, sondern nur, dass jedes Stiick immer grosser
bleibt, als eine angebliche Grosse, die aber selbst fiir jedes Stiick eine andere
ist, nemlich Sp grosser als der Unterschied zwischen pT und ST, ferner pp’
grosser als der Unterschied zwischen ¢p’ und gp u. s. w. Hiemit verschwindet
nun aber die ganze Kraft des Beweises.

A

B C

Auf dieselbe Art, wie er seinen Beweis fiihren zu kénnen geglaubt hat,
koénnte er auch beweisen, dass in einem ebenen Dreiecke ABC, worin B ein
rechter Winkel ist, C' nicht spitz sein konne; er brauchte nur aus B ein Per-
pendikel BD auf die Hypotenuse AC' zu fillen, dann wieder das Perpendikel
DE auf AB und so ohne Aufhéren die Perpendikel EF, FG, GH u. s. w.
wechselsweise auf AC und AB.] Die Stiicke CD, DF, FH u. s. w. sind immer
grosser als der angebliche Unterschied zwischen Hypotenuse und einer Kathe-
te desjenigen rechtwinkligen Dreiecks, worin jede der Reihe nach die andere
Kathete ist, demungeachtet erschépft ihre Summe offenbar die Hypotenuse
AC nie, so gross auch ihre Anzahl genommen wird.

Wir miissten fast bedauern, bei so bekannten und leichten Dingen so lange
verweilt zu haben, wenn nicht diese Schrift, deren Verf. es iibrigens wirklich
um Wahrheit zu thun zu sein scheint, durch die Art, wie sie schon vor ihrer
Erscheinung in o6ffentlichen Bléattern angekiindigt wurde, eine mehr als ge-
wohnliche Aufmerksamkeit auf sich gezogen hétte. Wir bemerken daher hier
nur noch, dass der Verf. nachher auf eine ganz &hnliche, und daher eben so
nichtige Art beweisen will, dass der Winkel M ST nicht stumpf sein kann:
allein hierbei ist doch ein wesentlicher Unterschied, weil in der That die Un-
moglichkeit dieses Falles in aller Strenge bewiesen werden kann, welches weiter
auszufithren aber hier nicht der Ort ist.
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BEMERKUNG.

Diese bereits in Band IV, Seite 364 bis 368 abgedruckte Anzeige ist hier
der Vollstandigkeit wegen reproducirt worden. Zwei Figuren, die sich weder
beim Originale noch bei dem ersten Abdrucke finden, sollen das Verstindniss
des Textes erleichtern.

STACKEL.
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BRIEFWECHSEL.

[DIE TRANSCENDENTE TRIGONOMETRIE.]

[WACHTER an GAUSS. Danzig, 12. December 1816.]

{i . Also die anti-Euklideische oder Thre Geometrie wire wahr. Die
Constante in ihr aber bleibt unbestimmt: warum? liesse sich vielleicht durch
Folgendes begreiflich machen. . . ... ..

........ Das Resultat des Bisherigen wére also so auszusprechen:

Die Euklideische Geometrie ist falsch; aber dennoch muss die wahre Geo-
metrie mit demselben elften Euklideischen Axiom oder mit dem Postulat von
Linien und Fldchen anfangen, welche die in jenem Axiom behauptete Eigen-
schaft haben. Statt der geraden Linie und Ebene sind nur die grossten Kreise
jener mit unendlichem Radius beschriebenen Kugel nebst ihrer Oberflache zu
setzen. Es entsteht zwar die eine Unbequemlichkeit daraus, dass die Theile
dieser Fliche bloss symmetrisch, nicht, wie bei der Ebene, congruent sind;
oder dass der Radius nach der einen Seite hin unendlich, nach der anderen
imaginér ist; allein wie jene Unbequemlichkeit durch viele andere Vortheile,
welche die Construction auf einer Kugelfliche darbietet, wieder aufgewogen
werde, ist klar: so dass vielleicht auch dann noch, wenn die Euklideische
Geometrie wahr wére, zwar nicht mehr die Nothwendigkeit obwaltete, die
Ebene als eine unendliche Kugelfliche zu betrachten, aber doch noch die
Fruchtbarkeit dieser Ansicht dieselbe empfehlen konnte.

Allein, als ich alles diess durchdacht, als ich mich iiber das Resultat schon
vollig beruhigt hatte, theils weil ich glaubte, der Grund (la métaphysique) je-
ner der Geometrie nothwendig anhaftenden Unbestimmtheit, — auch selbst
der vollendeten Unentschiedenheit in dieser Sache, dann, wenn jener Beweis
gegen die Euklideische Geometrie, wie ich nicht erwarten durfte, nicht fir
stringent zu halten sei — [sei von mir erkannt worden]; theils, weil doch alle
die vielen bisherigen Untersuchungen aus der ebenen Geometrie nicht fiir ver-
loren zu achten: sondern mit wenigen Modificationen zu gebrauchen wéren,
und denn doch wenigstens bis zu einer ziemlich weiten Grenze hin, die sich
vielleicht noch ndher bestimmen liesse, auch die Satze der korperlichen Geo-
metrie und der Mechanik ndherungsweise Giiltigkeit hétten; fand ich heute
Abend — eben mit einem Versuch beschéftigt, einen Eingang zu Threr trans-
cendenten Trigonometrie zu finden, und weil es mir nicht gelingen wollte, in
der Ebene dafiir hinreichende, bestimmte Functionen zu erhalten, zu rdum-
lichen Constructionen fortgehend, zu meiner nicht geringen Uberraschung
folgenden Beweis fiir die Euklideische Parallel-Theorie. . . . ..
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...... Gerade im Begriff zu schliessen bemerke ich noch, dass der obi-
ge Beweis fiir die Euklideische Parallel-Theorie fehlerhaft ist. . . . . . Also
waére auch hier die Hoffnung verschwunden, zu einem vollig entschiedenen Re-
sultat zu kommen, und ich muss mich wieder bei dem vorhin Angefiihrten
beruhigen. Ubrigens glaube ich auf jenem Wege wenigstens einen Schritt zu
Threr transcendenten Trigonometrie gethan zu haben, indem ich, mit Hiilfe
der sphérischen Trigonometrie, die Verhéltnisse aller Constanten, wenigstens
durch Construction der rechtwinkligen Dreiecke angeben kann. Es fehlt
mir noch die wirkliche Berechnung der Basis eines gleichschenkligen Dreiecks
aus der Seite, wofiir ich suchen werde vom gleichseitigen Dreieck auszugehen.

)

BEMERKUNG.

In dem Briefe vom 12. December 1816, von dem hier Stiicke mitgetheilt
sind, bezieht sich WACHTER wiederholt auf ein Gesprach mit GAUss, das
wahrend seines »letzten Aufenthalts in Gottingen« stattgefunden und die
antieuklidische Geometrie zum Gegenstand gehabt hatte. Aus einem Briefe
von GAUSS an OLBERS vom 4. Juni 1816 geht hervor, dass dieser Besuch
WACHTERS in den April 1816 zu setzen ist.

STACKEL.
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GAuss an OLBERS. Gottingen, 28. April 1817.

....... WACHTER hat eine kleine Piece drucken lassen iiber die ersten
Griinde der Geometrie, wovon Sie durch LINDENAU vermuthlich ein Exemplar
erhalten werden. Obgleich W. in das Wesen der Sache mehr eingedrungen ist,
als seine Vorganger, so ist sein Beweis doch nicht biindiger als alle andern.
Ich komme immer mehr zu der Uberzeugung, dass die Nothwendigkeit unse-
rer Geometrie nicht bewiesen werden kann, wenigstens nicht vom mensch-
lichen Verstande noch fiir den menschlichen Verstand. Vielleicht kommen
wir in einem andern Leben zu andern Einsichten in das Wesen des Raums,
die uns jetzt unerreichbar sind. Bis dahin miisste man die Geometrie nicht
mit der Arithmetik, die rein a priori steht, sondern etwa mit der Mechanik
in gleichen Rang setzen. . .. ...
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[ASTRALGEOMETRIE.]

[GERLING an GAUSS. Marburg, 23. Juli 1818.]

{ ... Mir steht im kiinftigen Semester eine Arbeit bevor, fiir welche
ich schon jetzt so frei bin Sie um Rath zu bitten, und diess zu thun, wahr-
scheinlich 6fter so frei sein werde. — FLECKEISEN hat mich nemlich gebeten,
die Besorgung einer neuen Auflage von LORENZ’ reiner Mathematik zu iiber-
nehmen; und ich kann diess um so lieber thun, da ich hier nach diesem Buch
selbst lese; und es nun schon 6 Jahre immer beim Unterricht gebraucht habe.

....... In der Geometrie habe ich weniger Anstdsse, mochte aber be-
sonders gern Thre Meinung wissen, wie es mit der Parallelentheorie wohl am
besten zu halten ist. Was LORENZ dariiber hat, ist theils falsch, theils un-
griindlich. — Dass die Euklidische Manier vorzutragen sei, dabei aber der
Mangel derselben einzugestehen, halte ich fiir Recht; das quomodo aber ist
mir nicht klar. Ich habe gedacht, es sei am besten, den Satz: Eine gerade Li-
nie kann durch einen Punkt nur eine Parallele haben, als Axiom hinzustellen,
und in einer Anmerkung zu sagen, dass man einen Beweis fiir diesen Satz
noch nicht habe finden kénnen, und deshalb ihn so lange bis einer gefunden,
oder die Unwahrheit des Satzes bewiesen sei, als Axiom annehmen miisse,
wie im Grunde schon Euklides gethan. — Haben Sie doch die Giite mir auch
hieriiber Ihr Urtheil zu eréffnen. . . . . .. }
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GAUss an GERLING. Gottingen, 25. August 1818.

...... Von Thren Fragen wegen des LORENZischen Lehrbuchs kann ich
heute nur auf einige antworten. . . . . ..

...... Ich freue mich, dass Sie den Muth haben sich so auszudriicken,
als wenn Sie die Moglichkeit, dass unsere Parallelentheorie, mithin unsere
ganze Geometrie, falsch wére, anerkennten. Aber die Wespen, deren Nest Sie
aufstoren, werden Thnen um den Kopf fliegen. . . . . ..

[GERLING an GAUSS. Marburg, 25. Januar 1819.]

{r . Die Stelle iiber die Parallelentheorie habe ich nun so gefasst:
»Der Satz § 72 ist in Euklids Elementen (1. Buch, 11. Grundsatz) als Grund-
satz aufgestellt. Dass er aber kein Grundsatz sei, sondern eines Beweises be-
diirfe, lehrt die Betrachtung: dass zwei wesentlich verschiedene Anschauungen
(Winkel zweier Linien mit einer dritten und Zusammentreffen derselben un-
ter sich) darin vorkommen, deren nothwendiger Zusammenhang durch einen
Beweis nachgewiesen werden muss. — Dieser Beweis (die Parallelentheorie)
ist auf mannichfaltige Weise von scharfsinnigen Mathematikern versucht, bis
jetzt aber noch nicht vollkommen geniigend aufgefunden worden. Solange er
fehlt, bleibt der Satz, so wie alles was sich auf ihn stiitzt, eine Hypothese, de-
ren Giiltigkeit fiir unser Leben freilich durch die Erfahrung dargethan wird,
deren allgemeine, nothwendige Richtigkeit aber ohne Absurditiat bezweifelt
werden konnte«.

Ad vocem Parallelentheorie muss ich Thnen noch etwas erzahlen, und ei-
nes Auftrags mich entledigen. Ich erfuhr im vorigen Jahr, dass mein College
SCHWEIKART (Prof. juris, jetzt Prorector) sich ehedem mit Mathematik viel
beschéftigt und namentlich auch {iber Parallelen geschrieben habe. Ich bat
ihn also mir sein Buch zu leihen. Indem er mir diess versprach, sagte er mir,
dass er jetzt wohl einsehe, wie in seinem Buche (1808) Fehler vorgekommen
(er hatte z. B. Vierecke mit gleichen Winkeln als einen urspriinglichen Begriff
gebraucht), dass er aber nicht abgelassen habe, sich mit dem Gegenstande
zu beschéftigen, und jetzt beinahe liberzeugt sei, dass ohne irgend ein datum
der Euklidische Satz nicht zu beweisen sei, dass es ihm auch nicht unwahr-
scheinlich sei, dass unsere Geometrie nur ein Kapitel einer allgemeinern sei.
Ich erzahlte ihm darauf, wie Sie vor einigen Jahren offentlich gedussert hét-
ten, dass man seit Euklids Zeiten im Grunde hiermit nicht weiter gekommen
sei; ja dass Sie gegen mich mehrmals gedussert hétten, wie Sie durch vielfal-
tige Beschéftigung mit diesem Gegenstand, auch nicht zum Beweise von der
Absurditét einer solchen Annahme gekommen seien. — Als er mir darauf das
verlangte Buch schickte, lag der beigehende Zettel bei, und er bat mich kurz
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darauf (Ende December) miindlich, Thnen doch gelegentlich diesen seinen Zet-
tel beizuschliessen, und Sie in seinem Namen zu ersuchen, gelegentlich ihm
Thr Urtheil iber seine Ideen wissen zu lassen.

Das Buch selbst hat, abgesehen von allem {iibrigen, das angenehme, dass
eine reichhaltige Literatur des Gegenstandes sich darin findet; welche er auch,
wie er mir sagt, ferner zu sammeln nicht abgelassen hat. . . . .. }

[Beilage: Notiz von SCHWEIKART. Marburg, December 1818.]

{Es gibt eine zwiefache Geometrie, — eine Geometrie im engern Sinn —
die Euklidische; und eine astralische Grossenlehre.

Die Dreiecke der letztern haben das Eigene, dass die Summe der drei Win-
kel nicht zwei Rechten gleich ist.

Diess vorausgesetzt, ldsst es sich auf das strengste beweisen:

a) dass die Summe der 3 Winkel in dem Dreieck kleiner als 2 Rechte sei;

b) dass diese Summe immer kleiner werde, je mehr Inhalt das Dreieck
umfasst;

c) dass die Hohe eines gleichschenkligen rechtwinkligen Dreiecks zwar im-
mer zunimmt, je mehr man die Schenkel verlangert, dass sie aber eine gewisse
Linie, die. ich die Constante nenne, nicht iibersteigen kénne.

Die Quadrate haben daher folgende Gestalt:

Ist diese Constante fiir uns die halbe Erdaxe (wonach jede im Weltraume
von einem Fixstern zum andern, die 90° von einander entfernt sind, gezogene
Linie eine Tangente der Erdkugel sein wiirde), so ist sie in Beziehung auf
die, im téglichen Leben vorkommenden, Rdume unendlich gross.
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Die Euklidische Geometrie gilt nur unter der Voraussetzung, dass die Con-
stante unendlich gross sei. Nur dann ist es wahr, dass die drei Winkel eines
jeden Dreiecks zwei Rechten gleich seien; auch lasst sich diess, so wie man sich
den Satz, dass die Constante unendlich gross sei, geben lasst, leicht beweisen.

SCHWEIKART. }

GAuUss an GERLING. Marburg, 16. Mérz 1819.

...... Die Notiz von Hrn. Prof. SCHWEIKART hat mir ungemein viel
Vergniigen gemacht, und ich bitte ihm dariiber von mir recht viel Schénes zu
sagen. Es ist mir fast alles aus der Seele geschrieben. Nur bloss bei dem einen
Artikel der so anfangt:

Ist diese Constante fiir uns die halbe Erdaxe u.s. w., muss ich drei Bemer-
kungen machen:

1) sehe ich die Moglichkeit nicht ein, dass eine Constante bloss fiir uns
gelten konne, und flir andere Wesen eine andere. Ich weiss auch nicht, ob Hr.
ScHW. diess so gemeint habe, nur hat er das fiir uns selbst unterstrichen.

2) fahrt er fort: »wonach jede im Weltraum von einem Fixstern zum an-
dern, die 90° von einander entfernt sind, gezogene Linie eine Tangente der
Erdkugel sein wiirde«. Hierbei ist die Entfernung der Fixsterne verglichen
mit der Constante als unermesslich gross betrachtet, aber demungeachtet
hat das um 90° von einander entfernt sein dann nur einen bestimmten Sinn,
in so fern es auf einen bestimmten Scheitelpunkt des Winkels bezogen wird,
z. B. den Mittelpunkt der Erde, was ohne Zweifel auch Hr. Prof. SCcH. tacite
vorausgesetzt hat.

3) hat ohne Zweifel diess Hr. Prof. SCH. bloss Beispielshalber als Erlau-
terung gesagt, denn obgleich ich mir recht gut die Unrichtigkeit der Euklidi-
schen Geometrie denken kann, so miisste doch nach unsern astronomischen
Erfahrungen die besagte Constante unermesslich viel grosser sein, als der
Erdradius.

Ich vermuthe, dass Hr. SCH. mit allem diesen einverstanden sein wird, was
mich bei dem génzlichen Zusammentreffen seiner Ansicht mit der meinigen
sehr freuen wird. Ich bemerke nur noch, dass ich die Astralgeometrie so weit
ausgebildet habe, dass ich alle Aufgaben vollstindig auflésen kann, sobald
die Constante = C' gegeben wird. Der Defect der Winkelsumme im ebenen
Dreieck gegen 180V ist z. B. nicht bloss desto grosser, je grosser der Flichen-
inhalt ist, sondern ihm genau proportional, so dass der Flacheninhalt eine
Grenze hat, die er nie erreichen kann, und welche Grenze selbst dem Inhalt
der zwischen drei sich asymptotisch beriihrenden geraden Linien enthaltenen
Fléche gleich ist, die Formel fiir diese Grenze ist
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mCC
{loghyp (1 4+ v2)}*
Auch jedes andere Polygon von einer bestimmten Seitenzahl = n hat in

Beziehung auf seinen Fldcheninhalt eine bestimmte Grenze, der es so nahe
man will kommen, aber sie nie erreichen kann,

Limes areae trianguli plani =

(n—2)rCC
(log hyp (1+ v2))?’
Theilen Sie gefalligst diess Hrn. SCHW. mit. . . . . . .
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ANZEIGE.

Gottingische gelehrte Anzeigen. 1822 October 28.

Marburg.

Theorie der Parallelen, von CARL REINHARD MULLER, Doctor der Philo-
sophie, ausserordentlichem Professor der Mathematik u.s.w. 1822. 40 Seiten
in Quart.

Rec. hat bereits vor sechs Jahren in diesen Blittern seine Uberzeugung
ausgesprochen, dass alle bisherigen Versuche, die Theorie der Parallellinien
streng zu beweisen, oder die Liicke in der Euklidischen Geometrie auszufiil-
len, uns diesem Ziele nicht n&her gebracht haben, und kann nicht anders,
als dieses Urtheil auch auf alle spatern ihm bekannt gewordenen Versuche
ausdehnen. Inzwischen bleiben doch manche solcher Versuche, obgleich der
eigentliche Hauptzweck verfehlt ist, wegen des darin bewiesenen Scharfsinns
den Freunden der Geometrie lesenswerth, und Rec. glaubt in dieser Riicksicht
die vorliegende bei Gelegenheit einer Schulpriifung bekannt gemachte kleine
Schrift besonders auszeichnen zu miissen. Den ganzen sinnreichen Ideengang
des Verf. hier ausfiihrlich darzulegen, wére fiir unsere Bléatter zu weitlduftig
und auch iiberfliissig, da die Schrift selbst gelesen zu werden verdient: aber sie
hat ihre schwache Stelle, wie alle iibrigen Versuche, und diese herauszuheben,
ist der Zweck dieser Anzeige.

Wir finden diese schwache Stelle S. 15 in dem Beweise des Lehrsatzes des 15.
Artikels. Dieser Lehrsatz ist der wahre Nerv der ganzen Theorie, welche fallt,
sobald jener nicht streng bewiesen werden kann. Wir fithren daher zuvorderst
diesen Lehrsatz hier auf; die dazu gehorige Figur wird jeder leicht selbst
zeichnen konnen.

Wenn jeder Winkel an der Grundlinie ON eines gleichschenkligen Dreiecks
grosser ist, als der Winkel an der Spitze A, und man setzt in O an die Seite

OA
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einen Winkel von der Grosse des Winkels A,
dessen anderer Schenkel OL die AN in dem
Punkte L zwischen A und N trifft, schnei-
det alsdann von AO ein Stick OM = NL
ab und zieht M L; wenn man ferner in M an
M A abermals einen Winkel von der Grosse
des Winkels A setzt, dessen anderer Schen-
kel MC die AN in dem Punkte C' zwischen
A und L trifft, hierauf von AM ein Stiick
MB = LC abschneidet und BC zieht, und
sodann diese Construction auf dhnliche Art
fortsetzt, so dass auf der Linie O A die Punkte
O, M, B, E,G, K u.s.w., auf der Linie NA
hingegen die Punkte N, L, C, D, F', H u. s.
w. liegen, so wird behauptet, dass die Stiicke
OM, MB, BE, EG, GK u. s. w. oder die
ihnen resp. gleichen NL, LC, CD, DF, FH
u. s. w. eine abweichende Progression bilden.

Den Beweis dieses Lehrsatzes sucht der Verf. apagogisch so zu fithren, dass
er die iibrigen mdoglichen Félle, wenn der Lehrsatz nicht wahr wére, aufzahlt,
und die Unstatthaftigkeit eines jeden zu erweisen versucht. Der Verf. behaup-
tet nemlich, dass unter jener Voraussetzung einer von folgenden fiinf Féllen
Statt haben miisste. Die auf einander folgenden Stiicke, von OM an gerechnet,
waren

1) alle einander gleich, oder

2) jedes nachfolgende grosser als das vorhergehende, oder

3) einige einander gleich und das darauf folgende grosser oder kleiner, oder

4) einige auf einander folgende ndhmen fortschreitend ab, und die darauf

folgenden fortschreitend zu, oder

5) sie wiirden abwechselnd grosser und kleiner.

In dieser Aufzédhlung ist der mogliche Fall iibergangen, dass die Stiicke an-
fangs fortschreitend zu- und dann fortschreitend abndhmen, und nach Rec.
eigener Uberzeugung (deren tiefer liegende Griinde hier aber nicht angefiihrt
werden konnen) wére dessen Erledigung gerade die Hauptsache und die ei-
gentliche Auflésung des Gordischen Knotens. Inzwischen kann man zugeben,
dass diese Auslassung hier in so fern wenig auf sich hat, als die Beweisart
des Verf. fiir die Unstatthaftigkeit des dritten Falls, wenn sie zuldssig wére,
auch auf diesen Fall von selbst erstreckt werden kénnte. Allein eben diesem
angeblichen Beweise der Unstatthaftigkeit des dritten Falls konnen wir kei-
ne Giltigkeit zugestehen. Der Verf. stellt die Sache so vor. Wenn z. B. in
dem dritten Falle angenommen wird, die beiden ersten Stiicke seien gleich,
das dritte aber grosser, so wiare DC' also grosser als C'L. Da nun aber AM L
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gleichfalls ein gleichschenkliges Dreieck ist, dem dieselbe Grundbedingung zu-
kommt, wie dem urspriinglichen Dreieck AON, so miisste, wenn jener dritte
Fall mit seiner angenommenen Unterabtheilung der giiltige wére, DC = CL
sein, in Widerspruch mit dem vorher Gefundenen.

Wir haben, wie wir glauben, bei diesem Moment des Beweises das, worauf
es ankommt, noch etwas klarer und bestimmter nach der Ansicht des Verf.
angedeutet, als er es selbst gethan hat, wodurch dann aber auch die Schwé-
che desselben, wie uns scheint, leichter erkannt wird. Denn offenbar ist hier
ganz willkiirlich angenommen, dass bei allen gleichschenkligen Dreiecken mit
dem Winkel A an der Spitze und grosserm Winkel an der Basis, wenn mit
ihnen die im Lehrsatz angezeigte Construction vorgenommen wird, die Folge
der abgeschnittenen Stiicke in Riicksicht auf ihr Gleichbleiben, Grosser- oder
Kleinerwerden, allemal, unabhéngig von der Grosse der Seiten, nothwendig
dieselbe sein miisse, eine Annahme, die doch unméglich als von selbst evi-
dent betrachtet werden darf. Da sich nun aber hierauf allein der versuchte
Beweis der Unstatthaftigkeit des dritten (wie auch vierten und fiinften) Falls
stiitzt, und der ganze Artikel auch keine andere Ressourcen zum Beweise der
Unstatthaftigkeit des {ibergangenen Falls darbietet, so glauben wir hierdurch
das oben ausgesprochene Urtheil hinlédnglich gerechtfertigt zu haben, wobei
wir aber gern der ganzen iibrigen sinnreichen Durchfiihrung in den folgenden
Artikeln volle Gerechtigkeit widerfahren lassen.

BEMERKUNG.
Diese bereits in Band IV, Seite 368 bis 370 abgedruckte Anzeige ist hier der
Vollstandigkeit wegen reproducirt worden. Die Figur, die sich weder beim Originale

noch bei dem ersten Abdrucke findet, soll das Verstandniss des Textes erleichtern.

STACKEL.
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NACHLASS UND BRIEFWECHSEL.

[ZUR PARALLELENTHEORIE ]

GAuss an TAURINUS. Gottingen, 8. November 1824.
Ewr. Wohlgeboren

gefélliges Schreiben vom 30. Oct. nebst dem beigefiigten kleinen Aufsatz
habe ich nicht ohne Vergniigen gelesen, um so mehr, da ich sonst gewohnt
bin, bei der Mehrzahl der Personen, die neue Versuche iiber die sogenannte
Theorie der Parallellinien [machen,| gar keine Spur von wahrem geometri-
schen Geiste anzutreffen. Gegen Thren Versuch habe ich nichts (oder nicht
viel) anderes zu erinnern, als dass er unvollstédndig ist. Zwar lasst Thre Dar-
stellung des Beweises, dass die Summe der drei Winkel eines ebenen Dreiecks
nicht grosser als 180° sein kann, in Riicksicht auf geometrische Schérfe noch
zu desideriren iibrig. Allein diess wiirde sich ergédnzen lassen, und es leidet
keinen Zweifel, dass jene Unmoéglichkeit sich auf das allerstrengste beweisen
lasst. Ganz anders verhélt es sich aber mit dem 2". Theil, dass die Summe
der Winkel nicht kleiner als 180" sein kann; diess ist der eigentliche Knoten,
die Klippe, woran alles scheitert. Ich vermuthe, dass Sie Sich noch nicht lange
mit diesem Gegenstande beschéftigt haben. Bei mir ist es iiber 30 Jahr, und
ich glaube nicht, dass jemand sich eben mit diesem 2". Theil mehr beschéf-
tigt haben koénne als ich, obgleich ich niemals dariiber etwas bekannt gemacht
habe. Die Annahme, dass die Summe der 3 Winkel kleiner sei als 180°, fiihrt
auf eine eigene, von der unsrigen (Euklidischen) ganz verschiedene Geometrie,
die in sich selbst durchaus consequent ist, und die ich fiir mich selbst ganz
befriedigend ausgebildet habe, so dass ich jede Aufgabe in derselben auflosen
kann mit Ausnahme der Bestimmung einer Constante, die sich a priori nicht
ausmitteln lasst. Je grosser man diese Constante annimmt, desto mehr nahert
man sich der Euklidischen Geometrie und ein unendlich grosser Werth macht
beide zusammenfallen. Die Sétze jener Geometrie scheinen zum Theil paradox,
und dem Ungeiibten ungereimt; bei genauerer ruhiger Uberlegung findet man
aber, dass sie an sich durchaus nichts unmoégliches enthalten. So z. B. kénnen
die drei Winkel eines Dreiecks so klein werden als man nur will, wenn man nur
die Seiten gross genug nehmen darf, dennoch kann der Flécheninhalt eines
Dreiecks, wie gross auch die Seiten genommen werden, nie eine bestimmte
Grengze tiberschreiten, ja sie nicht einmal erreichen. Alle meine Bemiithungen,
einen Widerspruch, eine Inconsequenz in dieser Nicht-Euklidischen Geometrie
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zu finden, sind fruchtlos gewesen, und das Einzige, was unserm Verstande dar-
in widersteht, ist, dass es, wire sie wahr, im Raum eine an sich bestimmte
(obwohl uns unbekannte) Lineargrosse geben miisste. Aber mir deucht, wir
wissen, trotz der nichtssagenden Wort-Weisheit der Metaphysiker eigentlich
zu wenig oder gar nichts iiber das wahre Wesen des Raums, als dass wir etwas
uns unnatiirlich vorkommendes mit Absolut Unmoglich verwechseln diirfen.
Wire die Nicht-Euklidische Geometrie die wahre, und jene Constante in eini-
gem Verhéltnisse zu solchen Grossen, die im Bereich unserer Messungen auf
der Erde oder am Himmel liegen, so liesse sie sich a posteriori ausmitteln. Ich
habe daher wohl zuweilen im Scherz den Wunsch gedussert, dass die Eukli-
dische Geometrie nicht die wahre wére, weil wir dann ein absolutes Mass a
priori haben wiirden.

Von einem Manne, der sich mir als einen denkenden mathematischen Kopf
gezeigt hat, fiirchte ich nicht, dass er das Vorstehende missverstehen werde:
auf jeden Fall aber haben Sie es nur als eine Privat-Mittheilung anzusehen,
von der auf keine Weise ein offentlicher oder zur Offentlichkeit fithren kon-
nender Gebrauch zu machen ist. Vielleicht werde ich, wenn ich einmal mehr
Musse gewinne, als in meinen gegenwértigen Verhéltnissen, selbst in Zukunft
meine Untersuchungen bekannt machen.

Mit Hochachtung verharre ich

Ewr. Wohlgeboren
Gottingen den 8. November ergebenster Diener
1824. C. F. GAuss.

GAUSS an OLBERS. Gottingen, 3. Mai 1827.

....... Vor etwa 6 Wochen hatte ich das Vergniigen, Hrn. DIRICHLET,
von dem ich, glaube ich, IThnen schon einmal geschrieben habe, hier personlich
kennen zu lernen. Ich erwéhnte gegen ihn des schlechten Aufsatzes von Ivo-
RY; er kannte ihn nicht selbst, sagte mir aber, Hr. FOURIER habe ihm gesagt,
dass er » Unsinn« sei, und dass er (F.) sehr iiber einen lobhudelnden Artikel
dariiber im Férussac gelacht habe. Ungefdhr eben so wie ich habe er auch
iiber sein Mémoire von der Gleichgewichtsgestalt einer rotirenden homoge-
nen Fliissigkeit geurtheilt. Es war mir {iberraschend noch in mehrern andern
Beziehungen, iiber Personen und Sachen, eine ausserordentliche Ubereinstim-
mung Hrn. FOURIERS mit meinem Urtheile zu erfahren; z. B. iiber imaginére
Grossen, tiiber die Unbeweisbarkeit der Geometrie a priori u. s. w. Nachdem
ich Hrn. DIRICHLET z. B. iiber letztere meine Ansicht kurz angedeutet hatte,
sagte er, dass ihm FOURIER die seinige fast mit den nemlichen Worten gesagt
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BEMERKUNG.

In einem Notizbuche von GAUSS ist unter Aufzeichnungen aus den Jahren
1824 bis 1828 vermerkt:

» Journal de U’Ecole Normale. Fouriers Defin. der Ebene. Lacroiz I. p. 503.«

In der That enthalten die Séances des Ecoles Normales T. I (Séance du
25 pluviose an IIT (1795)), Nouvelle Edition, Paris 1800, S. 28 Ausserungen
FOURIERS, in denen er neue Erklirungen der Geraden und der Ebene vor-
schlagt; FOURIER beginnt dabei, dhnlich wie BOLYAT und LOBATSCHEFSKIJ,
mit der Kugel. Weitere Veroffentlichungen FOURIERS tiber die Grundlagen
der Geometrie scheinen nicht zu existiren.

Der Discours préliminaire der Eléments de Géométrie von LACROIX (Qua-
trieme édition. Paris, An VIII [1804] S. XV.) enthélt einen Hinweis auf das
Journal des Séances de I’Ecole Normale; wenn dabei nicht FOURIER, sondern
LAPLACE genannt wird, so erklart sich das daraus, dass jener seine Theo-
rie in den von diesem geleiteten geometrischen Ubungen der Ecole Normale
vorgetragen hatte.

STACKEL.

GAUSS an SCHUMACHER. Gottingen, 11. October 1827.

......... Wer ist wohl Hr. KocH auf dem Cremon Nr. 837 Er hat mir
seine Parallelentheoriel”) zugeschickt, an der freilich nichts ist; aber etwas
seltenes ist, dass er meine Anzeige der Blosse sogleich anerkannt hat; eben so
wie meine Bemerkungen iiber seine nachher mir schriftlich zugesandten, aber
eben so erfolglosen Versuche. . . . ..

[*) Christian Adolf KocH, Uber Parallellinien. Ein Versuch, dem Urtheil Sachkundiger ge-
widmet. Hamburg 1827. 8°. 12 S.]
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[UBER DIE WINKEL DES DREIECKS.]

1]

Der Beweis, dass die Summe der drei Winkel eines Dreiecks nicht grosser
sein kann als 180°, ist unabhéingig vom 11. Axiom so zu fiihren.

C E G N

A B D F M

Es sei A+ B+ C > 180°; man verlingere AB in infin. und wiederhole das
vorige Dreieck; dann ist per hyp.

CBE < ACB also (Elemente 1. 24) CFE < AB.

Eben so EG = CE u.s.w. Man leitet daraus leicht ab, dass, wenn das Dreieck
nur oft genug wiederholt wird, die gerade [Linie] AM grosser ist als die ge-
brochene ACEG .... NM, worin sich das Widersprechende leicht nachweisen
lasst. Eine nmalige Wiederholung reicht hin, wenn

AC + CB — AB < n(AB — CE).

(gefunden 1828 Nov. 18).

2]

[Satz 1 = Euklid I. 13: Die Winkel, die eine Gerade mit einer andern
bildet, auf der sie steht, sind entweder beide Rechte oder zusammen gleich
zwei Rechten.

Satz 2 = Fuklid 1. 5: In jedem gleichschenkligen Dreieck sind die Winkel
an der Grundlinie einander gleich.

Satz 8 = Euklid 1. 6: Sind in einem Dreieck zwei Winkel einander gleich,
so sind auch die den gleichen Winkeln gegeniiberliegenden Seiten einander
gleich.

Satz 4: In einem Dreieck kénnen nicht zwei Winkel gleich Rechten sein.]

5. Lehrsatz. Kein Winkel eines Dreiecks kann dem Nebenwinkel eines an-
dern Winkels desselben Dreiecks gleich sein.

Es ist nicht moglich, dass ACB = ABD.

Beweis. Nehmen wir an, es sei ACB = ABD und unterscheiden drei Falle.
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I. Es sei AB = AC. Fig. 1. Also (Satz 2) ABC = ACB, folglich ABC =
ABD; es sind daher ABC, ACB rechte Winkel [Satz 1], welches unmoglich
ist (Satz 4).

A

Fig. 1.

II. Es sei AB kleiner als AC. (Fig. 2.) Es liegt daher B innerhalb einer
Kugelflache, deren Mittelpunkt A, Halbmesser = AC'. Die gerade Linie CB
iiber B hinaus verlangert muss folglich die Kugelfliche schneiden; das ge-
schehe in E. Es ist also AE = AC, daher AEB = ACB (Satz 2), dann
AEB = ABD = ABE, ferner (Satz 3) AB = AE = AC gegen die Vorausset-

zung.

I3
Fig. 2.

ITI. Es sei AB grosser als AC. Es liegt also C' innerhalb einer Kugelfldche,
Centrum A, Halbmesser AB, diese Kugelfliche werde von der iiber C' fortge-
setzten BC' in F geschnitten. Es ist also AB = AE, ABE = AEB; folglich ist
nun aus der Voraussetzung ACB = ABD sogleich (Satz 1) ACE = ABC =
ABE = AEB. Also ist AC = AE = AB gegen die Voraussetzung.




6. Lehrsatz. Kein Winkel eines Dreiecks kann grosser sein als der Neben-
winkel eines andern Winkels in demselben Dreieck.

ACB kann nicht grosser sein als ABD.

Beweis. Man beschreibe eine Kegelflache, Axe C'B, Spitze C, Winkel dem
ABD gleich. Ware nun ABD kleiner als ACB, so wiirde die Linie C'A ausser-
halb des Kegels liegen (Definition) und da B, als Punkt in der Axe, innerhalb
liegt, so muss die Gerade AB die Kegelfliche schneiden. Das geschehe in F.
Es wird also ECB = EBD, welches nicht moglich ist (Satz 5).

A

D B
BEMERKUNG.

Das Princip des Aneinanderreihens congruenter Dreiecke, auf dem der Be-
weis in der Notiz [1] beruht, den GAUSS auf der hintern Seite des Titelblatts
seines Exemplars von BAERMANN, Elementorum Euclidis Libri XV, Leipzig
1769 notirt hat, war bereits von LEGENDRE im Jahre 1798 angewandt worden
(Eléments de géométrie, 21 édition, Proposition XIX); genau derselbe Be-
weis findet sich auch bei LOBATSCHEFSKIJ in der Abhandlung HoBsis Hayana
reomerpin (Neue Anfangsgriinde der Geometrie) Kap. VI, § 90 vom Jahre
1836.

Die Notiz [2] befindet sich auf einem einzelnen, nicht datirten Zettel. Der
darin enthaltene Lehrsatz 6 ist gleichbedeutend mit Euklid 1. 17.

STACKEL.
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[ZUR THEORIE DER GERADEN LINIE UND DER EBENE.]

1]

[Euklids Elemente Buch I. Lehrsatz 7: »Sind von den Endpunkten einer
Geraden nach einem Punkt ausserhalb zwei Gerade gezogen, so ist es unmog-
lich, von diesen Endpunkten aus nach einem andern Punkt auf derselben Seite
jener Geraden zwei Gerade zu ziehen, die den ersten beziehungsweise gleich
sind.]

AN

D

Fig. 2. Fig. 3.

Um Euklids Beweis 1. 7 stringent zu machen, ohne vorher die Ebene anders
definirt zu haben, als »die Flache, welche durch Umdrehung einer Geraden um
eine Axe [entsteht], mit der sie rechte Winkel macht«, muss man in der 2. und
3. Figur CD in M halbiren und durch M ein Planum legen, gegen welches
CD normal ist, in diesem liegen A und B, wéhrend C' und D ausserhalb
liegen. Es braucht also nur bewiesen zu werden, dass kein Punkt von AD und
BC (AD fur die Fig. 2 indefinite verlangert) in dem Planum liegt, was keine
Schwierigkeit hat. Es folgt dann von selbst, dass die Voraussetzung absurd
ist, sobald AD und BC einander schneiden.

2]

Es gibt viele solche Dinge, selbst in der Elementargeometrie, die eines stren-
gen Beweises bediirfen, z. B. die Mo6glichkeit der Ebene, deren Definition
eigentlich schon ein Theorem involvirt; z. B. wenn ABD, AFG, ACE, BFC
gerade Linien sind, dass dann die gerade Linie durch D E nicht oberhalb oder
unterhalb G weggehen kann.
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Der Beweis ist zwar nicht sehr schwer, aber doch auch nicht ganz leicht,
und auf jeden Fall in dieser oder einer andern Form unerlésslich.

3]
BEGRUNDUNG DES PLANUM.

1. Ebene nennen wir die Fléche, in der jede durch einen gegebenen Punkt
A gehende Gerade AD liegt, die mit der gegebenen Geraden AB einen rechten
Winkel macht. Eine solche Ebene wird also beschrieben, wenn AD sich um
AB als Axe dreht.

2. Wird AB riickwérts nach C fortgesetzt, so macht auch AC' mit jeder
AD rechte Winkel.

B

iE

C

3. Es seien nun AD, AD’ zwei im Planum liegende Gerade und AD = AD’;
es sei ferner AC = AB: es deckt dann das Vierpunkt-System ACD’D das
Vierpunkt-System ABDD’; also das Dreieck C'D’D das Dreieck BDD’; allein
auch das Dreieck BD'D deckt BDD'; also deckt auch CD'D BD'D. Ist also
T ein beliebiger Punkt in der Geraden DD’, so decken sich auch BDT, CDT,
also BT und CT. Es ist also BCT gleichschenklig, also decken sich BCT und
CBT, also BAT und CAT, folglich sind die Winkel BAT und C AT Rechte
und T liegt im Planum.
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4. Theorem. Eine durch zwei im Planum P liegende Punkte T', U gezogene
Gerade liegt ganz in jenem.

Beweis. I) Liegt A in der Geraden ...TU ..., so ist der Satz aus der
Definition des Planum von selbst klar. Liegt A nicht in der Geraden T'U, so
machen AT, AU einen Winkel mit einander; ist nun

IT) AT = AU, so folgt der Satz aus 3; sind hingegen

IIT) AT und AU ungleich, so sei AT > AU. Man verlédngere AT riickwérts
bis AK = AT die Kreislinie, welche T' durch Drehung um A beschreibt, wird
dann durch K gehen, und die Kreisfliche, die ein Theil des Planum P ist,
wird durch KT in zwei Theile getheilt, in deren einem U liegt.

K

U

T w

Indem nun eine Gerade TK sich so bewegt, dass ihr einer Endpunkt in
T, der andere in der Peripherie KVW bleibt, beschreibt sie das Planum,
vollendet die Figur immer vollkommener und hat sie ganz erschopft, wenn
W in T angekommen ist. In einer Lage der beweglichen Geraden ist sie also
durch U gegangen, es sei diess die Lage T'V. Die Gerade T'U ist also nur ein
Theil der Geraden TV, letztere aber liegt ganz in der Ebene, dasselbe gilt
also auch von TU.

Dass iibrigens auf vorbeschriebene Art die Flache des Halbkreises ganz aus-
gefiillt wird, kann leicht mit vollkommener Strenge bewiesen werden. Gesetzt
Ein Theil konne nicht erreicht werden und U sei ein Punkt in demselben.
Mit einem Radius kleiner als TU beschreibe man [um 77 eine Kugelfliche,
wodurch jener Halbkreis in die Theile M, M’ getheilt wird, so dass M au-
sserhalb, M’ innerhalb der Kugelfliche liege; offenbar ist dann U in M. Es
sei ferner W der Punkt der Peripherie des Halbkreises, wo dieselbe von der
Kugelflache geschnitten wird; die gerade Linie TW liegt dann innerhalb M’,
also U innerhalb der Figur KTW K, diese aber wird beschrieben, indem die
bewegliche Linie sich von der Lage TK bis zu der Lage TW dreht. Also ist
die Voraussetzung, dass U nicht getroffen werde, absurd.
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4]

[Bei LUBSEN, Ausfiihrliches Lehrbuch der Elementar-Geometrie, Hamburg
1851, Seite 11 heisst es:]

{Erkldarung: Eine gerade Linie ist diejenige, welche nicht aus ihrer Lage
kommt, indem sie sich um ihre beiden festen Endpunkte dreht*).}

[5.]
THEORIE DES VORTRAGS VON LEHREN, DIE
RAUMVERHALTNISSE BETREFFEN.

1) Alle die Gegenstande, die bei einem Satz relevant sind, zeichne man,
und bezeichne sie durch Buchstaben oder Ziffern, Punkte durch einen, Linien
durch 2, Fliachen durch 3, Kérper allenfalls durch 4, welches jedoch o6fters
auch durch einen geschehen kann.

2) Relativ bewegliche Rédume, deren Bewegung ohne Stetigkeit bei dem
Geschéft in Frage kommt, zeichne man besonders.

3) Die Grossenrelationen, die relevant sind, bezeichne man auch durch
Buchstaben.

4) Man stelle sich das, was man beweisen will, in Form einer Gleichung vor
und gehe successive auf deren Griinde zuriick.

So wird das ganze Geschéft in seine Elemente gleichsam zerlegt, die man
nachher riickwérts wieder zusammensetzt. Dabei bemerkt man dann leicht,
was beim wirklichen Vortrag zusammengezogen werden kann.

Beispiel an der Theorie des Nivellirens einer Ebene.

[H(orizont) und T(isch)] [Libelle]

Man will bewirken, dass Eine Linie 12 horizontal wird und zuletzt be-
weisen, dass die gemachten Operationen diess bewirken. Man nenne also die
Richtung von 12 gegen H [orizont|: v.

{*) So ungefihr horten wir einmal GAUSS bei der Erklarung des Fernrohrs und dessen richti-
gen Gebrauchs den Begriff der geraden Linie festsetzen. Diese Erklarung ist theoretisch frucht-
bar, wie die gleich daraus folgenden Sétze zeigen; ausserdem ist das angegebene Merkmal
praktisch wichtig, z. B. bei der Justirung eines Fernrohrs, richtigen Bohrung eines Cylinders
ete.}
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Es soll also bewiesen werden, dass das letzte v = 0. Uberlegt man die
Quelle der Gewissheit, so findet man, dass sie darauf beruht, dass die beiden
vorletzten Werthe einander entgegengesetzt waren.

Weshalb waren sie einander entgegengesetzt? Weil eine andere Linie, die
beidemale gleiche Neigung gegen H hatte, mit ihr in entgegengesetzten La-
gen zusammenfiel. Diese andere Linie ist 36. Es heisse ihre Neigung gegen
Horizont]: u. Es muss also bewiesen werden, dass u in den Experimenten
gleich war. Woran erkannte man diess? An der gleichen Stellung der Libelle.

Die Stellung der Libelle muss also u bestimmen. Wie wird diess bewiesen?
Fragt sich erst: ist diess wahr? Man sieht ein, dass es nicht genau wahr ist,
sondern nur im Fall einer berichtigten Libelle.

Man suche also eine Zwischengrosse, die 0 sein muss, wenn die Libelle wirk-
lich berichtigt ist. Diess ist die Neigung von G gegen P, welche ¢ heisst. Nennt
man die Neigung von G gegen H [orizont]: g, so ist klar, dass die Stellung der
Libelle von g abhédngt, und dass sehr nahe

g=1+u

ist. Jetzt bezeichne man die Experimente mit:

I
Umgestellt
IT
An 7 geschraubt
I11
An 7 halb zuriickgeschraubt
v
An 3 geschraubt, wenn zugleich die Libelle berichtigt werden
soll.
\Y%
Die Schliisse riickwérts sind also:
(1) v* = 0, weil (2) v® = —v? und kleine gleiche Bewegungen von 7 das v
gleich viel verdandern.
(2) v3 = —v?, weil v2 = ul, v® = —u? und (3) u! = u3.

(3) u! = u3, weil S! = $3 = u von u abhingig, also u! = u3.

Da also S' hier in Consideration kommt, so ist klar, dass man vor I schon
die Ebene T in die Lage gebracht haben muss, dass die Enden der Blase
sichtbar sind.

Soll nun noch die Berichtigung der Libelle bewirkt werden, so ist zu zeigen,
dass i® = 0.

Diess erkennt man an der Normalstellung von S, aber offenbar héngt sie
nicht unmittelbar mit ¢ = 0, sondern nur mit g = 0 zusammen.
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Die Synthesis geht nun am besten von den urspriinglichen Werthen aus:
S=M+h+i+u,

X=M-—h+1i+u,

U v 1
m of ot it
[ —ot ot gt
[ ot -t 4t
[v] 0 0 il
V] 0 0 O
Da v bei 5 verschiedenen Stellungen nur 1mal = +u und 4 mal = —u ist,

so kann man v als Zeichen ganz ignoriren und [nur] von u sprechen.
Man kann also den Vortrag so einkleiden: Die Gleichung

S

S }:M:I:h—l-i—l-u

lehrt, dass gleiche Stellungen der Blase, bei ungedndertem Werth von ¢, gleiche
Werthe von u anzeigen. Nun sind die Werthe von « in I und IT entgegengesetzt;
hat [die Blase| also in II dieselbe Stellung wie in I, so ist v’ = u” = 0.

Im entgegengesetzten Fall schliesst man, dass u nicht = 0 war und jetzt den
entgegengesetzten Werth vom vorigen hatte. Bringt man also durch stetiges
Schrauben an 7 das v wieder auf den vorigen Werth, so geht es dabei durch 0,
und das halbe Schrauben zuriick bringt 0 hervor. Dann ist also die Linie 12
oder 21 oder 34 horizontal, aber die Blase hat sich ihrerseits wieder gleichfalls
der 2'°" Stellung um die Hélfte genidhert. Man dndert nun ¢ durch Schrauben
an 3, bis %} = M + h wird.

BEMERKUNGEN.

Die erste der vorstehenden Notizen findet sich auf dem hintern Schmutz-
blatte des Werkes: Mathematische Abhandlungen von Jacob Wilhelm Heinrich
LEHMANN, Zerbst 1829 und stammt vermuthlich aus diesem Jahre. Die Notiz
[2] steht auf einem einzelnen Blatte; die Zeit ihrer Abfassung ldsst sich nicht
genau angeben, doch darf man vermuthen, dass sie zwischen 1820 und 1830
fallt. Die Notiz [3] hat GAUSS in einem Handbuche verzeichnet, hochst wahr-
scheinlich im Méarz 1832, denn sie bezieht sich auf GAUSS’ Brief an BOLYAI
vom 6. Mérz 1832. Die Notiz [4] beruht auf einer miindlichen Mittheilung
von GAUSS an LUBSEN, der im Jahre 1830 bei ihm Vorlesungen horte (vergl.
LUBSEN, Ausfiihrliches Lehrbuch der Analysis, Hamburg 1853, S. 171). End-
lich ist die Notiz [5] auf einem Zettel verzeichnet, der nicht datirt ist, jedoch
deutet die Handschrift auf eine spétere Periode aus GAUSS’ Leben, etwa die
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Zeit zwischen 1840-1850; wahrscheinlich hat GAuss die Notiz bei der Vor-
bereitung fiir eine Vorlesung iiber praktische Astronomie niedergeschrieben.
Fiir ihre Unterbringung an dieser Stelle ist lediglich ihr Inhalt massgebend
gewesen.

Dass GAUSS sich schon sehr frith mit der Definition der Ebene beschéftigt
hat, zeigt die bereits S. 162 dieses Bandes abgedruckte Stelle aus seinem
Tagebuche vom 28. Juli 1797.

Die beiden Figuren in der Notiz [1] sind dem Texte hinzugefiigt worden.
STACKEL.
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[UBER DIE ERSTEN GRUNDE DER GEOMETRIE.]
GAUSS an BESSEL. Gottingen, 27. Januar 1829.

....... Auch tiiber ein anderes Thema, das bei mir schon fast 40 Jahr alt ist,
habe ich zuweilen in einzelnen freien Stunden wieder nachgedacht, ich meine
die ersten Griinde der Geometrie: ich weiss nicht, ob ich Thnen je {iber meine
Ansichten dariiber gesprochen habe. Auch hier habe ich manches noch weiter
consolidirt, und meine Uberzeugung, dass wir die Geometrie nicht vollstindig
a priori begriinden kénnen, ist, wo moglich, noch fester geworden. Inzwischen
werde ich wohl noch lange nicht dazu kommen, meine sehr ausgedehnten Un-
tersuchungen dariiber zur 6ffentlichen Bekanntmachung auszuarbeiten, und
vielleicht wird diess auch bei meinen Lebzeiten nie geschehen, da ich das Ge-
schrei der Bootier scheue, wenn ich meine Ansicht ganz aussprechen wollte. —
Seltsam ist es aber, dass ausser der bekannten Liicke in Euklids Geometrie,
die man bisher umsonst auszufiillen gesucht hat, und nie ausfiillen wird, es
noch einen andern Mangel in derselben gibt, den meines Wissens niemand bis-
her geriigt hat, und dem abzuhelfen keinesweges leicht (obwohl mdglich) ist.
Diess ist die Definition des Planum als einer Fldche, in der die, irgend zwei
Punkte verbindende, gerade Linie ganz liegt. Diese Definition enthélt mehr,
als zur Bestimmung der Flidche néthig ist, und involvirt tacite ein Theorem,
welches erst bewiesen werden muss. . . . . . .

[BESSEL an GAUSS. Konigsberg i. Pr., 10. Februar 1829.]

{ ... Ich wiirde sehr beklagen, wenn Sie Sich »durch das Geschrei
der Bootier« abhalten liessen, Thre geometrischen Ansichten aus einander zu
setzen. Durch das, was LAMBERT gesagt hat, und was SCHWEIKART miindlich
dusserte, ist mir klar geworden, dass unsere Geometrie unvollstindig ist, und
eine Correction erhalten sollte, welche hypothetisch ist und, wenn die Summe
der Winkel des ebenen Dreiecks = 1800 ist, verschwindet. Das wire die wahre
Geometrie, die Euklidische die praktische, wenigstens fiir Figuren auf der
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GAuss an BESSEL. Gottingen, 9. April 1830.

....... Wahre Freude hat mir die Leichtigkeit gemacht, mit der Sie
in meine Ansichten iiber die Geometrie eingegangen sind, zumal da so we-
nige offenen Sinn dafiir haben. Nach meiner innigsten Uberzeugung hat die
Raumlehre in unserm Wissen a priori eine ganz andere Stellung, wie die reine
Grossenlehre; es geht unserer Kenntniss von jener durchaus diejenige vollstan-
dige Uberzeugung von ihrer Nothwendigkeit (also auch von ihrer absoluten
Wabhrheit) ab, die der letztern eigen ist; wir miissen in Demuth zugeben, dass,
wenn die Zahl bloss unsers Geistes Product ist, der Raum auch ausser un-
serm Geiste eine Realitdt hat, der wir a priori ihre Gesetze nicht vollstdndig
vorschreiben kénnen. . . . ... ..
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[ZUR THEORIE DER PARALLELLINIEN.]

1]
PARALLELLINIEN.

1. Wenn die Geraden AM ..., BN ... einander nicht schneiden, jede durch
A zwischen AM ... und AB... gelegte Gerade hingegen die BN ... schneidet:
so heisst AM ... mit BN ... parallel.

2. Geht eine Gerade bestandig durch den Punkt A, und gelangt durch
Drehung aus der Lage AB ... auf der Seite, wo BN liegt, zuletzt in die Lage
AC ..., die der ersten entgegengesetzt ist, so ist sie anfangs schneidend, zuletzt
nicht schneidend, also muss es gewiss Eine und nur Eine Lage geben, die die
Scheidung der schneidenden und nicht schneidenden [Geraden] ist, und zwar
wird diess die erste nicht schneidende sein, also nach unserer Definition die
Parallele AM ..., da es offenbar keine letzte schneidende geben kann.

BN\—)N

A __________,___———-—>M

Cx

3. In unserer Definition sind in beiden Linien bestimmte Anfangspunkte
A, B vorausgesetzt. Man sieht aber leicht, dass der Parallelismus davon un-
abhéngig ist, in so fern nur der Sinn der Richtungen, nach welchen die Linien
als unbegrenzt betrachtet werden, derselbe bleibt. Nimmt man nemlich statt
B einen andern Anfangspunkt B’, sei es auf der Linie BN ..., oder wo im-
mer auf ihrer Fortsetzung riickwarts, so ist von selbst klar, dass diess keinen
Unterschied macht.

Nimmt man dagegen anstatt A einen andern Anfangspunkt A’ auf der
Linie AM ..., zieht durch A’ zwischen A’M ... und A’B die Gerade A’P in
beliebiger Richtung, und durch einen Punkt @ zwischen A’ und P die Gerade
AQ ..., so wird solche (Definition) die BN ... schneiden, woraus von selbst
klar ist, dass auch QP ... die BN ... schneiden wird.
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Nimmt man aber A" auf der riickwérts fortgesetzten AM ... und zieht

’ ﬁ‘]\f

durch A’ zwischen A’M ... und A’B... in beliebiger Richtung die Gerade
A’ P, verlangert solche riickwérts und nimmt darauf einen beliebigen Punkt
@, so wird QA ... die BN ... schneiden (Definition), z. B. in R. A'P ist also
in der geschlossenen Figur A’ARB und wird daher eine der vier Seiten A’A,
AR, RB, BA’ schneiden, offenbar muss diess aber die dritte RB sein, daher
also auch A’M ... mit BN ... parallel ist.

4. Nicht ganz so evident ist] die Reciprocitét des Parallelismus. Es sei die
Gerade 1 parallel mit 2. Von einem beliebigen Punkte in 2, A, fidlle man ein
Perpendikel AB auf 1. Es sei 3 eine beliebige Gerade durch A zwischen AB
und 2, und AC eine Gerade zwischen denselben Grenzen, so dass der Winkel

BAC = (3,2).
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Wir haben nun zwei Félle zu unterscheiden.
I. Schneidet AC'... die Linie 1 in D, so mache man BE = BD, indem

E B D

~
>

A 2 G

FE in 1 auf der entgegengesetzten Seite von D genommen wird. Durch D
ziehe man zwischen 1 und DA die Gerade DF'..., so dass ADF = AED.
Diese Gerade wird also 2 in G schneiden. Man mache [auf 1] EH = DG und
verbinde AH. Die Dreiecke ABD, ABE werden congruent sein, also AE =
AD:; folglich auch die Dreiecke ADG, AEH congruent, also EAH = DAG.
[Mithin ist] GAH = DAE = (2,3), [d.h.] AH ist mit 3 identisch oder 3
schneidet 1 in H und folglich ist, weil 3 jede beliebige zwischen 2 und AB
liegende Gerade bedeuten kann, 2 mit 1 parallel.
IT. Schneidet AC' die 1 nicht, so sei D ein beliebiger Punkt auf 1. Es

E B D 1 H

A

gelten dann dieselben Schliisse wie vorher bis zu dem Resultat GAH = DAE.
Allein in diesem Fall ist DAB < CAB oder DAFE < (2,3). Also (2,3) > GAH
und 3 wird folglich in der geschlossenen Figur AH D liegen, also D H schneiden.
Das iibrige wie in I.
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5. Lehrsatz. Ist die Gerade 1 sowohl mit 2 als mit 3 parallel, so ist auch 2
mit 3 parallel.
Beweis. Erster Fall, wenn 1 zwischen 2 und 3 liegt. Es seien A, B

\A 2 -

B

Punkte auf 2 und 3 und AB schneide die 1 in C. Durch A ziehe man eine
beliebige Gerade AD ... zwischen 2 und AB, welche also 1 schneiden wird;
weiter fortgesetzt wird sie also auch 3 schneiden; da diess von jeder AD ...
gilt, so ist 2 mit 3 parallel.

Zweiter Fall, wenn 1 ausserhalb 2 und 3 liegt. Es liege 2 zwischen 1

und 3. Wére 2 mit 3 nicht parallel, so ldsst sich durch einen beliebigen Punkt
von 3 eine von 3 verschiedene Gerade ziehen, die mit 2 parallel ist. Diese ist
also vermoge des ersten Falls auch mit 1 parallel, welches absurd ist. (Lehrsatz
oben nachzusehen.)
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6. Lehrsatz. Eine Gerade C'L ... oder 3, die sich zwischen zwei Parallelen
AM ... oder 1, BN ... oder 2 befindet, und keine von beiden schneidet, ist
mit denselben parallel.

Beweis. Man ziehe durch einen beliebigen Punkt C' in der Geraden 3

——
— e —

eine Parallele 4 mit 2; wére diese von 3 verschieden, so miisste 3 entweder
zwischen 1 und 4 oder zwischen 2 und 4 fallen; in jenem Fall wiirde sie (De-
finition der Parallelen) die 1, im andern die 2 schneiden miissen, gegen die
Voraussetzung.

7. Lehrsatz. Zwei Parallellinien, riickwérts fortgesetzt, konnen einander auf
dieser Seite nicht schneiden.

M

N

Beweis. Gesetzt AM ..., BN ... schnitten einander auf ihren Fortsetzun-
gen riickwérts in P, so sei () ein beliebiger Punkt in der noch {iber P hinaus
riickwérts gefithrten Fortsetzung von BN . ... Man verbinde Q A, welche Gera-
de noch weiter fortgesetzt PN in einem Punkt R schneiden wird. Wir haben
also durch die Punkte @, R zwei verschiedene gerade Linien, welches absurd
ist.
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2]
[CORRESPONDIRENDE PUNKTE IN PARALLELLINIEN.]

1. Definition. Correspondirende Punkte in Parallellinien, auf den
gleichen Winkeln an der Verbindungslinie beruhend.
2. Sind A, B correspondirende Punkte und M in der Mitte von AB,

MN senkrecht auf AB, so wird 1) M N mit beiden parallel sein, 2) jeder
Punkt, welcher mit A auf Einer Seite von M N liegt, wird dem A n&her sein
als [dem] B.

4. Theorem. Sind A, B correspondirende Punkte auf den Parallelen 1, 2
und A’, B’ desgleichen, so ist AA" = BB’ und vice versa.

5. Theorem. Sind A, B, C Punkte auf den Parallelen 1, 2, 3 und A mit B,
B mit C correspondirend; so ist auch A mit C' correspondirend.

Beweis. Im entgegengesetzten Fall sei der Winkel C' > A; man nehme

C 3;
\\\\ 2A
B o 15
N
A

ACM = A, so wird CM die AN in N schneiden. Man hat also AN =
CN; allein vermoége Th.Th. ist AN < BN und BN < C'N, welches also ein
Widerspruch ist.

Setzte man voraus, dass A = B; A = C, und wére B nicht = C, so sei
B = C’, woraus A = C’ folgen wiirde.

[3.]
PARALLELISMUS.

1. abx ist mit cdx parallel, wenn

1) beide in einer Ebene sind,

2) einander nicht schneiden,

3) jede Linie afx* innerhalb des Raumes xbacd* die cd* schneidet.
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c d

2. Der Parallelismus ist unabhéngig von dem Anfang der Linie cdx.
3. Der Parallelismus ist unabhingig von dem Anfang der Linie abx.
I. Es ist auch a'bx parallel mit cd*, wenn a’ auf abx.

Beweis. afx* schneidet cd*; so wird auch a’ f* schneiden.

II. [Es ist auch a’bx parallel mit cdx,] wenn o’ ausserhalb abx.

a’ a b
\\j
I BN
c d-_--—-—-——‘-'b‘::-

Man mache baf = ba’ f’; es schneide af* die cdx in g, so wird d’ f’ die a f*
nicht schneiden, also cg.
4. Es ist verstattet abx und cd* zu vertauschen.

v a b 1 g

A\

Y

Es sei 1 und 2 parallel. Wére nun nicht 2 mit 1 parallel, so sei cd’ mit 1
parallel. Es sei ca senkrecht auf 1 und acb = acb/ = %dcd’ . Ferner cbe = cb'b.
Es wird also be die 2 schneiden, in ¢’. Macht man nun b'g = be’, so wird cg
und cd’ mit ¢b’ einerlei Winkel machen. Welches absurd ist.

5. Wenn 1 mit 2 und 1 mit 3 parallel, so ist auch 2 mit 3 parallel.

6. Was correspondirende Punkte auf zwei Parallelen sind.

7. Aequidistanz der correspondirenden Punkte.

8. Der Punkt auf einer dritten Parallelen correspondirt correspondirenden
Punkten auf den beiden ersten.

9. Trope ist die L[inie, die von correspondirenden Punkten gebildet wird,
wenn man alle Parallelen zu einer Geraden betrachtet.]
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BEMERKUNG.

In dem Briefe an SCHUMACHER vom 17. Mai 1831 (S. 213 dieses Bandes)
sagt GAUSS, dass er von seinen Meditationen iiber die Theorie der Parallelli-
nien, die schon gegen 40 Jahr alt seien, frither nie etwas aufgeschrieben habe,
dass er jedoch vor einigen Wochen begonnen habe, einiges aufzuschreiben;
auch in dem Briefe an BOLYAI vom 6. Méarz 1832 erwdhnt GAUSS solche Auf-
zeichnungen. Man wird daher nicht fehlgehen, wenn man annimmt, dass die
vorstehenden nicht datirten Notizen, die sich auf einzelnen Zetteln befinden,
aus dem Jahre 1831 stammen.

Die Figuren in der Notiz [1, sowie die erste Figur in der Notiz [3] sind dem

Texte hinzugefiigt worden
STACKEL.
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[ZUR PARALLELENTHEORIE.]
[SCHUMACHER an GAuss. Copenhagen, 3. Mai 1831.]

{i .. Ich bin so frei IThnen anbei einen Versuch zu senden, ohne
Parallellinien und ihre Theorie zu gebrauchen, den Satz zu beweisen, dass die
Summe aller drei Winkel eines geradlinigen Dreiecks = 180° sei, aus dem dann
der Beweis des Euklidischen Axioms folgen wiirde. Ich setze nichts voraus, als
dass die Summe aller um einen Punkt liegenden Winkel = 360° = 4R, und
dass die Wechselwinkel sich gleich sind.

Da ich aus Erfahrung weiss, wie sonderbar blind man (ich wenigstens)
mitunter in Bezug auf eigene Arbeiten ist, so fiirchte ich sehr, dass eine petitio
principii dabei zum Grunde liegt. Ich bin aber jetzt nicht im Stande sie zu
entdecken, und erwarte Belehrung von Thnen.

[Beilage.] Man verlingere die Seiten eines geradlinigen Dreiecks ABC

[Fig. 1.]

unbestimmt, oder man betrachte ein System von drei geraden Linien in ei-
ner Ebene, deren Durchschnitte das Dreieck ABC bilden, so geben die drei
Winkelpunkte uns die Gleichungen:

2a 4+ 2a = 4R,
2b+ 28 =4R,
2c+ 2y = 4R,

also

a+pB+y=6R—(a+b+c).

Da diese Relationen bestehen, wie auch die Punkte A, B, C' liegen mogen,
oder, was einerlei ist, wie auch die drei Linien im Raume gezogen sind, so
lasse man die Linien DG, FH unverriickt, und ziehe JF' durch den Punkt A,

51



so dass sie denselben Winkel als in ihrer vorigen Lage mit FH macht oder,
da

[Fig. 2.]

dieser Winkel beliebig ist, iiberhaupt nur so, dass sie innerhalb des Winkels
a fallt, so haben wir
a+b+c=4R,

also

a+ [ +v=2R.

Kann man dagegen sagen, dass freilich

b[1ste Figur| = b[2te Figur]

nach der Annahme, dass aber der Satz

¢ [1ste Figur] = ¢ [2te Figur]

dann bewiesen werden miisse?

Mir scheint bei der Willkiirlichkeit der Winkel dieser Beweis nicht nothwen-
dig.

Diess sind die Grundziige des Beweises und ich erwarte Ihre Entscheidung.
Ich fiige nur, um meinen Beweis zu rechtfertigen, hinzu, dass freilich durch
die zweite Operation das Dreieck ABC verschwindet, aber nicht die Winkel
des Dreiecks. Wie die Linien auch liegen, so ist immer

JBH =83, GCF=~  DAE=q«
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im endlichen, so wie im verschwindenden Dreiecke, mithin die Summe

JAH + GAF + DAE

immer gleich der Summe der Winkel eines geradlinigen Dreiecks.
Soll man also den Satz von einem beliebigen Dreiecke (dessen Winkel A,
B, C) beweisen, so zieht man die Linien DG, FH, so dass

a=A,

man nimmt ferner den Winkel JAH = B , GAF =C.

Ist dann JAF keine gerade, sondern eine gebrochene Linie JAF', so ist
freilich der Winkel ¢ dadurch um dc kleiner, der Winkel b aber um eben so
viel grosser geworden, mithin ihre Summe unverédndert geblieben, oder wir
haben, was zur Stringenz des Beweises gehort:

b+ c [Fig. 1] = b+ ¢ [Fig. 2].}

GAUSS an SCHUMACHER. Goéttingen, 17. Mai 1831.

....... Bei dem, was Sie iiber die Parallellinien schreiben, haben Sie,
genau besehen, in Thren Syllogismen einen Zwischensatz gebraucht, ohne ihn
ausdriicklich auszusprechen, der so lauten miisste:

Wenn zwei einander schneidende gerade Linien (1) und (2) mit einer dritten
(3), von der sie geschnitten werden, respective die Winkel A’; A” machen, und
dann eine vierte (4) in derselben Ebene liegende Gerade von (1) gleichfalls
unter dem Winkel A’ geschnitten wird, so wird (4) von (2) unter dem Winkel
A" geschnitten werden.

Allein dieser Satz ist nicht bloss eines Beweises bedirftig, sondern man
kann sagen, dass er im Grunde der zu beweisende Satz selbst ist.

Von meinen eigenen Meditationen, die zum Theil schon gegen 40 Jahr
alt sind, wovon ich aber nie etwas aufgeschrieben habe, und daher manches
3 oder 4 mal von neuem auszusinnen gentthigt gewesen bin, habe ich vor
einigen Wochen doch einiges aufzuschreiben angefangen. Ich wiinschte doch,
dass es nicht mit mir unterginge.
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[SCHUMACHER an GAUSS. Libeck, 25. Mai 1831.]

{Ich falle Thnen, mein theuerster Freund! noch einmal mit der Parallelen-
theorie beschwerlich.
Man verldngere die Seiten des geradlinigen Dreiecks unbestimmt, und

D A b C G

b
nehme einen Radius R so gross, dass g, —, £ Kleiner als jede gegebene Grosse

werden. Mit diesem Radius beschreibe man aus C den Halbkreis DEFG.

Weil in Bezug auf diesen Halbkreis a, b, ¢ als verschwindend zu betrachten
sind, also die Punkte A, B als in C' fallend, so ist dieser Halbkreis das Mass
der drei Winkel des Dreiecks, die mithin weniger als jede gegebene Grosse
von 180V differiren.

Mir scheint, wenn man den Begriff des endlos Wachsenden nicht aus-
schliesst, so zeigt dieser Beweis sehr einfach, dass in jedem endlichen
geradlinigen Dreiecke die Summe der Winkel = 1800 ist, oder eigentlich, dass
die Constante, die, wenn Euklids Geometrie nicht wahr wére, zu der Summe
der Winkel kommt, um die Gleichheit mit 180° zu bewirken, kleiner als jede
gegebene Grosse ist, und da sich diess fiir jedes Dreieck beweisen lisst, so
kann diese Constante eben so wenig von der Grosse des Dreiecks abhédngen.

[SCHUMACHER an GAUSS. Altona, 29. Juni 1851.]

{. ... ....Nuretwas habe ich in Threm Briefe vermisst — Ihr Urtheil iiber
meinen Beweis, dass die Summe der Winkel in einem geradlinigen Dreiecke
nur um eine Grosse, die kleiner als jede gegebene ist, von 180° verschieden
sei. Sie konnen leicht denken, dass mir Ihr Urtheil sehr wichtig ist, da Sie
jede Schwiche eines Beweises so leicht entdecken. Ausser Ihnen, meinem Ge-
hiilfen, und Professor HANSEN vom Seeberg habe ich noch niemandem etwas
mitgetheilt. Keiner von uns kann einen Paralogismus entdecken.
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Sollte jemand den Satz, dass man die Winkelpunkte eines endlichen Drei-
ecks als coincidirende Mittelpunkte eines Kreises von unendlichem (brevitatis
causa unendlich genannt) Halbmesser betrachten konne, eines Beweises be-
diirfend halten, obgleich ich diess nicht glaube, so ldsst sich dieser Beweis
strenge fiihren.

Mir scheint, wenn zwei Punkte eine endliche Entfernung von einander ha-
ben, so wird diese Entfernung in Bezug auf eine unendliche Linie = 0 zu
setzen sein, sie coincidiren mithin in Bezug auf diese unendliche Linie be-
trachtet. . . ... .. }

GAUSS an SCHUMACHER. Goéttingen, 12. Juli 1831.

....... Was die Parallellinien betrifft, so wiirde ich Thnen mein Urtheil
sehr gern schon auf Thren ersten Brief geschrieben haben, wenn ich nicht héitte
voraussetzen miissen, dass Thnen mit demselben ohne vollsténdige Entwicke-
lungen wenig gedient sein wiirde. Zu solchen vollstdndigen Entwickelungen,
wenn sie wahrhaft tiberzeugend sein sollen, wiirden aber vielleicht Bogenlange
Auseinandersetzungen in Erwiederung auf das, was Sie in wenigen Zeilen im
Grunde nur angedeutet haben, nothig sein, zu welchen Auseinandersetzun-
gen mir aber gegenwértig die erforderliche Geistesheiterkeit fehlt. Um IThnen
jedoch meinen guten Willen zu bethétigen, will ich folgendes hersetzen.

Die eigentliche Pointe richten Sie sogleich auf jedes Dreieck; allein Sie wiir-
den im Grunde Ihr nemliches Rdsonnement anwenden, wenn Sie das Geschéft
zuerst auf den einfachsten Fall anwendeten und den Satz aufstellten:

1) In jedem Dreieck, dessen eine Seite endlich, die zweite und folglich auch
die dritte hingegen unendlich ist, ist die Summe der beiden Winkel an jener
= 180°.

C
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Beweis nach Threr Manier:

Der Kreisbogen C'D ist eben so gut das Mass des Winkels CAD als CBD,
weil bei einem Kreise von unendlichem Halbmesser eine endliche Verriickung
des Mittelpunkts fiir 0 zu achten ist. Also

CAD = CBD, CAD + CBA = CBD + CBA = 180°.

Das Ubrige ergibt sich dann leicht von selbst. Es ist nemlich
nach diesem Lehrsatze
a+p+6=180°
180° = +4
v +e = 180°.
Also addendo

a+ B+~ =180°

Was nun aber Thren Beweis fiir 1) betrifft, so protestire ich zuvorderst ge-
gen den Gebrauch einer unendlichen Grosse als einer Vollendeten, welcher
in der Mathematik niemals erlaubt ist. Das Unendliche ist nur eine fagon de
parler, indem man eigentlich von Grenzen spricht, denen gewisse Verhéltnisse
so nahe kommen als man will, wihrend andern ohne Einschrankung zu wach-
sen verstattet ist. In diesem Sinne enthélt die Nicht-Euklidische Geometrie
durchaus nichts widersprechendes, wenn gleich diejenigen|, die sie kennen ler-
nen,| viele Ergebnisse derselben anfangs fiir paradox halten miissen, was aber
flir widersprechend zu halten nur eine Selbsttduschung sein wiirde, hervor-
gebracht von der frithen Gewdhnung, die Euklidische Geometrie fiir streng
wahr zu halten.

In der Nicht-Euklidischen Geometrie gibt es gar keine &hnlichen Figuren
ohne Gleichheit, z. B. die Winkel eines gleichseitigen Dreiecks sind nicht bloss
von %R, sondern auch [bei verschiedenem Dreiecken] nach Massgabe der Gro-
sse der Seiten unter sich verschieden und konnen, wenn die Seite iiber alle
Grenzen wéchst, so klein werden, wie man will. Es ist daher schon an sich
widersprechend, ein solches Dreieck durch ein kleineres zeichnen zu wollen,
man kann es im Grunde nur bezeichnen:
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Die Bezeichnung des unendlichen Dreiecks in diesem Sinne wéare am Ende:

In der Euklidischen Geometrie gibt es nichts absolut grosses, wohl aber in
der Nicht-Euklidischen, diess ist gerade ihr wesentlicher Charakter, und die-
jenigen, die diess nicht zugeben, setzen eo ipso schon die ganze Euklidische
Geometrie; aber, wie gesagt, nach meiner Uberzeugung ist diess blosse Selbst-
tduschung.

Fiir den fraglichen Fall ist nun durchaus nichts widersprechendes darin,
dass, wenn die Punkte A, B und die Richtung AC' gegeben sind, wihrend C
ohne Beschrankung wachsen kann, dass dann, obgleich so DBC' dem DAC
immer ndher kommt, doch der Unterschied nie unter eine gewisse endliche
Differenz heruntergebracht werden konne.

C
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Ihr Hineinziehen des Bogens C'D macht allerdings den Schluss um vieles
captioser, allein wenn man, was Sie nur angedeutet haben, klar entwickeln
will, so miisste es so lauten:

Es ist

cD  CD
ECD " E'CD’

CAB:CBD =

und indem AC' ins Unendliche wachst, kommen CD und CD’ einerseits und
ECD, E'CD’ andererseits der Wahrheit immer néher.

Beides ist in der Nicht-Euklidischen Geometrie nicht wahr, wenn man dar-
unter versteht, dass ihre geometrischen Verhéltnisse der Gleichheit so nahe
kommen wie man will. In der That ist in der Nicht-Euklidischen Geometrie
der halbe Umfang eines Kreises, dessen Halbmesser = r:

= %71’]{(6% — 6_%),

wo k eine Constante ist, von der wir durch Erfahrung wissen, dass sie gegen
alles durch uns messbare ungeheuer gross sein muss. In Euklids Geometrie
wird sie unendlich.

In der Bildersprache des Unendlichen wiirde man also sagen miissen, dass
die Peripherien zweier unendlichen Kreise, deren Halbmesser um eine endliche
Grosse verschieden sind, selbst um eine Grosse verschieden sind, die zu ihnen
ein endliches Verhéltniss hat.

Hierin ist aber nichts widersprechendes, wenn der endliche Mensch sich
nicht vermisst, etwas Unendliches als etwas Gegebenes und von ihm mit seiner
gewohnten Anschauung zu Umspannendes betrachten zu wollen.

Sie sehen, dass hier in der That der Fragepunkt unmittelbar an die Meta-
physik streift.
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[SCHUMACHER an GAUSS. Altona, 19. Juli 1851.]

{ Meinen herzlichsten Dank statte ich Thnen, mein theuerster Freund, fiir
Thren letzten Brief ab. Ich kann nicht sagen, dass er mich schon tiberzeugt
hétte. Ich glaube die unendliche Grésse nicht als geschlossen gebraucht zu ha-
ben. Mir scheint, man kann zeigen, dass mit dem Wachsen des Halbmessers
die Differenz der Winkelpunkte des Dreiecks immer mehr verschwindet, und
sich der Grenze des Zusammenfallens, so viel man immer will, ndhert. Sagt
man also, der Kiirze halber, sie fallen fiir einen unendlichen Radius wirklich
zusammen, so wird diess eben so wie gewohnlich verstanden, und es folgt
daraus, dass, in Bezug auf die Peripherie, die von den geraden Linien inter-
captirten Bogen, sich ohne Grenze dem Masse der Winkel ndhern. Indessen
gebe ich gern zu, dass ich mich tdusche, und werde theils selbst die Sache
reiflicher durchdenken, theils und vorziiglich den Augenblick erwarten, wo
miindliche Belehrung von Ihrer Seite moglich wird. Warum man bei Linien
nicht, wie bei allgemeinen Groéssen, Schliisse brauchen soll, die sich auf ohne
Ende wachsende Linien griinden, sehe ich nicht ein, vorausgesetzt, dass man
die Grenzen bestimmen kann, denen man sich dabei, so weit man will, ndhert.
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[JOHANN BOLYAIS APPENDIX.]

GAUSS AN GERLING. GOTTINGEN, 14. FEBRUAR 1832.

....... Noch bemerke ich, dass ich dieser Tage eine kleine Schrift aus Un-
garn iiber die Nicht-Euklidische Geometrie erhalten habe, worin ich alle mei-
ne eigenen Ideen und Resultate wiederfinde, mit grosser Eleganz entwickelt,
obwohl in einer fiir jemand, dem die Sache fremd ist, wegen der Concentrirung
etwas schwer zu folgenden Form. Der Verfasser ist ein sehr junger oésterrei-
chischer Officier, Sohn eines Jugendfreundes von mir, mit dem ich 1798 mich
oft iiber die Sache unterhalten hatte, wiewohl damals meine Ideen noch viel
weiter von der Ausbildung und Reife entfernt waren, die sie durch das eigene
Nachdenken dieses jungen Mannes erhalten haben. Ich halte diesen jungen
Geometer v. BOLYAI fiir ein Genie erster Grosse. . . . . ..

GAUss AN WOLFGANG VON BoLyAl. GOTTINGEN, 6. MARz 1832.

....... Jetzt Einiges iiber die Arbeit Deines Sohnes.

Wenn ich damit anfange, »dass ich solche nicht loben darf«: so wirst Du
wohl einen Augenblick stutzen: aber ich kann nicht anders; sie loben hiesse
mich selbst loben: denn der ganze Inhalt der Schrift, der Weg, den Dein Sohn
eingeschlagen hat, und die Resultate, zu denen er gefiihrt ist, kommen fast
durchgehends mit meinen eigenen, zum Theile schon seit 30—35 Jahren ange-
stellten Meditationen iiberein. In der That bin ich dadurch auf das Ausserste
iiberrascht. Mein Vorsatz war, von meiner eigenen Arbeit, von der {ibrigens
bis jetzt wenig zu Papier gebracht war, bei meinen Lebzeiten gar nichts be-
kannt werden zu lassen. Die meisten Menschen haben gar nicht den rechten
Sinn fiir das, worauf es dabei ankommt, und ich habe nur wenige Menschen
gefunden, die das, was ich ihnen mittheilte, mit besonderm Interesse aufnah-
men. Um das zu kénnen, muss man erst recht lebendig gefithlt haben, was
eigentlich fehlt, und dartiber sind die meisten Menschen ganz unklar. Dage-
gen war meine Absicht, mit der Zeit alles so zu Papier zu bringen, dass es
wenigstens mit mir dereinst nicht unterginge.

Sehr bin ich also Gberrascht, dass diese Bemiihung mir nun erspart werden
kann und hochst erfreulich ist es mir, dass gerade der Sohn meines alten
Freundes es ist, der mir auf eine so merkwiirdige Art zuvorgekommen ist.

Sehr prégnant und abkiirzend finde ich die Bezeichnungen: doch glaube
ich, dass es gut sein wird, fiir manche Hauptbegriffe nicht bloss Zeichen oder
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Buchstaben, sondern bestimmte Namen festzusetzen, und ich habe bereits
vor langer Zeit an Einige solcher Namen gedacht. So lange man die Sache nur
in unmittelbarer Anschauung durchdenkt, braucht man keine Namen oder
Zeichen; die werden erst nothig, wenn man sich mit Andern verstandigen will.
So kénnte z. B. die Fliche, die Dein Sohn F nennt, eine Parasphére, die Linie
L ein Paracykel genannt werden: es ist im Grunde Kugelfliche, oder Kreisli-
nie von unendlichem Radius. Hypercykel kénnte der Complexus aller Punkte
heissen, die von einer Geraden, mit der sie in Einer Ebene liegen, gleiche
Distanz haben; eben so Hypersphére. Doch das sind alles nur unbedeutende
Nebensachen: die Hauptsache ist der Stoff, nicht die Form.

In manchem Theile der Untersuchung habe ich etwas andere Wege einge-
schlagen: als ein Specimen fiige ich einen rein geometrischen Beweis (in den
Hauptziigen) von dem Lehrsatze bei, dass die Differenz der Summe der Win-
kel eines Dreiecks von 180° dem Flicheninhalte des Dreiecks proportional
ist.

I. Der Complexus dreier Geraden ab, cd, ef, die so beschaffen sind, dass
ab ||| dec, cd ||| fe, ef ||| ba, bildet eine Figur, die ich 7" nenne. Es lasst sich

beweisen, dass solche immer in einem Planum liege.

bnc

d

o

S

I1. Derjenige Theil des Planums, welcher zwischen”) den drei Geraden ab, cd,
ef liegt, hat eine bestimmte endliche Area: sie heisse t.

*) Bei einer vollstandigen Durchfiihrung mussen solche Worte, wie »zwischen«, auch erst
auf klare Begriffe gebracht werden, was sehr gut angeht, was ich aber nirgends geleistet finde.
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III. Indem zwei Geraden ab, ac sich in a unter dem Winkel ¢ schneiden,
moge eine dritte Gerade de so beschaffen sein, dass ab /] ed, ac [|| de: es
liegt dann auch de mit ab und ac in Einem Planum, und die Area der Flache
zwischen diesen Geraden ist endlich, und nur von dem Winkel ¢ abhéngig;
offenbar bilden in S de und bac nur Eine gerade Linie, wenn ¢ = 180V ist,
und folglich verschwindet der Werth jener Area mit 180" — ¢: man setze also
allgemein die Area = f(180" — ¢), wo f ein Functionalzeichen bezeichnet.

a

12

Cc

d

Den Beweis gibt die Figur, wo bac = ¢, bad = 180" — ¢, ac ||| fe, ef ||| ab
ab ||| hg, ad ||| gh, und wo der Fliacheninhalt roth eingeschrieben ist.

62



V. Lehrsatz. Es ist allgemein fo + fib + f(180° — p — ) = ¢.
Der Beweis erhellt leicht aus der Figur, wo die drei Flachentheile 1, 2, 3

die Werthe haben

1=f(180° — o — ),
2= fo,
3=fv
und ihre Summe = ¢ wird.
2
80° — ¢

VI. Corollarium. Es ist also

fo+ f=t— f(180° — o — 1)
= fp+1),

woraus leicht folgt, dass
fﬁ = Constans,
¥

und zwar ,

ist.
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VII. Lehrsatz. Der Fldcheninhalt eines Dreiecks, dessen Winkel A, B, C
sind, ist
_180°—(A+B+0)

X t.
1800
Den Beweis gibt die Figur. Es ist nemlich
der Inhalt o= fA = i t
ST 1800
B
B=fB= 1300 t,
C
p = — t
v=10=1gp b
t=a+B+v+Z
A+B+C
=———‘t+ 7.
1800 +

Ich habe hier bloss die Grundziige des Beweises angeben wollen, ohne alle
Feile oder Politur, die ich ihm zu geben jetzt keine Zeit habe. Es steht Dir
frei, es Deinem Sohne mitzutheilen: jedenfalls bitte ich Dich, ihn herzlich von
mir zu griissen und ihm meine besondere Hochachtung zu versichern; fordere
ihn aber doch zugleich auf, sich mit der Aufgabe zu beschéftigen:

»Den Kubikinhalt des Tetraeders (von vier Ebenen begrenzten Raumes)
zu bestimmen«.

Da der Flidcheninhalt eines Dreiecks sich so einfach angeben lésst: so hét-
te man erwarten sollen, dass es auch fiir diesen Kubikinhalt einen eben so
einfachen Ausdruck geben werde: aber diese Erwartung wird, wie es scheint,
getduscht.

Um die Geometrie vom Anfange an ordentlich zu behandeln, ist es unerlass-
lich, die Moglichkeit eines Planums zu beweisen; die gew6hnliche Definition
enthalt zu viel, und implicirt eigentlich subreptive schon ein Theorem. Man
muss sich wundern, dass alle Schriftsteller von Euklid bis auf die neuesten
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Zeiten so nachléssig dabei zu Werk gegangen sind: allein diese Schwierigkeit
ist von durchaus verschiedener [Natur| mit der Schwierigkeit zwischen 3 und
S zu entscheiden, und jene ist nicht gar schwer zu heben. Wahrscheinlich finde
ich mich auch schon durch Dein Buch hieriiber befriedigt.

Gerade in der Unmoglichkeit, zwischen ¥ und S a priori zu entscheiden,
liegt der klarste Beweis, dass Kant Unrecht hatte zu behaupten, der Raum
sei nur Form unserer Anschauung. Einen andern ebenso starken Grund habe
ich in einem kleinen Aufsatze angedeutet, der in den Gottingischen Gelehrten
Anzeigen 1831 steht Stiick 64, pag. 625. Vielleicht wird es Dich nicht gereuen,
wenn Du Dich bemiihest Dir diesen Band der G.G.A. zu verschaffen (was
jeder Buchhéndler in Wien oder Ofen leicht bewirken kann), da darin unter
andern auch die Quintessenz meiner Ansicht von den imagindren Grossen auf
ein Paar Seiten dargelegt ist. . .. .. ..

BEMERKUNGEN.

Bereits im Juni 1831 hatte WOLFGANG BOLYAI das » Werkchen« seines Sohnes JO-
HANN an GAUSS abgeschickt, es war jedoch wegen der Choleraepidemie nicht an die-
sen gelangt (Briefe von BOLYAI an GAUSS vom 20. Juni 1831 und 16. Januar 1832).
Der Titel des Exemplares, das sich in GAUSS’ Nachlass befindet, ist von WOLFGANG
BoOLYAT eigenhéndig geschrieben und lautet:

Appendix prima.

Scientia Spatii, a veritate aut falsitate Axiomatis XI™ Euclidei (a priori haud unquam
decidenda) independens: atque ad casum falsitatis quadratura circuli geometrica.

Auctore, Auctoris filio JOHANNE BOLYAI, de eadem, Geometrarum in Exercitu
Caesareo Regio Austriaco Castrensium Locumtenente Primario.

De eadem bedeutet: de Bolya; Bolya war das in der Ndhe von Maros Vasarhely
gelegene Stammgut der Familie Bolyai (vergl. auch S. 235, Z. 18 und Fussnote).

Die nur 26 Seiten lange klassische Abhandlung JOHANN BOLYAIS erschien als
Anhang zu dem ersten Bande des Werkes seines Vaters:

Tentamen juventutem studiosam in elementa matheseos purae, elementaris ac
sublimioris, methodo intuitiva, evidentiaque huic propria, introducendi. Maros Va-
sarhelyini 1832.
und fithrt daselbst einen etwas abweichenden Titel (vergl. den Brief von GAUSS an
GERLING vom 4. Februar 1844 S. 235 dieses Bandes).

Zur Erlduterung sei noch bemerkt, dass JOHANN BOLYAI das Zeichen [/ fir
parallel (im Sinne der Nicht-Euklidischen Geometrie) anwendet und dass er mit ¥ das
System der Euklidischen, mit S das System seiner absoluten Geometrie bezeichnet.

Das Original des Briefes von GAUSS vom 6. Mérz 1832, das WOLFGANG seinem
Sohne JOHANN geschenkt hatte, ist verloren gegangen. In GAUSS’ Nachlass befindet
sich nur eine von JOHANN angefertigte Abschrift, die dessen Vater am 26. August
1856 an SARTORIUS VON WALTERSHAUSEN geschickt und dieser dem GAUSS’schen
Nachlass einverleibt hat.

Die Abschrift hat S. 222 Z. 18—19 wo folglich statt und folglich, S. 224 Z. 18
in S statt X und S. Da GAUSS haufig als Abkiirzung fiir und ein undeutliches u0
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schreibt, so ist ein Irrthum des Abschreibers sehr wahrscheinlich. Die unterstrichenen
Zeichen fo und f(180° — ¢) auf S. 222, 1, 2, 3, a, 8, 7, A, B, C auf S. 223 waren
im Originale mit rother Tinte geschrieben und sind in der Abschrift mit Bleistift
wiedergegeben.

STACKEL.
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ZUR ASTRALGEOMETRIE.

L]

Die Hauptmomente des Beweises, dass die Summe der Dreieckswinkel von
180" um eine dem Flicheninhalt proportionale Differenz verschieden ist, be-
ruhen auf Folgendem:

180° — A

1 2

/——\//’“"‘\

Inhalt des unendlichen Dreiecks 1 =T
Inhalt des unendlichen Dreiecks 2 = pA.

Dann ist
1. pA+o(180° — A) =T,

2. @B+ ¢pC+¢(180° —B—-C) =T,

beides durch Construction.
Also wenn man A = B + C setzt:

3. oB+¢C=p(B+0),
mithin ¢t = at, wo a ein constanter Factor und

a.180° = T.
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Sind nun ferner A, B, C' die drei Winkel eines Dreiecks, dessen Inhalt = @,
so ist durch Construction

T=Q+pA+¢pB+¢C
—Q+a(A+B+0),

woraus das zu Beweisende sogleich von selbst folgt.
[IL.]

Die Construction fir 2 ist:
1=180"—-B
2=180°-C
3=180" - {180° — (B + C)}.

Man kann aber den Satz 3 mit Einem Schlage durch folgende Construction

=
V.
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Hier ist 2 = 3 + 4, weil beides Asymptotenrdume auf gleichen Winkeln, also
(1+2)=(143)+(4).

Aber 142 ist ein Asymptotenraum zu 180° — m

1+3 zu 180° — (m + n)
4 zu 1800 — p =n,
woraus
f(180° —m) = f(180° —m —n) + fn
folgt.

[111.]
CUBIRUNG DER TETRAEDER.

Im Tetraeder 1234 sind die Seitenflichen 124 gegen 134 senkrecht. Der Inhalt
= A.

OA = —24.0341,

in so fern die Winkel an 3 constant sind, wo also

tgi.24)>
aacotg3412—66(gZ ) =1

7

und
a = cotg43l

B = cotg 234.
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BEMERKUNGEN.

Die Notizen [I] und [III] stehen in einem Handbuche unmittelbar hinter einander und
sind hochst wahrscheinlich niedergeschrieben worden, als GAUSS den Seite 221—224
dieses Bandes abgedruckten Brief an BOLYAI concipirte, also im Mérz 1832; die Notiz
[IT] stammt aus spéterer Zeit; sie ist in demselben Handbuche verzeichnet.

Wihrend die Notizen [I] und [II] keiner Erlduterung bediirfen, ist das bei der
Notiz [III] um so mehr erforderlich, als bei der Formel fiir OA der Factor % fehlt.

GAUSS denkt sich ein Tetraeder 1234 in der Weise construirt, dass die Seitenfla-
chen 124 und 134 auf einander senkrecht stehen und dass auch die Kanten 13 und 24
die Schnittlinie 14 dieser beiden Seitenflichen auf rechtem Winkel treffen. Alsdann
steht 24 auf 14 und 34, 13 auf 12 und 14 senkrecht, und das Tetraeder hat vier
rechtwinklige Dreiecke zu Seitenflachen:

123, 134, 412, 423,

wo der Eckpunkt mit einem rechten Winkel stets an erster Stelle vermerkt ist.
In dem rechtwinkligen Dreieck 134 ist:

cos(i.34) = cot(431). cot(341),
in dem rechtwinkligen Dreieck 423:
sin(i.34) = cot(234). tg(i.24),

woraus durch Elimination der den beiden Dreiecken gemeinsamen Seite 34 die Rela-
tion hervorgeht:

)

tei.24\ >
gi )_1
1

cot(431)2. cot(341)? — cot(234). (

oder wenn man
cot(431) = «, cot(234) = 8

setzt:

. 2
o? cot(341)% — 2 (tg2224> =1.

Das Tetraeder 1234, dessen Volumen A heisse, mége nunmehr dadurch einen unend-
lich kleinen Volumenzuwachs 1241'2'4’ = 9A erfahren, dass man die Kante 31 um
das unendlich kleine Stiick 11’ = d(13) verlangert und durch 1’ senkrecht zu 31’ die
Ebene 12’4’ legt, die die Kanten 32 und 34 beziehungsweise in 2’ und 4’ schneidet.
Die Winkel an der Ecke 3, also auch die Grossen o und 3, bleiben hierbei unverdndert.
Der Winkel (341) geht in den Winkel

(34'1") = (341) + d(341)

iiber, und zwar wird, wie die Betrachtung des Vierecks 11’4’4 mit der unendlich
kleinen Grundlinie 11’ = d(13) und rechten Winkeln bei 1 und 1’ sofort erkennen
lasst: i1

d(341) = —%.d(li&).
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Der Volumenzuwachs 1241'2'4" = QA wird seitlich von den Dreiecken 124 und 12’4
begrenzt, deren Ebenen beide auf 11’ senkrecht stehen, mithin ist (vergl. S. 233 dieses
Bandes):
in(i.14
OA = 1d(13).(24). 50014
i

folglich
OA = —1(24)d(341),

und das ist, abgesehen von dem Factor %, die GAUSS’sche Formel. Setzt man also
(4) =z, (341) =,

so ergibt sich fiir das Volumen des Tetraeders 1234 der Ausdruck

d
dabei hat man d—so vermoge der Gleichung
i

tgiz) >
a? cos p? — 2 (g’ ) =1
i

zu berechnen.

STACKEL.
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[LUBSENS PARALLELENTHEORIE .|
[SCHUMACHER an GAUSS. Altona, 31. December 1835.]

{ LUBSEN quilt mich sehr mit seiner Parallelentheorie (wahr-
scheinlich tritt die Nemesis hier ein, um mir meine eigenen Versuche zu ver-
gelten). Ich lege Thnen seinen Beweis bei. Ich habe ihm vergebens bemerkt,
dass das Schieben der Linien besser am Parallellineal, als in der Theorie
auszufiihren sei; er bleibt doch bei seiner Uberzeugung, den geometrischen
Beweis gefunden zu haben. Vielleicht wére es gut, da er sonst doch ein ge-
scheuter und bescheidener Mann ist, wenn Sie ihn mit ein Paar Worten aus
dem Irrthum rissen. Es muss wohl daran liegen, dass ich ihm seinen Irrthum
nicht so deutlich vorstellen kann, wie ich ihn selbst erkenne. . . .. .. }

GAUSS an SCHUMACHER. Gottingen, 2. Januar 1836.

........ Die Pointe des Fehlers von Hrn. LUBSEN besteht darin, dass
Euklids Geometrie falsch sein kann, ohne dass es in seiner Construction bei
der parallelen Fortbewegung von GK nach AB einen letzten Punkt N in
ED

zu geben braucht, der beiden gemein ist, eben so wenig wie es in der Hyperbel
einen solchen letzten Punkt gibt, den sie mit GK gemein hat, wenn GK und
AB beide mit der zwischen ihnen liegenden Asymptote [PQ] parallel sind.
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[VOLUMENBESTIMMUNGEN
IN DER NICHTEUKLIDISCHEN GEOMETRIE. ]
[1]

Gauss an ENCKE. Gottingen, 1. Februar 1841.

...... Ich fange an, das Russische mit einiger Fertigkeit zu lesen, und fin-
de dabei viel Vergniigen. Hr. KNORRE hat mir eine kleine in russischer Sprache
geschriebene Abhandlung von LOBATSCHEWSKY (in Kasan) geschickt und da-
durch so wie durch eine kleine Schrift in deutscher Sprache tiber Parallellinien
(wovon eine hochst alberne Anzeige in GERSDORFS Repertorium steht) bin
ich recht begierig geworden, mehr von diesem scharfsinnigen Mathematiker
zu lesen. Wie mir KNORRE sagte, enthalten die (in russischer Sprache ge-
schriebenen) Abhandlungen der Universitidt Kasan eine Menge Aufsitze von

ihm. . ..

2]
ASTRALGEOMETRIE.
A
B D C

Aa, Bb, Cc normal gegen die Ebene, worin das Dreieck ABC. Durch a, b,
c eine zweite Ebene.
Aa kleinster Abstand der beiden Ebenen, und selbst unendlich klein. AD
normal gegen BC.
Dann ist:
Volumen ABCabc = % Aa - BC - Sl Z,AD.

1

Noch zierlicher: Inhalt der Pyramide ABCD |, bei welcher der Winkel
ABC = 90° und ein] unendlich kleiner diedrischer Winkel an AB = 6.

A

AB =z,
AC =r.
Volumen = %(ar —rcosyp).0. BTttt TmmmsT e ‘D
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BEMERKUNGEN.

Die in dem Briefe an ENCKE erwdhnte Abhandlung in russischer Sprache ist
hochst wahrscheinlich die im ersten Hefte des Jahrganges 1836 der Kasaner Gelehrten
Schriften erschienene Arbeit: IIpumbHenie BooOpaxkaemoii TeoMeTpin Kb HEKOTOPBIMB
unaTerparamd (Anwendung der imagindren Geometrie auf einige Integrale), von der
sich ein mit eigenem Titelblatte versehener Sonderabdruck in GAuUsS’ Nachlass be-
findet; einzelne Randbemerkungen sowie ein darin liegender Zettel, der die Notiz [2]
enthilt, zeigen, dass GAUSS in dieser Arbeit wirklich gelesen hat.

Die kleine Schrift in deutscher Sprache sind die Geometrischen Untersuchungen
zur Theorie der Parallellinien, Berlin 1840, die in GERSDORFS Repertorium der
gesammten deutschen Literatur, Jahrgang 1840, Bd. 3, S. 147 besprochen wurden;
durch diese Anzeige scheint GAUSs darauf aufmerksam geworden zu sein.

Statt KNORRE muss es hochst wahrscheinlich KNORR heissen, denn der mit Lo-
BATSCHEFSKIJ engbefreundete Physiker ERNST KNORR war von 1832 bis 1846 Pro-
fessor in Kasan und hat im Jahre 1840 eine ldngere Reise nach Westeuropa gemacht,
wahrend der Astronom K. F. KNORRE in Nikolajew keine Beziehungen zu LOBATS-
CHEFSKIJ hatte und vor 1841 nur einmal in Deutschland gewesen ist, ohne jedoch
GAUsS in Gottingen anzutreffen.

Eine einfache Herleitung der Formel fiir das Element dP einer Pyramide hatte
LOBATSCHEFSKIJ im Jahre 1830 in der Abhandlung: O nauanaxs reomerpiu (Uber die
Anfangsgriinde der Geometrie) (Gl. 62) gegeben. Er schreibt:

dP = 1 dy (rcosp — h).

In der That ist in der Nicht-Euklidischen Geometrie 7 cos ¢ grosser als h oder x.
Dagegen findet sich bei ihm die Formel fiir das Volumen A BCabc nicht ausdriicklich
hervorgehoben, in deren Besitz GAUSS schon im Jahre 1832 gewesen zu sein scheint
(vgl. S. 229 dieses Bandes). Sie ldsst sich auch so aussprechen, dass das Volumen
ABCabc gleich dem halben Produkt aus der Grundlinie BC' und dem Inhalt des
unendlich kleinen Vierecks ADda ist.

STACKEL.
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[BOLYAI UND LOBATSCHEWSKY .|
[GERLING an GAUSS. Marburg, 18.-21. December 1843.]

{- . .. Ein Paar Ungarsche Stipendiaten aus Maros Vasarhely brach-
ten ein Prasentations-Schreiben von dortiger Universitét, was mir auffiel, weil
ich unter den tibrigen Unterschriften auch den Namen WOLFGANGUS BOLYAI
fand. Sie tibergaben mir nun in diesen Tagen auch einen Privat-Brief von ei-
nem andern dortigen Professor, der frither mein Zuhorer gewesen, und diese
Gelegenheit benutzte ich, um zur Mittheilung an Sie mich nach W. B. zu
erkundigen. Sie schildern ihn als einen ziemlich wohlbeleibten riistigen und
freundlichen Greis, der in der Mitte seiner Gérten ein heiteres Alter zu verle-
ben scheine. Seine Wirksamkeit als akademischer Lehrer sei ununterbrochen,
aber nur dadurch gehemmt, dass es den meisten Zuhorern zu schwer falle ihm
zu folgen. Sein Sohn (von welchem Sie mir mittheilten, dass er ein gutes Buch
geschrieben) sei als erst 32jahriger Officier als Rittmeister pensionirt worden,
und lebe, wenn ich recht verstanden habe, bei seinem Vater. — Muthmasslich
hat er mit mathematischen Ketzereien also Anstoss erregt. — Jener ehema-
lige Zuhorer hatte mir damals versprochen, Anstalt zu machen, dass ich die
Biicher von Vater und Sohn (denn auch vom Vater habe ich einmal ein Buch
bei Thnen gesehen, was Sie interessant nannten) hierher bekdme. Er scheint
diess aber in Gnaden vergessen zu haben, denn sein Brief enthélt kein Wort
davon. Auch kann ich nirgends (selbst in Berlin nicht) die Titel mir ausfor-
schen. — Da nun die jetzt neu angekommenen jungen Leute sich erbieten, fiir
die Sache zu sorgen; so mochte ich Sie wohl bitten, mir diese Titel gelegentlich
aufschreiben zu lassen. . . . .. .. }

GAUSs an GERLING. Go6ttingen, 4. Februar 1844.

........ So ist es zugegangen, dass ich vergessen habe, einen andern
Punkt Ihres Briefes zu beantworten, an den ich eben heute durch eine ganz
zuféllige Veranlassung wieder erinnert bin.

Der Titel des Buchs meines alten Universitatsfreundes VARKAS (i. e. Wolf-
gang) von BOLYAI, Vater, ist wortlich folgender:

Tentamen juventutem studiosam in elementa matheseos purae, elementa-
ris ac sublimioris, methodo intuitiva, evidentidque huic propria, introducendi
cum Appendice triplici. Auctore Professore Matheseos et Physices Chemi-
aeque Publ. Ordinario. Tomus primus. Mar[o]s Vasarhelyini 1832. Typis Col-
legii Reformatorum per Josephum, et Simeonem Kali de felsé Vist. LXVI u.
502 Seiten 8'°. Tomus secundus 1833. XVI u. 400 S., viele Kupfertafeln. Den
Namen des Verfassers finde ich nicht angegeben.

Die eine, beim ersten Bande befindliche Appendix hat den Titel:

Appendix scientiam spatii absolute veram exhibens: a veritate aut falsita-
te Axiomatis XI Euclidei (a priori haud unquam decidenda) independentem;
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adjecta ad casum falsitatis, quadratura circuli geometrica. Auctore JOHAN-
NE BOLYAI de eadem”), Geometrarum in exercitu Caesareo Regio Austriaco
Castrensium Capitaneo.

Diese Appendix ist besonders paginirt (p. 1-—26); da aber auf der Titelsei-
te weder Ort noch Jahr angegeben ist, so prasumire ich, dass diese Schrift,
welche gerade die in Rede stehende ist, nicht fiir sich, sondern nur als
Anhang des Werkes des Vaters ins Publicum gekommen ist.

Ubrigens hat in den letzten Decennien ein Russe (LOBATSCHEWSKY,
Staatsrath und Professor in Kasan) einen dhnlichen Weg eingeschlagen. Er
nennt die Nicht-Euklidische die imagindre Geometrie (wie Ihr ehemaliger
Kollege [SCHWEIKART] Astralgeometrie) und hat dariiber in russischer
Sprache viele sehr ausgedehnte Abhandlungen gegeben (meistens in den
3amncku Kasanckaro Yuausepcurera, Memoiren der Kasanschen Universitit),
zum Theil auch in besondern Brochuren, die ich, glaube ich, alle besitze,
aber ihre genaue Lecture noch verschoben habe, bis ich mich einmal mit
Musse wieder in dieses Fach werfen kann, und das Lesen russischer Biicher
mir noch gelaufiger ist als jetzt. Irre ich nicht, so ist auch ein Aufsatz des p.
LOBATSCHEWSKY, vielleicht eine Ubersetzung aus den 3anucku, in CRELLES
Journal, was ich aber in diesem Augenblick nicht nachsehen kann. . . ... ..

GAUSS an GERLING. Gottingen, 8. Februar 1844.

Es wird Thnen, mein theuerster Freund, vielleicht nicht unlieb sein, wenn
ich zu den literarischen Notizen, welche ich in meinem letzten Briefe mittheil-
te, noch eine oder die andere hinzufiige: in die Sache selbst kann ich freilich
jetzt nicht tiefer eingehen.

LOBATSCHEWSKYS Aufsatz in CRELLES Journal steht Band 17 pag. 295
ff. Ich finde, dass derselbe nur eine freie Ubersetzung des russischen Aufsat-
zes [BooOpaxaemast reomerpist] im Jahrgang 1835 der Gelehrten Schriften der
Kasanschen Universitat ist, wo man eben da auch anstossen wird, wo diess
in dem deutschen Aufsatze der Fall ist. In diesem stossen Sie an S. 296 Zeile
10 bei den Worten J’ai démontré etc., womit dem Leser, der weiter nichts
hat wie diesen Aufsatz, wenig gedient ist. Ebenso S. 303 oben J’ai prouvé
ailleurs etc., wozu man dieselbe Bemerkung machen muss. Der frithere Auf-
satz, worauf sich diess zu beziehen scheint, wird wohl derselbe sein, der in
einer Note des erwahnten russischen Aufsatzes angefiithrt wird als unter dem
Titel: Uber die Anfinge oder Principe der Geometrie stehend in Kasanckoms
Bhceraukb (Kasanschen Boten) fiir 1829 und 1830. Zugleich wird dabei be-
merkt, dass eine sehr krdnkende Kritik dieser Abhandlung in No. 41 eines
andern russischen, wie ich vermuthe in Petersburg erscheinenden, Journals

*) of that ilk, wie es gewohnlich bei WALTER SCOTT heisst. — [Vergl. auch S. 225.]
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»Sohn des Vaterlandes« Ceiap OteuectBa von 1834 stehe, wogegen LOBAT-
SCHEWSKY eine Antikritik eingeschickt habe, die aber bis Anfang 1835 nicht
aufgenommen sei.

Mit diesen literarischen Notizen ist uns nun freilich auch wenig geholfen,
da in Deutschland schwerlich ein Exemplar des Kasanschen Boten von 1829—
1830 zu finden sein mochte. Dagegen aber kann ich Thnen den Titel einer
andern Schrift nachweisen, die Sie ohne Zweifel sehr leicht durch den Buch-
handel erhalten kénnen, und die nur 4 Bogen stark ist:

» Geometrische Untersuchungen zur Theorie der Parallel-Linien
von NICOLAUS LOBATSCHEWSKY Kais. Russischem Staatsrath etc.
Berlin 1840 in der G. Finckeschen Buchhandlung.«

Ich erinnere mich, in GERSDORFS Repertorium damals eine sehr wegwer-
fende Recension dieses Buchs gelesen zu haben, die (nemlich die Recension)
iibrigens fiir jeden etwas kundigen Leser das Geprége hatte, von einem ganz
unwissenden Menschen herzuriihren. Seitdem ich Gelegenheit gehabt habe,
diese kleine Schrift selbst einzusehen, muss ich ein sehr vortheilhaftes Urt-
heil dariiber fillen. Namentlich hat sie viel mehr Concinnitdt und Précision,
als die grossern Aufsidtze des LOBATSCHEWSKY, die mehr einem verworrenen
Walde gleichen, durch den es, ohne alle Bdume erst einzeln kennen gelernt zu
haben, schwer ist, einen Durchgang und Ubersicht zu finden.

Uber die CRELLE 17 p. 303 angefiihrte experimentelle Begrenzung habe
ich aber nichts in der Schrift von 1840 gefunden und ich werde mich daher
wohl entschliessen miissen, einmal deswegen an Hrn. LOBATSCHEWSKY selbst
zu schreiben, dessen Aufnahme als Correspondent unserer Societédt ich vor
einem Jahre veranlasst habe. Vielleicht schickt er mir dann den Kasanschen
Boten. Doch wére es moglich, dass sich in den folgenden Jahrgéingen der
Kasanschen gelehrten Schriften von 1836—1838, wo auch lange Aufsétze von
LOBATSCHEWSKY stehen, etwas dariiber findet. Ich besitze diese zwar, habe
aber bisher, aus dem in meinem vorigen Briefe erwidhnten Grunde, mich bisher
nicht nédher mit ihnen bekannt gemacht.

In seinem Danksagungsschreiben wegen Aufnahme in die Societét schrieb
mir iibrigens LOBATSCHEWSKY damals, dass seine vielen administrativen Ge-
schéfte (er scheint Rector perpetuus der Universitit zu sein) ihn jetzt aus den
wissenschaftlichen Arbeiten ganz herausgebracht hétten.

Fiir heute schliesse ich mit der Bitte bald wieder mit einigen Zeilen zu
erfreuen

Thren treu ergebenen
C. F. Gauss.
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[GERLING an GAUSS. Marburg, 26. Februar 1844.]

{ .. .. Die Notiz iiber das Buch von BOLYAI habe ich bereits benutzt,
um das Buch zu verschreiben. Unsere Bibliothek hat sich, mit diesem aus-
fiihrlichen Titel ausgeriistet, unmittelbar an die Buchhéndler wenden kénnen.
Gleichzeitig ist auch das Buch von LOBATSCHEWSKY aus Berlin verschrie-
ben und so werden wir denn wohl hoffentlich nach nicht allzu langer Zeit in
den Besitz kommen. Ich wiederhole meinen herzlichen Dank fiir Ihre giitige
Bemiihung. Die russischen Abhandlungen sind mir freilich unzugénglich, da
ich selbst das Buchstabiren, was ich als Student gelernt, wieder vergessen ha-
be. Den Aufsatz in CRELLE Band 17 habe ich inzwischen auch nachgesehen
und héngt darin allerdings alles an dem j’ai démontré. — Das russische Step-
penland scheint demnach doch ein geeigneter Boden fiir diese Speculationen,
denn SCHWEIKART (jetzt in Konigsberg) ersann seine »Astral-Geometrie«,
wahrend er in Charkow war. . ... ... }

GAUSS an SCHUMACHER. Gottingen, 28. November 1846.

......... Ich habe kiirzlich Veranlassung gehabt, das Werkchen von Lo-
BATSCHEWSKY (Geometrische Untersuchungen zur Theorie der Parallellinien.
Berlin 1840, bei G. Fincke. 4 Bogen stark) wieder durchzusehen. Es enthélt
die Grundziige derjenigen Geometrie, die Statt finden miisste und strenge
consequent Statt finden kénnte, wenn die Euklidische nicht die wahre ist. Ein
gewisser SCHWEIKART ) nannte eine solche Geometrie Astralgeometrie, Lo-
BATSCHEWSKY imaginédre Geometrie. Sie wissen, dass ich schon seit 54 Jahren
(seit 1792) dieselbe Uberzeugung habe (mit einer gewissen spitern Erweite-
rung, deren ich hier nicht erwdhnen will); materiell fiir mich Neues habe ich
also im LOBATSCHEWSKYschen Werke nicht gefunden, aber die Entwickelung
ist auf anderm Wege gemacht, als ich selbst eingeschlagen habe, und zwar
von LOBATSCHEWSKY auf eine meisterhafte Art in dcht geometrischem Gei-
ste. Ich glaube Sie auf das Buch aufmerksam machen zu miissen, welches
Thnen gewiss ganz exquisiten Genuss gewahren wird. . . .. ..

*) Frither in Marburg, jetzt Professor der Jurisprudenz in Koénigsberg.
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GAuss an W. STRUVE. Gottingen, 11. December 1846.

....... Gleichermassen bin ich fiir die iibrigen Zusendungen zu dem ver-
bindlichsten Danke verpflichtet; fir die russischen Sachen von LOBATSCHEW-
SKY wahrscheinlich zunéchst Threm Herrn Sohne, gegen den ich vor einigen
Jahren bei seinem Hiersein meinen Wunsch ausgesprochen hatte; ich lasse
mich seinem freundlichen Andenken angelegentlich empfehlen. Mit meiner
russischen Sprachkenntniss werde ich wohl etwas zuriickgekommen sein, da
ich seit langer als einem Jahre nicht dazu habe kommen kdénnen, auch nur
einen russischen Buchstaben anzusehen, ich hoffe jedoch in der ersten frei-
en Zeit das Versdumte schnell nachzuholen, und werde dann der Lecture
jener interessanten Aufsitze meine besondere Aufmerksamkeit widmen. Die
kleine deutsche Schrift von LOBATSCHEWSKY besass ich schon vorher selbst.
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[CONGRUENZ UND SYMMETRIE. |

[GERLING an GAuss. Cassel, 25. Mirz 1813.]

{ ... Im Decemberheft der monatlichen Correspondenz vom vorigen
Jahr erklart Professor MOLLWEIDE den gewohnlichen Beweis fiir die Oberflé-
che der sphérischen Dreiecke fiir unstatthaft, indem dabei zwei Dreiecke als
gleich gebraucht werden, die 3 gleiche Seiten haben, aber wegen verschiedener
Lage derselben nicht congruent sein konnen, dieser Satz aber in den sphéri-
schen Trigonometrien nicht vorkommt. Ich habe von diesem Satz einen Beweis
gefunden, der mir sehr einfach zu sein scheint. Es ist folgender: Zwei solche
Dreiecke entstehen immer, wenn man die das eine bildenden Kugelradien,
jenseits des Mittelpunkts, verlangert. Legt man nun durch die Winkelpunkte
beider Dreiecke Ebenen, so erhellt sehr leicht, dass sie parallel sind, und dar-
aus folgt dann gleichfalls sehr leicht, dass sie gleich weit vom Mittelpunkte
abstehen. — Sie beschreiben also auf der Kugel congruente kleine Kreise, und
congruente Oberflichensegmente, und die Dreiecke entstehen, wenn man von
diesen congruenten Oberflichensegmenten die 3 Zweiecke abzieht, die von
gleichen Bogen der kleinen Kreise, und von den gleichen Dreiecksseiten be-
grenzt werden; diese Zweiecke sind aber congruent, wie aus der Construction
leicht erhellt, also auch die Dreiecke gleich. . . ... .. }

[GERLING an GAUSS. Marburg, 26. Februar 1844.]

{r o Seitdem ich 1813 auf die symmetrischen Dreiecke und die
Flache des sphérischen Dreiecks kam, ist mir immer das Desiderium geblieben,
dass mir eigentlich eine scharfe Definition oder ein scharfes Kriterium der
Symmetrie fehlte, im Gegensatz gegen die Congruenz. Seit vorigem Winter
bin ich nun darauf gekommen, die Sache auch im Vortrag, denn frither kam
ich schon bei anderer Gelegenheit fiir mich darauf (1834), so darzustellen:

Jedes Gebilde in der Ebene beziehen wir auf zwei Dimensionen (rechtwink-
lige Coordinaten), jedes raumliche auf drei. Denken wir nun die Coordinaten
als dem Wechsel des Zeichens unterworfen, so wird allgemein congruent, was
in zwei Dimensionen das Zeichen andert; symmetrisch aber, was in einer
oder in drei Dimensionen das Zeichen dndert. — Hieraus ergibt sich dann als
Corollar,

1) dass bei Coordinaten aus einem Punkt durch Wechsel aller radii vectores
(sit venia verbo) Symmetrie entstehen muss bei kérperlichen Constructionen,
Congruenz aber bei ebenen,
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2) dass die Symmetrie in die Congruenz iibergeht, wenn das Gebilde durch
eine gerade Linie oder durch eine Ebene in zwei symmetrische Halften theilbar
ist. —

Sie wiirden mich sehr verbinden, wenn Sie mir gelegentlich Ihr Urtheil tiber
diese Darstellungsweise mittheilten. }

GAUSS an GERLING. Gottingen, 8. April 1844.

........ Thre Bemerkungen iiber Symmetrie und Congruenz sind voll-
kommen treffend. Was noch zu desideriren wére, ist der metaphysische Grund,
warum es so ist (was bei Thnen nur als eine wahrgenommene Thatsache auf-
tritt) und damit auch die Erweiterung auf eine Geometrie von mehr als 3 Di-
mensionen, wofiir wir menschliche Wesen keine Anschauung haben, die aber
in abstracto betrachtet nicht widersprechend ist, und fiiglich h6hern Wesen
zukommen konnte. Um aber, aus dieser Hohe, wieder auf die Erde herunterzu-
kommen, so ist es schade, dass die Gleichheit der Volumina korperlicher bloss
symmetrischer, aber nicht congruenter Gebilde, sich nur durch die Exhausti-
onsmethode, und nicht eben so elementarisch demonstriren ldsst, wie meines
Wissens zuerst Sie bei der Area des sphérischen Dreiecks gezeigt haben. Thr
Beweis in etwas anderer Gestalt findet sich auch bei LOBATSCHEWSKY, ohne
dass erhellt, ob er Thren Aufsatz gekannt habe. Jedes sphérische Dreieck lésst
sich nemlich in drei gleichschenklige Dreiecke zerlegen, und diese Zerlegung
auf zwei symmetrische Dreiecke angewandt, gibt bei beiden gleiche und nur in
ungleicher Ordnung liegende Dreiecke. (Es versteht sich, dass um vollstandig
zu sein, man drei Félle unterscheiden miisste, wovon der zweite und dritte
auch so ausgesprochen werden kénnen, dass je eins der Partialdreiecke negativ
oder 0 sein kann.) . .. ... ..

[GERLING an GAUSS. Marburg, 15. April 1844.)

{Obwohl ich Thren Brief vom 8. d. M., den ich vorldufig herzlich verdanke,
eigentlich noch gar nicht beantworten kann, weil ich bis jetzt noch nicht
dazu habe kommen kénnen, ihn so zu studiren und in mich aufzunehmen, als
sein reichhaltiger Inhalt und mein Interesse fiir den Gegenstand erfordert; so
kann ich mir doch das Vergniigen nicht versagen, Thnen in Beziehung auf eine
einzelne Ausserung darin ein Paar Zeilen zu schreiben.

Sie sagen: »Es ist schade, dass die Gleichheit der Volumina korperlicher
bloss symmetrischer, aber nicht congruenter Gebilde sich nur durch die Ex-
haustionsmethode, und nicht eben so elementarisch demonstriren lasst« etc.

Erlauben Sie, dass ich Thnen hier eine solche Demonstration mittheile mit
der Bitte, mir gelegentlich Thr Urtheil dariiber zu schreiben.

81



Lehrsatz: Zwei beliebige symmetrische Polyeder sind von gleichem korper-
lichen Inhalt.

Beweis: 1. Dieselben lassen sich durch angemessen durchgelegte Ebenen
in lauter dreiseitige Pyramiden zerlegen, welche paarweise in beiden Kérpern
symmetrisch sind.

II. Um jede dreiseitige Pyramide lésst sich eine Kugel construiren, deren 4
Halbmesser, mittelst durch je zwei gelegte Ebenen, dieselbe in je 4 gleichseiti-
ge Pyramiden zerlegen. (Vorbehaltlich, dass auch negative Pyramiden dabei
sein konnen.)

III. Macht man diese Construction bei jedem Paar der ad I. erwédhnten
dreiseitigen Pyramiden, so entstehen lauter gleichseitige Pyramiden, welche
wieder paarweise symmetrisch sind.

IV. Jede gleichseitige Pyramide lasst sich mittelst eines Perpendikels von
der Spitze auf die Grundfliche und durchgelegter Ebenen in drei dreiseiti-
ge Pyramiden zerfillen, deren Grundflache ein gleichschenkliges Dreieck und
deren eine Kante, welche von der Spitze dieses gleichschenkligen Dreiecks
ausgeht, senkrecht auf der Grundflache steht.

V. Zwei Pyramiden der letztbeschriebenen Art, die in beiden Polyedern
analog liegen, sind nicht nur symmetrisch, sondern auch congruent, weil sich
jede einzelne durch eine Ebene in zwei einander symmetrische Hélften spalten
l&sst.

VI. Demnach sind beide Polyeder als die (algebraischen) Summen von lau-
ter congruenten Pyramiden zu betrachten, und haben also gleiches Volumen.
Q.E.D.

Ich muss noch hinzufiigen, dass der Beweis mir nicht ganz eigenthiimlich ist.
Ich war im Nachdenken iiber Thre Ausserung dahin gekommen, dass ich die
Theile III—V klar iibersah, fand aber anfangs Schwierigkeit, jede dreiseitige
Pyramide auf gleichseitige zu reduciren; und hétte vielleicht die Sache gehen
lassen, wenn nicht in einem Gespriach mit Dr. STEGMANN die Rede zufillig
darauf gekommen, wo dieser den gliicklichen Einfall hatte, die Kugel um
die dreiseitige [Pyramide] zu Hiilfe zu nehmen, wodurch dann der Schliissel
eigentlich gefunden war.

So viel ich sehe, ist kein Fehlschluss in dem Obigen; Sie verbinden aber
mich sehr, wenn Sie den Beweis einer scharfen Priifung unterwerfen und mir
gelegentlich Thr Urtheil dariiber schreiben. . . ... .. }

GAUSS an GERLING. Gottingen, 17. April 1844.

Die Art, wie Sie die Volumengleichheit bloss symmetrischer, nicht zugleich
congruenter, Korper beweisen, hat mir viel Vergniigen gemacht. Man konnte
den Nerv davon so hervorheben, dass man sagt,

1) dass man auf diejenigen Pyramiden aufmerksam macht, deren symme-
trische Gegenstiicke mit ihnen zugleich congruent sind, welches nemlich die-
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jenigen sind, an denen zwei Seitenfléchen zu einer dritten normal sind und in
ihren Durchschnitten mit dieser gleiche Kanten geben, und

2) dass man nachweist, wie jede Pyramide in 12 Pyramiden von der eben
bezeichneten Art zerlegt werden kann.

Ob die Beweisart neu ist, kann ich {ibrigens mit Gewissheit nicht verbiir-
gen. Sehen Sie wenigstens LEGENDRES Geometrie nach, worin versucht ist,
mehreres strenger oder einfacher als sonst geschehen, zu beweisen. Mir selbst
ist in diesem Augenblick das Buch, welches ich nicht selbst besitze, nicht zur
Hand.

Mein Bedauern muss ich nun, da jener Satz nicht mehr davon getroffen
ist, auf die andern Sétze der Stereometrie beschrinken, die annoch von der
Exhaustionsmethode abhéngig sind wie Euklid XII. 5. Vielleicht ist auch hier
noch manches zu verbessern; in diesem Augenblick habe ich nicht Zeit, dem
Gegenstande weiteres Nachdenken zu widmen. . . . . ..

[GERLING an GAUSS. Marburg, 7. Juli 1844.]

{ . .. Was zuerst die Symmetrie betrifft, wo ich im vorletzten Brief
nur die » Thatsache« angab; so scheint mir der Grund in unserer Anschau-
ung der geraden Linie und Ebene zu liegen, vermoége deren wir in der Ebene
auf einer geraden Linie nur ein Perpendikel in einem Punkt denken kénnen,
dieses aber nach beiden Seiten hin ins Unendliche verldngert, und eben so
auf der Ebene nur eins, mit zwei Seiten; so muss es also fiir a in der Ebene
einen symmetrischen Punkt o’ und fiir b ein b’ geben; und muss ab mit a’d/
zusammenfallen, wenn ich umklappe, und, im allgemeinen, nur durch Um-
klappen. Symmetrisches von Symmetrischem wird hier congruent. Kommt
nun die dritte Dimension hinzu, und liegen beiderseits ¢ und ¢’ iiber a und
a’, so fallen beim Umklappen auch ¢ und ¢’ auf verschiedene Seiten der Ebene
u.s.w. — Ich meine, auf diesem Wege liesse sich eine anschauliche Uberzeu-
gung gewinnen.

Fiir solche Gebilde, die sich mittelst einer durchgelegten Linie oder einer
durchgelegten Ebene in zwei symmetrische Hélften zerfillen lassen, wie z. B.
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das gleichschenklige Dreieck, die dreiseitige Pyramide mit gleichschenkliger
Grundfliche und in den Schenkeln gleichgeneigten Seitenflichen u.s. w., fehlt
es meines Wissens noch an einem angemessenen Kunst-Ausdruck, den ich zu
kurzer Darstellung dieser Dinge sehr desiderire.

LEGENDRES Geometrie habe ich bei der ersten Herausgabe des LORENZ
fleissig benutzt, und meines Wissens manches in der Stereometrie schérfer
dargestellt [gefunden]|, als in frithern Biichern, fir Euklid XII. 5 habe ich
aber bis jetzt noch nichts besseres gefunden, als meinen § 330, wo ich mich
von der Exhaustionsmethode nicht los machen konnte. . . . .. .. }

GAUss an GERLING. Gottingen, 14. Juli 1844.

....... Ich habe unléngst einen jungen Mathematiker, EISENSTEIN aus
Berlin, kennen gelernt, der mit einem Empfehlungsschreiben von HUMBOLDT
hierher kam. Dieser noch sehr junge Mann zeigt sehr ausgezeichnetes Talent,
und wird gewiss Grosses leisten. Ich erwihnte gegen ihn Ihrer eleganten Art,
die Gleichrdumigkeit symmetrischer Kérper zu beweisen, wogegen er behaup-
tete, dass ein dhnlicher Beweis sich schon in LEGENDRES Geometrie finde. Ich
habe diess noch nicht verificiren kénnen.

[GERLING an GAUSS. Marburg, 21. Juli 1844.]

{ ... Wegen der Bemerkung des Hrn. EISENSTEIN iiber die Volumina
symmetrischer Kérper habe ich im LEGENDRE nachgesehen. Ich selbst habe
noch die Ausgabe von 1806, hatte aber Gelegenheit, CRELLES Ubersetzung
(1844) der 12ten Auflage jetzt einzusehen; wo ich allerdings gegen 1806 in
diesen Materien einiges abgedndert finde. — LEGENDRE hat den Satz quae-
stionis aber nicht unabhéngig von der Exhaustionsmethode bewiesen. Er
geht nemlich von dem Satz aus: Pyramiden von gleicher Grundfliche und
gleicher Hohe sind gleich. — Diesen beweist er nach der Exhaustionsmethode
(im Wesentlichen jetzt ganz so wie mein LORENZ § 330, statt dass er sich
frither naher an Euklid gehalten). Nun zerlegt er die symmetrischen Polyeder
in symmetrische dreiseitige Pyramiden, und schliesst auf ihre Gleichheit ver-
moge jenes Satzes. Der Unterschied besteht also darin, dass LEGENDRE eine
weitere Zerlegung in je 12 Pyramiden, die paarweise congruent sind, nicht
ausfithrt. —

Wie ich den Satz LORENZ § 330 gelernt habe, weiss ich selbst nicht mehr.
Wenn ich ihn aber auch selbststéndig erfunden habe; so haben mir jeden-
falls Bemerkungen von PFAFF die Erfindung sehr nahe gelegt. Ich erinnere
mich namentlich, dass er mir (1809) mit Bedauern, dass man hier nicht tiefer
eindringen konne, von dem »Segnerschen Axiom« sprach.}
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GAUSS an SCHUMACHER. Gottingen, 8. Februar 1846.

....... Der Unterschied zwischen Rechts und Links lasst sich aber nicht
definiren, sondern nur vorzeigen, so dass es damit eine dhnliche Bewandtniss
hat, wie mit Siiss und Bitter. Omne simile claudicat aber; das letztere gilt
nur fiir Wesen, die Geschmacksorgane haben, das erstere aber fiir alle Geister,
denen die materielle Welt apprehensibel ist; zwei solche Geister aber konnen
sich tiber Rechts und Links nicht anders unmittelbar verstiandigen, als indem
Ein und dasselbe materielle individuelle Ding eine Briicke zwischen ihnen
schlégt, ich sage unmittelbar, da auch A sich mit Z verstdndigen kann, indem
zwischen A und B eine materielle Briicke, zwischen B und C eine andere
u. s. w. geschlagen werden, oder worden sein kann. Welche Geltung diese Sache
in der Metaphysik hat, und dass ich darin die schlagende Widerlegung von
KANTS Einbildung finde, der Raum sei BLOSS die Form unserer dussern
Anschauung, habe ich succinct in den Gottingischen Gelehrten Anzeigen 1831,
S. 635 ausgesprochen. . . ... ..

[GERLING an GAUSS. Marburg, 20. Juni 1846.]

{r .. Zum erstenmal kam ich in den Fall, eine rechtsgewundene
Schraube fiir den Druck [der neuen Ausgabe des »Lorenz«] definiren zu miis-
sen. Ich weiss nicht besser als so zu sagen: so gewunden, dass jeder Punkt der
vertical stehenden Schraube ausser der Axe in die Tiefe nur gelangen kann,
wenn er von Ost durch Stid nach West geht. — Gibt es eine bessere Definition,
so verpflichten Sie mich sehr durch die Mittheilung. . . ... .. }

GAUss an GERLING. Gottingen, 23. Juni 1846.

....... Die Unterscheidung der Schrauben héngt in letzter Instanz wie
die Unterscheidung des Rechts und Links davon ab, dass

drei von einem Punkt A ausgehende und nicht in Einer Ebene
liegende gerade Linien AB, AC', AD mit drei andern ab, ac, ad in
der Ordnung, wie sie aufgezéahlt sind,

gleiche oder verkehrte Lage haben kénnen.
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Nemlich im ersten Fall wird die Pyramide ABCD bloss durch allméhlige
quantitative Anderungen in die Pyramide abcd dergestalt iibergehen kénnen,
dass A in a, B in b u.s. w. iibergehe. Im zweiten Fall ist ein solcher Ubergang
nicht anders moglich, als dass dazwischen die verdnderte Pyramide einmal
verschwindet (ABCD in Einer Ebene). Ahnliche Lagen haben

AB, AC, AD
AC, AD, AB
AD, AB, AC,

aber verkehrte dagegen AB, AD, AC' u.s.w.

Diesen Unterschied zweier Systeme von je drei geraden Linien kann man
aber nicht auf Begriffe bringen, sondern nur aus dem Anhalten an wirk-
lich vorhandene raumliche Dinge vorzeigen. Zwei Geister kdnnen sich nicht
anders dariiber verstdndigen, als dass sie ihre Anschauungen an Ein und das-
selbe in der wirklichen Welt vorkommende System kniipfen. Wahlt man also
fiir das 1*® System die [Ordnung;:]

Sid West Zenith,

so ist fir jedes andere Dreisystem feststehend, ob es mit diesem gleich oder
ob es entgegengesetzt sei. Mit jenem gleiche so:

Vorne Rechts Oben
Links Vorne Oben
Vorne  Links Unten
Rechts Vorne Unten
Rechts Hinten Oben u.s.w.

Die Anwendung dieses Princips auf die Schrauben hat keine Schwierigkeit
und begreiflicher Weise wird es eine grosse Menge verschiedener Einkleidun-
gen geben koénnen. Gegen die von Thnen gewédhlte wird nichts zu erinnern

...... Dass, was ich oben tber Links und Rechts angefiihrt habe, nur

ein Kernstiick eines viel ausgedehntern Systems ist, brauche ich wohl nicht
7 erinnern.
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THEOREM AUS DER SPHAROLOGIE.

— - e -~ o
el SN
~
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-
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1)

Ist ABCD ein sphérisches Viereck mit rechten Winkeln in A, B, C; und
verldngert man DA, CB, bis DE und CF Quadranten werden, so ist F ein
rechter Winkel und [, die Bogen als Winkel gerechnet, so dass der Quadrant
= 90° wird,] F =90 +CD, EF = D — 90".

Beweis. Es wird DF ein Quadrant, woraus alles von selbst folgt.

2]

Wir bezeichnen mit

R den rechten Winkel, mit
p den Quadranten des grossten Kreises [, so dass der Bogen z zu

R
—ux Grad zu rechnen ist], mit

)\p den achten Theil der Kugelfliche. Ferner mit

F(a,b) den Flicheninhalt eines sphérischen Vierecks [AC BD] mit
drei rechten Winkeln [A, B, C], dessen mittlerem [C] die Seiten
a, b anliegen; die diesen gegeniiber liegenden seien «, 5; der vierte
Winkel = R 4 w.

Fir unendlich kleine a sei

F(a,b) = afb,
und fir unendlich kleine b sei
fo=k.b,

wo k eine Constante [bedeutet].
[Da der Flicheninhalt des Vierecks ACBD dem Uberschuss seiner Winkel-

summe iiber 4 Rechte proportional ist, so hat man

F(a,b) =C.w.
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Fig. 1.
Es ist aber, wie die Figur 2 zeigt,
A=F(p,p) =CR,

also

Man hat [daher]:

1)
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[Wendet man diese Gleichung auf das Viereck ACFE an (Fig. 3), so wird

oder]
2) a="2F(a,p-p).
[Ebenso ergibt das Viereck BHGC"]

3) B=LFb,p-a).
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D_B

© 0
A C
a
Fig. 4.
[Ferner ist nach Fig. 4:]
A
4) a— = F(a7 p)7
p

[und fiir unendlich kleine a ist

A
F(CL,,O) :afpza;,

also]
A

5) — = fp.
p

Fiir unendlich kleine a ist
o= § ~af(p—B)

also selbst unendlich klein, daher dann aus 3) 8 unendlich wenig von
p
~F(b
3 F'(0:0)

d.1i. von b verschieden.

90



Ferner [ergibt Fig. 5] die vollstandige allgemeine Differentialgleichung

Fig. 5.

dF(a,b) = F(da, B) + F(db, o)

6) = da.fB + db.fa.

Mithin, wenn bloss b verdanderlich,
dF(a,b) = db.fa.

Ist also a unendlich klein, so ist

d(afb) =db.fa
— dbkor = db - gak‘.f(p —B)

oder, da hier 8 = b gesetzt werden muss,
pk
7) dfb = db- 2 f(p—b).

aus welcher Gleichung die Natur von fb abgeleitet werden muss. Es wird
durch Vertauschung [von b mit p — b:]

8) df(p—b) = —db - %fb.

Setzt man also
f(p—b)+ifb= B,

f(lo_b)_sz:B/a
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so wird

k k
dB:iB.db.%, dB’:—z'B’.db.pT,

also X X
B = Ceib%’ Bl — Cle—ib%

)

wo C,C’ Constanten, welche sich aus der Bedingung bestimmen, dass fiir
b=0 B und B’ nach 5) [und weil f0 verschwindet] = % werden, also

LAY T S A W T
Es ist folglich
A ([ pk A pk
fb—psm<>\ ), flp b)—pcos</\ >,

[mithin fiir b = p nach 5):]

1 =sin @
A )
woraus
ppk
P
also
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[folgt. Fiir unendlich kleine a hat mithin das Viereck ACBD den Flachen-

inhalt )
a— sin (Wb> ]
p 2p

D B
b b
A a C
Fig. 6.
BEMERKUNG.

Die vorstehende Notiz befindet sich in einem Handbuche. Wenn auch das
Datum ihrer Abfassung nicht angegeben ist, so berechtigt doch der sonstige
Inhalt dieses Handbuches zu der Annahme, dass sie zwischen 1840 und 1846
entstanden ist.

Zur Erleichterung des Versténdnisses sind in [2] die Figuren 1, 2, 4, 5 und
6 der Figur des Originals beigefiigt worden. STACKEL.

93



[DIE SPHARISCHE UND DIE NICHT-EUKLIDISCHE

GEOMETRIE.]
I ga.0b—sinB.dc+ fc.cos B.0A=0
1I. gb.0a —sinA.0c+ fc.cosA.0B =0
durch Construction;
I11. sin B.0da —ga.cosB.0b— fc.0A =0
Iv. gb.cosA.0a—sinA.0b+ fc.0B =0

gleichfalls durch Construction.

B

b A

14111 B
Aus Verbindung von I und IIT folgt %:
sin

cosB.da+ga.sinB.db— dc=0,

wonach sein muss:

V. cosB.0a+cosA.0b— 0c =0,
1) cosA=ga.sinB
2) cos B = gb. sin A.
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VL Ja —cos B.0c — fc.sin B.0A [=0]

VIIL. 0b—cosA.0c— fc.sinA.0B [=0]

durch Construction.

Ferner folgt durch Construction dass fiir A = const.:

sin B.0a = gc. sin A . 0b,

also durch Verbindung von III. und 2)

ga.cos B =gc.sin A

und
3) ga.gb= gc
4) tg AtgB.gc = 1.
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r

Aus 1) folgt leicht, dass fiir ein unendlich kleines P, wenn @ = 90°:

R=90"—gPQ.P.

Q R

Eben so, wenn P, @, R rechte Winkel sind, und PQ unendlich klein, wird:

P
PSQ = ff?,
gr
RQS =gr.PSQ = f—-PQ,
T
RSQ =90° — gr. RQS = 90° — gr? . PSQ
2
=90 - 2 . pq,
fr
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also

1— 2
PSR =90+ -~—9" . pg.
R g/
R S
Hieraus ferner
’ , 1 fgr2
R'S"=RS— fRR - - PQ),
1— 2
dgx = — fdx - 9T
fx
Eben so
dfr = fdx . gzx.
Es sei
fdx = adz, fr=uy;
So ist
@ = agx
d.fU - g 9
dy?
ddy _ _ a _ aada?
dxz? y ’



yddy  dy?

d$2 - @ + aa = 0.
2
Multiplicirt mit #:
Y
dy dy dy ?
290427 2= d
2da: ddx <da:) 4 2ca dy
— 3 + 7 =0.
vy Y Yy
Integrirt
2
L <dy> — 2% Const. = —kk,
yy \dx vy
du\ 2
—kkyy + aor — <y> =0,
dx
k
dy —dy
= e — Thyy) BRI
oo —
" kv/<1-—yy>
oo

k
kx = Arc.sin —y + Const.,
«@

Y= % sin(kx + A),

fr= %sin kx,

gx = cos kx.

BEMERKUNGEN.

GAuUss hat die vorstehende Notiz auf einem Zettel (4 Seiten 8") niederge-
schrieben, der sich als Einlage in seinem Exemplare der » Geometrischen Un-
tersuchungen zur Theorie der Parallellinien von Nicolaus LOBATSCHEWSKY,
Berlin 1840« vorgefunden hat; als Abfassungszeit darf daher 1840 bis 1846
angenommen werden.

Der Zweck der Notiz ist, unter der Voraussetzung, dass fiir Dreiecke, deren
drei Seiten unendlich klein sind, die Euklidische Geometrie gilt, die Gleichun-
gen herzuleiten, die zwischen den Seiten und Winkeln eines endlichen Drei-
ecks bestehen; es geniigt, diese Beziehungen fiir ein rechtwinkliges Dreieck
herzuleiten. Die Durchfithrung dieses Gedankens gestaltet sich auf Grund des
vorstehenden Textes folgendermassen.
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1. Ist dw ein unendlich kleiner Centriwinkel AC B eines Kreises vom Radius
AC = BC = r, so ist der zugehorige unendlich kleine Bogen AB = ds
proportional dw, und der Proportionalitdtsfactor hangt nur von r ab. Man
hat daher:

(A) ds = f(r) dw.
B
T ds
c « ; .
Fig. 1.

Die Sehne AB lasst sich bis auf unendlich kleine Gréssen zweiter Ordnung
durch den Bogen AB ersetzen.
Ist in dem Dreieck PQR der Winkel bei @) ein rechter und der Winkel bei P

unendlich klein, so hat man

(A7) QR = f(PR).QPR,
denn wird RQ um QR’' = RQ verlingert, so ist nach (A)

RR = f(PR).RPR.
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2. Es sei ABCD ein Viereck mit der unendlich kleinen Grundlinie AB = du.
Die Winkel in A und B seien rechte und AD = BC = y. Dann ist die Lange
der vierten Seite C'D = du’ proportional du, und der Proportionalititsfactor
héngt nur von y ab. Man hat daher

(B) du’ = g(y) du.
D du’ C
Y Yy
90° 90°
A du B
Fig. 3.
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3. In dem rechtwinkligen Dreieck ABC' mit den Katheten a,b und der Hy-
potenuse ¢ lasse man b um ein unendlich kleines Stiick CC’ = db wachsen,
wihrend der Winkel A unverindert bleibt. Die Senkrechte C'B’, die in C’
auf AC’ errichtet ist, schneide AB in B’, sodass ein rechtwinkliges Dreieck
AB'C’ mit den Katheten a + da, b + db und der Hypotenuse ¢ + dc entsteht.
Macht man auf C'B’ C'D = a, so wird nach (B):

BD = g(a) . db.
B/
de
da
D B
c
a a
90°] 90°
c'db C b A
Fig. 4.

Andererseits ist, da in dem unendlich kleinen Dreieck BB'D die Euklidische
Geometrie gilt und die Winkel bei D und B’ sich nur unendlich wenig von
einem Rechten und von B unterscheiden:

BD =sin B .dc,

folglich hat man:

1) g(a).db=sin B .dc.

4. In dem rechtwinkligen Dreieck ABC' lasse man den Winkel A um
BAB' = dA wachsen, wihrend AB’ = ¢ bleibt. Faillt man von B’ auf AB das
Loth B'C’, so entsteht das rechtwinklige Dreieck AB’C’ mit den Katheten
a + da, b+ db und der Hypotenuse c¢; dabei ist db negativ. Macht man auf
B'C’' C'D = a, so wird die Lange von BD:

BD = —g(a).db.
Andererseits ist in dem unendlich kleinen Dreieck BB’'D:

B'D = da
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und nach (A):
BB' = f(c).dA,

wihrend die Winkel bei D und B’ sich nur unendlich wenig von einem Rechten
und 90° — B unterscheiden. Mithin ist

BD =cos B f(c) .dA,

und man hat

2) g(a).db= —cosB f(c).dA.
B
a
C db ¢ A
N Opma———
b

Fig. 5.

5. Durch Verbindung von 1) und 2) folgt, dass bei dem Ubergange von
dem Dreieck a, b, ¢; A, B zu dem Dreieck a +da,b+ db,c+dc; A+dA, B+dB
zwischen db, dc und dA die Relation:

L. g(a).db—sinB.dc+ f(c)cosB.dA =0

besteht. Da man aber gleichzeitig a mit b und A mit B vertauschen darf, so
gilt auch die Gleichung:

II. g(b) .da —sin A.dc+ f(c)cos A.dB = 0.
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6. In dem rechtwinkligen Dreieck ABC lasse man A um BAB' = dA
wachsen; verldngert man BC bis zum Schnitt mit AB’, so entsteht das recht-
winklige Dreieck AC' B’ mit den Katheten a + da und b. Macht man auf AB’
AD = ¢, so wird in dem unendlich kleinen Dreieck BB’ D:

BB’ = da, BD = f(c).dA,
folglich ist

3) f(c).dA =sin B . da.
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7. Man lasse wiederum A um BAB’ = dA wachsen, behalte aber die Kathe-
te B'C" = a bei. Verlangert man AB’ bis AD = ¢, so entsteht das unendlich
kleine Dreieck BB’'D mit

BD = f(c).dA

und
BB’ = —g(a) . db,

folglich ist:

4) f(e).dA = —cos Bg(a).db.

a a c
cdb ¢ A
B el
b
Fig. 7.

8. Durch Verbindung von 3) und 4) ergibt sich die Relation:

I1I. sin B.da — cos Bg(a).db— f(c).dA =0,

aus der durch gleichzeitige Vertauschung von a mit b und A mit B:
IV. cos A.db—cos Ag(b).da— f(c).dB =0

hervorgeht.
9. Aus L. und III. erhdlt man durch Elimination von dA die Gleichung:

cos B.da+ g(a)sin B.db — dc = 0.

Ebenso ist auch
cos A.db+ g(b)sin A.da — dc =0,

folglich muss

(cos B — g(b)sin A) da + (cos A — g(a)sin B)db =0
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sein. Da aber da und db von einander unabhéangig sind, so ist das nur moglich,
wenn gleichzeitig

V. 1) cos A = g(a)sin B,

V. 2) cos B = g(b)sin A
wird. Aus diesen Gleichungen folgt die Relation:
V. cos B.da+cos A.db— dc=0.

10. Verfahrt man wie in No. 3, so ist in dem unendlich kleinen Dreieck
BB'D (Fig. 4):

5) da = cos B . dc,

wahrend dA = 0 wird. Verfdhrt man aber wie in No. 4, so ist in dem unendlich
kleinen Dreieck BB'D (Fig. 5):

6) da = sin B f(c) . dA,

wéhrend dec = 0 wird. Mithin ergibt die Verbindung von 5) und 6) die allge-
mein giiltige Formel:

VI da — cos B.dc—sin B f(c).dA =0,
und entsprechend ist:

VIIL. db—cosA.dc—sinA f(c).dB = 0.
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11. Man verlangere CA um AA’ = db und trage in A’ an C A’ den Winkel A
an, dessen anderer Schenkel die Verldngerung der Kathete CB in B’ schneide,
sodass BB’ = da wird. Von A fille man auf A’B’ das Lot AD und trage auf
A’B’ nach B’ hin DE = ¢ ab. Dann wird A’D = cos A .db, und da nach Fig.
8 und Gleichung V.:

de=A'D+ EB’

=cosB.da+cosA.db

ist, EB' = cos B .da, folglich BE = sin B .da. Das Viereck ADEB hat aber
in A und D rechte Winkel, wihrend AB = DE = c¢ ist, mithin ist nach (A):

BE = g(c).AD

oder
sin B.da = g(c)sin A . db.

Fig. 8.

Auf der andern Seite ist fiir dA = 0 nach III.:
sin B.da = cos B g(a) . db,

also
g(c)sin A = g(a) cos B,

oder mit Hilfe von V. 2):

V. 3) g(c) = g(a) g(b).
Ferner ergibt sich aus V. 1) und V. 2) durch Multiplication:

tgA.tgB.g(a)g(b) =1,
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was vermoge V. 3) in
V. 4) tgA.tgB.g(c) =1

iibergeht.

Man erkennt leicht, dass die Relationen V. 1), 2) und 3) ausreichen, um
sammtliche 10 Gleichungen herzuleiten, die zwischen je drei Stiicken eines
rechtwinkligen Dreiecks bestehen, nemlich der Reihe nach zwischen

a, b, c A, a,c B, b c
A, b ¢, B,a, ¢ A B, a; A B, b
A, a, b; B,a, b A B, c

Es wird also alles darauf ankommen, die in diesen Relationen auftretende
noch unbekannte Function g(z) zu bestimmen, wozu man mittelst folgender
Uberlegungen gelangt.

12. In dem Dreieck PQR sei der Winkel bei @) ein Rechter, der Winkel bei
P unendlich klein, sodass sein Sinus durch den Bogen ersetzt werden kann.
Dann unterscheidet sich der Winkel bei R unendlich wenig von einem Rechten,
und die Relation V. 1), in der man A, B durch R, P zu ersetzen hat, geht
iiber in

90° — R = ¢g(PQ).P
oder
(®) R=90° - ¢g(PQ).P.
Q R

P
Fig. 9.

13. Das Viereck PQRS habe in P, () und R rechte Winkel, wahrend die
Seite PQ unendlich klein ist. Die Diagonale QS sei gleich . Dann hat man
nach (A’):

PQ = f(r). PSQ
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oder
PQ

PSQ) = —=—
Oy
und ebenso ist RS

Verldngert man jetzt PQ um QT = PQ, SR um RU = SR, so hat das Viereck
PTUS in P und T rechte Winkel, und die Seiten P.S und TU sind einander

gleich. Mithin ist nach (B):
SU = g(PS) . PT

oder, da RS unendlich klein ist, bis auf unendlich kleine Grossen zweiter

Ordnung;:
RS =g(r).PQ
und mit derselben Genauigkeit:
7) ros = 4 pg.
f(r)
S R L U
.‘
i
]
:
h
r :
]
i
i
:'
P 0 T
Fig. 10

Endlich wird nach (C):
QSR =90° — g(PQ) . RQS,

demnach vermoge 7):

— on0 9(7")2
QRS =90° — ) . PQ
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und daher
PSR =PSQ+ QSR
1—g(r)
f(r)

14. In dem Viereck PQRS (Fig. 11) verlingere man QR um das unendlich
kleine Stiick RR/, errichte auf QR in R’ das Loth R'S’, das die Verldngerung
von PS in S’ treffen moge, und trage auf R'S’ die Strecke R'T = RS ab.

(D)

=90 + .PQ.

S/ T R/
dr
S R
r T
P Q
Fig. 11.

Da die Winkel des unendlich kleinen Vierecks RR'T'S als rechte angesehen
werden diirfen, so ist nach (A’):

TS = f(SS').S'ST
= £(SS").(90° — PSR)

oder
R'S" — RS = f(585").(90° — PSR)

oder vermoge (D):

2
8) R’S’—RS:—f(RR’).lf(g;;).PQ.
Bezeichnet man jetzt QR mit z, RR' mit dz, so ist nach (B):
RS = g(z). PQ,
demnach
9) R'S" — RS = dg(z) . PQ,
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und die Vergleichung der beiden Werthe von R'S” — RS liefert die Relation:

1 - g(x)?
f(z)
15. Hat das Dreieck ABC, mit einem unendlich kleinen Winkel dw in A

und einem rechten Winkel in C, die Hypotenuse AB = x + dx, so ist nach
(A):

(E) dg(z) = —f(dz).

BC = f(z+dz) . dw

oder
10) BC = f(z).dw + df (z) . dw.
B
BI dw
M
A dw
c’ C

Fig. 12.

Tragt man auf AB die Strecke AB’ = dz ab und fallt von B’ auf AC das
Loth C’, so ist wieder nach (A’):

BD = f(x).dw, C'B' = f(dz) . dw.

Errichtet man endlich auf B'C’ in B’ das Loth B’D, das BC in D trifft, so
ist nach B):
CD =g(C'C).C'B,

also, da C'C sich von B’B nur unendlich wenig unterscheidet:
11) CD = g(x). f(dx) . dw,

folglich mit Benutzung von 10):

(F) df (z) = f(dx) g(x).

16. Aus der geometrischen Bedeutung von f(z) geht hervor, dass f(0) =0
ist. Mithin darf man

12) fldx) = adz

setzen, wo « eine Constante bedeutet. Wird zur Abkiirzung

flx) =y



gesetzt, so ist nach (F)

also
1dy
14 _lay
) o) = -
Aus 13) folgt durch Differentiation:
d’y  dg(x)
de? =~ Y Tdz
mithin nach (E), 12) und 14):
1y
d*y 97 a2da?
dz? Yy ’
oder.
d*y dy ? 2
15 —— = = 0.
) Y a2 (dw) ta

Um diese Differentialgleichung zu integriren, multiplicire man sie mit

2 dy
y3 dx’
wodurch sie in
3
Ay p(R)
dr dx L 2dx _
T

iibergeht. Mithin ist

1 [dy 2 a2
? <d]j> - ? = Const.

Wird die Constante mit —k? bezeichnet, so kommt

du\ 2
(y) —a?+ k=0,
dx
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woraus

und

.k
kx = arcsin —y + const.
@

folgt. Die Constante ist jedoch gleich Null zu setzen, da y fiir z = 0 verschwin-
det, sodass schliesslich

. sin kx
y - . ]{f
wird. Demnach ist:
sin kx
und nach 14):
(G) g(x) = coskx.

17. Setzt man fiir g(x) den Ausdruck cos kz in den Relationen V. 1), 2), 3)
und 4) ein, so ergeben sich daraus die 10 Relationen:

cos kc = coska . cos kb,

tgkb=tgkc. cos A, tgka =tgkc. cosB,
tgka =tgA. sinkb, tgkb=tgB. sinka,
sinka =sin A . sinke, sinkb = sin B. sin kc,

cos A =coska.sinB, cosB =coskb. sinA,

coskc = cot A. cot B,
und das sind die bekannten Gleichungen der sphéarischen Trigonometrie,

1
wenn der Radius der Kugel gleich z gesetzt wird, die sich in die Gleichungen
der Nicht-Euklidischen Trigonometrie verwandeln, wenn man fir k einen
rein imagindren Werth k = ik’ wéhlt.

Es ist auffallend, dass GAuss die Constante, die bei der Integration der
Differentialgleichung 15) auftritt, mit k& bezeichnet; ob er dadurch einen Zu-
sammenhang mit dem Kriimmungsmass andeuten wollte, das er in den Disqui-
sitiones generales circa superficies curvas ebenfalls &k nennt, ldsst sich freilich
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nicht mit Bestimmtheit behaupten. Bemerkt zu werden verdient bei dieser
Gelegenheit eine Ausserung von MINDING in seiner Abhandlung: Beitrige
zur Theorie der kiirzesten Linien auf krummen Fldchen, die 1840 in CREL-
LES Journal fiir die reine und angewandte Mathematik (Bd. 20. S. 323-327)
erschienen war:

»Dass auf jeder Flache von unverdnderlichem positivem Kriimmungsmasse
zwischen den Seiten und Winkeln eines aus kiirzesten Linien gebildeten Drei-
ecks die Formeln der sphérischen Trigonometrie gelten, folgt sogleich, wenn
man sich erinnert, dass jede Flache dieser Art sich auf eine Kugel abwickeln
lasst. Ist das Kriimmungsmass negativ, so gelten dieselben Formeln mit der
Anderung, dass die hyperbolischen Functionen der Seiten an die Stelle der
trigonometrischen treten. Sind nemlich a, b, ¢ die Seiten des Dreiecks, A der
Gegenwinkel von a und k£ das unveridnderliche Kriimmungsmass, gleichviel ob
positiv oder negativ, so ist es nicht schwer, die Richtigkeit folgender Gleichung
zu beweisen:

cos ay/k = cosby\/k . coscy/k + sinby/k . sinc\/k . cos A.«

Die Rotationsflichen von constantem negativen Kriimmungsmasse hatte
MINDING bereits 1839 bestimmt (CRELLES Journal, Bd. 19). Man vergleiche
dazu folgende Notiz von GAUSS, die sich in einem Handbuche findet und aus
der Zeit zwischen 1823 und 1827 stammt:
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Gar keine Schwierigkeit hat iibrigens die Umformung der Oberfliche eines
Revolutionskdrpers in die eines andern. Man hat nemlich (m = const.):

dy = ds.sinp dy = ds'. singy'
dr =ds.cosp dx' =ds' . cosyp

/
s§=S

/

my =y

msing = sing’

m’:/dm\/<l+(1—mm)%>.

Fiir die Curve, durch deren Revolution das Gegenstiick der Kugel entsteht,
1st:

y = Rsiny

x = Rcosp + logtang%gp

1
sing’

s = Rlog
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¥

Y

X

S

00
10°
20°
300
400
500
600
700
80
90°

0.0000
0.1736
0.3420
0.5000
0.6428
0.7660
0.8660
0.9397
0.9848
1.0000

Bei der Tabelle beachte man,

BRiGaische sind.

00
1.45144
0.79572
0.45095
0.24464
0.12012
0.04931
0.01436
0.00178
0.00000

dass die
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00
1.75072
1.07289
0.69315
0.44194
0.26652
0.14384
0.06220
0.01531

Logarithmen natiirliche, nicht

STACKEL.



[UBER DIE SUMME DER AUSSENWINKEL EINES
POLYGONS.]

GAuss an GERLING.  Gottingen, 2. October 1846.

...... Der Satz, den Thnen Hr. SCHWEIKART erwahnt hat, dass in jeder
Geometrie die Summe aller dussern Polygonwinkel von 360° um eine Grosse
verschieden ist (nemlich kleiner als 360° in der Astralgeometrie, wie SCHW.
sie aufgefasst hat), welche dem Fldcheninhalt proportional ist, ist der erste
gleichsam an der Schwelle liegende Satz der Theorie, den ich schon im Jahr

1794 als nothwendig erkannte. Zu weitern Bemerkungen fehlt mir aber diess-
mal alle Zeit.

BEMERKUNG.

In SCHWEIKARTS Astralgeometrie ist die Summe aller dussern Polygonwin-
kel nicht kleiner, sondern grosser als 360V.

STACKEL.
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[METAPHYSIK DER GEOMETRIE.]

[W. SARTORIUS VON WALTERSHAUSEN. Gauss zum Geddichtniss. Leipzig
1856. S. 80—81.]

{ioii. In seiner frithsten Jugend habe ihm [GAUSS] die Geometrie we-
nig Interesse eingeflosst, welches sich erst spédter bei ihm in hohem Masse
entwickelt habe.

Es war besonders merkwiirdig und {iberaus lehrreich, von GAuUSsS die Fun-
damente, auf denen die Mathematik basirt ist, blossgelegt und sie gegen die
Metaphysik scharf abgegrenzt zu erblicken. Obgleich er iiber diese Fragen nie
etwas verodffentlicht hat, so steht doch zu vermuthen, dass sich dariiber in
seinem wissenschaftlichen Nachlass einiges vorfinden wird. In fritherer Zeit,
als seine Lebensrichtung noch nicht entschieden war und er daran denken
musste, dass er vielleicht als Lehrer der Mathematik irgendwo aufzutreten
habe, hatte er sich in dieser Aussicht ein Papier ausgearbeitet, welches noch
in seinen letzten Jahren vorhanden gewesen sein soll und auf dem er die An-
finge der Mathematik philosophisch entwickelt hatte. Ob dasselbe sich jetzt
noch vorfinden wird, ist zweifelhaft.

Die Geometrie betrachtete GAUSS nur als ein consequentes Gebédude, nach-
dem die Parallelentheorie als Axiom an der Spitze zugegeben sei; er sei indess
zur Uberzeugung gelangt, dass dieser Satz nicht bewiesen werden kénne, doch
wisse man aus der Erfahrung, z. B. aus den Winkeln des Dreiecks Brocken,
Hohehagen, Inselsberg, dass er ndherungsweise richtig sei. Wolle man dagegen
das genannte Axiom nicht zugeben, so folge daraus eine andere ganz selbst-
standige Geometrie, die er gelegentlich einmal verfolgt und mit dem Namen
Antieuklidische Geometrie bezeichnet habe.

GAUss, nach seiner 6fters ausgesprochenen innersten Ansicht, betrachtete
die drei Dimensionen des Raumes als eine specifische Eigenthiimlichkeit der
menschlichen Seele; Leute, welche diess nicht einsehen kénnten, bezeichnete er
einmal in seiner humoristischen Laune mit dem Namen Bootier. Wir kénnen
uns, sagte er, etwa in Wesen hineindenken, die sich nur zweier Dimensionen
bewusst sind; hoher tiber uns stehende wiirden vielleicht in &hnlicher Weise
auf uns herabblicken, und er habe, fuhr er scherzend fort, gewisse Probleme
hier zur Seite gelegt, die er in einem héhern Zustande spéter geometrisch zu
behandeln gedéchte. }

BEMERKUNG.

Das von SARTORIUS VON WALTERSHAUSEN erwahnte Papier hat sich in
GAUss’ Nachlass vorgefunden, es bezieht sich jedoch im Wesentlichen nur auf
die Erklarung des Zahlbegriffs und der vier Species.

STACKEL.
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GEOMETRIA SITUS.

NACHTRAGE ZU BAND IV.



NACHLASS.
(L]

[ZUR GEOMETRIA SITUS.]

[1]
THEOREM AUS DER GEOMETRIA SITUS.

Es sei die Amplitudo einer ganzen in sich selbst zuriickkehrenden Curve
= 4+n.360". Sie hat wenigstens Knoten

1 01 2 3 45 6

firm= 01 2 3 4 5 6 7.
Der Beweis scheint nicht leicht zu sein; wahrscheinlich wird dazu dienen, dass
man die Curve ihrem Laufe nach in Theile abtheilt, deren Grenzen die Punkte
sind, in denen ihre Richtung = 90°(2n 4 1), dann eine unendliche gerade
Linie, deren Richtung = 90°, in der Richtung 0° durch die Fliche schiebt
und die Folge der Stiicke gehorig beachtet. So ist fiir diese Curve das Schema

folgendes:

A1l AB
B 0| DCAB
C 1|DCBA
D 2| DBCA
A 3| DA
etc. —

Der Beweis ist doch sehr leicht. Man nenne n die Anzahl der Knoten und
bezeichne sie in der Folge, wie man sie trifft, indem man die Curve in ei-
nem angenommenen Sinne der Bewegung durchlauft, durch 1,2,3, ....n. Da
bei dieser Bewegung jeder Knoten zweimal getroffen wird, so sei 2 die aus
2n Gliedern bestehende Reihe dieser Zahlen, indem man das Zeichen + bei-
schreibt, so oft man auf die innere (rechte) Seite des durchschnittenen Arms
kommt, sonst —. Man zéhle die + und —Zeichen bloss da zusammen, wo die
Zahlen zum erstenmal vorkommen und habe so +a-, —fmal. Indem man nun



die Charactere des Theils der Curve, der zunichst vor dem ersten Knoten
liegt, durch ~,~" ausdriickt, ist die Amplitudo der ganzen Curve

=(y+9 +a—pB)360°

Es finden jedoch bei diesen Arrangements einige Bedingungen statt, so dass
nicht jedes aus der Luft gegriffene Arrangement moglich ist; jeder Knoten
muss einmal an einer geraden, einmal an einer ungeraden Stelle vorkommen;
zwischen den beiden Plétzen muss die Summe aller +a, —3 Null werden. Diess
reicht aber nicht zu, um die Unmoglichkeit des Schemas

zu zeigen; hier miissen die Zeichen von 2 und 3 nothwendig gedndert wer-
den”).

3]

Interessant wird es in Beziehung auf diesen Gegenstand sein, zu untersu-
chen 1) die Resultate des Durchschneidens der Knoten, in so fern man

statt: setzt:

wodurch dann lauter getrennte Grenzlinien entstehen. Z&hlt man dann fiir
jede Grenzlinie, die [die] +Seite innen hat, +1, und fiir jede, die die —Seite
innen hat, —1, so ist das Aggregat x360° die ganze Amplitudo.

*) 1844 Dec. 30 fand ich, dass die Anordnung der Zahlen (mittelste Reihe) zureicht, um
auch die zugehorigen Schnittcharactere (+ und —Zeichen in der untersten Reihe) und die
Verkniipfung der Tracte (oberste Reihe) daraus abzuleiten, dass aber jene Anordnung selbst
nicht willkiirlich ist, sondern gewissen Bedingungen unterliegt, deren vollstiandige Ermittelung
Gegenstand neuer Arbeiten sein wird. Es leidet jedoch auch der obige Satz Einschrankungen,
z. B.
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Vielleicht ist es fruchtbar, die Sache gleich anfangs noch allgemeiner anzu-
greifen und mehrere Linien zugleich zu betrachten, deren jede in sich selbst
zuriickkehrt, sich selbst und die andern schneidet.

4]

Das Vorhergehende ist richtig, vertragt aber grosse Vereinfachung. Indem
man die Linie durch die erwdhnte Schneidung der Knoten in eine Anzahl in
sich zuriickkehrender Linien theilt, die weder sich selbst noch einander schnei-
den, braucht man nur anzugeben, gegen wie viele (u) Linien der unendliche
Raum auf der —Seite und gegen wie viele (v) auf der +Seite liegt; man hat
dann die Amplitudo

= (1 —v) 360°.

Die Angabe ist aber leicht; da sogar die Relation jedes Punkts angegeben
werden kann. Es seien nemlich die Linien a, b, ¢, d etc. und
d(a)

—_— = —— ==1
0 0b ’

je nachdem a auf der + oder —Seite von b liegt, und so die iibrigen. Man
hat dann, wenn in der urspringlichen Figur der Knoten vorkommt:

T Yy
57

0y

_ = 8,

oz

(y) = (z) = ey +ex,

wo € entweder +1 oder —1 und das Zeichen von x unbestimmt bleibt; doch,
weil nemlich zum Compagnon von n, m gehort:

Yy x
m
—E&.

Hiernach werden in Folge des Paradigma die Grossen (a), (b), (¢) etc. leicht
bestimmt.

Bezeichnet man nun den Character irgend eines Fliachentheils, der z. B. an
die + oder —Seite von a grenzt, durch Ch+a und die Werthe von (a), (b) etc.
fira=b=c=d=e=c¢etc. =1, durch A : a, so ist

2Chea —e¢— A:a = Const. =k,



und ist die Area der Figur = ), so ist die ganze Seitenabweichung nach der

+Seite
0. 7200

=k.360° —

Fliche der Kugel

VNeaar”




10

11

4a= _pVia
+ad' = -b
+a’ = -V
—a" = +¢
—a" = +¢
+c=—a"
+d = —aV!
+aVI — _plv
+aVII — Y
+bV = —d"
+oV = —d
—d = +bV1!
d = +bVIH
_pVI — 4
—b=+4d
+a' = -b
T —
Y ———
' = +aIV
+CLIV — _p
+av — _plv

12

13

14

15

16

17

18

19

20

21

22

_bV — +aVH
+aVII — _bVI
+a=—-bVI
—|—bVH — —d
+bVIH — —d
_d/ — +b”
_d// — +bI”
" = +aIV
bV = +aV
—a¥ = +e
—aVl = +c
+c/ — —q"
4= —a"
+a" =~V
+aIV = _p
+b” — _d/
—I—b/” — _d
—d" = +bV
—d = +b¥!
7bVI — +CLVH
_bVH = ta



1.8

2.9

3.18

4.17

5.12

6.21

7.14

8.1

9.2

10.19

11.16

bVIH

12.5

13.22

14.7

15.20

16.11

17.4

18.3

19.10

20.15

21.6

22.13

b//

d//

bVI



[6.]

Der Beweis der oben mitgetheilten Regel beruhet auf einer andern Verthei-
lung der Figur in mehrere geschlossene Figuren, von denen keine sich selbst
schneidet, obwohl eine die andere schneiden kann; diess sind nemlich die-
jenigen, die sich nach und nach bilden, wiahrend die Linie erst beschrieben
wird. Man hebe von den Intersectionen bloss diejenige Halfte aus, wo sie zum
zweitenmale geschehen, in unserm Beispiel

81 —
9.2 +
125 —
147 +
16.11 —
174 —
18.3 +
19.10 +
20.15 +
216 —
2213 -

Es ist klar, dass, indem man von einem Punkte vor (1) ausgeht und in der
Curve die Punkte 1, 2, 3 etc. durchlauft, sich zum erstenmale bei dem Schnitt
8 eine Figur bildet, die wir a nennen wollen, diese geht von 1 bis 8; offenbar
liegen der Theil der ganzen Linie zunéchst vor 1 und [der Theil] nach 8 auf
der —Seite von a.

Indem man so weiter fortgeht, bildet sich eine neue zusammenhingende
Curve, die vom Anfangspunkt bis 1 (dann den vorigen Weg 2, 3 etc. verlas-
send) auf 9, 10, 11 etc. fortgeht; bei 9 gelangt man auf die +Seite von a, bei
12 auf die —, bei 14 auf die +Seite von a; bei 16 hingegen trifft die Curve sich
selbst und schliesst eine zweite Figur, die von 11 durch 12, 13, 14, 15 bis 16
geht, diese heisse b; offenbar liegt der Theil der Curve zunédchst vor 1, dann
das ganze Stiick von 8 bis 11, endlich der zunédchst an 16 grenzende Theil
auf der —Seite von b. Nachdem jetzt auch b abgesondert ist, trifft die Curve
in 17 wieder ¢ und kommt auf die —Seite, in 18 abermals, indem sie auf die
+Seite gelangt; in 19 schliesst sich die 3'° Figur (da 10 noch nicht in einem
ausgeschlossenen Theil liegt), welche ¢ heissen soll und von 10 bis 11 = 16,
dann von 16 bis 19 geht, und wenn diese wieder abgesondert wird, liegt das
iibrig bleibende Stiick so wie das néchst folgende auf der +Seite von ¢; bei 20
gelangt man auf die 4+Seite von b, bei 21 auf die —Seite von a, bei 22 auf die
—Seite von b und, indem man auf den Anfangspunkt (vor 1) zuriickkommt,
schliesst sich die 4% Figur, die d heisst.



Die Lage gegen die schon beschriebenen Curven ergibt sich also

Anfangspunkt
—a —-b +c
8
—a
9
+a
12
—a
14
+a
16
+a b
17
—a —b
18
4+a —b
19
4+a —-b +c
20
+a +b +c
21
—a +b +c
22
—a —-b +c
Anfangspunkt

Man sieht aus der vorigen Analyse, dass das letzte Zeichen, welches in diesem
Tableau jeder Figur entspricht, nothwendig dasselbe sein muss, wie das erste,
oder, dass die Zeichen +—, die bei den einzelnen Intersectionen vorkommen,
wenn man diejenigen abrechnet, die bei den einzelnen Bildungspunkten der
Figuren vorkommen, einander destruiren; die Summe aller ist folglich die-
selbe, wie die der letztern allein, und zugleich einerlei mit der Summe der
Zeichen in dem Character des Anfangspunktes gegen die einzelnen Figuren a,
b, c, d.i. alle, wenn man die erst zuletzt gebildete d nicht mitzahlt.



Der Character auf der einen Seite der Figur d gegen die Einzelnen Figuren
werde durch awa+ b+ ~yc+dd aus[gedriickt] und [man| setze a+B+~v+0 = o,
der absolute Character jenes Platzes hingegen sei = x; dann ist die ganze
Seitenbiegung
F—xS

S
wo F' die Flache der ganzen Figur, S die der ganzen Flidche bedeutet,

= —0.360° — . 7200,

F
= (2x —0).360° — 5 720V,
Diese Vorschrift begreift die oben gegebene unter sich, da der unendliche
Raum in der Ebene den Character 0 hat, wodurch % = 0 wird; oben wurden
die Zeichen da gezdhlt, wo die Intersectionspunkte zum erstenmale getroffen
wurden, und wo sie den hier gebrauchten entgegengesetzt sind.

7]

EINE ANDERE ART, DIESE GEGENSTANDE ZU
BEHANDELN.

Es sei S die ganze Curve, und s ein unbestimmtes Stiick. Im Anfangspunkte
ziehe man eine Tangente und bezeichne durch (0,s) den Winkel, welchen
die gerade Linie vom Anfangspunkte zum Endpunkte des Stiicks s macht.
Offenbar wird sich (0, s) von s = 0 an so lange nach dem Gesetz der Stetigkeit
dndern, als die Curve nicht wieder in den Anfangspunkt zuriickgekommen ist;
wir nehmen an, dass diess nicht eher geschehe, als bis s = S geworden ist,
und der letzte Werth, ehe s diesen Werth erreicht hat, wird sein

(0,s) = +180°,

in so fern man die Winkel nach der innern oder dussern Seite der Linie wachsen
lasst.

Indem man s als constant ansieht, zieche man von jedem Punkt der Linie,
die als Endpunkt des kleinern Stiicks s’ angesehen wird, eine gerade Linie zum
Endpunkt des Stiicks s und nenne deren Neigung gegen die erste Tangente
(s',5). So lange der Endpunkt von s’ mit dem von s nicht zusammenfillt,
wird sich also, bei stetig gedndertem s, (s, s) nach dem Gesetz der Stetigkeit
andern, falls das Stiick s sich nicht selbst schneidet, bis s’ = s. Fiir diesen
Grenzwerth selbst ist (s',s), genau genommen, unbestimmt; so lange aber
s’ < s, wie nahe sich auch die Werthe liegen, ist er bestimmt; und er nahert
sich, je ndher s’ dem s kommt, immer mehr der Neigung der Tangente gegen
die Tangente im Anfangspunkte. Es sei nun s = S — w, und s’ verindere sich
von 0 bis S — w — w'; es ist klar, dass die Verdnderung von s’ dadurch 180°
desto ndher kommen wird, je kleiner w,w’ sind, so dass (S —w — ', S — w)
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dem Werth 360° desto ndher kommt, je kleiner w,w’ sind; d.i. die Tangente
an der Curve hat ihre Neigung vom Anfang bis zum Ende um 360° geéndert.

Schneidet die Curve sich einmal selbst, so bekommen diese Schlisse eine
Abinderung. Sind nemlich die Endpunkte von s = o, s’ = ¢’ identisch, so
leidet (s',s) fiir diese Werthe eine Sprungsdnderung: nemlich fir s = o, als
constant betrachtet, dndert sich (s',s), indem s’ den Werth ¢’ erreicht, auf
einmal um +180°; um zu entscheiden, welcher Werth hier gilt, miissen die
Werthe fiir s = o F w betrachtet werden, wo w unendlich klein ist; man
sieht, dass, wie s’ — ¢’ von einem [negativen] Werthe [an] die immer kleiner
werdenden negativen Werthe erhélt und durch 0 wieder wéchst, (s', 0 —w) um
eine Grosse zunimmt oder abnimmt, die unendlich wenig von 180° verschieden
ist, je nachdem man bei s’ von der innern auf die dussere Seite der Linie s’
iibergeht oder umgekehrt; fiir (s’,0 + w) ist es hingegen umgekehrt; man
sieht also, dass tiberhaupt fiir ein constantes s', grosser als o', (s',s) beim
Durchgang durch den Werth s = ¢ auf einmal um 360° ab(zu)nimmt und
dass die Anderung des (s',0), indem s’ durch den Werth ¢’ geht, um 4-180°
eigentlich mit beiden Zeichen zugleich gilt, je nachdem man s = ¢ als den
letzten der bis o oder als den ersten der von ¢ an weiter zu nehmenden
Werthe ansieht. Das Solidum hat hier die Gestalt einer Wendeltreppe. Die
Anderung der Richtung der Tangente wird nunmehro entweder 720° oder
0°, man kann aber dieser Betrachtung ganz enthoben sein, wenn man die
gegenwértige Methode auf den Fall einschrénkt, wo die Curve sich nicht
selbst schneidet.

8]

Uberhaupt lisst sich in dieser Theorie vieles sehr vereinfachen, wenn man
die Zerlegbarkeit der Polygone in Dreiecke voraussetzt. Diese aber lasst sich
auf folgende Art beweisen.

Zuerst ist klar, dass jede Figur durch Eine Theilungslinie (gerade; kiirzeste)
sich in zwei zerlegen lasst, die zusammen einen Einwérts gehenden Winkel
weniger haben. Durch wiederholte Theilung dieser Art wird also das Polygon
in andere zerlegt, die gar keine einwérts gehende Winkel haben.

Es sei nun P ein Polygon mit lauter auswéarts gehenden Winkeln an den
Punkten (1), (2), (3)...(n); ich behaupte, die Linie (1)(3) wird ganz im Innern
des Polygons liegen.

11



Beweis. Zuerst ist klar, dass der Winkel (1) und die Linie (2)(3) auf der
innern Seite von (1)(2) liegen; indem man also eine Linie durch (1) sich so
bewegen lasst, dass sie von (1)(2) auf (1)(3) tbergeht, wird sie anfangs im
Innern der Figur liegen. Gesetzt nun, dass sie in der Lage (1)(3) nicht mehr
ganz im Innern der Figur liege, so sei (1)(u) diejenige Lage, bis wohin sie ganz
im Innern liegt und dann aufhoért, diese Eigenschaft zu haben; sie wird

2

(2) () (3) () (3)

(1) (1) =

also in der Lage (1)(u) die Aussenseite der Figur bertihren, entweder in einem
Punkte oder in einer Linie (oder mehrern getrennten Punkten oder Linien).
Offenbar wird also an dieser Stelle oder an diesen Stellen einer oder mehrere
einwarts gehende Winkel sein, gegen die Voraussetzung.
Es ist hierdurch zugleich bewiesen, dass alle Linien (1)(2), (1)(3), (1)(4)
etc. ganz im Innern der Figur liegen und in einem Sinn fortgehen.

[9.]

Eine interessante Aufgabe scheint zu sein, die Bedingung analytisch anzu-
geben, ob ein gegebener Punkt innerhalb oder ausserhalb der Figur fallt.

Die Auflésung ist leicht. Indem man den Punkt zum Anfangspunkt der
Coordinaten wahlt, zdhle man alle Punkte

a, wo y, —y, zy —yr
B, wo y, -y, yz'—ay
v, wo -y, y, wy —ya
5, wo —vy, vy, yx'—=xy

positiv sind; man hat dann

a =7, /3:5

Ist nun o — B = 0, so liegt der Punkt ausserhalb, ist o — § = +1, so liegt er
innerhalb.

12



[I1]

ZUR GEOMETRIE DER LAGE,
FUR ZWEI RAUMDIMENSIONEN.

Bei den dargestellten Tracten werden alle nur einmal vorkommenden Kno-
tenpunkte weggelassen. Mit zwei Sternen sind diejenigen bezeichnet, die fiir
sich schon unmdglich sind; mit Einem Stern die, wo unter Vor- und Nachset-
zung eines neuen Knotenpunkts der Tract unmdoglich; ohne Stern, wo dieser
Zusatz einen moglichen Tract ergibt.

Ein vollstandiger Knoten.
1. aa

Zwei vollstandige Knoten.
1. aabb
2. abab *
3. abba

Drei vollstdndige Knoten.

1. aabbce 9. abbcca

2. aabcbc* 10. abcabc

3. aabeeh 11. abcacb*
4. ababcc* 12.  abcbac*
5. abacbc** 13.  abcbea **
6. abacch* 14.  abccab™
7. abbacc 15.  abecba

8. abbcac*

13
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aabbcedd
aabbcded *
aabbceddc
aabcbedd *
aabcbded **
aabebddc*
aabecbdd
aabcedbd *
aabceddb
aabedbed

. aabedbdce*
. aabedcbd *
. aabededb **

aabeddbe *

. aabeddch

. ababcedd *
. ababeded *
. ababeddc*

abacbedd **

. abacbdcd **
. abacbddc**
. abaccbdd **
. abaccdbd **
. abaccddb **

abacdbed **

. abacdbdc**
. abacdcbd **
. abacdcdb**
. abacddbc **
. abacddch**
. abbaccdd

. abbacded *
. abbacddc

. abbcacdd *
. abbcadcd **

Vier vollstandige Knoten.

36.
37.
38.
39.
40.
41.
42.
43.
44.
45.
46.
47.
48.
49.
50.
51.
52.
53.
54.
55.
96.
o7.
58.
59.
60.
61.
62.
63.
64.
65.
66.
67.
68.
69.
70.

abbcaddc*
abbccadd
abbecdad *
abbcedda
abbedacd
abbcdadc*
abbedcad *
abbcdcda **
abbeddac*
abbeddcea
abcabedd
abcabded **
abcabddc
abcacbdd *
abcacdbd **
abcacddb*
abcadbed *
abcadbdc **
abcadcbd
abcadcdb **
abcaddbe
abcaddch*
abcbacdd *
abcbadcd **
abcbaddc*
abcbcadd **
abcbedad **
abcbedda **
abcbdacd *¥*
abcbdadc **
abcbdcad **
abcbdcda **
abcbddac*
abcbddca **
abccabdd *
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71.
72.
73.
74.
75.
76.
e
78.
79.
80.
81.
82.
83.
84.
85.
86.
87.
88.
89.
90.
91.
92.
93.
94.
95.
96.
97.
98.
99.
100.
101.
102.
103.
104.
105.

abccadbd **
abccaddb *
abccbadd
abcebdad *
abcebdda
abcedabd
abcedadb *
abcedbad *
abcedbda **
abceddab *
abceddba
abcdabed *
abcdabdc*
abcdachd **
abcdacdb **
abedadbe *
abedadceh*
abedbacd *
abedbadc
abedbead **
abedbeda
abedbdac **
abedbdca **
abcdcabd **
abedcadb **
abcdcbad *
abcdebda **
abcdcdab **
abededba **
abeddabe
abcddach*
abcddbac*
abeddbea **
abeddcab *
abcddcba



Man kann die moglichen Tracte auch als geschlossene ansehen, und folglich
aus jedem moglichen durch Vorriickung des Anfangsgliedes andere ableiten.
Die 24 moglichen, welche sich unter den 105 Tracten fiir 4 vollstdndige Knoten
befinden, erscheinen in dieser Abhingigkeit so:

1. 39 I.4 1Iv.1 VIIL1
o4. 89 1.2 III. 4
15. 105. 73. 33 II. 5

3.45.7.75.31. 9. 81. 37
10. 91. 46. 48. 56. 100. 76. 40

iy

Sehr vereinfacht wird die Registrirung, indem man die Platze mit 0, 1, 2,
3 u.s.w. bezeichnet, und diejenigen Paare von Plédtzen, die Einem Knoten
entsprechen, neben einander setzt. In einem moglichen geschlossenen Tracte
muss jedes Paar aus einer geraden und einer ungeraden Zahl bestehen. Z. B.

0.7 0.3
2.5 2.7

Nr. 91 41 Nr. 48 41 u.S. W.
6.3 6.5

Dieses Criterium hort aber bei Perioden von mehr als 4 Knoten auf, fir die

Méglichkeit zureichend zu sein; z. B. abcadcedbe oder < g g i g ? )

ist, obgleich dem Criterium geniigt ist, unmoglich.
0. 2. 4. 6. 8
3. 7. 1. 9. 5 )

Die vollsténdige lexicographische Aufzéhlung aller 120 Tractcombinationen
fiir 5 Knoten auf der folgenden Seite [, wobei die unméglichen Tracte durch
einen Stern bezeichnet sind.]

Ebenso ist unmoglich abcabdecde [oder]
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1. aabbceddee

2 cedeed

3 cddcee

4. cddeec

5. cdecde

6. cdeedc

7. aabccbddee

8 bdeed

9. ddbee
10. ddeeb
11. debde
12. deedb
13. aabedbedee
14. bceed
15. bedce
16. beecd
17. dcbee
18. dceeb
19. debce
20. deech
21. ecbed
22. ecdeb
23. eebed
24. eedcb
25. abbaccddee
26. cdeed
27. ddcee
28. ddeec
29. decde
30. deedc

31. abbecaddee

32. adeed
33. ddaee
34. ddeea
35. deade
36. deeda
37. abbcdacdee
38. aceed
39. aedce
40. aeecd
41. dcaee
42. dceea
43. deace
44. deeca
45. - ecaed
46. ecdea
47. eeacd
48. eedca
49. abcabcddee
50. cdeed
51. ddcee
52. ddeec
53. decde
54. deedc
55. abcadcbdee
56. cbeed
57. cedbe
58. ceebd
59. dbcee
60. dbeec
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61. abcaddecbhe

62. deebc
63. ebced
64. ebdec
65. eechd
66. eedbc
67. abccbaddee
68. adeed
69. ddaee
70. ddeea
71. deade
72. deeda
73. abcedabdee
74. abeed
75. aedbe
76. aeebd
77. dbaee
78. dbeea
79. deabe
80. deeba
81. ebaed
82. ebdea
83. eeabd
84. eedba
85. abcdbadcee
86. adeec
87. aecde
88. aeedc
89. cdaee
90. cdeea

91.

92.

93.

94.

95.

96.

97.

98.

99.
100.
101.
102.
103.
104.
105.
106.
107.
108.
109.
110.
111.
112.
113.
114.
115.
116.
117.
118.
119.
120.

abcdbeeade *
ceeda
edaec*
edcea
eeadc
eecda

abeddabcee
abeec
aecbe
aeebc
cbaee
cbeea
ceabe
ceeba
ebaec
ebcea
eeabc
eecha

abcdeabede
abedc
adcbe
adebc*
cbade
cbeda
cdabe*
cdeba
ebadc
ebeda
edabc
edcba



BEMERKUNGEN ZU DEN NOTIZEN UBER GEOMETRIA
SITUS.

Die unter [I] zusammengefassten Notizen stehen hinter einander in einem
Handbuche, sind jedoch augenscheinlich zu sehr verschiedenen Zeiten nieder-
geschrieben worden, die Notizen [1] und [2] stammen wahrscheinlich aus der
Zeit zwischen 1823 und 1827, wihrend die Notiz [9] vermuthlich in die Zeit
nach 1840 fallt.

In ScHERINGS Nachlass haben sich folgende Erlauterungen zu den Notizen
[I] gefunden:

»Um die Charactere «y, 7' [S. 272] irgend eines bestimmten Theils der Curve
zu erhalten, ziehe man von beliebig weiter Ferne nach zwei Punkten, die
unmittelbar neben dem Curventheil und auf verschiedenen Seiten des Zuges
liegen, zwei gerade Linien und zédhle fiir jeden Durchschnitt, welchen eine
der beiden Linien mit dem gegebenen Zuge macht, +1, wenn die Linie von
der dussern Seite zur innern iibergeht, —1 im entgegengesetzten Falle. Die
Resultate fiir die beiden Linien sind die gesuchten Charactere v, 7.

Nennt man +1 oder —1 den Character eines durch eine einzelne der in sich
zuriickkehrenden Linien begrenzten Flichentheils, je nachdem die Fldche auf
der positiven oder negativen Seite ihrer Begrenzung liegt, so bezeichnet Chea
[S.274] die Summe der Charactere aller der Flichentheile, die an a stossen,
sowohl derjenigen, die iiber a hinausgehen, als auch des Flachentheils, der
von ea begrenzt wird und dessen Character ¢ ist.

Der absolute Character y eines Punktes [S.278] ist die Summe der Cha-
ractere aller Flachentheile, in denen der Punkt liegt.

Bei der Zéhlung [S.281] hat man die Seiten des Polygons in einem und
demselben Sinne, immer in der Richtung von (z,y) nach (2, '), zu durchlau-
fen.«

Die Notiz [[I] hat SCHERING, wahrscheinlich auf Grund der Ausserungen
von GAUSS in der Anmerkung S. 272, mit dem Datum: 1844. Dec. 30 versehen
und zu ihr folgende Bemerkungen gemacht:

»Zwei Punkte des Tractes, die zusammenfallen und dadurch einen Knoten
bilden, sind mit denselben Buchstaben a und a, b und b u.s. w. bezeichnet. Bei
der Darstellung eines Tractes werden diese Punkte in der Ordnung angegeben,
in welcher sie auf dem Tracte nach einander folgen.

Durch die Figuren werden die Nummern

1 54 15 3 10
15

dargestellt. « STACKEL.
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AUFGABEN UND LEHRSATZE
DER ELEMENTAREN GEOMETRIE
ANGEHORIG.

NACHTRAGE ZU BAND IV.



NACHLASS UND BRIEFWECHSEL.

[ZUR SPHARISCHEN TRIGONOMETRIE.]

1]
GAUSS an GERLING. Gottingen, 18. Februar 1815.

Recht sehr danke ich Thnen, lieber GERLING, fiir die Mittheilungen aus Ih-
rer Arbeit iiber die Trigonometrie. Ihren Beweis fiir die 4 Gleichungen finde
ich fiir Thren Zweck sehr angemessen. Es fehlt ihm weiter nichts zur Vollstén-
digkeit, als dass noch die Zeichen besonders bewiesen werden miissen, indem
z.B. aus

sin £ A% cos 3 (b + ¢)* = cos (B + C)? cos 2a

eigentlich nichts weiter folgt, als dass

sin £ A cos £(b+ ¢) entweder = cos (B + C) cos 3a
oder —cos 3(B + C) cos 3a.

Man kann eine solche Completirung des Beweises aus andern Sétzen ablei-
ten, wodurch aber das Ganze weitlauftiger wird. Ich habe zuletzt mich immer
an folgende Entwickelungsmethode gehalten:

Ich setze die 5 Gleichungen voraus, da sie in der That alle ohnehin not-
hwendig sind:

—_

cosa = cosbcosc+ sinbsineccos A

sina cos B = cosbsinc — sinbcos ccos A

\)

sinasin B = sinbsin A

= W
T D O —

cos Bsin C + sin B cos C cosa = cosbsin A

— cos BcosC + sin Bsin C cosa = cos A.

t

Hieraus leiten Sie leicht folgende 6 neue ab

6) sina(cosC —cosB) = (14 cos A)sin(b — c) 2)
7) sina(cosC + cos B) = (1 — cos A) sin(b + ¢) s =

8) sin A(sinb + sinc¢) = sina(sin B + sin C) 3)
aus
9) sinA(sinb — sinc) = sina(sin B — sin C)

10) sin A(cosc+ cosb) = (1 + cosa)sin(B + C) 2)
11) sin A(cosc — cosb) = (1 — cosa)sin(B — C) s



[Dabei gebraucht man die Gleichung 2)] theils in ihrer urspriinglichen Form,
theils indem B, b gegen C, ¢ vertauscht werden. Dasselbe gilt von den folgen-

den [Gleichungen 3) und 4)].
Lost man nun alles in Factoren auf und setzt, um nicht so viel zu schreiben

zu haben,

cos3Acos5(b—c)=P coszacoss(B+C)=p
cos3Asing(b—c)=Q coszasini(B+C)=q
sinfAcoss(b+c)=R singacosi(B—C)=r
sinAsin(b+¢) =S siniasini(B-C)=s,

so bekommen die letzten 6 Gleichungen folgende Gestalt:

6*) PQ=qs
™) RS =pr
8) PS=gqr
9") QR=ps
10*) PR =pq
11%) QS =rs.
Aus 07 x 8 oder 67 x 10 oder 87 x 10 folgt
11+ . &
PP = qq,
woraus nothwendig
P =+q

geschlossen werden muss, in so fern man nur Dreiecke betrachtet, wo Seiten
und Winkel nicht iiber 180° hinausgehen. Dann hat man ohne weiteres

Q:+87 R:+p7 S:+T,

welches zusammen die vier gewiinschten Sétze sind.
Ich iiberlasse es Thnen, in wie fern Sie hiervon, oder von andern mir gewohn-
lichen Rechnungsanordnungen, in Threm Werke Gebrauch machen wollen. ...



2]
GAUSs an GERLING. Gottingen, 26. Juni 1816.

....... Ich habe bisher immer so vielfache Zerstreuungen gehabt, dass ich
noch nicht habe dazu kommen koénnen, iiber die zweckméssigste Ordnung
der ersten Sétze der sphéarischen Trigonometrie, bei einer geometrischen Be-
handlung, nachzudenken. Ich sollte indessen glauben, dass es am einfachsten
sein wiirde, Euklid XI. 20. 21 zum Grunde zu legen und den Satz, dass
A+ B+ C > 180 ist, aus dem Polardreieck abzuleiten. Ich glaube kaum,
dass sich aus der Betrachtung des ebenen Dreiecks zwischen den Winkelpunk-
ten des sphérischen irgend ein erheblicher Gewinn ziehen ldsst, da es keine
sehr einfache Relationen zwischen dessen Winkeln zu geben scheint. Folgende
mochte wohl mit die zierlichste sein: wenn A’, B’, C' die Winkel des ebenen
Dreiecks sind, und

A+ B+C —180° = u,

So ist

I _ 1 1
cos A" = cos acos(A — Fu).



[GEOMETRISCHER ORT
DER SPITZE DES SPHARISCHEN DREIECKS
AUF GEGEBENER BASIS MIT GEGEBENEM INHALT.]

GAUSS an SCHUMACHER. Gottingen, 29. December 1841.

....... Ist Thnen eine gedruckte Auflésung der Aufgabe: den geometri-
schen Ort der Spitze eines sphérischen Dreiecks auf gegebener Basis und von
gegebenem Inhalt zu finden, bekannt? Ich wurde neulich veranlasst sie zu su-
chen; und war etwas verwundert, dass die analytische Auflésung mit einigem
Umwege auf ein hochst einfaches Resultat fiihrt, dessen synthetischer Beweis
sich in ein Paar Zeilen fithren lasst. .......

[SCHUMACHER an GAUSS. Altona, 3. Januar 1842.]

{Eine geometrische Auflésung des von IThnen, mein theuerster Freund, er-
wahnten Problems hat vor nicht gar langer Zeit STEINER in CRELLES Jour-
nal (Bd. 2. p. 45) gegeben, wo er aber seine Vorgéinger nicht richtig citirt.
LEXELLS Aufsatz steht nicht, wie dort gesagt wird, in Nova Acta Petrop. V.
Pars 1, sondern in Acta Petrop. pro 1781, Pars I. EULER ist spéter darauf in
Nova Acta Tom. X. p. 47 (Variae speculationes etc.) zuriickgekommen. LE-
GENDRE hat ihn auch in seiner Géométrie, Note X, wo er auch unrichtig
LEXELL citirt, und GRUNERT in der Fortsetzung von KLUGELS Woérterbuch,
Artikel Trigonometrie (gleichfalls unrichtige Citation LEXELLS. Sie scheinen
aus LEGENDRE abgeschrieben zu haben).

CLAUSEN hat mich gebeten, Thnen seine Auflésung vorzulegen. Es folgt
daraus, dass die Mittelpunkte der beiden andern Seiten des Dreiecks (die
Basis ist die dritte) auf grossten Kreisen liegen, und die einfache Construction
um den Pol des Ortkreises zu finden:

Man halbire die beiden andern Seiten und lasse aus den Halbi-
rungspunkten Bégen von 90° sich schneiden. Thr Durchschnitts-
punkt ist der gesuchte Pol des kleinen Kreises, in dem die Spitzen
der Dreiecke liegen.

Ist diess durch geometrische Betrachtungen schon gefunden? ........ }



GAUSS an SCHUMACHER. Gottingen, 6. Januar 1842.

....... Bei der ganzen Sache war mir nur das merkwiirdig gewesen, dass
die analytische Angriffsarbeit diessmal so sehr viel weitschweifiger wird als
der synthetische Beweis des Satzes, wenn man ihn schon hat. Ich selbst hatte
mir das Resultat so enunciirt: man verbinde die Mitten der zwei Seiten des
vorgegebenen Dreiecks (indem man die gegebene Basis die dritte Seite nennt)
durch einen grossten Kreis; der damit durch die Spitze des Dreiecks paral-
lel gezogene kleine Kreis ist der gesuchte geometrische Ort. Dass damit der
Aufgabe geniigt wird, ist in der That unmittelbar zu iibersehen.

Indem man nemlich auf den bemeldeten grossten Kreis die Perpendikel
Aa, Bp, C~ fillt, bilden sich fiir nebenstehende Figur vier rechtwinklige
Dreiecke 1,1, 2, 2, wo die Gleichheit von 1 = 1 und 2 = 2 evident ist, also das
Dreieck ABC' ist dem Viereck Aaf8B an Inhalt gleich; aber dieses Viereck
ist von der Lage von C' in dem punktirten kleinen Kreise unabhéngig; also
der Inhalt von ABC fiir jede Lage von C' in diesem kleinen Kreise immer
derselbe. Fiir den Fall, wo ~ nicht innerhalb des Dreiecks liegt, muss man
(wie das bei synthetischen Beweisen immer nothwendig ist) eine andere Figur
zeichnen, welche zeigt, dass sowohl das Dreieck ABC, als das Viereck AaSB
jedes =1+ 2+ 3 ist.

v 1 142

B A

Alles ganz schulgerecht zu schreiben, fehlt mir jetzt die Zeit, aber das An-
gefiihrte wird hinreichen, den Nerv des synthetischen Beweises zu zeigen. ...



BEMERKUNG.

GAUSS hat sich den vorstehenden Beweis auch in einem Handbuche unter
demselben Titel notirt, unter dem hier die Briefstellen Platz gefunden ha-
ben. Genau derselbe Beweis war schon 1836 von LOBATSCHEFSKIJ in § 68 der
Abhandlung: Hossist Hagana reomerpin (Neue Anfangsgriinde der Geometrie)

gegeben worden.

STACKEL.



[ZU MOBIUS’ BARYCENTRISCHEM CALCUL.]
L]
GAUSS an SCHUMACHER. Gottingen, 12. Mai 1843.

Ich bin Thnen, mein theuerster Freund, noch fiir mehrere Threr Briefe und
sonstige interessante Mittheilungen meinen Dank schuldig. Sie diirfen jedoch
nicht zu genau mit mir rechnen: seit 4—6 Wochen bin ich (anfangs durch zu-
fallige Umsténde) in einige mathematische Speculationen hineingezogen, wo
ich immer wieder durch neue Aussichten in andere Richtungen gelenkt wurde,
und vieles erreicht, vieles verfehlt habe. In einem solchen Herumtreiben ist
man (oder bin ich wenigstens) fast unfahig, mich in irgend andere Gegenstan-
de einzulassen, und so ist namentlich auch in meiner Correspondenz ungemein
viel Riickstand geworden. Jene Speculationen betrafen grossentheils weniger
neue Sachen, als Durchfithrung mir eigenthimlicher Methoden; zuletzt u. a.
mehreres sich auf die Kegelschnitte beziehendes. Mir ist dabei wieder in Er-
innerung gekommen, dass ich vor einem halben Jahrhundert, als ich zuerst
NEWTONS Principia las, mehreres unbefriedigend fand, namentlich auch sei-
ne an sich herrlichen Sétze die Kegelschnitte betreffend. Aber ich las immer
mit dem Gefiihle, dass ich durch das Erlernte nicht Herr der Sache wurde;
besonders quélte mich die gerade Linie, mit deren Hiilfe ein Kegelschnitt be-
schrieben werden kann. NEWTON 16st die Aufgabe: durch 5 Punkte A, B, C,
D, E einen Kegelschnitt zu legen, so auf, dass er erst vermittelst der vier
Punkte A, B, C, D (ich brauche jetzt meine, nicht NEWTONS hierbei mei-
nes Erachtens unbehiilfliche Bezeichnung) einen Punkt § jener geraden Linie
sucht, dann vermittelst A, B, C, E einen andern Punkt ¢ jener geraden Li-
nie; so ist die gerade Linie selbst positione data, und fiir jeden andern Punkt
derselben, u, gibt seine Construction einen correspondirenden Kegelschnitts-
punkt M: indem er den Winkel BAC' (mit unbestimmter Schenkelldnge) sich
um A drehen ldsst, und die Stellung notirt, wo AB durch p geht, muss AC
durch M gehen, und eben so, wenn der Winkel ABC' sich um B dreht, muss,
indem BA durch p geht, BC gleichfalls durch M gehen. Diese Construction
ist nun zwar liberaus zierlich, aber Herr des Gegenstandes ist man doch erst
dann, wenn man alle andern diese magische gerade Linie betreffenden Fragen
beantworten kann; namentlich will man wissen, welche Relationen diese ge-
rade Linie zu den Elementen des Kegelschnitts habe, ob man diese Elemente
selbst mit Leichtigkeit aus der Lage jener geraden Linie und der von A, B, C
ableiten konne. Verschiedenes dieser Art kann ich jetzt recht artig ausrichten,
ich weiss aber nicht, ob ich selbst das Ganze durchfithren kann, da andere
Geschéafte mich néthigen abzubrechen.

....... Frither haben Sie, wenn ich nicht irre, sich viel mit den Kegel-
schnitten beschéftigt; gewiss viel mehr dariiber gelesen als ich. Sie fithren z.
B. schon Monatliche Correspondenz 1810 November S. 508 einen eleganten



die Ellipse betreffenden Satz aus einem Buchel) an, welches ich, obwohl ver-
muthlich unsere Bibliothek es besitzt, bis jetzt noch nicht angesehen habe.
Man kann also wegen historischer Notiz wohl bei Thnen vorfragen. Kennen
Sie eine zierliche Construction, um den Mittelpunkt eines Kegelschnitts aus
5 Punkten desselben — ohne alle tiberfliissigen Umwege — zu finden?
Schwer wird es gewiss nicht sein, aber gerade diese Entwickelung habe ich
noch nicht gemacht. .......

GAUSS an SCHUMACHER. Go6ttingen, 15. Mai 1843.

Ich sende meinem letzten Briefe an Sie, mein theuerster Freund, noch ein
Paar Worte nach, um einem Buche eine Gerechtigkeit widerfahren zu lassen,
welches ich bisher, zum Theil in Folge eines vor zwanzig Jahren durch Sie
(freilich sehr unschuldiger Weise) veranlassten Umstandes, weniger beachtet
habe, als es verdient.

Sie erinnern Sich vielleicht noch, dass Sie mir damals in Threm Hause eine
an sich ganz artige von MOBIUS aufgestellte geometrische Aufgabe vorleg-
ten, wovon ich die nichts zu wiinschen lassende Auflésung fast augenblicklich
niederschrieb. In Folge dieses Vorfalls hatte ich das Buch von MOBIUS, ba-
rycentrischer Calcul, in dessen Vorrede jene Aufgabe auch wieder erwédhnt
wurde, mit einer Art Vorurtheil in die Hand genommen, nemlich mit dem
Zweifel, ob es der Miihe werth sei, eine recht artig ausgesonnene Rechnungs-
weise sich anzueignen, wenn man durch dieselbe nichts leisten kénne, was sich
nicht eben so leicht ohne sie leisten lasse. Ich hatte deshalb das Buch — zumal
da ich es in einer Zeit erhielt, wo andere Dinge mich ganz beschéaftigten —,
wie mir es freilich mit manchen Dingen gegangen ist, ohne viele Erwartung
davon zu haben, zunéchst auf die Seite gelegt, und spéter vollig vergessen.

Eben in den allerletzten Tagen (richtiger gestern) fiel mir das Buch zuféllig
in die Hénde, und ich fand dann bald mit grossem Vergniigen, dass darin die
Quintessenz der Lehre von den Kegelschnitten in nucem gebracht ist, und dass
gerade sein barycentrischer Calcul auf dem leichtesten Wege zur Auflésung
aller dahin gehorigen Aufgaben fiihrt. Interessant war mir darin auch manches
andere beim Blattern sich findende, z. B. der schéne von MAC LAURIN und
BRACKENRIDGE gefundene, mir entweder unbekannt gebliebene, oder wieder
vergessene Lehrsatz, mit dessen Hiilfe sich die Aufgabe, durch 5 gegebene
Punkte einen Kegelschnitt zu legen, so zierlich 16sen lasst.

Uberhaupt verhélt es sich mit allen solchen neuen Calculs so, dass man
durch sie nichts leisten kann, was nicht auch ohne sie zu leisten wére; der
Vortheil ist aber der, dass, wenn ein solcher Calcul dem innersten Wesen
vielfach vorkommender Bediirfnisse correspondirt, jeder, der sich ihn ganz

[*) PuissaNT, Recueil de diverses propositions de géométrie. Paris 1801. Vergl. auch Bd. IV.
S. 396.]



angeeignet hat, auch ohne die gleichsam unbewussten Inspirationen des Ge-
nies, die niemand erzwingen kann, die dahin gehorigen Aufgaben 16sen, ja
selbst in so verwickelten Féllen gleichsam mechanisch 16sen kann, wo ohne ei-
ne solche Hiilfe auch das Genie ohnméchtig wird. So ist es mit der Erfindung
der Buchstabenrechnung tiberhaupt; so mit der Differentialrechnung gewesen;
so ist es auch (wenn auch in partielleren Sphéren) mit LAGRANGES Variati-
onsrechnung, mit meiner Congruenzenrechnung und mit MOBIUs’ Calcul. Es
werden durch solche Conceptionen unzéhlige Aufgaben, die sonst vereinzelt
stehen, und jedesmal neue Efforts (kleinere oder grossere) des Erfindungsgei-
stes erfordern, gleichsam zu einem organischen Reiche. .........

[IL]
[DER BARYCENTRISCHE CALCUL UND DER
RESULTANTENCALCUL.]

L)

Der barycentrische Calcul findet sein Gegenstiick in einem andern (ver-
muthlich noch umfassendern) Calcul, den man den Resultantencalcul nennen
kénnte. So wie der erste sich mit Punkten beschéftigt, in denen man schwere
Massen voraussetzt; so wiirde letzterer zum Gegenstande haben Linien, in
welchen Kréfte wirken. Sind a, b, ¢, d u. s. w. solche Linien, in denen, in
jeder in bestimmtem Sinn, Kréfte wirken, die den Zahlen «, 3, v, § u. s. w.
proportional sind, so wiirde die Gleichung

aa+ b+ ve+dd+u.s. w. =0
bedeuten, dass diese Kréfte einander das Gleichgewicht halten.
2]

Man kann, wenn B,C' zwei Punkte in a sind, ganz figlich B — C' = ai
setzen.

3]

Es fragt sich nun hauptséchlich, was fir Kriafte man, barycentrisch auf
die Winkelpunkte, oder resultantisch auf die Seiten des Pentagons appliciren
miisse, damit zwischen ihnen und ihren Aquivalenten am innern Pentagon
moglichst einfache Verhéltnisse Statt finden.
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4]

Die Collinearitat zweier Systeme von Punkten oder geraden Linien ist wohl
am treffendsten dadurch zu definiren, dass immer zwischen je 5 Punkten
(Linien) des einen Systems und den 5 correspondirenden des andern sich
einerlei Lineargleichung aufstellen lasst.

[5.]

Das Characteristische der Collineation scheint am einfachsten so ausge-
driickt werden zu koénnen:

Es seien A, B... gerade Linien, P, (... Punkte des einen Systems, denen
im andern die Linien a,b... und die Punkte p, q... entsprechen. Driickt man
nun durch PA den (senkrechten) Abstand des Punktes P von der geraden
Linie A aus, so wird allgemein

PA.QB.pb.ga
pa.gh.PB.QA

BEMERKUNGEN.

Auf die in dem Briefe vom 12. Mai 1843 erwédhnten Untersuchungen bezieht sich
die Notiz: Zur Theorie der Kegelschnitte, die aus dem Nachlass in der folgenden
Abtheilung: Verwendung complexer Grossen fiir die Geometrie S. 341 bis 344 dieses
Bandes abgedruckt ist.

GAUss’ Losung der von MOBIUS gestellten geometrischen Aufgabe hat SCHUMA-
CHER in den Astronomischen Nachrichten No. 42, 1823 November veroffentlicht; sie
ist wiederabgedruckt in Bd. IV. S. 406—407.

Die Notiz [II] steht auf einem einzelnen Blatte; sie stammt wahrscheinlich aus
derselben Zeit, wie die unter [I] abgedruckten Briefstellen. GAUSS hat den barycen-
trischen Calcul, wie unter [3] angedeutet, insbesondere auf die Theorie des Fiinfecks
angewandt. Die betreffenden Entwicklungen, die mit dem Pentagramma mirificum in
Zusammenhang stehen, findet man unter dem Titel: Weitere Fragmente tiber das Pen-
tagramma mirificurn No. 11, S. 109 bis 111 dieses Bandes (vergl. auch die zugehorigen
Bemerkungen FRICKES, S. 117). Auch auf die Notiz: Beziehung der Raumverhdltnis-
se auf ein gegebenes Tetraeder, Bd. II. S. 307 bis 308 moge hingewiesen werden; sie
stammt wahrscheinlich schon aus dem Juli 1831.

STACKEL.
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VERWENDUNG COMPLEXER GROSSEN
FUR DIE GEOMETRIE.

NACHTRAGE ZU BAND IV.



NACHLASS UND BRIEFWECHSEL.

[DAS DREIECK.]

Die Aufgabe, die Lage eines Punktes aus dem bekannten Verhéltniss seiner
Absténde von dreien der Lage nach bekannten Punkten zu finden.

a,a’,a” x
Coordinaten der gegebenen Punkte { b, b’? b }; des unbekannten { y };

Verhéltniss der drei Abstinde wie m, m/, m”.
Erste Auflosungsart.
Man mache
a—a’' =hcosA, o —a=h"cosA”

a" —a =hcos A,
b —b=h"sin A"

b —b = hsinA, b—V"=NsinA,

und nehme an
r=a+Trcosy

y=>b+rsine.
So hat man die Gleichungen:
!0/
rr—2rh"” cos(p — A”) + W'h' = .
mm
rrm/'m”

rr+ 2rh’ cos(p — A') + W'W =
mm

a, b
h/// h

a//7 b//

a,b W

[Multiplicirt man die erste dieser Gleichungen mit

R'E

i

rr

die zweite mit
h//h//

)

rr
so ergibt sich durch Subtraction, indem man die Identitédten

h h/ B h//

sin(A” — A’) - sin(A — A”)  sin(A’ — A)

2



und
sin(A — A") cos(p — A’) +sin(A” — A) cos(¢p — A”)
=sin(A” — A ) cos(p+ A — A" — A")

zu Hiilfe nimmt, die Gleichung;]

e (1= e (12 L
mm mm
=2hh' h cos(p+ A— A" — A").

[Multiplicirt man ferner die erste jener Gleichungen mit

m//m//
1-—- )
mm
die zweite mit .
m'm
1 - )
mm

so ergibt sich durch Subtraction die Gleichung:]

o (1 m'"'m" (1o m'm’
mm mm

", 1
=2r {h" <1 _mm ) cos(p — A”)

mm
11. 'm/
R <1 AL ) cos(p — A’)}
mm
p
- {mmh cos(p — A) + m'm'h cos(p — A')
mm

+m" m"h" cos(p — A")} .
Durch Multiplication entsteht also:

B'H m”m” w1 - m'm/ 2
mm

/
— 2hh'B” {h" ( ) cos(A — A")

111 <1

/
= 2hh'B"’ {h" ( ) cos(2p+ A — A" —2A")

(-

Hieraus folgen zwei Werthe fiir 2¢ und eben so viele fiir ¢, die in I. ein
positives r geben, mithin zwei Auflésungen unsrer Gleichung.

m'm > cos(2p + A — 24" — A”)}.
m



Die zweite Auflésungsart.
Es seien &, n [die] Coordinaten des Mittelpunkts des durch die drei Punkte
gelegten Kreises, p dessen Halbmesser. Man mache, wie vorhin

" / " / / / " "
a’' —a =hcosA, a—a" =hcosA, a —a=~h"cosA"”,

b" — b = hsin A, b—b"=hsinA, b —b="h"sinA".
Man hat dann

£ =a+psin(A + A" — A)
=a +psin(A” + A - A")
=ad" +psin(A+ A - A"),

n=>b—pcos(A + A" — A)
=V —pcos(A”" + A— A)
=V —pcos(A+ A" — A",
h h/ h//

P= sin(A” — A’)  sin(A— A”)  sin(A’ — A)’

Man nehme ferner an

x =&+ Rcos, y =1+ Rsin;

so findet man:

RR+ pp —2Rpsin(yp + A — A" — A”)

mm
RR+ pp —2Rpsin(¢p + A" — A" — A)
- m'm/
RR+ pp —2Rpsin(yp + A" — A— A')
= m//m// = A

4



Hieraus wird

I. RR+pp

_ mmsin(2A” — 2A") + m'm’sin(2A4 — 2A") + m"m" sin(2A" — 2A) A
N 4sin(A” — A")sin(A” — A)sin(A’ — A) ’

II. 2Rpcosy =
mmhsin A + m/'m'h' sin A’ + m”"m"h" sin A”
sin(A’+A"” —A)hsin A+sin(A""+A—A")h/ sin A’
+sin(A+A’—A")h sin A”

A

[und

II. —2Rpsiny =

mmhcos A+ m'm'h cos A" +m" m"h" cos A”

cos(A'+A" —A)h cos A+cos(A”"+A—A")h! cos A’
+ cos(A+A'—A")h cos A

A.

Da nun die Nenner in II. und III. beide denselben Werth, nemlich
sp{sin(24 — 24") +sin(2A’ — 24") + sin(24"” — 24)},
haben, so ergibt sich aus diesen Gleichungen durch Division:

bgep = mmhcos A+ m'm'h/ cos A’ + m"m"h" cos A"
&Y = mmhsin A + m'm/h sin A’ + m”"m" h" sin A"’

wodurch fiir ¢ und damit auch fiir R zwei Werthe folgen.]

BEMERKUNG.

Die vorstehende Notiz, die sich in einem Handbuche findet und vermuthlich
aus dem Jahre 1816 stammt, ist sehr fllichtig geschrieben, sodass zahlreiche
Schreibfehler in den Formeln verbessert werden mussten. Sie bricht bei der
Formel II der zweiten Auflésungsart ab, bei der, was im Druck nicht ersicht-
lich gemacht werden konnte, der Nenner und der Factor A ergénzt werden
mussten. Der Deutlichkeit wegen sind dem Texte zwei Figuren hinzugefiigt
worden.

Es ist anzunehmen, dass GAUSS seine Auflésungen gefunden hat, indem er
von der Darstellung der Ecken des Dreiecks durch complexe Grossen ausging,
denn hierbei ergeben sich genau die Formeln des Textes, wenn man darin



die Paare von Gleichungen, die den Cosinus und den Sinus desselben Winkels
enthalten, mittelst des Symboles ¢ immer in eine einzige Gleichung zusammen-
fasst. Dass GAuss die Darstellung der Punkte einer Ebene durch complexe
Grossen schon frith bei geometrischen Aufgaben benutzt hat, zeigt zum Bei-
spiel die auf der folgenden Seite abgedruckte Notiz tiber die Construction der
PoTHENOTschen Aufgabe, sowie eine handschriftliche Bemerkung zu SCHU-
MACHERS Ubersetzung der Geometrie der Stellung von CARNOT aus dem
Jahre 1810, die sich ebenfalls auf die Geometrie des Dreiecks bezieht und

bereits Bd. IV. S. 396 bis 397 Platz gefunden hat.
STACKEL.




[POTHENOTS AUFGABE UND DAS VIERECK.]

(L]
[CONSTRUCTION DER POTHENOTSCHEN AUFGABE.]

[1.]

Es werden drei Punkte a, b, ¢ durch die eben so bezeichneten complexen
Zahlen dargestellt, es seien ferner «, 3, v drei complexe Zahlen, so dass

a+pB+v=0.

Man mache
A+ pBb+vc=0

aa+ BB +v=0
aa + b+ ~+vC =0,

und A, B, C seien die Punkte, denen die complexen Zahlen A, B, C entspre-
chen. Dann schneiden sich aA, bB, ¢C in Einem Punkte P und dieser ist die
Auflésung von POTHENOTS Aufgabe.

Sind 2, B, € die in P beobachteten (nicht orientirten) Azimuthe, so ver-
halten sich

72

ae'™, Be'®, ve'®,

wie reelle Zahlen.
BEMERKUNG.

Diese Notiz hat GAUSS auf der innern Seite des hintern Deckels seines Ex-
emplars des Werkes: CARNOT, Geometrie der Stellung. Ubersetzt von SCHU-
MACHER. Bd. II. Altona 1810 eingetragen.

STACKEL.

2]
GAUSS an GERLING. Gottingen, 7. November 1830.

.......... Uber die vier merkwiirdigen Punkte im Dreieck habe ich
selbst nie etwas bekannt gemacht. Was ich jedoch 1808 dariiber SCHUMA-
CHER mitgetheilt habe, hat dieser im Anhange zu seiner Ubersetzung von
CARNOT, Géométrie de position, zweiter Bd., welcher 1810 erschienen ist,
drucken lassen. Ich zweifle fast, dass der Punkt, welcher sich nach dem von
Thnen angefithrten Satze ergibt, besonders elegante Relationen zu den tibrigen
darbieten wird, und zwar deshalb, weil jenes Theorem nur ein ganz specieller
Fall eines viel allgemeinern ist.



Wenn man nemlich an die Seiten eines gegebenen Dreiecks ABC' drei an-
dere AB~v, aBC, ACS legt (entweder alle drei an die dussere oder alle drei an
die innere Seite des Dreiecks ABC gelegt), die jedes einem zweiten gegebenen
Dreieck abc dhnlich sind, und zwar dergestalt, dass sie auch dhnlich liegend
und die Winkel an «, 8, v denen an a, b, ¢ gleich werden, so schneiden sich
die Linien A«, BB, Cvy (nothigenfalls vorwérts oder rickwérts fortgesetzt) in
Einem Punkte D und die Winkel an D (ADB, BDC, CDA) sind denen an
v, a, B entweder selbst oder ihren Nebenwinkeln gleich und &hnlich liegend.

Offenbar ist diess die zierlichste Construction der POTHENOTSchen Aufga-
be; wo man aber in der Praxis sich begniigen kann, nur Einen Punkt z. B. «
zu construiren und den Messtisch nach der Linie Aa zu orientiren. Wie ich
von meinem Sohne hore, ist letztere Manier unter dem Namen der SCHULZ-
MONTANUS’schen bekannt. . . ... ..



[I1]
[DIE PHYSISCHE MOGLICHKEIT DER DATEN IN POTHENOTS
AUFGABE]

1]
GAUSS an SCHUMACHER. Gottingen, 13. April 1836.

....... Bei dieser Gelegenheit will ich doch auch einer andern Aufgabe
erwahnen, nemlich der sogenannten POTHENOTSchen. Wenn drei Punkte A,
B, C gegeben sind, und zugleich die Winkel, die X A, X B, XC unter einan-
der machen (natiirlich inclusive des sens, d.i. ob die Winkel von der linken
nach der rechten [Seite] oder umgekehrt gezéhlt sind), so ist X (allgemein
zu reden, d.i. mit Ausnahme des Falls, wo A, B, C, X auf Einem Kreise lie-
gen) bestimmt. Griinden sich die Data auf einen wirklichen concreten Fall,
so versteht sich von selbst, dass die Aufgabe, weil wirklich, auch moglich ist.
Aber wenn jemand (um Sie aufs Eis zu fithren) Thnen bloss die Zahlen aufgibt,
so kann sich hinterher ergeben, dass die Aufgabe physisch unméglich ist, und
dass Sie statt einer der drei Richtungen die entgegengesetzte erhalten (180°
verschieden von der aufgegebenen).

Die Frage ist nun, wie man am einfachsten die Bedingung der physi-
schen Moglichkeit durch eine Gleichung zwischen den Datis ausdriicken
kann? Ich habe, mich verwundernd, dass bei einer Aufgabe, woriiber so viel
geschrieben ist, doch von allen, so viel ich weiss, ein so wesentlicher Umstand
ganz iibersehen ist, — die Auflésung oft in meinen Vorlesungen vorgetragen.
Aber so ganz leicht muss sie doch wohl nicht zu finden sein; wenigstens habe
ich einmal einem sonst sehr geschickten jungen Mann (dem sie von mir nicht
vorgetragen war) sie als Thema einer Doctordissertation vorgeschlagen, und
der hatte, obgleich er sich lange damit gequélt, die Auflésung nicht finden

GAUSS an SCHUMACHER. Gottingen, 21. April 1836.

...... Um ein Beispiel zu haben, wo POTHENOTS Aufgabe physisch (i. e.
optisch) unmoglich ist, nehmen Sie an, die drei Richtungen sollen, dem Ver-
langen nach, Winkel von 120° unter einander machen, was allemal unméglich
wird, sobald die drei Punkte ein Dreieck bilden, worin ein stumpfer Winkel
grosser als 1200 ist.




Hier wiirde Thnen die Rechnung den Punkt X geben, der aber nur passt,
wenn Sie statt der Richtung X B die entgegengesetzte nehmen.

GAUSS an SCHUMACHER. Gottingen, 23. April 1836.

....... Gleich nach Absendung meines letzten Briefes dachte ich doch,
dass der hinterher eingelegte Zettel ) Sie wohl eher verwirren, als das in dem
Briefe angezogene ohne weiteres verstandliche Beispiel weiter erkldren wiirde.
Ich hatte nicht gehorig bedacht, dass [erstlich das allgemeine auf dem
Zettel ausgesprochene Theorem, um vollkommen richtig aufgefasst zu werden,
wohl noch einiger erlduternder Bemerkungen bediirfen moéchte. Zweitens,
dass gerade der Fall des gleichseitigen Dreiecks ohne solche erlduternde Be-
merkungen am leichtesten missverstanden werden kann. Drittens hétte auch
hier ausdriicklich in Beziehung auf das Beispiel eine literirte Figur beigefiigt
werden miissen. Und viertens glaube ich sogar einen Schreibfehler begangen
und anstatt 60° + 60° = 120° geschrieben zu haben 30° + 30° = 60°. Wollte
ich nun diese 3 oder 4 Punkte alle und ganz aufkldren, so wiirde dazu ein
léngerer Brief néthig sein, als ich heute schreiben kann. Einstweilen ignoriren
Sie also das Beispiel mit dem gleichseitigen Dreieck ganz (was ich iibrigens,
wenn es der Mithe werth scheinen sollte, zu einer andern Zeit zu erkléren
gern erbotig bin). Dagegen will ich heute zu weiterer Verstindigung tiber das
allgemeine Theorem das Nothige beifiigen.

Vor allem aber muss ich, um jedes Missverstidndniss dariiber auszuschlie-
ssen, ausdriicklich bemerken, was die Data des POTHENOTschen Problems
nothwendig enthalten miissen:

1) miissen die drei gegebenen [Punkte, wenigstens ihrer gegenseitigen Lage
nach, vollkommen bestimmt sein, so dass iiber das Rechts- oder Linksliegen
keine Zweideutigkeit ist. Es ist also z.B. nicht zureichend, die Grésse der
Winkel zu kennen, sondern auch ihre Lage; also z.B. nicht bloss A = 45°,
B =45, C =90, weil so das Dreieck

A A

v N

C  nicht von B unterschieden wiirde.

2) wird dieselbe vollstdndige Bestimmtheit fir die Winkel an dem gesuch-
ten Punkte X erfordert.

Es ist also z. B. nicht zureichend zu sagen, dass in X der Winkel zwischen
A und B 40°, zwischen B und C 100° sein soll, weil sonst

[*) Dieser Zettel fehlt. In seiner Antwort vom 26. April 1836 bemerkt SCHUMACHER, dass
er in dem Briefe keine Einlage vorgefunden habe.]
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die Félle nicht gehoérig unterschieden wiirden, oder, mit andern Worten,
weil man sonst nicht Ein Problem, sondern auf einmal vier verschiedene auf-
geben wiirde.

Diess wohlverstanden, sind nun alle bisherigen Behandlungen des Pro-
blems in so fern unvollstédndig, als sie keine allgemeine Regel angeben, wonach
man vorgegebenen Datis gleich ansehen kann, ob sie zusammen bestehen kon-
nen oder nicht. Auch ohne bloss vom theoretischen Standpunkt auszugehen,
scheint eine Ergénzung dieses Mangels praktisch wiinschenswerth, weil ja Da-
ta, die sich auf einen wirklichen Fall in concreto beziehen sollen, wenn auch
nicht durch Neckerei, doch durch grobe Schreibfehler und Irrthum entstellt
sein konnen, deren Dasein sogleich in vielen Féllen erkennen zu kénnen, doch
auch dem blossen Praktiker werth sein muss.

Allgemeine Regel verstehe ich so, dass man nicht fiir jeden speciellen Fall
eine eigene rohe Zeichnung machen soll. Denn wenn man das thun will, so
wird es jedesmal eben nicht schwer sein, iiber Méglichkeit oder Unmoglichkeit

zu urtheilen.
Das eben wird aber verlangt, dass Alle Fille in Einer allgemeinen Regel

befasst werden sollen.

Sie schienen zu glauben, dass solche physische Unmdoglichkeit oder Unver-
einbarkeit eben nur einzelne, vielleicht seltene, Félle trifft, das ist aber nicht
so, sondern (abstrahirt von einer gewussten richtigen Beziehung auf einen
wirklichen Fall in concreto) gibt es dreimal so viel unmogliche als mogliche
Combinationen.

Das eben ist nun in dem allgemeinen Satz enthalten, welcher auf dem Zettel

steht. Nemlich:

»Wenn die vorgeschriebenen Data moglich sind, so werden sie
durch Abanderung einer der drei Richtungen (XA, XB, XC) in
die entgegengesetzte (um 180° verschieden) sogleich unméglich«.

11



Derselbe Satz ist iibrigens auch umgekehrt wahr, die unvertriaglichen Data
werden vertraglich, wenn man Eine der drei Richtungen in die entgegenge-
setzte abdndert, nur ist hier die abzuidndernde nicht mehr willkiirlich.

Wenn also z.B. unter den obigen vier Zeichnungen die erste (fiir ein be-
stimmtes gegebenes Dreieck ABC') moglich ist, nemlich

(1)
B c

40N002

A

moglich, so sind

(2)
A

40°
400

100° [

B

alle unmoglich. Es entsteht hier

2 aus 1, indem ich fiir C'
Jausl, , , , B } die entgegengesetzte Richtung nehme.

4aus 17 RRAE A

Umgekehrt hingegen, wenn (1) unméglich ist, so ist Eine der drei (2), (3),
(4) moglich, und eo ipso die beiden andern unmoglich.

Wenn die Data des Problems, gleichsam auf gut Gliick, aufgegeben sind, so
kann man die Auflésung entweder geometrisch, oder halb geometrisch, halb
analytisch (Rechnung mit roher Zeichnung verbindend), oder rein analytisch
suchen. In den beiden ersten Féllen erkennt man etwanige Unmoglichkeit
im Laufe des Geschifts von selbst. Aber bei dem letzten Verfahren findet
man immer ein Resultat; ob diess aber den vorgegebenen Zahlen entspreche
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oder einer andern (unter den vier jedesmal zusammengehorigen Variationen),
erkennt man dann erst hinterher,
falls man nicht gleich anfangs mein Criterium angewandt hat.

Ich setze das Criterium selbst nicht her, um Ihnen das Vergniigen, es selbst
zu finden, nicht zu rauben. Jedenfalls hoffe ich durch das Vorstehende hinléng-
lich klar gemacht zu haben, von was es sich handelt. Ubrigens ist wohl
unnoéthig, zu bemerken, dass der ganze Gegenstand hochst elementarisch ist.
Nur ist um so mehr zu verwundern, dass man ihn so ganz iibersehen hat.

2]
GAUSS an GERLING. Gottingen, 24. October 1840.

........ Thre kleine Schrift iiber die POTHENOTsche Aufgabe habe ich
mit Vergniigen gelesen; sie wird allen, die die Aufgabe praktisch anwenden
wollen, sehr lehrreich und niitzlich sein. Ich habe mich aber oft gewundert,
dass die vielen Schriftsteller, die sich damit beschéftigt haben, einen in theo-
retischer Beziehung ganz wesentlichen Theil ganz iibergangen haben, nemlich
die Angabe der mathematischen Bedingungen, unter denen die Aufgabe phy-
sisch moglich ist, und die Darstellung dieser Bedingungen in einer einfa-
chen eleganten Form. Ich mache mich wohl auf folgende Art am leichtesten
verstéandlich.

Die Rechnungsvorschriften auf vorgegebene numerische Data angewandt
geben (wenn nicht die vier Punkte in Einem Kreise liegen, wo man J erhélt)
immer Ein einziges bestimmtes Resultat. Aber man erkennt leicht, dass man
einerlei Resultat erhilt, es moge aufgegeben sein, dass der zweite Punkt
von dem ersten um den Winkel A rechts, oder dass er von demselben um
180Y — A links liegt. Eben so beim dritten Punkt. Oder mit andern Worten:

Ist vorgeschrieben, der zweite Punkt solle um A rechts vom ersten liegen,
und der dritte um B rechts vom ersten, so findet man ein Resultat, welches
dasselbe ist, was man bei drei andern Datis finden wiirde, nemlich

2 um 180°+ A rechts von 1 3 um B rechts von 1
7 A b b 1800 + B b
. 1800+ 4 ., 180°+B .

Das Resultat selbst aber quadrirt immer nur mit Einem dieser vier Systeme
von Datis, und die andern drei sind physisch unméglich.

Der metaphysische Grund dieser Erscheinung ist, dass man von der be-
obachteten Richtung weiter nichts benutzt, als dass die geraden Linien
gewisse Winkel mit einander machen, indem man diese geraden Linien auf
beiden Seiten in indefinitum sich erstrecken lasst, wihrend das Fortschreiten
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des Lichts nur in Einem bestimmten Sinne geschieht, also die Fille, wo der
Gegenstand riickwérts lidge, ausgeschlossen werden miissen.

Zur Vollstiandigkeit gehort also die Auflésung der Aufgabe, den Datis vor
gefithrter Rechnung gleich anzusehen, ob sie vereinbar sind. Es lésst sich
diess sehr zierlich abthun, ich will aber Thnen nicht vorgreifen, es Sich selbst
zu entwickeln. . . ... ..

GAUss an GERLING. Go6ttingen, 14. Januar 1842.

........ Das Criterium wegen der POTHENOTschen Aufgabe theile ich
Thnen zwar gern mit, wiinsche jedoch, dass Sie es fiir Sich behalten, und zwar
aus dem Grunde, weil ich das Theorem, womit es zusammenhéngt, selbst ein-
mal bei schicklicher Gelegenheit zu behandeln mir vorbehalte, weniger wegen
der Eleganz des Theorems an sich, als wegen der Eleganz, welche die An-
wendung der complexen Grossen dabei darbietet; also namentlich bei einer
Gelegenheit, wo ich mehr von dem Gebrauch der complexen Gréssen sagen
kann. Wiirde das Theorem vorher anderweit ins Publicum gebracht, so wiir-
de fiir mich nachher keine Lust mehr bleiben, selbst darauf zuriickzukommen.
Also jetzt zur Sache.

Man kann das Criterium auf vielfache Weise einkleiden; am zierlichsten
wird es sein, es so zu thun, dass alle drei gegebenen Punkte symmetrisch dabei
vorkommen. Ich bezeichne also die drei gegebenen Punkte mit 1, 2, 3; den
verlangten mit 0. Ich bezeichne ferner die Neigung der Geraden 12 gegen eine
feste L schlechthin mit 12; diese Neigung wird in einem bestimmten Sinn
als wachsend betrachtet von 0 bis 360° (die Vorstellung zu fixiren denken Sie,
L sei der Meridian, und 12 das Azimuth von 2 aus 1 gesehen). Auf dhnliche
Weise und auf dieselbe L bezogen, sollen 21, 13, 31, 23, 32 verstanden werden,
wo also sich von selbst versteht, dass 21 — 12 = 4180° (oder allgemeiner
einem ungeraden Vielfachen von 180° gleich). Die Zeichen 01, 02, 03 sollen
zwar dhnliche Bedeutung haben, jedoch mit dem Unterschiede, dass sie nicht
auf L, sondern auf eine andere ganz willkiirliche feste Linie bezogen
werden.

Man konnte kurz sagen, 12, 13, 21, 23, 31, 32 sind die wahren Azimuthe der
betreffenden Richtungen, hingegen 01, 02, 03 die noch nicht orientirten oder
einer noch unbekannten Orientirungscorrection bediirftigen Azimuthe. Es ist
unnothig, zu bemerken, dass hier Azimuth und Meridian bloss zur Fixirung
der Vorstellung dienen.

Das Criterium, ob die vorgeschriebenen 6 Grossen (wenn Sie 12 und 21
bloss fiir Eine zédhlen) physisch vertraglich sind, ist nun dieses:

sin(12 — 13 — 02 4 03)
sin(23 — 21 — 03+ 01) , miissen Einerlei Zeichen haben.
sin(31 — 32 — 01 + 02)
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Das vorhin erwihnte, meines Wissens”) bisher unbekannte, in meinem Be-
sitz seit fast einem halben Jahrhundert befindliche Theorem, die Vierecke
betreffend, ist folgendes:

sin(12—-13—-02+03) sin(23 —21 —03+01)  sin(31 — 32— 01 4 02)

(01).(23) N (02).(13) N (03).(12) ’

wo die Factoren in den Nennern die durchweg positiv genommenen Abstén-
de zwischen den betreffenden Punkten ausdriicken. Die Ableitung dieses
schonen Theorems vermittelst des Gebrauchs der complexen Zahlen hat die
hochste Einfachheit. Hier will ich sie bloss andeuten.

Wenn (0), (1), (2), (3) die complexen Zahlen sind, die die Lage der Punkte
0, 1, 2, 3 vorstellen (ich kann ohne Zweifel voraussetzen, dass Ihnen das
Wesentliche der Theorie der complexen Zahlen gegenwértig ist, bemerke aber
zum Uberflusse, dass z + iy, d.i. x + yv/—1, die complexe Zahl ist, die die
Lage des Punkts vorstellt, dessen Coordinaten z, y sind); A, B, C hingegen
die Punkte, welche durch die complexen Zahlen

vorgestellt werden, so sind die Seiten des Dreiecks ABC' folgende:
BC = (01).(23), AC = (02).(13), BC = (03).(12),

und die dussern Winkel des Dreiecks, oder die Unterschiede der Winkel A,
B, C von 180°, diejenigen, deren Sinus in den obigen Gleichungen vorkom-
men; die iiberaus kleine Miihe, diess unmittelbar selbst zu erkennen, will ich
Thnen uberlassen. Man kann tbrigens dasselbe Theorem fast eben so zierlich
geometrisch beweisen. —

Will man das Theorem selbst, d. i. seinen Inhalt, geometrisch versinnlichen,
so muss man die beiden Félle besonders betrachten, wo die vier Punkte

* * * *

SO oder so

* %

* *

liegen, d. i. wo einer derselben innerhalb des Dreiecks, welches die drei ibrigen
bilden, liegt, oder wo alle vier ein Viereck ohne einspringende Winkel bilden.
Im ersten Fall lasst sich das Theorem so enunciiren.

*) Sollte ich darin mich irren, und Sie mir nachweisen konnen, dass das Theorem schon von
sonst jemand aufgestellt sei, so werden Sie mich sehr verpflichten.
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Theorem: In einem Dreieck, dessen Seiten AD x BC, BD x AC', CD x AB
sind, sind die diesen gegeniiberstehenden Winkel respective a — A, § — B,

v—C.

C

A B

Fiir den zweiten Fall ist der Ausdruck ein ganz &dhnlicher, den ich Kiirze
halber iibergehe.

Um noch einmal auf das Criterium zuriickzukommen, bemerke ich, dass
das obige Criterium in so fern nicht ganz allgemein ist, als es stillschweigend
voraussetzt, dass keiner der betreffenden Sinus = 0 ist. Zur Vervollstdndigung
miisste noch beigefiigt werden:

1) ist Einer der drei Sinus = 0, z.B. der erste, aber keiner der beiden
andern, so fallt 0 mit 1 zusammen, wo natiirlich fiir die Richtung 01 jeder
beliebige Werth genommen werden kann.

2) Sind zwei = 0, so wird von selbst auch der dritte = 0 (weil die Summe
der drei Winkel identisch = 0 ist). In diesem Fall ist die POTHENOTsche
Aufgabe entweder unbestimmt oder physisch unmoéglich; das zweite, wenn die
Cosinus der Winkel alle drei = +1 sind, das erste, wenn zwei Cosinus jeder
= —1, der dritte = +1 ist (die Combinationen +1,+1,—1 und —1,—1,—1
sind offenbar unmoglich, weil die Summe aller drei Winkel identisch = 0 ist).

Schliesslich bemerke ich noch,

1) dass das Criterium sich zierlich ganz allgemein so aussprechen lasst: die
Data sind unvertraglich, wenn die drei Kreispunkte, die auf der Peripherie
eines Kreises von Einerlei Anfangspunkt, in Einerlei Sinn positiv gezdhlt, um

(01) + (23), (02) + (31), (03) + (12)

abstehen, innerhalb Eines Halbkreises liegen; oder: damit die Data
vertrédglich sein sollen, miissen diese drei Punkte wenigstens Einen vollen
Halbkreis umfassen. (Fillen Sie gerade einen Halbkreis,

so ist das Problem unbestimmt.)
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2) dass sich noch vielerlei zusetzen liesse, wodurch aber anstatt eines Brie-
fes eine Abhandlung entstehen wiirde, die zu ordnen und zu schreiben ich
vorerst keine Zeit habe. In der Hoffnung, dass Sie in den Andeutungen vielfa-
chen Stoff zum Nachdenken finden, schliesse ich fiir heute mit der Bitte mich
bald wieder mit einigen Zeilen zu erfreuen.

[111]
DAS VIERECK.
[1.]

[Handbuch, den astronomischen Wissenschaften gewidmet, S.150.]

p,p,p",p" die complexen Orter der Punkte (0), (1), (2), (3). Die Betrach-
tung des Dreiecks, dessen Ecken (4), (5), (6) durch

/I /11, 1 /11 / I

pp' +p"p", " + 0", pp +pp,

dessen Seiten [65, 46, 54] ihrer Grosse und Richtung nach aus den Differenzen

/11

p-00"=0"), (@-0"0"-0), -0 -p")

erkannt werden, also

65: Grosse (01).(23) Richtung 01+ 23
46: (02).(31) i 02 + 31
54: (03).(12) ., 03 + 12,

gibt die Gleichungen (s.p.201 und p. 269 [des Handbuchs)|)
sin(02+ 31 — 03— 12)  sin(03 + 12 — 01 — 23)

(01).(23) B (02).(31)
sin(01 + 23 — 02 — 31)
= =Q.
(03).(12)
Man findet ferner leicht (s. pag. 284 [des Handbuchs|) aus der Entwickelung
eines dieser Ausdriicke:
(01) sin(03 — 02) + (02) sin(01 — 03) + (03) sin(02 — 01)
(12).(13).(23) )
Bezeichnet man €2, in so fern es von obigen bestimmten Elementen abhéngt,
durch Q%; 5o ist, wenn (1), (2), (3), (4) feste Punkte und (0) einen beweg-
lichen Punkt bedeuten, die Orientirung auch als verdnderlich betrachtet, die
Bedingungsgleichung zwischen den Differentialien:

(01).(23).(24).(34).9°%** d(01)
— (02).(13).(14).(34). (02)
[+ (03).(12).(14).(24).Q°24 d(03)
— (04).(12).(13).(23) (04)

Q:
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2]
[Handbuch, S. 284.]

Die Seite 150 [des Handbuchs| erwéhnte Entwickelung ist folgende. Der
erste Ausdruck wird

- (01)1(23) {sin(02 — 12) cos(31 — 03) +sin(31 — 03) cos(02 — 12)}.

Es ist aber
(12) sin(02 — 12) = (01) sin(01 — 02)
(13)sin(31 — 03) = (01) sin(01 — 03),
also

Q= (12)(113)(23){(13) sin(01—02) cos(31—03)+(12) sin(01—03) cos(02—12)}.

Ferner ist
(13) cos(31 — 03) = (01) cos(01 — 03) — (03)
(12) cos(02 — 12) = (02) — (01) cos(01 — 02).

Also
1
(12)(1 )(
01) [sin(01 — 02) cos(01 — 03) — sin(01 — 03) cos(01 — 02)]
{ + (02) sin(01 — 03) — (03) sin(01 — 02) }

Q=

— 370133 (01)$(03  02) 4 (02)5in(01 ~ 03) + (03)sin(02 — 01}
W.Z. B. W.
3]
[Handbuch, S.201.]

Die Ableitung der oben S. 150 [des Handbuchs] stehenden Sétze das Viereck
betreffend kann einfacher so geschehen

Die complexen Grossen p°,p/,p”, p""" bezeichnen wie dort die vier Punkte,
die Adjuncten dieser Grossen seien PO7 P, P’ P".

Man setze Kiirze halber
1 _po)(p/// _ pO) —a

/11

(p

" =) —1°) =

(p/ _pO)(p/l _ pO) —c
und die Adjuncten dieser Grossen = A, B, C.
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Man setze
1) Q=aB+bC+cA—Ab— Bc—Ca,

also auch (identisch)

2) Q=(a—b)(A—C)—(A-B)a—0
3) Q=(b-)(B-4) - (B-C)b-a)
1) Q= (c—a)(C = B)— (C—A)c—b).

Angewandt auf unsern Fall gibt

Q _ (p/// )(P/// ){( pO)(P/ o PO) . (P// o PO)(p/ - pO)}
1)+ @ =P = PO - )P = PO — (P" - P)(p" - p°)}
+ @ —p )(P” — PO){(p' = p")(P" = P°) = (P' = P°) (" = )},

(2)
Q — (p/”—po)(p”—p/)(P”—PO)(P”/—P,)—(P”/—PO)(P”—P/)(p”—po)(p”/—p/),
(3)
Q _ (p/—po)(p///—p”)(P”/—PO)(P/—P”)—(PI—PO)(P/”—P”)(p/”—po)(p/—p//),
(4)

Q — (p”*po)(p/*p”/)(P,*PO)(P”*P,”)f(P”*PO)(P,*P”/)(p/fp )(p p///)

woraus alles leicht von selbst folgt.
Offenbar kann man unbeschadet der Allgemeinheit von Anfang an p° = 0
setzen, wodurch die Entwickelung noch viel kiirzer wird.

[4.]
[Handbuch, S.203.]

Die Auflésung der POTHENOTschen Aufgabe beruht auf den drei Gleichun-
gen

aa+pb+yc , od+ Y +9'd Bbt+ye , BV ++d
- ., '~ AT = .a + .a=

=0
o o a o
W.x,_a’a’wf’wc’_% aa+vc_b,+a'a’+/fy'c"b:0
B B B &)
aa+pb+~ye , dd + [+ aa+pBb , od+ BV
_— T — ; LT — .c + ; .c=0,
Y g Y v
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wovon jede schon in den beiden andern enthalten ist. Also
ac+bB+cy=w [und o’ +b'B + v =]

gesetzt:

Noch zierlicher
(aﬂ’ . Bo/)(a’a’ + 8 _’_fylcl)x —i—aaﬂ”y’(b/ . C’)
+ Bba’y' (¢ — a’) +~yep'd (' —b') = 0.

Sind A, B, C drei complexe Zahlen, deren Winkel den beobachteten Azi-
muthen entsprechen, so kann man setzen

a= A(BC' - CB')
8= B(CA — AC")
v =C(AB' — BA").
Die physische Moglichkeit beruht darauf, dass
B'C(A-B)(A -C")—BC'(A - B)(A-C)

mit den beiden andern symmetrisch daraus folgenden Grossen einerlei Zeichen
haben [muss].
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[5.]
[Handbuch, S. 269 bis 271.]

Zusatz zu p. 150 und 201 [des Handbuchs].

In Fig. I sind die vier gegebenen Punkte und die zwischen ihnen gebildeten
Verbindungslinien und Winkel mit ihren Bezeichnungen vorgestellt. Fig. II.
entsteht, indem man die Winkel 2, B, € beibehélt, aber anstatt der Radien
afy afy apy

a’ B

erklaren sich von selbst.

a, 3, v die reciproken annimmt. Die iibrigen Bezeichnungen

Man hat

(1) 1+2+3+4+5+6=180°

(2) sinl. sin3. sin5 =sin2. sin4. sin6.

sin(2 + 3+ 5) = sin(1 + 4+ 6)

oder
sin2cos 3 cos b sin 1 cos4 cos 6
. . +sin 3 cos 2 cos b . ) +sin4 cos 1cos6
sinl. sin?2 . =sinl. sin?2 .
+ sin b cos 2 cos 3 +sin6 cos 1 cos4
—sin2sin3sind —sin1sin4sin6
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oder indem man sinl. sin3.sinb = sin2. sin4. sin6 auf beiden Seiten
hinzu addirt:

sin 22 cos 3 cos b sin 12 cos 4 cos 5
. +sin2 sin3cos2cos b . +sin1 sin4cos 1 cos6
sin 1 ) . =sin2 . .
+sin2 sinbcos2cos 3 +sinl sin6cos1cos4
+ cos22sin3sin b +cos12sin4sin6
oder
(3) sinl. sin(2 + 3)sin(2 +5) = sin2. sin(1 + 4) sin(1 + 6).

Auf gleiche Weise oder auch bloss durch Permutation

(4) sinl. sin(4 + 3)sin(4 +5) = sin4. sin(1 + 2) sin(1 + 6)
(5) sinl. sin(6 + 3) sin(6 + 5) = sin6. sin(1 + 2) sin(1 + 4)
(6) sin3. sin(2 + 1) sin(2 4+ 5) = sin 2. sin(3 + 4) sin(3 + 6)
(7) sin3. sin(4 + 1) sin(4 + 5) = sin4. sin(3 + 2) sin(3 + 6)
(8) sin3. sin(6 + 1) sin(6 + 5) = sin6. sin(3 + 2) sin(3 + 4)
(9) sinb. sin(2 + 1) sin(2 4+ 3) = sin2. sin(5 + 4) sin(5 + 6)
(10) sinb. sin(4 + 1) sin(4 4+ 3) = sin4. sin(5 + 2) sin(5 + 6)
(11) sin5. sin(6 + 1) sin(6 + 3) = sin6. sin(5 + 2) sin(5 + 4).
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Diese neun Gleichungen kénnen auch so geschrieben werden:

(3) sinl. sin € sin(B — B) =sin2. sin(€ — C)sin‘B
(4) sinl. sin B sin?A =sin4. sin A sin‘B

(5) sinl. sin(A — A)sinC =sin6. sin A sin(€ — C)

(6) sin3. sin A sin(B — B) =sin2. sin B sin(2A — A)
(7) sin3. sin(€ — C)sinA = sin4. sin € sin(A — A)

(8) sin3. sinB sinC' = sin6. sin € sin B

(9) sinb. sin A sin€ =sin2. sin2A sin C'

(10) sin5. sin(€ — C)sin B =sin4. sin(B — B) sinC
(11) sinb5. sin‘B sin(A — A) =sin6. sin(B — B)sin ¥,

indem

A=1+2, B=3+4, C=5+6,
1800 — A =4 + 5, 180° — B =6+ 1, 180° —¢ =2 +3,
A—A=3+6, B-B=2+5, ¢C-—C=1+4

ist.
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Die Ableitung kann auch aus Betrachtung der Figur geschehen, nemlich

(1) und (2) nach Gefallen aus I oder II

(4),(8),(9) aus I
(3),(7),(11) aus IT
(5),(6), (10) aus I und II verbunden.

Jede der Gleichungen (3)—(11) kann zur Auflésung des POTHENOTschen
Problems dienen, da die zwei Unbekannten, die in jeder Gleichung vorkom-
men, eine bekannte Summe haben.

Aus Figur II ergeben sich die Viereckgleichungen

sin(A—A)  sin(B—-B) sin(€—-C)  rr—pp

ao b3 cy 2a8yr
von selbst, wenn r Halbmesser des Kreises durch A, B, C, p Distanz des

vierten Punkts vom Mittelpunkte dieses Kreises; und die Gleichheit der Zei-
chen von

sin(2A — A), sin(B — B), sin(€ — C)

ist das Criterium der physischen Mdoglichkeit der Aufgabe.

Die geometrische Bedeutung der Formeln (2)—(11) kann sehr zierlich an
die fiinf Kreise gekniipft werden, die resp. durch je drei Punkte von Fig. I
oder von Fig. IT beschrieben werden und deren Durchmesser p, ¢, 7, s, t sein
mogen. Es ist dann

b
smA—g sinB = —, smC’—E
p’ p p
sian—g, Sin4:l, sin5—é,
q q q
b . e! . gl
sin‘h = —, sin6 = —, sinl = —,
r r r
stf—E sin2:é, Sin3—g,
s’ S S
b
sin(2A — A) = % sin(B — B) = TB sin(€ — O) = Z

Durch Substitution dieser Ausdriicke fiir die 15 Sinus in den 10 Gleichungen
(2)—(11) werden diese zu identischen.
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Ganz auf dieselbe Weise, wie aus Gleichung (2) die tibrigen (3)—(11) iden-
tisch folgen, lassen sich auch aus jeder von diesen alle iibrigen 9 ableiten. Man
braucht z. B. nur die Gleichung (3) in die Form zu setzen

sin(—1) sin(2 4 3) sin(2 + 5) = sin(—2) sin(1 + 4) sin(1 + 6),

wo die Grossen

~1, 243, 245 -2, 1+4, 1+6

denselben Bedingungen entsprechen, welche fiir die Grossen

+1, 3, 5 42, 4, 6

durch die Gleichungen (1), (2) ausgedriickt waren, daher auch alle Folge-
rungen sich iibertragen lassen.

[6.]
[Handbuch, S. 278 bis 281.]
NOCH ZUR BEURTHEILUNG DER PHYSISCHEN
MOGLICHKEIT DER DATEN IN POTHENOTS AUFGABE.

a, b, c, A, B, C, o, 8, v, A, B, € haben dieselbe Bedeutung wie oben.
Nemlich

a,b,c Seiten;

A,B,C  Winkel des aus den gegebenen Punkten (1), (2), (3) gebil-
deten Dreiecks, dessen Radius = r;

a,B,7v,p Entfernungen des gesuchten Punkts (0) von A, B,C und
dem Mittelpunkt jenes Kreises;

A Winkel von 02 nach 03, eben so gemessen wie A von 12 nach
13 (d. i. beide von Rechts nach Links oder beide umgekehrt),

ebenso B, €.

Es ist dann, wie schon p. 270 [des Handbuchs] bemerkt ist:

sin(A—A)  sin(B—-B) sin(€—-C)  rr—pp

aq b3 cy - 208y’
woraus folgt, dass, je nachdem (0) innerhalb oder ausserhalb jenes Kreises

liegt,

sin(A — A), sin(®B — B), sin(¢€ — C)

alle positiv oder negativ werden.

25



Hieraus ist klar:

I. Haben diese drei Sinus nicht alle gleiche Zeichen, so ist die Aufgabe
physisch unmoglich.

In diesem Falle wird also der Schnitt der beiden Kreise, die auf b und ¢ mit
den Winkeln 93, € beschrieben sind, nicht in den vorgeschriebenen Abschnit-
ten liegen, und folglich in keinem von beiden, wenn

sin(B — B), sin(¢€ — C)
unter sich gleiche Zeichen haben, aber
sin(2A — A)

das entgegengesetzte. Man wird also anstatt B8, B + 180" und anstatt €,
¢ + 180° an dem Schnittpunkte vorfinden.

II. Jene Bedingung ist aber zur Moglichkeit zureichend. Diess wird so be-
wiesen:

1) Sind die drei Sinus positiv, so féllt der Schnitt der Kreise auf b und ¢
innerhalb des Kreises durch 1, 2, 3.

Beweis. Gesetzt, er fiele ausserhalb, so miisste daselbst erscheinen B’ =
B + 180° anstatt B und ¢’ = ¢ + 180° anstatt ¢ (damit sin(B’ — B) negativ
werde und eben so sin(€’ — C)). Es bleibt aber daselbst der Winkel auf a

=3600 — B — ¢’ =360 —B—¢ =

2) Eben so wird fir den Fall, wo die drei Sinus negativ sind, die Absur-
ditdt der Voraussetzung, der Schnitt zweier Hiilfskreise falle innerhalb des
Hauptkreises, bewiesen.

Die Pointe ist, dass 2, B, ¢ nothwendig die Summe = 360° geben miissen
(d. i. durch 360° divisibel). Die vorgegebenen Werthe haben diese Eigenschaft
von selbst. Sind solche unvertréglich, so miissen zwei abgeandert werden (um
180°), damit jene Eigenschaft conservirt bleibe.

Sind b, ¢ die beiden Seiten, auf denen die Hiilfskreise errichtet werden, so
werden die Bedingungen sich so aussprechen lassen:

sin( — B), sin(€—-C) und sin(B-B+€-C)

sollen gleiche Zeichen haben.

Sind Werthe von B, € vorgegeben, die diesen Bedingungen, oder einer von
ihnen, nicht gentigen, so steht fest, dass diese Aufgabe eine physische Unmog-
lichkeit implicirt.

Umgekehrt, gentigen die aufgegebenen Werthe den Bedingungen, so ist die
Aufgabe moglich, d. i. die beiden Hiilfskreise treffen sich in einem Punkte,
der fiir beide Kreise im geeigneten Abschnitte liegt. Sind nemlich 1) die Zei-
chen jener Sinus + + 4, so kann jener Durchschnitt nicht ausserhalb des
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Hauptkreises liegen, wo die ersten beiden Sinus negativ, der dritte positiv
sein miisste; die beiden ersten Bedingungen wiirden nemlich erfordern, dass
B +180°, €4 180° an die Stelle von B, € treten, was aber wieder der dritten
Bedingung widerspricht. Also liegt jener Durchschnitt innerhalb des Haupt-
kreises, wo eben die geeigneten Abschnitte liegen.

Auf dhnliche Weise wird 2) fir die Zeichen — — + bewiesen, dass der
Durchschnitt nur ausserhalb liegen kann, wo dann die geeigneten Abschnitte
liegen.

Sind die Zeichen so liegt der Durchschnitt
im geeigneten Abschnitt im ungeeigneten
+ + + Kreis auf a [Kreis auf] b, ¢
+ - + b a,c
+ - - c a,b
- - — a b, c
-+ + c a,b
- 4+ — b a,c

Die elementarische Construction fiir das POTHENOTsche Problem besteht
darin, dass man Punkte in der durch (0) gehenden gegen 10 normalen Geraden
bestimmt. Von einem solchen sind die Coordinaten polar relativ gegen (0):

(12)

— icht 12 0 _ (02 —01).
Sn(02 — 01’ Richtung 12 + 90° — (02 — 01)

Distanz
Eine andere neue Constructionsart ist die, dass man zunéchst nicht den
Punkt (0) sucht, sondern einen Punkt (x), der in der Geraden 10 liegt und
in der Distanz (1x) = ﬁ. Dieser Punkt wird durch Schnitte gerader Linien
bestimmt, eine weniger, als von (0) aus Objecte geschnitten sind. Eine dieser
geraden Linien geht durch [den] Punkt, dessen Polarcoordinaten ﬁ, 12 sind
(nemlich Distanz ﬁ, Richtung 12) und macht dort mit (12) den Winkel
02 — 01 oder hat Azimuth 21 — (02 — 01).
Am elegantesten wird die Construction, wenn man (12) x (13) anstatt 1 in

die Zahler der Briiche setzt.
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7]

Gegebene Punkte 1, 2, 3; Winkel an denselben A, B, C; Seiten 23 = a,
31 =b, 12 = ¢; A, B, € vorgeschriebene Winkel an einem vierten Punkte.

5 Kreis, bestehend aus den Abschnitten

B', wo Sehne b unter Winkel B,

A", wo diese Sehne unter Winkel B 4 180° erscheint.

v Kreis, bestehend aus den Abschnitten

~', wo Sehne ¢ unter Winkel €,

~". wo Sehne ¢ unter Winkel ¢ + 180° erscheint.

Die Kreise schneiden sich in A und D.

In D seien die durch b und ¢ subtendirten Winkel 8*, €*; die Sinus von
B* — B, € —C, B* + € — B — C werden alle drei positiv sein, wenn I) D
innerhalb des Kreises durch 1, 2, 3 liegt, alle drei hingegen negativ, wenn II)
D ausserhalb dieses Kreises liegt.

In Beziehung auf die Lage von D in den Kreisen § und ~ sind vier Falle
moglich. Es liegt D

1) in " und 4/, wo dann B* =B, ¢* =¢

2) in B” und v/, wo B* = B+ 180", ¢* = ¢

3) in B8’ und 4", wo B* =B, ¢* = ¢ + 180"

4) in A" und 4", wo B* = B £ 180°, €* = ¢ £+ 180°.

Im Falle 1) ist die Aufgabe physisch moglich, in den drei andern unmoglich.

Die Zeichen von
sin(®B — B), sin(€ — C), sin(B+<¢—-B-C)
werden in den acht mdglichen Combinationen diese sein

11 + 4+ |01 — — —

12 — + — |12 + — +
13 +— — |13 — + +
14 — — 4+ |14 + 4 —

Zur physischen Moglichkeit der Aufgabe ist also erforderlich und zurei-
chend, dass die drei Sinus gleiche Zeichen haben.

Hat der erste Sinus ein von den beiden andern abweichendes Zeichen, so
(Fall 3) gibt die Construction einen Punkt, der im Kreise v im ungeeigneten
Segmente liegt.

Hat der zweite Sinus ein von den beiden andern verschiedenes Zeichen, so
[Fall 2] liegt der durch die Construction gefundene Punkt im ungeeigneten
Segmente des Kreises .
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Weicht hingegen der dritte Sinus riicksichtlich des Zeichens von den beiden
andern ab, so [Fall 4] liegt der durch die Construction gefundene Punkt in
beiden Kreisen 8 und v in ungeeigneten Segmenten.

1852 Juli 29.

BEMERKUNGEN.

Die meisten der vorstehenden Notizen sind in einem Handbuche enthalten,
nur [7] befindet sich auf einem einzelnen Blatte. Was die Zeit der Abfassung
betrifft, so stammt die Notiz [1] aus dem Jahre 1832, wihrend [5] und [6] in
das Jahr 1849, [7] in das Jahr 1852 zu setzen ist.

Vom December 1839 bis Ostern 1840 hat (GAUSS eine Vorlesung iiber die
Theorie der imagindren Grossen gehalten, die E. HEINE gehort und ausgear-
beitet hat. Dieser Ausarbeitung sind die folgenden auf das Viereck beziiglichen
Ausfithrungen entnommen, die zur Erlduterung der unter [III] zusammenge-
stellten Notizen dienen mogen. STACKEL.

[Vorlesung diber die Theorie der imagindren Grissen.]
Vom Viereck.

1]

Hat man ein Viereck (1), (2), (3), (4), das durch die complexen Zahlen
P, ", p™, ptV bestimmt ist, so lisst sich eine allgemeine Formel vermittelst
der Lateralen bestimmen, indem man auf ein Dreieck (I), (II), (III) recurr-
irt, das daraus auf die alleinig symmetrische Art entstanden ist, wo also die
Eckpunkte folgendermassen festgelegt sind:

(I) durch p/p// + p///pIV
(Im P +p"p"V
(IH) . p/pIV +p,/p//l.

Ist z. B. die Complexe, die

) festlegt : 2++/-1=7p,
2) ” : 3 = p//’

) . . 1 + 2/\/_7 :p///7

) © 1431 =pV,

so wird
(I) bestimmt durch : 1+ 8y/—1

an ., D 34 14y/—1
I . 24+ 13V/—1.
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Beziehe ich (II) auf (I), so erhalte ich, indem ich die Complexen, die zu
diesen Ecken gehoren, von einander abziehe:

(H) _ (I) — p/(p/// _ p//) _|_pIV(p// _p///)’
und ebenso:
(IH) _ (H) _ p/(pIV _ p///> +p//(p/// _ pIV)
() — (1) = p'(p" — ™) + " (" = ")
oder
(I -1 =@ V)" ")
() — (1) = @ —p") " —p")
(D) — (1) =@ —p")@" - p").
Beziehe ich die Winkel des Vierecks auf eine feste Axe, und bezeichne z. B.
den Winkel, den (4,1) mit dieser bildet, mit [4,1], so ist:
—pV 4y = (4, 1){cos[4, 1] + isin[4, 1]}
P —p" = (3,2){cos[3,2] +isin[3,2]}

etc.
Man hat daher:
(I, II) =(4,1).(3,2)
(I, I11) =(2,1).(4,3)
(I, 1) =(3,1).(4,2).

Ferner, bezeichnen wir z. B. den Winkel, welchen (I, IT) mit der festen Axe
bildet, mit [I, II], so haben wir:

LI =[4,1]+[3,2]
[0, 11T = [2,1] + [4, 3]
L1 =[3,1] +[4,2

Folglich haben wir: Es ist der Winkel:

IL LI =[4,1]+3,2] — [3,1] — [4, 2]
L IL T =[2,1] +[4,3] — [4,1] — [3,2]
LILIT =[3,1] +[4,2] — [2,1] — [4,3].

Wendet man also den Satz an, dass sich in einem Dreieck die Seiten ver-
halten, wie die Sinus der gegeniiberliegenden Winkel, so hat man fiir das
urspriingliche Viereck:

(2,1)(4,3)
_sin{[2,1] + [4,3] - [4,1] - [3,2]}
(3,1)(4,2)
_sin{[3,1] + [4,2] - [2,1] — [4,3]}
(4,1)(3,2)



2]

Unser Satz ldsst sich ebenso einfach geometrisch beweisen, weshalb wir den
letztern Beweis gleichfalls hierher setzen, obgleich er eigentlich nicht in diesen
Vortrag gehort.

Wir nehmen zuerst den Fall an, es lige der Punkt 4 innerhalb des Dreiecks
1,2, 3. Zieht man dann (4,1), (4,2), (4,3) und verlangert die Richtungen dieser
Linien bis nach I, II, ITI, so dass man habe:

(4,1): (4,3) = (4,1II) : (4,
(4,1): (4,2) = (4,11) : (4,1

dann folgt schon von selbst:
(4,3) : (4,2) = (4,1I) : (4, I1I).
Man hat demnach
A (4,1,3) ~ A (4,111 1),

also: (4,1) : (4,111) = (3,1) : (I, III)
(4,1): (4,I1) = (2,1): (LI
(4,3): (4,1) = (2,3) : (IIL, II).

Die beiden letzten Gleichungen geben durch Division:

: _ @y @I @1 (LI
(1) (41):(4,3) = (2,3) " (IILII)  (3,2) * (ILII)
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Fiigt man zum System der drei Gleichungen noch hinzu:
(4,2) : (4,111) = (3,2) : (II, I11),

so hat man

(2) (4,1): (4,2) = '

und ebenso:

(3) (4,2): (4,3) =

Aus (1) folgt:

aus (2) folgt:

Demnach ist:
(L II) : (IL III) : (TIILI) = (2,1).(4,3) : (4,1).(3,2) : (4,2).(3,1).
Bezeichnen wir die Winkel wie vorher, und setzen:

< 1,11 1II = [1, I11],

so ist:
(I,IT) : (IL,I11) : (II1,I) = sin[L, I1] : sin[IL, ITI] : sin[II1, I].
Nun ist:
L) = [L4)+ 4,1 =a+5
[ILIII] = [IL, 4]+ 4,10 =~+¢
MLY = [ 4]+ (4,1 = 8 +¢,
also:

sin(a+46)  sin(y+¢)  sin(B+e¢)

(2,1).(4,3)  (4,1).(3,2)  (4,2).(3,1)’
welches mit der frithern Gleichung {ibereinstimmt.

Ahnlich stellt sich die Aufgabe, liegt 4 ausserhalb des Dreiecks 1, 2, 3. Man
nimmt dann beliebig Eine der vier Ecken, z.B. wieder 4, zieht (4,1), (4,2),
(4,3) und bestimmt dhnlich die Punkte I, II, IIT und hierauf das Dreieck (I),
(I), (III), indem man wieder die Relationen zwischen Seiten und Winkeln
aufsucht.
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3]

Schliesslich wollen wir zeigen, wie man von dem Beweis in [1] auf den in
[2] kommen kann, indem wirklich der Beweis zuerst durch Laterale gefunden
ist, und erst spéater durch die geometrische Betrachtung.

Untersuchen wir, wie sich der Beweis in [1] stellt, wenn ein Punkt des
Vierecks, z.B. (4), mit dem Anfangspunkt der Zahlung coincidirt. Man hat
dann p'v = 0, also sind die Coordinaten

von I. p'p”
von II:  p'p"”
von III:  p”p”.

Also sind nach [2] die Seiten:

(LID) = (4,1).(4,2)
(ILI) = (4,1).(4,3)
(IIL1) = (4,2).(4,3).

Folglich verhalten sich die Seiten des Dreiecks
(L II) : (IL IIT) : (IIL, 1) = (4,1).(4,2) : (4,1).(4,3) : (4,2).(4,3),

wie wir sie in [2] durch Construction bestimmten.
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[DER KREIS.]

[L]
COMPLEXE ZAHLEN
AUF DEN RAUM ANGEWANDT.

«, B, v, 6 u.s.w. cyklische Grossen, zugleich Bezeichnung der Punkte in
der Kreisperipherie, mit Radius 1.
1. Inhalt des Dreiecks «, 3, v

= (8- a)(Za_Bf)(a ~) ¥ des gleichseitigen: \227
_ aaB+ BBy +yya —abf — fyy —yaa
B 4By
_y By e o By
_4Z{a+ﬁ+v B a}

2. Inhalt des Dreiecks, welches den Kreis in den Punkten «, 3, v beriihrt,
und dessen Winkelpunkte durch

28y 2va 2a3
B+’ v+ a’ a+p

dargestellt werden;

(v = B)(a=7)(8—«a)
(v +B)(a+7)(B+a)

Inhalt: -, des gleichseitigen: /27.

Das Centrum des darum beschriebenen Kreises

_ 20By(a+B+7)
B+ +a)a+p)
Product des Halbmessers in den Modulus von (8 + v)(y + «)(a + 3)

=2.
Clisen von &, %, 0475 entsprechen den drei Halbmessern dieses Kreises.
o B
3. Vier Zahlen a, b, ¢, d sind einander harmonisch zugeordnet, wenn das
Product der Summen jedes Paars doppelt so gross ist wie die Summe der

Producte jedes Paars, oder wenn

(a+0b)(c+d) =2ab+ 2cd.

Sind die Zahlen reell, so stellen sie vier Punkte in gerader Linie vor, die
hiernach harmonisch getheilt ist.
Mit jener Gleichung ist verbunden

(c—a)(d—=b)+(d—a)(c—b)=0.
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Die Berechnung jeder aus den drei iibrigen geschieht durch die Formeln

- be+0bd —2cd  blc+d) —2cd  2bb—2cd

= = —-b
—d—c+2b 2b— (c+d) 2b— (c+d)

o 2(e—b)(d-b)
DA T—
B (d—c)(c—0b)
I S

Sind a, b, ¢, d complexe Zahlen, so liegen die dadurch vorgestellten Punkte
in einem Kreise und die Producte der Seiten ac.bd und ad.bc sind gleich.

[IL]
[KREIS DURCH VIER PUNKTE.]
1]

Der Kreis durch die Punkte, die den complexen Grossen a, b, ¢ entsprechen,
deren Adjuncten A, B, C, hat zum Mittelpunkte das Correlat von

Aa(b—c¢) + Bb(c—a) + Cc(a — b)
A(b—c)+ B(c—a)+C(a—0)
_ (Aa — Bb)(a —c) — (a — b)(Aa — Cc)
(A—=B)la—c¢)—(a—b)(A-C) ~

einfacher, wenn a = A = 0:

(B —C)be
Be—-Cb -’

2]

Die Bedingungsgleichung, dass vier Punkte 0, a, b, ¢, deren Adjuncten O,
A, B, C, in Einem Kreise liegen, ist
bcAB + caBC + abCA — abBC — bcCA — caAB =0
oder einfacher

USSR WS SR N
aC bA ¢B c¢A aB bC

oder auch

cla—b)B(A—-C)=bla—c)C(A—- B)

etc.
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3]

Die Punkte, welche dreien jener Punkte in Beziehung auf den vierten reci-
prok sind, liegen in Einer geraden Linie.
Dieser Satz ist unter dem allgemeinern begriffen:

» Alle Punkte, welche in Beziehung auf einen gegebenen Punkt den
Punkten eines Kreises reciprok sind, liegen in Einem Kreise«.

[111]
GEOMETRISCHE RELATIONEN DURCH COMPLEXE
ZAHLEN.
I.

M, M’ zwei Punkte, deren complexe Zahlen m, m/.

P ein unbestimmter Punkt, wofiir Azimuthe PM’ — PM einen gegebenen
Unterschied = ¢ bilden.

Der geometrische Ort von P ist ein Kreis, dessen

meY —m/ e

Mittelpunkt —
2isin @
/ —
Halbmesser = Modulus von meom

2sinp
II.

M, M’', m, m’ wie vorhin.

P ein unbestimmter Punkt, dessen Distanzen von M, M’ in einem gege-
benen Verhéltnisse k : k' stehen.

Der geometrische Ort von P ist ein Kreis, dessen

) m.k'k' —m' . kk
Mlttelpunkt W =cC,
Halbmesser = Modul HL(/—)
a esser = odulus vo P — kk m m).
BEMERKUNGEN.

Die drei vorstehenden Notizen rithren vermuthlich aus der Zeit um 1840
her; [I] steht auf einem einzelnen Blatte, [II] und [III] sind in einem Handbu-
che eingetragen. Auf den Kreis bezieht sich auch eine bereits Bd.IV.S. 397
abgedruckte »handschriftliche Notiz«. STACKEL.
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[DIE KEGELSCHNITTE.]

(L]
LEHRSATZ.

Sind ¢, ¢’ die complexen Werthe zweier conjugirter Halbaxen einer Ellipse
und e der complexe Werth der Excentricitdt (Abstand eines Brennpunkts),
so ist

tt + 't = ee.

Die Punkte einer Ellipse sind durch die Formel gegeben:
gei:p 4 hefiz’

wo z alle Werthe von & = 0 bis x = 27 durchlaufen muss.
Lehrsatz. Es sind dann zwei conjugirte Halbaxen

ge’® + he™™ und gie®™ — hie ™.

Also
4gh = ee.
[IL.]
LEHRSATZE UND AUFGABEN
DIE COMPLEXEN ZAHLEN BETREFFEND.
1. 2 ¢ stellt, wenn a, b bestimmte Zahlen, p eine unbestimmte cyklische
Zahl bedeutet, einen Kreis vor,
ab
bb — Bp
den Mittelpunkt, wenn § der in b enthaltene cyklische Factor,
a
bb — 36

(oder der Modulus dieser Grosse) den Halbmesser des Kreises.
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2. (vor 1.) Ist wie oben 8 der in b enthaltene cyklische Factor, so haben

b+ Bp und b+i

einerlei Modulus, imgleichen

pBB
bp + B

b+ Bp und

einerlei Clise.

3. p— B und i4/pB haben gleiche Clise.

4.9:“{’”

stellt eine gerade Linie vor. Man hat nemlich

v _ @+ D)1 +p) — (a=b)(1—p)
L—p
= (a+b)t—(a—b),

wenn
_1+p

=1,
gesetzt wird, wodurch also t eine unbestimmte imaginare Zahl wird. Es ist
ferner

t

20 P b
a+b  a+b
Derjenige Werth dieser Grosse, dessen Modulus ein Minimum ist, ist offen-

—-b
bar nichts anderes als der reelle Theil von ¢ n
a

Ist demnach k der reelle Theil von L—_H)’ so ist der gesuchte Werth von €2
a

= 1k(a+0b).

[111]
ZUR THEORIE DER KEGELSCHNITTE.

Zunéchst beziehen sich die Untersuchungen auf die Ellipse, sie lassen sich
aber mit geringen Modificationen auf die Hyperbel {ibertragen.
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i8

Es seien m, n zunéchst zwei reelle Zahlen, p eine Grosse von der Form
cos ¢ + isin g, so dass p alle seine Werthe durchliuft, wihrend ¢ von 0° bis
360 wiichst.

Es sei ferner n

r=mp+ —,

und R der Punkt, der die complexe Grosse r reprisentirt; R ist also ein
unbestimmter Punkt in einer Ellipse, deren Hauptaxen m + n, m —n in der
Linie der reellen und imagindren Zahlen liegen, wihrend ihr Mittelpunkt mit
dem Nullpunkte zusammenfallt.

Den vier Werthen von p: o, 3, 7y, d entsprechen die vier Werthe von r: a,
b, ¢, d oder die vier Punkte A, B, C, D.

Endlich setze man

—afym3 + (a+ B+ y)mmn — §(aB + ay + By)mnn + 6n?

(1 — apvyd)mn =t

und nenne den Punkt, auf welchen sich die complexe Zahl ¢ bezieht, T'.

Man sieht leicht, dass, wenn von den vier Punkten A, B, C, D drei con-
stant sind, und der vierte den Kegelschnitt durchlauft, T' eine gerade Linie
durchlaufen werde.

Durch eine leichte Rechnung findet man

(afm —n)(aym —n)(m — adn)

tra=- a(l — afvyd)mn

e “POD <mm_ <a5+ ;5> mn+nn)
a—d (@—Ba-nA—aoymn

Hieraus folgt sogleich von selbst, dass
(t—a)(d—a) und (b—a)(c—a)
gleiche Clisen haben oder dass die Winkel

zwischen AT, AC und zwischen AB, AD

gleich sind.
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Es lasst sich auch t in folgende elegante Form setzen

= +=+
((5—1)mn o B
afy

oder auch in folgende

) -3 (- 3) (et L)

(Bym —n)(m — Bén)(m — von) N Bymm —mn + (8 + ')/)5nn'

t =
afyo <B’y(5 — ;) mn Bryom

2]
Das Centrum eines durch drei Punkte der Ellipse A, B, C' gehenden Kreises

1 1 1 1
{aﬁ’y+<a+6+7>}m—{(a—i—ﬂ—i—’y)—i-aﬁfy}n

m n ’

n m

der Halbmesser aequal dem Modulus von

(m — Byn)(m — ayn)(m — afin)

oder (was dasselbe ist) von

(5 () (- 35)

mm — nn '

Das Centrum des erwdhnten Kreises kann auch so ausgedriickt werden,
wenn zur Abkiirzung
By = cos 22 + i sin 22

ay = cos 2B + isin 2B
af = cos2€ + isin 2¢

geschrieben, oder die Clisen von #7v, a7y, af mit 22, 28, 2€ bezeichnet wer-

den:
4cosRUcosBcos®  4sinAsinBsin€ .

T 1 - T 1 v
n.om nom
Es sind hierbei aber die Halbkreise, in welchen 2, B, € genommen werden,

nur fiir zwei willkiirlich, z. B. fir 2, 98; fiir den dritten muss werden

v=cos(A+B — &) +isin(A+B - ).
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Mit andern Worten, hétte man gemacht
a = cosa” +isina”
B = cos 8" +isin 5"
v = cosvy* + isiny*,

so wirde man zu setzen haben

2 = B ++*
2B =a* + "
2C€ =a" + 5.

Der Halbmesser des Kreises wird
_V/((mm 4 nn — 2mn cos 22) (mm 4 nn — 2mn cos 2B ) (mm + nn — 2mn cos 2¢))

mm —nn

3]

Bei der NEwTONschen Construction hat die Differenz zweier Werthe von
t die Clise wie

By -0 ~v—0
ﬁ—fy(b_c)xb—dxc—d{ 1 ) 1 }
B6 afvé—1  o'fyd—1

oder, weil 8 — § die Clise [wie] i\/8d u.s. w.,
(8—0)(y—9) { (o —a')Byd } b—c
5(8 =) (afy6 —1).(a'Bv6 = 1) ] (b—d)(c—d)
oder, weil Clise von a — o/ wie ivVad’ u.s.w., wie
b—c
b-dc—d

In meiner (der ersten) Construction, wo § unbestimmt, ist die Clise wie

(a—b)(a—c)(b—rc).

Nennt man e den vierten Schnitt[punkt] der Ellipse mit dem durch b, ¢, d
gelegten Kreise und setzt

n
e=¢em+ —,
€
wodurch
Byoe =1

wird, so ist, in NEWTONs Construction, die Clise der Differenz zweier Werthe
von t wie

(c=b)(b—e)(c—e).
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Auch kann obige Formel (a = €p) besser so geschrieben werden:

t=—

1
(m —0p8n)(m — dyn)(m — den)p N (B +y)mm — —mn + dnn

(1 —p)mn m
1
_ (=gl -e)c—e) p +(5+7)mm—gmn+5nn
S(B-=7)(B-e)y—e) (L—p)mn m :
BEMERKUNGEN.

Die Notiz [III], die auf einem einzelnen Blatte steht, gibt den Inhalt von
Untersuchungen wieder, iber die GAUSS in dem S. 295 bis 296 dieses Bandes
abgedruckten Briefe an SCHUMACHER vom 12. Mai 1843 berichtet hat; auf
diesen moge zur Erlduterung des Textes verwiesen werden. Die Notizen [I]
und [IT], die mit [III] in engem Zusammenhange stehen, finden sich in einem
Handbuche und auf einem Zettel; [I] stammt wahrscheinlich bereits aus dem
Jahre 1831, [II] wohl aus der Zeit um 1840. STACKEL.
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[PROJECTION DES WURFELS.]

1]

Sind die complexen Werthe der orthographischen Projectionen von drei
gleich langen und unter einander senkrechten Geraden

a’? b7 C’
S0 ist
aa + bb + cc = 0,
z. B.
a=1+ 8, b=8+1, c=4— 4.

Allgemein kann man setzen
a=pp+qq,  b=2ipg,  c=ipp—iqq.
2]
Die zierlichste Form der Auflésung der allgemeinen Gleichung
pp+qq+rr=20
ist, a und b beliebige complexe Zahlen bedeutend,
p = (a—b)(b— aii)
q = (b—bi)(aii — ai)
r = (bi —a)(ai —b).
BEMERKUNGEN.

Ein Theil dieser beiden Notizen, die sich in einem Handbuche befinden und
aus dem Jahre 1831 stammen, ist bereits in Bd.II, S. 309 abgedruckt worden.

Vom December 1839 bis Ostern 1840 hat GAUSS eine Vorlesung iiber die
Theorie der imagindren Grissen gehalten, die E. HEINE gehort und ausgear-
beitet hat, wie bereits S. 330 angefithrt. Dieser Ausarbeitung sind die folgen-
den auf die Projection des Wiirfels beziiglichen Ausfithrungen entnommen.

STACKEL.
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[Vorlesung tiber die Theorie der imagindren Grossen.)
Projection des Wiirfels.

Will man einen Wiirfel auf eine Ebene projiciren, und zwar durch Senk-
rechte von den Ecken auf die Ebene, so muss die Projection die Eigenschaft
haben, dass die Summe der Quadrate der Zahlen, die die Projection je dreier
auf einander stossender Kanten anzeigen, = 0 sei.

Um diess zu zeigen, bezeichnen wir mit 0,1,7,3 die Ecken der einen, mit
2,4,5,6 die der damit parallelen Fliche. Ist (0, 1), die Seite des Wiirfels, = r,
so haben wir, dass an der Ecke 0 die drei Kanten zusammenstossen, deren
jede = r ist:

(0,1), (0,2), (0,3).

Legen wir zwei rechtwinklige Axen AB und AC, die Axe der x und der y,
durch den Punkt 0 oder A der Projectionsebene, so ist, wenn die Complexen,
die die Projectionen von 1, 2,3 ausdriicken, A, B, C sind:

r(cos(1,0,z) 4+ icos(1,0,y))
r(cos(2,0,x) + i cos(2,0,y))

¢
i

i A
|

E B
P A r(cos(3,0,z) +icos(3,0,y)) = C.
i

i

Ferner haben wir die Bedingungsgleichungen

cos(1,0,x)* + cos(2,0,z)? + cos(3,0,2)* = 1

cos(1,0,4)% + cos(2,0,y)? + cos(3,0,y)? = 1
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und
cos(1,0,z) cos(1,0,y) + cos(2,0,z) cos(2,0,y)

+ cos(3,0,x) cos(3,0,y)
= cos(z,0,y) = cos 90" = 0.

Hieraus folgt, es sei wirklich
A*+ B>+ C*=0.

Ein Gleiches folgt fiir die iibrigen Ecken.

Es kann gewilinscht werden, A, B, C so zu wahlen, dass die reellen Theile
ganze Zahlen sind. Um diess thun zu kénnen, kommen wir auf die reellen
Zahlen zuriick, und erinnern, dass, wenn a® + b> = ¢? sein soll, und a,b, ¢
ganze Zahlen, p und ¢ auch ganze Zahlen sind, man haben miisse

=P -7 V=4, =0+
also
a=p’—¢,  b=2pq  c=p'+4
Z.B.)istp=2,g=1,s0ista=3,b=4,c=5 und

5% =42 4+ 37,

Soll nun
A? 4+ B® = -C?

sein, so werden wir haben:
A= (m+mi)?— (n+n'i)?
B =2(m+ m/i)(n+ni)
C = (m+m'i)%i + (n +n'i)?i.
Fiihrt man diess aus, so ist:

(m +m'i)? = m? — m'™? + 2mm/i

(n+n'i)? =n? —n? 4+ 2nn/i
(m+m/i)(n+n'i) = mn —m/n’ +i(m'n +n'm),
also:
A=m?—m"? —n®+n* 4+ 2i(mm — nn)
B =2(mn —m'n’) + 2i(m'n + n'm)
C = —=2(mm’ 4+ nn') +i(m?* + n? — m? —n?).

Umgekehrt kann man auch von diesen Zahlen auf die reellen zuriickkom-
men.
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Ist hier m=2,n=1,m =1, n’' =1, so erhalt man:

A= 3+2i
54 12i

B= 2+46i A2+ B2+ C?={ —32+24i » =0.
+27 — 360

C= —6+3i

Zusatz. Sind die complexen Zahlen fiir die Ecken 1, 2, 3 gefunden, so hat
man auch die fiir die andern 4. Es sind nemlich die fiir:

0 0

1 A 6
2 B ,

3 C ;

6 A+B AT

7T A+C TN

5 A+B+C o 4

4 B+C ’ .

[Bei dem Beispiel haben diese Zahlen beziehungsweise die Werthe:

0, 3+2, 2+4+6i, —6+3i, 5+8, —3+4+5i, —1+11i, —4+9i]
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GEOMETRISCHE SEITE DER TERNAREN FORMEN.

Ein Punkt im Raume (0) sei als Anfangspunkt angenommen. Der Ubergang
von da zu drei andern Punkten P, P’, P”, die mit jenem nicht in einer Ebene
liegen, sei resp. t, t’, t”’; wo, so oft keine Verwechslung moglich ist, die Punkte
P, P, P" selbst durch (t), ('), (") bezeichnet werden mogen.

Es sei ferner allgemein (¢,¢’) das Product der Lange (kiirzesten Entfernung)
der beiden Linien ¢, ¢’ in den Cosinus ihrer Neigung etc.

Man hat allgemein (ot + o/t + o”"t" + ..., fu+ v/ + " +...), wenn
man die Multiplication

(at+ 't +"t" +..) x (Bu+ B'u' + p"u" +...)

ausfiihrt und statt tu, tu’, tu”, v/, v ws.w. (t,u), (t,u), (t,u"), (t',u),
(t',u") u.s. w. schreibt.
Jeder Punkt im Raume wird durch ein Trinomium

(I’t‘i‘x/t/—'_af”t”)

dargestellt werden konnen.
Fiir alle Punkte, die in einer bestimmten Ebene liegen, wird dann eine
Gleichung
e+ N’ + N2 =L

stattfinden, wo A\, X, \”, L bestimmte Zahlen bedeuten. Fiir eine Ebene durch
die drei Punkte ut, p't’, p/'t" ist

)\#:AIM/:)\// ”:L.

Schreibt man

tt)=a, (¢ t)=d, (" t")=d" @ t")=0b (&t")=0V, (¢t)=1"

und dd" —bb=A, ad" -V =A", ad -V =A",
V' —ab= B, bb' —dt =B, b —dV =DB",
D = ad'a” + 206’V — abb — a'b'b — a”"b"V,
so ist

senkrecht gegen
T=At+ B"t' + B't" t und t”
T =B"t+ At + Bt +t¢undt’
T" = B't+ Bt + A" tund ¥/,

und allgemein, wenn
Mo+ Na' + N2 =L
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die Gleichung einer Ebene ist, so wird die Linie
)\T‘i’ )\/T, + )\//T”
A A/ A//

gegen dieselbe senkrecht sein. L = Werth der Form ( BB B

) , wenn die

Unbestimmten = X\, X', \’ gesetzt werden.

Es ist dann ferner
alT +6'T +0v'T" = Dt

V'T +d'T + bT" = DY’
VT +bT" +d"T" = DV,
und die Linien ¢, ¢/, ¢ sind senkrecht gegen die Ebenen, deren Gleichungen
axr + b2’ + b'2” = Const.
bz + a'2’ + bx” = Const.
bz + bx’ + a”"2” = Const.
Der doppelte Flacheninhalt des Dreiecks durch die Punkte mt, m’t’, m”t”
ist aequal der Quadratwurzel aus dem Werthe der Form

(A, A/,AH

B,B’,B”) = F(m/'m”, mm”, mm/),

wenn substituirt wird X = m/m”, X’ = mm”, X” = mm/, wahrend der
sechsfache Cubikinhalt der Pyramide, die sich dadurch mit dem Nullpunkte
bildet, = mm’m”\/D wird; folglich [ist] das Perpendikel

D

A AEE R
E\ o oi o

T, T’ T" beziehen sich eben so auf die Form (

a,d,a"
t" auf (b B b”)'

AD,A'D,A"D\ . . .,
BD.B'D.B"D) Vet

BEMERKUNG.

Die vorstehende Notiz befindet sich in einem Handbuche und stammt aus
dem Juli 1831. Da sie zeigt, dass GAUSS sich auch mit complexen Grossen
von mehr als zwei Einheiten beschéaftigt hat, die er bereits in der Schlussbe-
merkung seiner Selbstanzeige der Theoria residuorum biquadraticorum, Com-
mentatio secunda vom 23. April 1831 (Bd. II. S. 169 bis 198) erwéhnt hatte,
so hat sie hier noch einmal Platz gefunden, obwohl sie schon in Bd. II. S. 305
bis 307 wegen ihrer Beziehung zur Theorie der ternidren Formen abgedruckt
ist.

STACKEL.
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[DIE KUGELL.]

[1]
ORTHOGRAPHISCHE PROJECTION DER KUGEL.

Verdnderte Erscheinung eines unendlich kleinen Theils der Kugelfldche,
wenn die Projectionsebene verdndert wird.

Man wahlt zur Axe der x die Durchschnittslinie der beiden Projections-
ebenen oder vielmehr als Axe der y in der bleibenden Projectionsebene eine
Parallele mit der geraden Linie, welche die beiden Projectionsplitze verbin-
det.

Man fragt, wie dasjenige Stiick der Kugelfliche, welches in der ersten Pro-
jection wie ein Kreis erschien, in der zweiten erscheinen wird.

Coordinaten des Centrums dieser Flache (Radius = 1):

in der ersten Projection x,y,z
3 / / /

” »  zwelten ” A T

Der Drehungswinkel = A.

Es ist

/
r =

V(I —azz)=p
V(I —a'a')=p

/
Y —sinu v_ sin(u + X)
p p

/

dy’:z—-dy—xsm)\-
z

dx.

Bz — - xsin A

Es erscheint also ein a + .1 wie o + -1 oder die beiden

z
Radien des Kreises 1 und ¢ in der ersten Projection erscheinen als conjugirte
rsin A | Z
-t und — -7, woraus
z

Halbmesser der Ellipse in der zweiten Projection 1—
z

sich nach p.164 [des Handbuches”) die Dimensionen der Projectionsellipse
leicht ableiten lassen.

[*) Dieser Band, S.339.]
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[I1]
[STEREOGRAPHISCHE UND CENTRALE PROJECTION.]

i

Zusammenhang der stereographischen und der Centralprojection, so dass
Massstab fiir jene im Pol C halb so gross als fiir diese.

Der Kreis durch AB stellt fiir erstere den Aquator, fiir letztere den Parallel
von 45° vor.

TQ

P und @ Darstellung eines und desselben Punkts der Kugel in den beiden
Projectionen; AC'B gegen C'P(Q normal, Winkel CAP = PAQ.

AD normal gegen PA und D auf der verlangerten QPC, wird D die ste-
reographische Darstellung des jenem Kugelpunkte gegeniiberliegenden.

Ein Kreis um den Mittelpunkt ¢ mit dem Radius QA ist die stereographi-
sche Darstellung desjenigen grossten Kreises, der jenen Kugelpunkt zum Pole
hat.

Ist a + bi die complexe Zahl fiir centrale Projection, » Halbmesser, so ist
die complexe Zahl fiir die stereographische Projection

(a + ib)r

P {V(aa +bb+rr)—r}.
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2]
Centrale Projection.

Sind a+bi, a’+b't die complexen Zahlen fiir die Projectionen zweier Punkte,
so ist von ihrer Bogendistanz

. rr + aa’ + bb
cosinus = ——— ——

sinus = v/ {[(a’ — a)® + (¥ — b)*]rr + (ab/ — ba')?} : A,
A= /{(rr+aa+bb)(rr +d'd + ')} .

[111.]
LEHRSATZ.
[UBER DIE STEREOGRAPHISCHE PROJECTION.]

Die wirkliche (geradlinige) Distanz zweier Punkte auf der Kugelflache fin-
det sich aus der Distanz ihrer stereographischen Projectionen, wenn man letz-
tere mit dem Product der beiden Cosinus derjenigen Neigungen multiplicirt,
welche die von jenen Projectionen nach dem Endpunkt einer im Centrum er-
richteten Normale aequal dem Durchmesser der Kugel (Halbmesser des Aqua-
tors in der Projection) gezogenen Geraden gegen die Normale haben.

CN CN
Wirkliche Distanz = PP/ . ﬁ . ﬁ
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Man erhélt so die Chorde oder eine dem Sinus des halben Bogens proportiona-
le Grosse. Besser ist’s, entweder die Projectionen durch bicomplexe Grossen
t, t' auszudriicken, wo die Distanz durch [die] Tangente des halben Bogens,
gemessen durch

t—t
1+ttt

dargestellt wird; oder sich auch der tricomplexen Grossen dabei zu bedienen.
[IV.]
STEREOGRAPHISCHE PROJECTION DER KUGELFLACHE.

Conjugirte complexe Zahlen sollen hier immer durch kleine und grosse
gleichnamige Buchstaben bezeichnet werden.

Halbmesser der Kugel wird = 1 gesetzt.

n: lineares Vergrosserungsverhaltniss.

1. In dem durch die complexe Zahl a bezeichneten Punkte ist

n =1+ aA.

1
2. Der gegeniiberliegende Punkt wird durch die complexe Zahl 1 be-

zeichnet; in demselben ist also

14 1 1+aA
n = — = .
a aA

3. Der bicomplexen Zahl a entspricht die tricomplexe

2a+ (1 —aA)n
1+aA

4. Allgemeine Verwandlungsformel:

, _at—>b
S+ d
wo t, t’ sich auf Einerlei Punkt in der ersten oder zweiten Darstellungsform
beziehen.
Hier wird Q4
' = Mod. —C (1 4+1T).
= Mod. o s (1 +1T)
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Der Minimumwerth findet statt fir
,_C
D

und ist
ad+bc D ad + bc

«C+dD d_ Y cCrdD

Soll dieser fiir ¢’ = 0 gelten, so muss

Mod.

aC =bD

sein; wodurch

b
n’ = Mod. % = Mod. ol

wird. Soll dieser zugleich = 1 werden, so kann man, wenn ¢ eine beliebige
Grosse, deren Modulus = 1, ist, setzen

eC = b, eD=ua
und

c=¢B, d=c¢cA.
Schreibt man anstatt a,b,c,d: /e.a, \/.b, \/e.c, \/e.d, wodurch die Allge-
meinheit nicht vermindert wird, so wird schlechthin

c= B, d=A

oder die Transformationsformel

v at —b At' +b

= t=—
Bt+ A’ —Bt' +a
5. Die einfachste Transformationsformel ist

o t—a
AL+ 1

6. Zwischen zweien Punkten a, b liegt in der Mitte der Punkt

V(1 +aB)(1+bB) — /(1 + ad)(1 + bA)
—AV(1 +aB)(1+bB) + By/(1 + aA)(1 + bA)

1 1
oder, wenn die den a, b entgegengesetzten Punkte ~1 g mit o', b’ bezeich-

@'V =Y)(b=b) ~ ¥ (a— )b )
Via =001~ Vie—d)b—a)

net werden,
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V]

ZUR THEORIE DER DREHUNG DER KUGELFLACHE IN
SICH SELBST.

Die Aufgabe, zwei Drehungen in Eine zu vereinigen, kann auf doppelte
Weise aufgeloset werden.

I. Man soll die beiden Drehungen, die erste ¢ um den Punkt A und die
zweite § um den Punkt B, in Eine vereinigen.

Man verbinde AB; setze
D ¢ B

L e - -

BAC = —%a oder CAB = +%a,
ABC = +%B,

und construire das Dreieck ABC'. Dann ist
2ACD die aus der Verbindung der beiden

Drehungen zusammengesetzte.

B C

A

II. Anstatt Drehungen um Punkte betrachte man Schiebungen léngs grossten
Kreisen.
Dann ist die Schiebung 2AC" aus 2AB und 2BC' zusammengesetzt.

BEMERKUNGEN.

Die vorstehenden Notizen [I], [II] und [III] stehen in einem Handbuche. Die
folgende Notiz [IV] befindet sich auf einem einzelnen Zettel ohne Datirung.
Sie zeigt, dass GAUSS den Zusammenhang der linearen Substitutionen einer
complexen Verdnderlichen mit den Drehungen der Kugelfliche in sich selbst
erkannt hatte. Aus diesem Grunde ist die Notiz [V], die sich auf denselben
Gegenstand bezieht, jedoch in rein geometrischer Behandlungsweise, hinzuge-
fligt worden; sie findet sich in einem andern Handbuche und ist vermuthlich
schon vor 1819 niedergeschrieben worden.

STACKEL.
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[MUTATIONEN DES RAUMES.]

(L]
[TRANSFORMATIONEN DES RAUMES.]

[1]
Man setze 1
—p—q—T
1—
¢44£t2i1:b
2
I+p—q+r
Ve S
]_ _
Y +p+gq r:¢
2
S0 ist

P ad 4+ bc ac —bd
bc — ad q ab+ cd
—ac—bd cd—ab r

das allgemeine Transformationsschema der Raumcoordinaten, oder, bedeuten
a,b,c,d was sie wollen[, so sind die 9 Grossen des Schemas] proportional
folgenden:

+(cc+ dd — aa — bb) ad + be ac —bd
bc — ad 5(bb+ dd — aa — cc) ab+ cd
—ac — bd cd — ab 2(bb + cc — aa — dd).
2]

Besser auf folgende Weise:

l+p+q+r
— =
l+p—q—r

2
l-p+gqg—r
— =
l-p—q+r

2
+(aa +bb — cc — dd) —ad — be —ac + bd

+ad — be 3(aa — bb + cc — dd) —ab —cd

+ac + bd +ab —cd 2(aa —bb — cc + dd).

=b

U

=d,
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3]
Aus der Verbindung zweier Transformationen,

deren erster die Scale a, b, ¢, d

‘ entspricht
’ zwelter ) 9 «, 67 7> 5 } ’

entsteht eine neue, deren Scale:

ac —bB —cy —dd
af + ba — cd + dy
ay + bd + ca — df
ad — by + cf + da.

4]

Sind die Coordinaten des ruhenden Punkts &,7,(, Vergrosserung = nn,
Drehung = A, so kann man setzen

a:ncos%)\

b =né&sin %/\

c= m]sin%)\

d = n(sin %)\.
[5.]

Schreiben wir

ac — b —ey—dd = A
af +ba—cd+dy=hB
ay+ b8 +ca—dp=C
ad — by +cB+ da = D;
aa +bb+cc+dd=m
ao + BB 4y + 00 = p,
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so ist:
C+ Di c+di

A+ B —atp medm
C—-—Di ~—9di

= d. p);
AT B —atpi meb )
BADi_B46i (o0
A+Ci  a+yi moc. m),
B-Di: b-—di
A+Ci ~ a+ci (mod. p);
B+Ci:b+ci (mod. m)
A+Di  a+di B
B_ o

ZEB n (mod. p).

A+Di o+ i
[6.]

Wir bezeichnen allgemein die Combination a,b,c,d durch (a,b,c,d) und
schreiben
(a,b,e,d)(e, B,7,0) = (A, B,C, D).

Es ist also (a,b, ¢, d)(a, 3,7, ) nicht mit («, 8,7,0)(a,b, ¢, d) zu verwechseln.
Man hat dann

(a,b,c,d)(a,—b,—c,—d) = (aa + bb + cc + dd, 0,0, 0).
Ferner bezeichne man die Combination (a,b,c,d) durch einen Buchstaben,
z. B. g, und dann die Combination (a, —b, —¢, —d) durch ¢'.
Es ist also
99 = g¢'g = (aa +bb+ cc+dd,0,0,0) = (m,0,0,0).
Ferner ist (a, 8,7,0) = h, aa+ B5 + vy + dd = p gesetzt:

ghg' = (am,—Bm,—ym,—dém) = K gg' = gg'k’.
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7]

Man kann auch die Scale a, b, ¢, d als auf diejenige Versetzung der Coordi-
natenaxen sich beziehend betrachten, die der Substitution

b bd
+a+ T + [ )
+ n—+ n+a
cc cd
—d + , +a+ , +b :
n n+a n+a
d cd dd
+e+ , — , ta+
n-+a n-+a n-+a
entspricht, wo
n = +/(aa + bb + cc + dd) Vergrosserung,
a =mncos\, V/(bb + cc + dd) = nsin A,

A ganze Drehung.
8]

Die Transformationsscale a, b, ¢, d bedeutet
eine Vergrosserung = (aa + bb + cc + dd)
nebst Drehung = A um den Punkt, dessen Coordinaten

b d
fcotg%/\, € cot %/\, fcotg%)\.
a a a
Geben drei auf einander folgende Scalen
M,0,0,0
und sind die betreffenden Drehungspunkte P, P’, P”,

die Winkel A, X, A",
so sind %)\, %X , %X’ die Winkel des sphérischen Dreiecks zwischen P, P’, P".
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[I1]
MUTATIONEN DES RAUMES VON DREI DIMENSIONEN.
1.

Seit langer Zeit habe ich das Verfahren gebraucht, jede Mutation eines
Raumes (worunter ich verstehe seine Verriickung in einem andern Raume ver-
bunden mit einer allgemeinen Vergrésserung oder Verkleinerung des erstern,
unbeschadet der Conservation der Ahnlichkeit) durch vier Gréssen

a,b,c,d

auszudriicken, deren Complex ich die Mutationsscale nenne. Es wird zugleich
angenommen, dass Ein Punkt des beweglichen Raumes in dem andern als
fest oder absolut betrachteten immer unbewegt bleibe, welcher Punkt mit
Nullpunkt bezeichnet werden mag.

2.

Die Bedeutung dieser vier Grossen ist hierbei folgende. In dem festen Rau-
me werden drei von 0 ausgehende, rechte Winkel mit einander machende
gerade Linien angenommen 01,02, 03. Man setze

V(bb+ cc+ dd) = p,

und lasse

b ¢ d

pp P
die Cosinus der drei Winkel sein, welche eine Gerade 0P resp. mit 01,02,03
macht. Diese gerade Linie hat in dem bewegten Raume nach der Mutation
dieselbe Lage wie vor derselben; [wird ferner]

Viaa+ pp) =k

gesetzt, oder
k = +/(aa + bb + cc + dd),

ist k die linearische Vergrosserung des mutirten Raumes.
Endlich
a = kcos#, p=ksind

gesetzt, ist 20 diejenige Drehung um 0P, durch welche, verbunden mit der
Vergrosserung k, die Mutation erzeugt werden kann.
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BEMERKUNG.

Die unter [I] zusammengefassten Notizen stehen in einem Handbuche. Die
Nummern 1 bis 7 stimmen in Schrift und Tinte genau mit astronomischen
Aufzeichnungen aus dem Jahre 1819 tiberein, die sich auf den vorhergehenden
Seiten befinden. Verschieden von ihnen sieht die als Nummer 8 bezeichnete
Bemerkung aus. Sie tragt sachlich den Character eines spéatern Zusatzes, und
diese Annahme wird auch dadurch bestétigt, dass augenscheinlich gleichzeitig
mit ihr niedergeschriebene astronomische Notizen aus der Zeit von 1822 bis
1823 stammen. Die Notiz [II] fiillt einen einzelnen Zettel ohne Datirung. Nach
der Handschrift zu urtheilen, stammt sie aus noch spéterer Zeit.

STACKEL.
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THEORIE DER KRUMMEN FLACHEN.

NACHTRAGE ZU BAND IV.



NACHLASS UND BRIEFWECHSEL.

PRAECEPTA GENERALISSIMA
PRO INVENIENDIS CENTRIS CIRCULI OSCULANTIS AD QUODVIS
CURVAE DATAE PUNCTUM DATUM.

Definiatur situs puncti cuiusvis in plano dato per duas variabiles z, y (sive
sint distantiae a punctis sive lineis datis sive anguli etc.), sintque

P =0, P =0
aequationes duarum curvarum, designantibus P, P’ functiones quascunque
ipsarum =z, y; porro sit
dP = pdx + qdy, dP' = p' dx + ¢ dy,
d*P = rdz® + 2sdzdy + tdy?, d*P' =" dz? + 25’ da dy + t' dy?.

Tunc curvae punctum per
r=§ Y=

definitum commune habebunt, si pro hisce valoribus

P=P;
praeterea in hoc puncto eandem tangentem habebunt, si insuper

/ /.

Pqa =Dpg,

denique etiam eundem circulum osculantem habebunt, si insuper

rqq —2spg+tpp  p* ¢

r'q'q — 2s8'p'q + t'p'p - pTd = ﬁ
Hinc facile est circulum osculantem determinare, si altera curvarum circulum
denotare supponitur.

Ita si x,y sunt coordinatae orthogonales, centrum circuli osculantis defi-

nietur per aequationes

p(pp + qq)
rqq — 2spq + tpp

~ alpp+4q9)
rqq — 28pq + tpp
BEMERKUNG.

Die vorstehende Notiz findet sich auf dem Umschlage des Werkes: Elemen-
torum analyseos infinitorum Joanni Andreae Segneri Pars I. Halle 1761 und
stammt hochst wahrscheinlich aus dem Ende des achtzehnten Jahrhunderts.

STACKEL.



[DIE OBERFLACHE DES ELLIPSOIDS.]

1]

Wenn jeder Punkt einer Fléche durch denjenigen Punkt einer Kugelfldche
mit Halbmesser 1 reprasentirt wird, dessen Radius mit der Normale des ersten
Punkts parallel ist, und ein Element der Kugelfliche do einem Element der
Flache ds correspondirt, so ist

ddzddz _( ddz \*
do  dx?dy? dx dy

ds . n 2+ 2\ 2 2 ppt?
dx dy

wenn r und 7’ die beiden dussersten Kriimmungshalbmesser sind.

1

2]

Wenn do den Raum auf der Himmelskugel bedeutet, welcher dem Elemente
ds der Oberflache des Ellipsoids

xr Yy 2z
B W 2]
[aa+bb+cc

entspricht, so wird

ds = aabbcc (— + % + —)2 do.

Sind hier &, n, ¢ die Coordinaten des Punktes der Himmelskugel, so wird

_rx _ry _rz
5 - aa? 77 bb 9 C CC7
rr = aal€ + bbnn + cc((,
also
aabbce do
ds = 5
(aa&& + bbnm + cc(C



Soll die ganze Oberfliche des Sphéroids bestimmt werden, so ist
do =cosp.dp.d\

zu setzen und die doppelte Integration von A = 0 bis A = 360° und von
© = —90° bis ¢ = 490" auszufiihren. Die erstere ist leicht und man hat dann,
sin ¢ = x gesetzt, die ganze Oberfliche

B / maabbce .(aa + bb — (aa + bb — 2cc)zxx) dx

B (aa — (aa — cc)m:)% .(bb — (bb — cc)xx)%

von x = —1 bis x = +1.
Dieses Integral verwandelt sich leicht in folgendes (allgemein)

1 1 1 (aa — cc)(bb — cc)
<w+lﬂ)_cc>x+< aabbcc >x3
V{(aa — (aa — cc)xx)(bb — (bb — cc)zx)}

1 (aa — cc)(bb — cc)

— Trxr

maabbcc

” s aabbce d
+ maa CC/ \/{ aa _ aa — cc):v.fc)(bb - (bb - cc)xx)} "

also von « = —1 bis x = +1 in folgenden Werth

aabb — (aa — cc)(bb — cc)zx

amee+ 21 [ (aa — (aa — cc)wa) (b — (bb — cc)za)}

dx,

das Integral von z = 0 bis x = 1 genommen.
BEMERKUNGEN.

GAuUss hat die vorstehende Notiz auf dem Einsatzblatte eines Sammelban-
des niedergeschrieben, der einige seiner Abhandlungen aus den Jahren 1799
bis 1813 enthalt.

Die Integration nach A\ beruht auf der bekannten Formel:

/7r dvp _ U '
o (u+wvcosy)? (u+v)%(u—v)%’

dabei ist
2\

$(a® + b?) cos p? + ¢ sin ¢?

v = 1(a® +b?) cos ¢

Y
U=

zu setzen, was der Substitution
& = cos @ cos A, 7 = cos psin A, ¢ =singp

entspricht.
STACKEL.



[CONFORME ABBILDUNG. KRUMMUNGSMASS.]

[1.]
GAUSS an SCHUMACHER. Gottingen, 5. Juli 1816.

....... Das Programm mit der Preisfrage Ihrer Societdt ist mir noch
nicht zu Gesichte gekommen. Mit LINDENAU habe ich auch {iber eine Preis-
frage conferirt, die in der neuen Zeitschrift mit dem Preise von 100 Ducaten
aufgegeben werden soll. Mir war eine interessante Aufgabe eingefallen, nem-
lich:

»allgemein eine gegebene Fliche so auf einer andern (gegebenen)
zu

»projiciren (abzubilden), dass das Bild dem Original in den klein-
sten

» Theilen dhnlich werde«.

Ein specieller Fall ist, wenn die erste Flache eine Kugel, die zweite eine
Ebene ist. Hier sind die stereographische und die merkatorische Projectionen
particuldre Auflosungen. Man will aber die allgemeine Auflésung, worunter
alle particuldren begriffen sind, fiir jede Arten von Fléchen.

Es soll dariiber in dem Journal philomathique bereits von MONGE und
PONSOT gearbeitet sein (wie BURCKHARDT an LINDENAU geschrieben hat),
allein da ich nicht genau weiss wo, so habe ich noch nicht nachsuchen kénnen,
und weiss daher nicht, ob jener Herren Auflésungen ganz meiner Idee entspre-
chen und die Sache erschopfen. Im entgegengesetzten Fall schiene mir diess
einmal eine schickliche Preisfrage fiir eine Societdt zu sein. Bei der hiesigen
kommt die Reihe des Aufgebens nur alle 12 Jahre an mich. . . .. ...

2]

Die allgemeine Auflésung der Aufgabe, eine krumme Fliache in den klein-
sten Theilen dhnlich auf eine Ebene zu entwerfen, scheint folgende zu sein:
Es sei V = 0 die Gleichung der krummen Flache und

dV =pdx +qdy + rdz.
Man integrire die Gleichung
qdr —pdy++/—1.\/(pp+qq+rr).dz =0,
indem man sie mit V' = 0 verbindet. Das Integral sei

W = Const.



Eben so sei das Integral von

qdr —pdy —+/—1.\/(pp+qq+rr).dz=0:
W' = Const.
Alsdann ist die vollstandige Auflésung;:
§+V-1.n=fW)
=V —1.p=f(W),
wo f, f' willkiirliche Functionen bedeuten; oder vielmehr die Integration von

gder —pdy++/—1./(pp+qq+rr).dz=0

gebe
T+ U,/ —1=Const.,

sodann ist

£y —1l.p=funct. (T £U/ - 1).
Es sei das Integral von
de’ +dy* +dz*> =0

mit V = 0 verbunden:
T+ U,/ — 1= Const.,

so findet das obige Resultat statt.
3]

Die allgemeinste Auflésung der Aufgabe, alle Gestalten zu bestimmen, die
eine gegebene krumme Fldche annehmen kann, beruht auf folgendem. Es sei
P der Punkt der Himmelskugel, welchem die Normale auf der Oberfliache der
Superficies in einer Gestalt entspricht, () der demselben Punkt in einer an-
dern Gestalt entsprechende; eben so correspondiren die Punkte P’, P”, P"
etc. fiir eine Gestalt den Punkten @', Q", Q" [etc.] fir die andere. Dann be-
steht die Auflésung darin, dass jede geschlossene Figur PP'P”P" ... auf der
Kugelfliche mit der correspondirenden QQ'Q"” Q" ... einerlei Inhalt habe.

Spadtere Anmerkung. Dieses schone Theorem ist zwar vollkommen
richtig, aber zur Auflésung nicht hinreichend.

BEMERKUNGEN.

Die Notizen [2] und [3] finden sich in dem Handbuche »Den astronomi-
schen Wissenschaften gewidmet«, das GAUSS im November 1801 begonnen
hat; sie stammen vermuthlich ungefihr aus derselben Zeit, wie der unter [1]
abgedruckte Brief von GAUSS an SCHUMACHER.

STACKEL.



[FLACHENTREUE ABBILDUNG EINER EBENE
AUF EINE ANDERE EBENE.]

Aufgabe. Die Punkte in der Ebene so in eine zweite Ebene zu iibertragen,
dass jeder unendlich kleinen Figur in der einen Ebene eine von gleichem Inhalt
in der andern entspreche.

Es seien die Coordinaten in der einen Ebene x und y,

die correspondirenden in der andern £ und 7.
Die allgemeine Auflésung ist dann folgende.
Es sei u eine willkiirliche Function von  und &; man mache

ou ou

y:%, 77:_87{

Diese Auflésung ist vollkommen richtig und allgemein, und lasst sich leicht
geometrisch versinnlichen.
u bedeutet nemlich den hier gezeichneten Flachenraum:

Bei der Kugelfliche darf man nur Polarcoordinaten (#,7) anwenden und
0, cosr statt x,y substituiren, so lasst sich leicht eine Kugelfliche auf die
andere oder auf die Ebene iibertragen etc.

BEMERKUNG.

Die vorstehende Notiz steht in einem Handbuche und darf in die Zeit von
1820 bis 1822 gesetzt werden.

STACKEL.



STAND MEINER UNTERSUCHUNG
UBER DIE UMFORMUNG DER FLACHEN.

Dec. 13. 1822.

[1]

[Es seien

x,y, z die rechtwinkligen Coordinaten eines Punktes der Fléche,

A, B,C die Cosinus der Winkel, welche die Normale der Flidche in diesem
Punkte mit den Coordinatenaxen bildet. Dann ist:]

1] Adr+Bdy+Cdz=0
2] AA+BB+CC =1.

[Die Coordinaten x,y, z mégen durch zwei unabhéngige Verénderliche ¢, u
ausgedriickt werden. Man setze:]

P4 0B ,_oC
3 R
n_ 94 n_ 90 n_ 9+,
AT = ou’ B ou’ ¢ ou’
_ Oz Oy 02
4] a_at’ ot C_@t’
IR T
T o “ou T ou’
L_obx ooy, o0
ot?”’ ot?’ ot?’
o — 00x "_ 00y o 00z
[5] otou’ otou’ otou’
[,_8837 ,_88y ,_882
CTowar U T awor T T Buot
g0 Gy, o
. ou?’ ou?’ ou?’

Dann ergibt sich aus den Relationen:]

6 aA+bB+cC =0
aA+ BB +~C =0,



[dass]
a=cB—-bC [a=pC —~B]
[7] B=aC —cA [b=~vA-al]
v=bA—aB [c=aB— (B8]

[ist, vorausgesetzt, dass man die Verdnderlichen ¢ und w derart wéhlt, dass]

8] aa + bb + cc = ao + BB + vy = mm
[9] [ac + b8+ cy=0
wird.

Vermoge der Gleichungen 7 erhdlt man:]

a' =cB' —bC'+ B — CV
[10] V' =aC' - cA'+ Cd' — Al
" =bA" —aB' + AV — Bd’

[und umgekehrt ist wegen der Gleichungen 2 und 6:]

d = A(Ad + BY + C¢) — B + CY'
[11] V¥ = B(Ad' + BV + Cd) — Cad" + A"
d =C(Ad + BV +Cc) — A" + Bd".

Man hat ferner hieraus
Ad" + BY' + Cd" = —aA' — BB’ — ~y(’,
und aus der Differentiation von

aA+bB+cC=0

folgt
Aa// + Bb// + Oc// — _aA// _ bB// _ CC”,
also
aA” +bB" + cC" = aA' + B’ +~C’
oder

0=a(A" + BC' —CB')+b(B" + CA" — AC") + ¢(C" + AB' — BA'),

welches verbunden mit
0=aA+bB+cC



leicht folgendes gibt:
na=A"+CB" — BC"
[12] nb= B + AC" — CA"
nc=C"+BA" — AB",

na = A"+ BC' - CB’
[13] np=B"+CA — AC'
ny=C"+ AB' — BA/,
WO
[14]
mmnn = A/A/ + B/B/ + C/C/ + A//A// _|__ B//B// + C//c/l
+2A(B'C" — C'B")+2B(C'A” — A'C")+2C(A'B" — B'A").
Wir haben ferner aus der Differentiation von aa + b5 + ¢y = 0:
aco +bB 4+ cy +ad 4+ Bb +~vd =0
oder
aa” +bb" +cd’ + ad + B+~ =0
oder
mm” + aad’ + B+~ = 0.
Diess verbunden mit
aa' +bb' + cc = mm/
Ad 4+ Bb + Cd = —aA" —bB' — cC’

gibt, wenn man resp. mit

a, a, mmA
multiplicirt und addirt:
a = W — A(aA" +bB' + cC")
[15] o= bm;nﬁm — B(aA' + B + C")
\ d= W — C(aA" +bB' + cC").

[Aus 6 und 8 folgt nemlich:

mmA = by —cf
mmB = ca — ay

mmC = aff — ba,

10



und es gelten ferner die Identitéten:

m* = (by — ¢B)* + mm(aa + aa)
0= (by — cB)(ca — ay) + mm(ap + ab)
0= (by — ¢B)(af — ba) + mm(ay + ac).

Vermoge der Gleichungen 15 erhédlt man ferner aus den Gleichungen 10:]

(= om Fam” o
m
/ i
[16] p! = M +aC — cA’
/ /i
L L Y )

\ m

[und aus diesen Gleichungen folgt:]

em/ m//

[17] d"A+ VB + = T T (qA + BB+ cC),
m m

[wo 6 den Ausdruck
—(aA" + BB +~C") = —(aA" + bB" + cC")
bezeichnet. In entsprechender Weise folgt aus den Gleichungen 15:]

Hm/ m/l

_ F(O&A” +BB//+70/,)-

[18] a/A// + blB// + Clc// —
m

[Weiter ergibt sich aus den Gleichungen 16:]

By = —am +am”
m

19 Ca — A = ~om B
m

A By = —Cm A am”
m

[Durch Vertauschung von ¢ und w erhédlt man aus 15:

( " /

ot = A — T A(aA” + BB ++C")
14 !/

0 Bm"” — bm

/8 a m

., ym” — em!

_ B(OZA// _’_BB//_i_fycll)

- _ C(CYA” _|_ BB// +")’C”)

11



und leitet hieraus leicht die Relationen ab:]

a + o =—Ammn
[20] vV + 3" = —Bmmn
d++" = —-Cmmn.

[Werden nunmehr in den Gleichungen 15 und 16 fiir a, b, ¢; a, 3,7 die Werthe
aus den Gleichungen 12 und 13 eingesetzt, so findet man:]

( /
na' = (m A A/> (A'+CB" — BC") -~ AB'(B' + AC" — CA")
m

2

—AC'(C' + BA" — AB") - (4" + BC' - 0B)),
m

/

nb/ — <m _BB/> (B,+AC,/ _CA//> —BC/(C/+BA//—AB//)

[21] " "
— BA/(A' + CB" — BC") — Z—(B" + CA' — AC"),
m
/
nc/ — <7::L _ CC/) (C/ + BA// _ AB//) _ CA/(A/ + CB// _ Bcl/)
"
— CB'(B + AC" — cA" - (" + AB' — BA)
m
[und]
!/ "
na’ = (A" + BC' — CB') + “—(A' + CB" — BC")
m m
_ A(A/A// + B/B// + C/C”)
!/ 1
/I m 1 I !/ mi / " _ "
29 nb' = —(B" + CA' — AC) + —(B' + AC" — CA")

~ B(A'A"+ B'B" +C'C")

/ "

ne = ""(C" + AB' — BA') + " (C" + BA" — AC")
m m

_ C(A/A// + B/B// + CIC”),

[so dass jetzt die zweiten Ableitungen der Coordinaten z,y,z nach ¢ und
u allein durch m, A, B,C und deren Ableitungen nach ¢ und u ausgedriickt
sind.]

12



2]

Die Formel

Oa’  0d"

ou Ot

gibt uns folgende Gleichung;:
(88 logm 00 logm) m” < 6830)
a +

m

ou?
+ A" (aA" +bB' +cC') + A(d"A + V"B + "C" + B - v’
A (aaaA n b@aB N 0880>
otou Otou otou
00B 00C

“or Vo =0

/
ot? ou? @+

Und eben so [liefern uns die Formeln

oy oy
ou ot
o o
ou ot

zwei andere ganz &hnliche [Gleichungen]; multiplicirt man sie respective mit
«, 3,7 und addirt, so erhélt man

<8810gm 8810gm)

oz " ow
+ (@A’ +bB" + cC")(aA” + BB" +4C") + Za(d B - b'C")
00B b@(’?C’) _o

e (C T

Die beiden letzten Theile sind
_ 0%a(cB" —bC")

T Ya"(ecB" - bC").
Nun aber ist [wegen 12]:
cB'—bC" = A6
[23] aC' — cA' = B6
bA' — aB' = C0,

[und hierin darf man, wiederum nach 12, setzen:|

A/A// + B/B// + C/C//
f=— :

n

13



also [ist
- Ya(eB' —bC") =0,

folglich auch dessen Differential = 0. Ferner
Ya"(ecB' —bC") = 0(Ad" + B + C")
= —0(aA” +bB" + cC")
= 4-00.
Wir haben folglich:

d0logm  00logm
ot? Ou?

) = —(aA" +bB" + cC")(aA” + BB" +~4C")

N (A/A// 4 B/B// 4 C/C//)2
nn '

Setzt man also

A(B/C” _ C/B//) + B(C/A” _ A/c//) + C(A/B// _ B/A//) — A,

so wird
- 00logm n 00logm
ot? ou?
(AIA/ +B/Bl+clcl+A)(A//A// +B//B//+C”C” +A)

B . (A/A// + BB+ C/C//)Q

- nn ’
[oder]
24 d0logm  d0logm _ A

o ow
Wir bemerken noch, dass
B'C" - C'B" = AA
(o—z—c) C/A// _ A/C” — BA
A'B" — B'A" = CA.
Auch haben wir uns iiberzeugt, dass in den Bedingungsgleichungen

da' 0 .
— = —, etc.
ou ot
nichts weiter liegt als dieses Resultat [nemlich die Gleichung 24].
[Die Gleichung 24 hat folgende geometrische Bedeutung. Wird das Flachen-
element

mm dt du

14



mittelst paralleler Normalen auf die Kugel vom Radius 1 abgebildet und
entspricht ihm dort ein Fldachenelement der Grosse

A(B'C" — C'B") + B(C'A" — A'C") + C(A'B" — B'A") dt du = A dt du,

so ist das Kriimmungsmass der Flache im Punkte ¢, u:

K= 2

mm’
Vermoge der Gleichung 24 wird alsdann:

1 (8810gm 8810gm>

2 K =
[29] ot? Ou?

mm

K l&sst sich also allein durch m und die Ableitungen davon ausdriicken, oder
das Krimmungsmass behédlt denselben Werth bei allen Umfor-
mungen der Flache, die deren Linienelement

Vi{mm(dt? + du®)}
unverandert lassen.]
3]

Die Differentiation von na und na gibt:

00A 00B 00C

"+ an' = + - B = A® 4 cBW - Bc®W
T ¢ ou? ou? ¢ ¢
00A 00C 00B
" r_ B _ —A®) L Bc® _ op®@.
AT = Stou ot? ¢ ot? ¢ ¢
[Mithin ist]

an” —an' = C(B® + BW) — B(C? 4+ cW),
[und ebenso:

b — Bn' = A(CP + CW) — (AP 4+ AW)
en” —n' = B(A® + AWy — 4(B® + W) ]

Hieraus [folgt mit Hiilfe von 7, 8 und 9]

mmn = a(A(Q) + A(4)) + /B(B(Z) 4 B(4)> T 7(0(2) + 0(4))
mmn’ = a(A? + AW) 4 p(B? + BW) 4 ¢(C? 4 cW).

Nun ist ferner:

mmn’ +mnm’ = aA® +bB® 4 cC? + aA®) + BO) 4 40O,

15



[Differentiirt man nemlich die beiden Seiten der Identitét

mmnn = A/A/ +B/B, +C,C/+A//A//+B”B” +C,/C//
+ 2A(B/C// _ C/B//) + 2B(C,AH _ A/C”) + QC(A/B” _ B/A/l)
nach ¢ und ordnet rechts nach A®, B@) c@. AB®) BG) CG) g0 werden ver-
moge der Gleichungen 12 und 13 die Coefficienten der Reihe nach gleich

2na, 2nb, 2nc; 2na, 2nB, 2ny. Entsprechend ergibt sich durch Differentiation
nach wu:]

mmn’’ + mnm” = aA(3) + bB(3) + CC(3) + aA(4) + 53(4) + 70(4),
also [wird]
mnm’ = aA® + BG) 4 40B) — AW —pBW — ™
©) mnm'” = —aA® — BB@ — 7@ 4 qA®) +pBO) 4 cCc®).

Noch verdient bemerkt zu werden [dass aus der Differentiation von 12 und
13 unter Benutzung der Gleichungen -J- hervorgeht:]
na' +an’ = A® — AN + CB® — BC®)
na'” + an” = A® — AA + BC®) — ¢B®),
also
n'a+n"a+n(a" +ad)=A® 4+ AD —24A,

oder
AP 4 AW = p/a 4+ 0" a 4+ (2A — mmnn) A

B® 4+ BW = n'b+n"B + (2A — mmnn)B
C® 4+ W =pc+ny + (2A — mmnn)C.
[4.]

Fir die [auf die Ebene| abwickelungsfahige Fliche findet man aus an-
derweitigen Betrachtungen, dass, wenn @Q, Q' willkiirliche Functionen von ¢
bedeuten und aus der Auflosung [der] Gleichung

gt +Qu=1

hervorgeht:
QIZF(t,U):P,

A, B und C Functionen von P sein miissen.

16



[Aus der Gleichung gt + Qu = 1 findet man durch Differentiation nach ¢

und u: .
q+(t+Qu>q’:0
dgq
d
Q+ <t+Qu)q”=0
dq

762 dQ \ @ _
< g >q+<t—|—dqu>q =0

7@ + ny 2% dd@Q ///+<t+dQu>q(3):0

dg P dq
Q dd@ // " dQ (4) _
<2d +d2 q + t—i—dqu ¢ =0

und hieraus folgen die Identitdten:

q//q//q(2) 2q//q/q(3) + q/q/q(4) =0

und
P'P"P@ _op’p pB) L PP PW =]
Diess gibt
A//A//A(2) _ 2A/A//A(3) + A/A/A(4) -0
allein man sieht noch nicht, wie diese Gleichung lediglich vermittelst des Obi-
gen aus m = 1 abgeleitet werden konnte.

[5.]

15. Dec. Diess ist nunmehro abgemacht, obwohl man dadurch fiir den Fall,
wo m nicht constant ist, nichts zu gewinnen vermag.
Es wird nemlich [wenn m =1 ist]

V{A'dt + A"du)? + (B'dt + B"du)* + (C'dt + C"du)?}

ein Binomium von der Form p’dt + p”du und ein vollstandiges Differential,
welches wir = dg setzen. Diess scheint am einfachsten aus A = 0 und of. zu
folgen.

Die zweiten Differentialquotienten von ¢ sollen p®,p®), p*) sein. Diess
vorausgesetzt, sind A, B, C' Functionen von ¢, und so setzen wir
dA dt’ dB

=9 — = — =9 te.
dq , dq , dq B, etc

und haben
A = p,Q[/, A = pHQl/, B = p/%/, ete.
A(Q) _ / /Ql”—i-p(Q)Q[/
A(B) / ”Ql”—l—p( )Q[/
A(4) =p p”Q(” +p(4)9l,.
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adurch gehen die Gleichungen 12 un iuber in die folgenden
Dadurch gehen die Gleich 12 und 13 iib die folgend
na = p'A +p"(CB — BQﬁ’)
nb — p/%/ +p//(AQ:/ /)
nC:p/Q:/—I-p”(BQl/ )
na = p"A —p'(CB' — B(’:’)
nﬁ — p//%/ _p/(AQ:I /)
n’y:p’/Q:/—p/(BQ[I )
[Aus diesen Relationen folgt auch, da m = 1 ist:]

/11

nn = p'p’ +p"p".

Die obigen beiden Formeln ® geben jetzt [da m' =m” = 0 ist]:

0= p//p(S) _p/p(4) +p//(pp —i—p”p”)EA(%/Q:H o Qf/%”)
0= p//p(Q) _p/p(S) +p (pp —l—p’/p//)EA(%/Q:” N (’:I%”)

und hieraus
p//p//p( ) 2p//p/p( ) +p/p/p(4) -0

und hieraus auch
A//A//A(Q) _ QA//A/A(?;) + A/A/A(4) -0
etc.
Bemerkungen.

Am 11. December 1822 hatte GAUSs als Beantwortung einer von der
Koniglichen Societdt der Wissenschaften in Copenhagen aufgegebenen Preis-
frage seine Abhandlung Allgemeine Auflésung der Aufgabe: die Theile einer
gegebenen Fldache auf einer andern gegebenen Fliche so abzubilden, dass die
Abbildung dem Abgebildeten in den kleinsten Theilen ahnlich wird (Bd. IV. S.
189 bis 216) an SCHUMACHER abgesandt. Die vorstehenden Aufzeichnungen
vom 13. bis 15. December 1822, die auf einem einzelnen Blatte gemacht sind,
beweisen, dass er ihr mit voller Absicht NEWTONS stolzes Motto » Ab his via
sternitur ad maiora« auf den Weg gegeben hatte, denn die Darstellung des
Quadrates des Linienelementes einer beliebigen Fliche in der Form

m(dt* + du?)

hatte ihm den Zugang zu der Losung des Problems erdffnet, das Kriitmmungs-
mass, dessen Unverdnderlichkeit gegeniiber Biegungen er schon frith erkannt
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hatte (vergl. S. 372), durch die Coefficienten des Linienelementes, also hier
durch mm, und die Ableitungen davon auszudriicken, und damit war die
Grundlage fiir die Disquisitiones generales circa superficies curvas gewonnen.
Auf denselben Gegenstand bezieht sich eine Notiz in einem Handbuche, die
vermuthlich ungefdhr aus derselben Zeit, wie die bereits S. 373 abgedruckte
Aufzeichnung stammt
» Wahrscheinlich findet folgendes héchst zierliche allgemeine Theorem statt:
Ist n = €¥, so wird

d9n | ddn on\? on '\
o0y v n (5 +53) - {(am) +(%) }
ox2  oy? nn

1 dx dx

rr'mn dSnn  ds’

wenn r und v’ die beiden dussersten Kriimmungshalbmesser, die auf einander

senkrecht,
[bedeuten und] wenn

d¥X Raum auf der  Himmelskugel
dS ” ” ,  krummen Fldche

ds ” in der Ebene

Jund ds = nndS ist.]«

STACKEL.
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[DIE SEITENKRUMMUNG.]
[1.]

Die Bestimmenden [eines Punktes z,y, z] der Fliche [seien] ¢,0 [und die
Differentiale der Coordinaten x,y, z|:

dr =adt + adb

1] dy =bdt + 3do
dz = cdt +~df
[2] dz? + dy? + dz? = Pdt? +2Q dt df + R db>.

[Bezeichnen ferner] X, Y, Z [die] der Normale angehorigen Richtungscosinus,
S0 ist]

cX =by—cf
(3] oY =ca—ay
ocZ = afl — ba.

[Jetzt betrachte man eine Curve auf der Fliche.] Es seien [also] ¢ und 6
Functionen von u. [Dann gelten fiir die Richtungscosinus

&, m, ¢ der Tangente
&, 1, ¢ der Hauptnormale
", 0", ¢" der Binormale

folgende Gleichungen. Erstens ist:]

dx
=%
dy
4 -2 =
(4] 70 = 51
dz
% - SCv
[dabei wird s bestimmt durch die Formel:
dt\ 2 dt do do\ >
Zweitens ist:]
a
T
dn
6 en
[6] T =T
a
% - TC )
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[dabei wird 7 bestimmt durch die Formel:

[7]

Drittens hat man:]

8]

Dann ist:

[9]

B de 2 dn 2 d¢ 2
”—<du> +<du> *(m) |

n¢' — o =¢"
e — e’ ="
&' —ng' =¢".

XE+Yn+2Z(=0
X +Yn 4+ Z¢ = —cos
X"+ Y0 + Z¢" = +sinqp.

[Bei diesen Bezeichnungen ist]

sdu

Tdu

cos 1
sin v

®|N ®[Y w3

Element der Curve

Element der absoluten Kriimmung

Mass der absoluten Kriimmung

Mass der Normalkriimmung (nach P convex)

Mass der Seitenkriimmung.

P

21



[Setzt man

o Ty

du " du ’ ds
- ddi o dd o d

du? Codu?z

da = 2dt + 23db, do =B dt + 21do,
[11] db = yDdt + y®do, dB =y dt + yDdo,
de =z dt+29do, dy =2 dt+2do,

ird:
o v s& = at’' + ab
sn = bt' + B6’
s¢ =ct' + ¢,

[und daraus erhélt man durch Differentiation nach w:]

s€+ st =adt +ad0 +at" + b’
[12] sSn+n'st =0t + B0 +bt" + 30"
S/C + C/ST — Clt/ + 7/9/ + Ct// + 79/1.

[Werden diese Gleichungen der Reihe nach mit X, Y, Z multiplicirt und addirt,
so ergibt sich wegen der Identitdaten

aX +bY +cZ =0
aX +8Y +~vZ =0,

die aus der Gleichung 3 folgen:]

—rscosty = 't (X2 + Yy 4 22
[13] +200' (X2® + Yy + 723))
+ 00" (X2™W + vy 4 Z229),

[und durch diese Gleichung ist die Normalkriimmung bestimmt.]
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[3.]

Fiir das Mass der Seitenkriitmmung der Linie, fiir die § constant ist, [stellen
wir folgende Betrachtung an.
In diesem Falle sei t = u, also

t' =1, 0 = 0.

Alsdann wird der Reihe nach:]

[5] aa + bb + cc = ss, ss' = aa' + b’ +
s€E=a

[4'] sn=>b
s¢=c

188 + &5 =d
[12] Tsn' +ns’ =¥
7s( + (s =¢

nc — ¢ = 7s¢”
[8'] Ca' —&d = T3’
&6 —na' = 7s¢”.

[Werden die letzten drei Gleichungen der Reihe nach mit osX, osY, 0sZ
multiplicirt und addirt, so ergibt sich wegen 9:

orsssiny = os{a (Y — Zn) + b (Z€ — X()
+d(Xn—-YE)}.

Es ist aber:
os(Y¢ —Zn) = (ca — ay)e — (aff — ba)b,
also]
os(Y¢—Zn) = (aa + bb+ cc)a — alaa + bB + ¢)
[oder

= Pa — Qa.
Mithin wird:]

0335 siny = P(aad’ + BV + ) — Q(aa’ + bb' + cc).
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[Vorher wurde gesetzt:]
aa +bb+cc= P

a+b8+cy=0Q
aa+ BB +vy =R,

[mithin wird:]

8Q _ 4/ / / 18P
E—aa‘i‘b,@—i—cfy{—i%_
[Setzt man nun ein fiir allemal
opP oP
- _p. = _p
ot * 96 )
oQ ., 0Q
PN e
OR _, OR _,
o g T
so wird: .
083.g siny = P(Q' _ %P”) _ %QP’.
Nun ist

2 sin.s du = 7siny du
das Differential der Seitenkriimmung, also ergibt sich, dass]
(P@ — 1P~ LQP)ar
gleich oss mal dem Differential der Seitenkriimmung [ist. Es war aber]

oo =PR—-QQ
ss = P;

[demnach erhélt man schliesslich die Formel:]

(PQ' — +PP" — $QP')dt
V(PR —-QQ).P

[4.]

Allgemein ist [das] Differential der Seitenkriimmung

[14] Diff. d. Seitenkr. =

df = 7 du.siny
= 1du{¢(Y( = Zn) + /(2 — XQ) + {(Xn =Y},
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[also nach 12:]

s% =t"{d(YC—Zn)+V(Z§ - XC)+(Xn—-YE)}
+0{/ (Y= Zn) + B(Z¢ — XCO) ++/(Xn—YE)}

+t"{a(Y¢ = Zn) +b(Z€ — X() + c(Xn—YE)}

+0"{a(Yn — Zn) + B(ZE — X¢) +(Xn - YE)}.

[Setzt man]

2 Y Broe

90z _ o 99 _ o [99T _
Y 602 )

[so wird]
d =a?t +aB¢

O/ _ a(3)t/ —{—(1(4)9/

etc.
[und wegen der Identitét % = %—?:]
d(aa) d(aa)
ad' = 3} 5t 43 50 b
d(aa) d(ax) 0(aq)
L o — 120 g
15 Wy T Tag U T g
J(aa) J(ac) 0(aw)
r_ 1 ’ 11 /
e T 4+ 5 1+ 5 5 .0
d(ax) (o)
ad =3 py t+1 50 0.
[Ferner war]
s& = at’' + b’
sn = bt' + o’
s¢ =ct' +~¢
[und]
cX =by—cf
oY =ca—ay
oZ = af — ba.
[Mithin ist:]

sa(Y¢ — Zn) =t (aP —aQ) + 0 (aQ — aR)
s0(Z€ — X() = t'(BP - bQ) + 0'(BQ — bR)
so(Xn—YE) =t'(vP —cQ) +0'(vQ — cR)
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[oder auch
so(YC— Zn) = a(t P+ 0'Q) - a(t'Q + 0'R)
s0(Z&— X)) =BH'P+0'Q)—b(t'Q+0'R)
so(Xn—YE) =1(U'P +0/Q) — c(fQ + O'R).
Werden diese Werthe von Y( — Zn, Z§ — X({, Xn — Y€ in dem Ausdrucke
fiir s% substituirt, so erhélt man vermoge 15:]
Ssaj—f = — ("0 — 0"t (PR — QQ)
U
+ (Pt/ + QQ'){(—%P'/t' + Qltl + %R’H')t/
+ (%R,t, + %R”@’)G’}
o (Qt/ + RG/){(%Plt/ + %P"G’)t'
+ (%P/ltl + Q//el o %R/el)e/}
[Mithin ergibt sich schliesslich fiir % die Gleichung]
dj
(Pt't" +2Qt'0' + RO'0")\/(PR — QQ).%
— (t/ /I elt/l)(PR _ QQ)
Pt + QO (—P"t't +2Q't't + 2R'Y'0' + R"0'9)
Qt' + RO (P't't +2P"H'9 +2Q"0'0' — R'0'9),
dd9 yur die Coefficienten

b ygn _ ddt gr _ db QI/ZW
U

[in der ausser t' = &, ad 4
P,Q, R von ss und deren erste Ableitungen nach ¢ und 6 vorkommen.]

[5.]

[16] 0
+5(
3

4| einfacher zu machen, fithre man ein [den Winkel

Um den Ausdruck [fiir Tu
X, den die Tangente der Curve mit der Tangente der Linie 6 = const. in dem

betrachteten Punkte der Flidche bildet. Dann ist:]

( ¢’/ (PR —
[17] cosx = bt + Q0
VP/(Pt't +2Qt'0' + RO'Y")
v OVIPR-QQ)
VPV(P't +2Qt'0' + R'0")

\
[Ferner sei w der Winkel zwischen den Linien ¢ = const. und 6 = const., also]

Q = /PR.cosw
(18] V(PR —-QQ) = +/PR.sinw
(P dQ  |dR

tgw.dw:§?—5+2Ra
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[und wenn]

h=+(PR-QQ)
[gesetzt wird:]
: _o(9 _,dQ 4R
18] 2dw.h_Q<P 2Q+R>.

[Endlich hat man, da der Winkel zwischen der Curventangente und der Linie
t = const. gleich w — x ist!]

‘ - /(PR —QQ)

sin(w — x) = JRV(Ptt + 2Qt'0' + RO'Y')
B Qt' + RY’

~ VRV(PUU +2QU0 + ROO')

[19]

cos(w — x)

[Aus der Gleichung
snx 0 VR
sin(w—1yx) /P

erhélt man durch logarithmische Differentiation nach w:]

0" t”_1<1dP 1dR>

¢ ¢ 2\Pdu Rdu

dw dx dx
— cot(w — x) (du - du) + cot X
[oder]
8 _t"_,(LldP_1dR
120] ¢ t 2\Pdu Rdu
dw s$ dx
— cot(w — x).

du TP J(PR—QQ) du
[Nunmehr ergibt sich mit Hiilfe von 17, 19 und 20]

hssg—f = %hht’@' (

1dP 1dR
U

Pdu Rdu

+ L cot x.0'h{—P"t't +2Q't't + 2R'{'0' + R"0'0'}
d

— 2 cot(w — X).t'h{29'£h + Pt

+ 2P//t/9/ + 2@//9/0/ _ R/elel};
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[mithin wird:

df dy W0 (1dP 1dR
du  du % ss Pdu Rdu
[21] + 2C0tx { Pt 4 2Q't't + 2R'{'0' + R"0'0'}

d
— Leot(w — y). —{29’—‘”11 + Pty

| + 2P”t 0 +2Q"0'0 — R0’}

[6.]

Ist df das Differential der Seitenkriimmung, welches dem Differential du
entspricht, so ist in den Zeichen der Entwickelung:

2(Pt't +20t'0 + RO'Y)/(PR — QQ).df
=2(PR - QQ)(t'd0' —¢'dt’)
+t3(=QP' +2PQ" — PP")du
+ "0 (—RP' +2QQ' + 2PR' — 3QP")du
+t'0'0'(3QR — 2RP" — 2QQ" + PR")du
+60®(RR' — 2RQ" + QR")du.

Wenn man bloss das erste Glied des zweiten Theils der Gleichung beriicksich-
tigt, ist das Integral

0’/ (PR —
f = Arctang \/f(’t’+Q{§Q)

+ const. = x + const.

Aus der vollstédndigen Differentiation von x erhdlt man aber (weil
2y/b(cc + aab).dx = 2bc.da + ac.db — 2ab.dc,
a+/b

tang xy = ——  gesetzt,)
c
[die Gleichung:

2P(PU't +2Qt'0' + RO'0')\/(PR — QQ)dx
=2(PR - QQ)(Pt + Q0")dd' + 0 (Pt' + Q0)d(PR — QQ)
—20'(PR — QQ)d(Pt' + Q0")
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oder]
2(Pt't +2Qt'0" + RO'0")/(PR — QQ)dx
=2(PR - QQ)(t'd0' —¢'dt’)

+((20Q — PRYY + QR@’@’).%P

—2(Qt'0" + RO'Y').dQ
+ (P9 +Q0'¢").dR.
Diess substituirt, erhalten wir
2(Pt't +20Qt'0' + RO'Y)/(PR — QQ).(df — dx)
= t3(-QP' +2PQ" — PP")du

+10'0(2QR — @ RQ

+ 63 <RR’ QR >du.

[Die rechte Seite ist aber identisch]

+ Y0 (PR —3QP" —

=P+ 2RQ' — RP")du

= (Pt't' +2Qt'0 + RO'0){ (—gp’ +2Q" — P”> t'du

/ Q /! /
+ (R - 5P >0du}.

Wir haben also:

2P\/(PR — QQ)(df — dx)
[22] ={(—QP' +2PQ" — PP")Y + (PR — QP")0'}du
= —QdP + (2PQ't' + PR'¢')du — PP"t du,

[wofiir man auch schreiben kann:]

2y/(PR — QQ)(df — dx)
QP +2PQ' — PP" . —RR +2RQ" — QR"
23] - P di = R

P/l Q/ R//
—Q(—2Q+R>d0.

do
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Bemerkungen.

In § 13 der Disquisitiones generales circa superficies curvas stellt GAUSS
die Verdffentlichung weiterer Untersuchungen iiber die »absoluten« Eigen-
schaften krummer Flichen in Aussicht, die wie das Krimmungsmass und die
geodétischen Linien gegentiber Biegungen der Fliachen invariant sind. Als Vor-
arbeit hierzu ist die vorstehende Notiz aufzufassen, die hochst wahrscheinlich
aus der Zeit zwischen 1822 und 1825 stammt. Sie ist auf einzelne Zettel ge-
schrieben, augenscheinlich in grosser Eile. Daher kommt es wohl, dass GAUSS
die » Bestimmenden der Flache« bald ¢, u, bald t, § nennt, wéhrend hier durch-
gangig t, 0 gesetzt worden ist; ebenso, dass er die Buchstaben ¢ und %, die in
den Gleichungen 3 und 9 vorkommen, spéter auch fiir die Gréssen verwendet,
die hier mit 7 (Gleichung 6) und x (Gleichung 17) bezeichnet worden sind.
Auch sonst finden sich zahlreiche Fliichtigkeiten, die verbessert werden muss-
ten; so fehlt im Besondern in der Formel 20 das erste Glied % (%% — %Z—f).
Vielleicht rithrt das daher, dass GAUSS, wie eine ausgestrichene Stelle zeigt,

urspriinglich die Variabeln ¢, 0 so gewéhlt hatte, dass

P=aa+bb+cc=1
R=aa+pB+yy=1

ist, sodass also die Linien ¢ = const. und 8 = const. geodétische Linien werden.
In diesem Falle nimmt die Gleichung 21 die einfache Form an:

/4!
af _dx 0T {cot x-Q't' — cot(w — x) ((jlwh—k Q"G’) }
u

du  du ss

STACKEL.
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[GENERALISIRUNG DES LEGENDRESCHEN THEOREMS.]
L]

Gauss an OLBERS. Gottingen, 9. October 1825.

.......... Ich habe dieser Tage angefangen, in Beziehung auf mein kiinf-
tiges Werk iiber Hohere Geodésie, einen (sehr) kleinen Theil dessen, was die
krummen Flachen betrifft, in Gedanken etwas zu ordnen. Allein ich iiber-
zeuge mich, dass ich bei der Eigenthiimlichkeit meiner ganzen Behandlung
des Zusammenhanges wegen gezwungen bin, sehr weit auszuholen, so dass
ich sogar meine Ansicht iiber die Kriimmungshalbmesser bei planen Curven
vorausschicken muss. Ich bin dariiber fast zweifelhaft geworden, ob es nicht
gerathener sein wird, einen Theil dieser Lehren, der ganz rein geometrisch (in
analytischer Form) ist und Neues mit Bekanntem gemischt in neuer Form ent-
halt, erst besonders auszuarbeiten, es vielleicht von dem Werke abzutrennen
und als eine oder zwei Abhandlungen in unsere Commentationen einzuriicken.
Indessen kann ich noch vorerst die Form der Bekanntmachung auf sich beru-
hen lassen, und werde einstweilen in dem zu Papier bringen fortfahren. . . .

GAuss an OLBERS. Gottingen, 30. October 1825.

.......... Uber meine Bedenklichkeiten riicksichtlich der Anordnung mei-
nes kiinftig auszuarbeitenden Werks iiber Hohere Geodésie muss ich mich in
meinem Briefe wohl nicht deutlich ausgedriickt haben. In der That ist der Ge-
genstand meiner Bedenklichkeiten nicht die Frage, ob ich meine Ansicht iiber
die Kriimmungshalbmesser aufnehmen soll oder nicht, sondern ob ich die mir
immer mehr unter den Handen wachsenden ganz allgemeinen Untersuchun-
gen {iber die krummen Fléchen, die darauf gebildeten Figuren, die Natur der
kiirzesten und nicht kiirzesten Linien und eine Menge anderer Gegensténde,
die ich hier nicht anfiihren kann, weil die Begriffe davon noch nicht gangbar
sind und selbst noch keine Namen dafiir existiren — ob ich diess alles mit
aufnehmen soll oder nicht, zumal da ich téglich mehr Materien finde, auf die
ich auch noch zuriickgehen muss, weil sie meines Wissens nicht aus dem Ge-
sichtspunkte bisher betrachtet sind, wie es zur Verkettung des Ganzen néthig
ist; zu diesen gehorte (als ein unbedeutendes Beispiel) selbst die Lehre von
den Kriimmungshalbmessern in Plano.

Ich hatte auch die Lehre von dem Flicheninhalt der Figuren iiberhaupt
nennen konnen, die ich gleichfalls seit 30 und mehrern Jahren aus einem von
mir bisher fiir neu gehaltenen Gesichtspunkt betrachtet habe. Dieses letztere
ist aber zum Theil ein Irrthum: in der That habe ich erst vor kurzem eine
Abhandlung von MEISTER (einem meiner Meinung nach sehr genialen Kopf)
im ersten Bande der Novi Commentarii Gotting. kennen gelernt, worin die
Sache fast ganz auf gleiche Art betrachtet und sehr schén entwickelt wird.
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Allein diese treffliche Abhandlung ist den Mathematikern fast ganz unbe-
kannt: auch wiirde es nicht zureichen, mich darauf zu beziehen, da sie doch
nur die ersten Grundbegriffe hat. In so fern man nemlich geometrische Rela-
tionen analytisch behandelt, hat man zwar ldngst Linien von positivem und
negativem Werth recht wohl verstanden, und eingesehen, dass dabei immer
explicite oder implicite ein gewisser Sinn (sens, Richtung) zum Grunde liege,
nach welcher die Linien als wachsend angesehen werden etc. Allein in so fern
man Flachen (areas) durch Formeln ausdriickt, muss natiirlich auch ein ne-
gativer Werth seine gute verschiedene Bedeutung haben, und der Begriff der
Area muss also so festgesetzt werden, dass diess klar einleuchte. Allein dann
muss man noch einen Schritt weiter gehen und Figuren betrachten, deren
Umfang sich selbst einmal oder mehreremale schneidet, z. B.

3

[ /2
4 (/)

Man kommt dann auf einen Gesichtspunkt, aus welchem z. B. der Inhalt

etc.

von 1: entweder a —boder b —a
der von 2: a+2b
der von 3: a—doderd—a

etc. wird.

Alles diess gibt eine vollig consequente Theorie, die bei allgemeiner Behand-
lung solcher Gegensténde unerlasslich néthig ist, auch auf krumme Flachen
angewandt werden kann, aber die noch mehrerer Modificationen oder Bestim-
mungen bedarf, wenn die krumme Flache eine geschlossene ist. Sie sehen, dass
selbst dieses Capitel schon etwas sehr weitschichtiges ist, und doch muss diess
und manches andere mitgenommen werden, um z. B. zu einer befriedigenden
Darstellung von der allgemeinsten Generalisirung der LEGENDREschen Me-
thode (die Kugeldreiecke zu berechnen) zu gelangen, worin die Seiten den
Sinussen der um % des sphérischen Excesses verminderten Winkel proportio-
nal gesetzt werden, welche Generalisirung ich besitze und die als ein Theil
der Hohern Geodasie nothig ist.

So wie die mathematische Seite einer Arbeit mir gewdhnlich die interessan-
teste ist, so kann ich auch von der andern Seite nicht leugnen, dass ich, um
an einer so ausgedehnten Arbeit Freude zu haben, doch am Ende ein schén
organisirtes Ganzes muss hervorgehen sehen, was durch ein zu buntscheckiges
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Ansehen nicht verunstaltet wird. Diess ist die Ursache meiner Bedenklichkeit,
iiber die aber wohl nicht eher recht griindlich geurtheilt werden kann, bis ich
alle Materialien zu jenen Sachen zusammenhabe. Es wird aber damit so ge-
schwind nicht gehen, theils wegen der Menge der Gegensténde, theils wegen
der vielen immer vermehrt und neu erscheinenden Schwierigkeiten. Das Nach-
denken dariiber wird jetzt auch wieder durch einiges Collegienlesen gestort
werden.

GAUSS an SCHUMACHER. Gottingen, 21. November 1825.

....... Ich habe seit einiger Zeit angefangen, einen Theil der allgemei-
nen Untersuchungen iiber die krummen Fléchen wieder vorzunehmen, die
die Grundlage meines projectirten Werks tiber Hohere Geodésie werden sol-
len. Es ist ein eben so reichhaltiger als schwieriger Gegenstand, vor dem ich
jetzt zu andern Arbeiten gar nicht kommen kann. Ich finde leider, dass ich
dabei sehr weit werde ausholen miissen, da auch das Bekannte in einer an-
dern, den neuen Untersuchungen anpassenden Form entwickelt werden muss.
Man muss den Baum zu allen seinen Wurzelfdden verfolgen, und manches
davon kostet mir wochenlanges angestrengtes Nachdenken. Vieles davon ge-
hort sogar in die Geometria situs, ein noch fast ganz unbearbeitetes Feld. Der
Wunsch, den ich immer bei meinen Arbeiten gehabt habe, ihnen eine solche
Vollendung zu geben, ut nihil amplius desiderari possit, erschwert sie mir
freilich ausserordentlich, eben so wie die Notwendigkeit, heterogener Sachen
wegen oft davon abspringen zu miissen. Wenn ich meinen Kopf voll davon
habe, stellen Sie Sich schwerlich vor, wie angreifend es manchmal fiir mich
ist, Vormittags nach einer schlaflosen Nacht, die ich leider jetzt haufig habe,
mich mit Frische in die Sachen hineinzudenken, die ich meinen Zuhérern vor-
zutragen habe, und nachher wieder mit Lebendigkeit gleich wieder in meinen
Meditationen zu Hause zu sein. Doch werde ich mitunter noch durch man-
chen gliicklichen neuen Fund belohnt. So habe ich z. B. die Generalisirung
des LEGENDREschen Theorems, dass auf der Kugel die Seiten proxime den
Sinus der um % des sphérischen Excesses verminderten Winkel proportional
sind, auf krumme Fléichen jeder Art (wo die Vertheilung ungleich geschehen
muss), welche ich der Materie nach schon seit vielen Jahren besessen, aber
noch nicht zur moéglichen Mittheilung an andere entwickelt hatte, jetzt in eine
iiberaus elegante Gestalt gebracht. . . ... ..
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[I1]

[1.]

EINFACHSTER BEWEIS VON LEGENDRES LEHRSATZ DIE
SPHARISCHEN DREIECKE BETREFFEND.

3w Sphérischer Excess
A4+ w,B4+w,C+w Winkel
a,b,c Seiten

A+ B+ C =180°.

Man hat dann nach aller Scharfe
. § . A o l
“in %aQ _ 'sm SW. s1n(' 5W)
sin(B + w).sin(C + w)
1 o sin(B— sw).sin(C — Jw)

o8z = sin(B + w).sin(C + w)

sin 1a6 ~ sin 3w3.sin(A + w)?. sin(4 — Jw)*

1,2 1
cos 3d sin(A + w)?. sin(A — §w) sin(B + w)?

1 1
.sin(B — Ew) sin(C + w)?. sin(C — iw)

sin a3 cos b _ sin(A +w).sin(A4 - Tw)?
cos sa ‘sinib3  sin(B + w).sin(B — Jw)?
a sinA g a? cos %a SSin%b3
b sinB 8sin $a3 b3 cos $b
sin(A +w). sin(4 — Jw)? sin B3
' sin A3 'sin(B + w).sin(B — tw)?
oder
) asin B b4_a4+ erw 1 1
0 = et — — :
& bsin A 180 4 \sinB? sin A?

Auch ist hinreichend scharf

4 sin %w. sin A2

“= sin(A + %w) sin(B + %w) sin(C + %w)
o asin B (bb — aa)(4aa + 4bb — 5cc)
& bsind 720
3w
log+——— =1 tg A + cotg B + cotg C
* %absinC’ pwicote cote cotg C'}

1 1+ cosAcosBcosC

w . . -
2 sin A sin B sin C
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2]

Die allgemeine Untersuchung der Dreiecke auf krummen Fléchen hat uns
folgendes wichtige Resultat gegeben.

Es seien /1, / %, vV % die Halbmesser der Kugeln, die dieselbe Kriimmung
haben wie die krumme Flédche resp. an den Punkten A, B, C: dann ist

bsinC

e 51 (bb — cc)a + 45 (—aa + 3bb — 3cc) 8

0g

+ 45 (aa + 3bb — 3cc)y
A+ B+ C =180+ L(a+ B+7)besin A,

und wenn man

_ besin A

dA 51 (2a+ B +7)
in A

dB = bcs;f (a+28+7)
in A

dC = bcs;f (0 + B +27)

macht, so wird

sin(A —dA) sin(B—-dB) sin(C —dC)

a b c

Es ist unnoéthig zu bemerken, dass hier A, B, C' die Winkel des sphéroidi-
schen Dreiecks selbst bedeuten.

Hiernach finden sich z. B. in unserm grossten Dreiecke zwischen Hohe-
hagen—Brocken—Inselsberg die Winkelcorrectionen

" "
Inselsberg —4,95247 4,95119
Hohehagen  —4,95264 4,95102
Brocken —4,95273 4,95093
Summe —14,85784 14,85314.
3]

Hauptmomente des Beweises der vorstehenden Lehrsétze sind folgende.

Es sei r die Lange einer vom Punkt A auslaufenden kiirzesten Linie auf
der krummen Fléche, 6 der Winkel, den sie mit einer dhnlichen festen Li-
nie macht, / % Halbmesser der Kugel, die dieselbe Kriimmung hat, wie die
krumme Fldche am Endpunkte von r, pdf das Linearelement zwischen zwei
Punkten, denen r,0 und r,0 + df zugehoren. Es werden demnach sowohl f
als p Functionen von r und 6 sein und man hat

d0p
oz~ 1P
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Es sei dt ein Element einer zweiten kiirzesten Linie und ¢ sein Winkel mit
dem zugehorigen r. Man hat dann

dr = dt.cos¢C, pdf=dt.sin¢, d¢ = ap df.

Setzt man
f=F+Fr+F'rr+...,
so wird
p=r+%—§Frt— LFv — (G F" = 35 FF)r°
— (35 F" = 15 FF)r® + .
p=r+*—L(F+ f)r —I—*—i-(%F//—i-%OFF)TE)
( F" + 120FF’)7' +.
1
dlogsin( = —@fdr
ar p
dr

=~ rdr{§F + P+ (LF" + L FF)rr
r
+ (8F" + LFF ) + .. .},
dlog(rsin¢) = L (F +3f)rdr — (55 F" — FF)r3dr
—(5F" — LFF)yrtdr + ...
Man hat nun [in dem geodatischen Dreieck ABC] fiir § = 0:

¢(=180"-B, r=¢, f=8, F=a t=0

[und fiir] 6 = A:
C:C, T:b, f‘:")/7 t:a‘

[Ferner ist] allgemein
rr = cc+tt — 2tccos B, [rdr = (t — ccos B)dt]
[und]
ty—5).

a

f=8+
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[folglich erhélt man durch Integration der Formel fiir dlog(r sin () nach ¢ von
0 bis a:]

bsin C 13
IOgcsinB Fo(bb — cc) + 3 8(bb — cc)
tt —tccos B
+i(’y—ﬁ) B gy

= La(bb — cc) + £8(bb — cc)
—|— (v — B)(2aa — 3accos B)

= 24oz(bb cc) + §B(bb — cc)
+ 15 L(y - pB)(aa —|— 3bb — 3cc)

= 5ya(bb — cc) + 75 B(—aa + 3bb — 3cc)
+ sv(aa + 3bb — 3cc).

W.Z.B. W.
Bemerkungen.

Die Notiz [II] findet sich in einem Handbuche und zwar kurz vor einer
S. 444 abgedruckten, 1825. Dec. 4 datirten Aufzeichnung. Man wird daher
annehmen diirfen, dass sie von GAUSS bei der Abfassung der unter [I] ab-
gedruckten Briefe an OLBERS und SCHUMACHER niedergeschrieben ist. Den
Inhalt des ersten Abschnittes der Notiz [II] hat GAUSS im Jahre 1841 in
CRrELLEs Journal veréffentlicht; der Vollstdndigkeit wegen ist diese kleine, in
den vierten Band der Werke nicht aufgenommene Abhandlung S. 451 bis 452
dieses Bandes ebenfalls abgedruckt worden.

In den Disquisitiones generales circa superficies curvas § 28 sind die Win-
kelcorrectionen S. 402 folgendermassen angegeben:

Inselsberg 21,95131
Hohehagen  4,95113
Brocken 4,95104
Summe 14,85348

Die Figur auf S. 403 ist dem Texte hinzugefiigt worden.
Stackel.
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ZUR TRANSFORMATION DER FLACHEN.

Die Punkte einer an sich gegebenen Fliche, deren Form aber noch un-
bestimmt bleibt, werden durch r und € bestimmt, wo r die Entfernung von
einem gegebenen Punkt, gemessen in kiirzester Linie, und 8 den Winkel dieser
kiirzesten Linie mit einer constanten andern, gleichfalls durch jenen Punkt
gehenden [kiirzesten Linie] bedeutet. Jede Linie, fiir die 6 constant ist, wird
dann von jeder andern, fiir die r constant ist, unter einem rechten Winkel ge-
schnitten. Setzt man ein Element der letztern = md#, so ist m bloss von der
Natur der Flache, aber nicht von ihrer Form abhingig, und also eine gegebene
Function von r und 6.

Sobald man der Flache eine bestimmte Form gegeben, findet folgendes
statt fiir eine Linie, fiir die # constant ist.

Es seien z,y, z indefinite Coordinaten eines Punkts derselben, ferner

or oy 0z
gg - ga ? =1, gg - ga
_— = 777 et _— =
or X, or pY; or pZ;
e 02 o o¢?
_ o 91 96
v (37"2 + Oor? 8r2> ’

1
also — Kriimmungshalbmesser und
p

XX+YY+ZZ=1.

Es bezeichnet dann X, Y, Z die Richtung der Normale auf die Oberfliche und
es ist ferner

b 0

S5 = mnZ —CY), 55 =m(CX —¢€2),
(1) Oz

26 = m(fY —nX).

Man sieht hieraus, dass wenn man Einer Linie constanter 8 eine bestimm-
te Lage im Raume angewiesen hat, die ganze Fliche eine bestimmte Lage
bekommt.
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Die Differentiation von (1) gibt:

o6  Om 0z oY
530" W(UZ— ¢Y)+m <Uar - Car)
on _ om 0X 0z
P 87“<CX_€Z>+m< af%)
o Om )% 0X
5 = @ 0 (€5
¢ Om _ YO( — Zon
“or 00
(2) om  Z9¢ — X0
Tor T o0
¢ 87m _ Xon—-Yo§
“or 00
om y &2 4 0n? + 0¢?
or 002
e o 9C\?
< Yo Zae> .
/
Die abermalige Differentiation gibt, 88—): =X/, 86)?(: = X" etc. gesetzt:
(.. Op 0X  90m
om , ,
+mnZ" - Y +mp(YZ' - ZY")
dp oYy  0om
(3) om

+25 (X'~ €7')
+m(CX" —€2") + mp(ZX' — X Z)

Op 0Z  90m

om
2—— (&Y' —nX’
+25-(EY" = nX')
+m(EY”" —nX") + mp(XY' - Y X').

Hieraus:

ox oy o7 , , ,

— &2V —nXZ - (Y X))
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[oder, da]

7' =Y ' =qX, (X'-¢Z'=qY, &Y' —
[ist:]
8X 8Y 8Z
(4) 55 Tigg tC 55 = 4
[und]
YZ' - 2Y )%—;{ +(ZX — XZ’)(?H/
(5) 0z
/ !
(XY - YX) S =

nX/:qZ

o0m

or?

Die Bedeutung der Gleichung (4) kann so versinnlicht werden. Es sind dr
und mdf zwei auf einander senkrechte Linearelemente auf der Fliche. Auf
der Himmelskugel stellen Q, Q’, Q" resp. die Normalen in P, P, P” vor. QR’
stellt vor die Verticalebene durch PP’, QR" die Verticalebene durch PP".

Dann bedeutet:

P//

mdo

Gleichung (4), dass
Q//R// Q/R/

- ppr

PP//

Gleichung (5), dass die Fliche

oom
mor?

2QQ'Q" =
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BEMERKUNG.

Die vorstehende Notiz findet sich in einem Handbuche. Sie stammt ver-
muthlich aus dem Jahre 1825 und enthélt Ergebnisse der Forschungen, die
GAUSS in den nachfolgend abgedruckten Neuen allgemeinen Untersuchungen
dber die krummen Fldchen ausfithrlich darzustellen begonnen hat.

STACKEL.
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NEUE ALLGEMEINE UNTERSUCHUNGEN
UBER
DIE KRUMMEN FLACHEN.

[1825.]

Wenn gleich der Zweck dieses Werks eigentlich in der Ausfiihrung neuer
seinen Gegenstand betreffender Lehren besteht, so werden wir doch anfangs
auch das schon Bekannte entwickeln, theils des Zusammenhanges und der
Vollstéandigkeit wegen, theils weil die Art unserer Behandlung von der bis-
herigen verschieden ist. Wir werden sogar zuerst einiges die Curven in der
Ebene betreffende aus denselben Griinden vorausschicken.

1.

Um die verschiedenen Richtungen von geraden Linien in Einer Ebene be-
quem unter einander vergleichen zu konnen, denke man sich in derselben
Ebene um einen beliebigen Mittelpunkt einen Kreis mit dem Halbmesser 1
beschrieben; die Lage des mit einer vorgegebenen Linie parallel gezogenen
Radius dieses Kreises versinnlicht dann die Lage von jener, und die Neigung
zweier geraden Linien gegen einander wird durch den Winkel der beiden re-
prasentirenden Radien, oder durch den Bogen zwischen ihren Endpunkten
gemessen. Es versteht sich, dass, wo genaue Bestimmung néthig ist, bei jeder
geraden Linie zugleich angegeben werde, in welchem Sinn sie als beschrie-
ben gedacht wird: ohne eine solche Unterscheidung wiirde die Richtung einer
geraden Linie immer zweien einander entgegengesetzten Radien entsprechen.

2.

In dem Hilfskreise nimmt man einen beliebigen Radius als den ersten, oder
seinen Endpunkt in der Peripherie als den Anfangspunkt an, und entschliesst
sich iiber den Sinn, in welchem man von diesem aus die Bbégen als positiv
fortzéhlen will (ob von der Linken nach der Rechten oder umgekehrt); nach
der entgegengesetzten Seite werden die Bogen also als negativ betrachtet. So
wird also jede Richtung einer geraden Linie durch Grade etc. oder auch durch
eine Zahl ausgedriickt, die dieselben in Theilen des Halbmessers angibt.

Solche Angaben, die um 360° oder ein Vielfaches davon verschieden sind,
beziehen sich also eigentlich auf gleiche Richtungen, und koénnen, allgemein
zu reden, als gleichgiiltig betrachtet werden; in solchen Fallen jedoch, wo die
Entstehungsart einer verdnderlichen Neigung mit in Betracht gezogen wird,
kann es néthig sein, dergleichen Angaben sorgféltig zu unterscheiden.

Hat man z. B. sich bestimmt, die Bégen von der Linken zur Rechten zu
zdahlen, und entsprechen zweien geraden Linien [,!’ die Richtungen L, L', so
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ist L' — L die Neigung jener geraden Linien, und man sieht leicht, dass, in so
fern L' — L zwischen —180% und +180V fillt, der positive oder negative Werth
zugleich anzeigt, dass vom Durchschnittspunkte aus I’ rechts oder links von
[ liegt; allgemein wird diess durch das Zeichen von sin(L’ — L) entschieden.

Es sei aa’ ein Stiick einer krummen Linie und es entsprechen den Tangen-
ten in a,a’ resp. die Richtungen a, a’, durch welche Buchstaben nemlich die
betreffenden Punkte des Hiilfskreises, so wie deren Bogenentfernungen vom
Anfangspunkte durch A, A" bezeichnet werden sollen. Die Grosse des Kreis-
bogens aa’ oder A’ — A heisst die Amplitudo von ad’.

Die Vergleichung der Amplitudo des Bogens aa’ mit seiner Lange wird uns
den Begriff von Kriimmung geben. Es sei [ indefinite ein Punkt des Bogens
aa’ und in Beziehung auf denselben seien A\, A dasselbe, was o, A und o/, A’
in Beziehung auf a und o’ sind. Ist nun aX oder A — A dem Stiick des Bo-
gens al proportional, so werden wir sagen, dass aa’ in seiner ganzen Lénge
gleichférmig gekriimmt sei und

A-A
al

das Kriimmungsmass oder schlechtweg die Kriimmung nennen; man sieht
leicht, dass diess nur dann eintrifft, wenn aa’ wirklich ein Kreisbogen ist,

1
und dass dann nach unserer Definition seine Kriimmung = +— sein wird,

wenn r den Halbmesser bedeutet. In so fern man immer r als pogitiv ansieht,
wird das obere oder untere Zeichen gelten, je nachdem das Centrum rechts
oder links vom Bogen aa’ liegt (a als Anfangs-, o’ als Endpunkt betrachtet,
und die Richtungen im Hiilfskreise von der Linken zur Rechten gezéhlt); die
Verdanderung Einer dieser Bedingungen dndert das Zeichen, die Verédnderung
von zweien stellt es wieder her.

Ist hingegen A — A dem al nicht proportional, so nennen wir den Bogen
ungleichférmig gekriimmt und der Quotient

A-A
al

kann dann seine mittlere Kriimmung heissen. Kriimmung geradezu hingegen
setzt immer die Bestimmung der Stelle voraus und wird durch die mittlere
Kriimmung eines Elements an dieser Stelle erklért, ist also

_dA
 dal’
Man sieht also, dass Bogen, Amplitudo und Kriimmung in einem solchen
Verhéltniss zu einander stehen, wie Zeit, Bewegung und Geschwindigkeit, oder
Volumen, Masse und Dichtigkeit. Das Reciprokum der Kriimmung, nemlich
dal
dA
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heisst der Kriimmungshalbmesser an der Stelle [, und nach obigen Voraus-
setzungen heisst die Curve an dieser Stelle concav nach der Rechten, convex
nach der Linken, wenn der Werth der Kriimmung oder des Kriimmungshalb-
messers positiv ausfallt; bei einem negativen verhélt es sich umgekehrt.

3.

Wenn wir die Lage der Punkte in der Ebene auf zwei auf einander senk-
rechte Coordinatenaxen beziehen, denen die Richtungen 0 und 90° entspre-
chen, so dass die erste Coordinate den nach der Richtung der ersten Axe
gemessenen Abstand von der zweiten Axe, die zweite Coordinate hingegen
den nach der Richtung der zweiten Axe gemessenen Abstand von der ersten
Axe vorstellen; wenn ferner z,y unbestimmt die Coordinaten eines Punktes
der krummen Linie, s deren Lénge von einem beliebigen Anfangspunkte an
bis zu diesem gezéhlt, ¢ die Richtung der Tangente an demselben, r den
Krimmungshalbmesser ausdriicken, so wird

dx = cos p.ds
dy = sin p.ds
ds

T = %

Wird die Natur der krummen Linie durch die Gleichung V' = 0 vorgestellt,
wo V eine Function von z und y ist, und setzt man

dV = pdx + qdy,
so wird in der krummen Linie
pdx + qdy =0

sein; also
pcosp 4 gsing =0,

woraus also
b
tang p = ——.
q

Es ist ferner
cos @.dp + sin p.dqg — (psinp — qgcos p)dp = 0.

Setzt man also nach einem bekannten Lehrsatz

dp = Pdx + Qdy
dg = Qdx + Rdy,
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so wird

(P cos ¢* + 2Q cos psin ¢ + Rsin p?)ds = (psin p — gcos @)dp,

also 1 P cos p? + 2Q cos psin ¢ + Rsin ¢?
r psinp — qcos
oder, da
cosgpzi, sing@zi:
V(pp+qq) V(pp +qq)
41 Pag—2G@pq il Rpp
r (pp +qq)?
4.

Das zweideutige Zeichen in der letzten Formel kénnte anfangs auffallen,
findet sich jedoch bei ndherer Betrachtung ganz in der Ordnung. In der That,
da dieser Ausdruck bloss von den partiellen Differentialien von V' abhéngt
und die Function V an sich bloss die Natur der krummen Linie darstellt, ohne
zugleich den Sinn anzugeben, in welchem sie als beschrieben gedacht wird, so
muss die Frage, ob die Curve nach der rechten oder linken Seite convex ist, so
lange unentschieden bleiben, bis dieser Sinn anders woher bestimmt ist. Eben
so verhalt es sich mit der Bestimmung von ¢ durch seine Tangente, wobei fiir
sich eine Unbestimmtheit von 180° zuriickbleibt. Die Angabe, in welchem Sinn
die Curve beschrieben wird, kann auf verschiedene Arten gemacht werden.

I. Durch das Zeichen der Verdnderung von z. Ist x im Zunehmen, so muss
cos @ positiv sein; die obern Zeichen gelten daher, wenn ¢ einen negativen,
die untern, wenn ¢ einen positiven Werth hat; beim Abnehmen von x ist es
umgekehrt.

II. Durch das Zeichen der Verdnderung von y. Ist y im Zunehmen, so
schreibt ein positiver Werth von p die obern, ein negativer die untern vor;
umgekehrt bei abnehmendem y.

III. Durch das Zeichen des Werths, welchen die Function V erhélt, wenn
man die Curve verldsst. Es seien die Variationen von x, y, wenn man die Curve
senkrecht auf die Tangente nach der Rechten, also in der Richtung ¢ + 90°,
verlasst, dx, oy, und die Grosse dieser Normale = dp; man hat dann offenbar

dx = 6p. cos(p + 90°)
Sy = do.sin(p + 90°)

oder
dx = —dp.sinp

o0y = +00. cos .
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Da nun, wenn dp unendlich klein ist,

oV = pdx + qdy
= (—psinp + gcosp)dp
= Foov/(pp + q9)

und V in der Curve selbst = 0, werden die obern Zeichen gelten, wenn V' beim
Durchgange durch die Curve von der Linken zur Rechten aus dem positiven
ins negative iibergeht und umgekehrt; verbindet man diess mit dem, was am
Ende des 2. Art. gesagt ist, so folgt, dass die Curve immer nach der Seite
convex ist, nach welcher V' das Zeichen erhélt, welches

Pqq — 2Qpq + Rpp

hat.
Ist z. B. die Curve ein Kreis und setzt man

V =zx + yy — aa,

so wird
p =2, q =2y,
P=2, Q =0, R =2,

Pqq — 2Qpq + Rpp = 8yy + 8rz = 8aa,

(pp + qq)2 = 8a®,
r=+a

und die Curve nach der Seite convex, wo
T + Yy > aa,

wie gehorig.
Die Seite, nach welcher die Curve convex, oder die Zeichen in obigen For-
meln werden also beim Fortgehen in der Curve so lange immer ungeéndert

bleiben als
oV

o0
sein Zeichen nicht &dndert. In so fern V eine stetige Function ist, kann eine
solche Anderung des Zeichens nur nach einem Durchgang durch den Werth
0 erfolgen; dieser aber setzt nothwendig voraus, dass zugleich p und ¢ = 0
werden. An einer solchen Stelle wird der Kriimmungshalbmesser unendlich
gross, oder die Kriimmung verschwindet und in so fern dann, allgemein zu
reden, hier
—psing 4+ gcos

sein Zeichen dndern wird, findet hier ein Wendungspunkt statt.
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5.

Der Fall, wo die Natur der Curve dadurch ausgedriickt wird, dass y einer
gegebenen Function von x gleich gesetzt wird, nemlich y = X, ist in dem
vorigen enthalten, wenn man

setzt. Macht man

so wird
p:X/a QZ*L
P=X", Q =0, R=0,
also
X//
=
T+ X'X")2

Da hier ¢ negativ ist, so gilt fiir wachsende x das obere Zeichen. Man kann
sich also hier kurz so ausdriicken, dass bei einem positiven X" die Curve nach
derselben Seite ihre Concavitéit hat, nach welcher die Axe der y gegen die Axe
der z liegt; wahrend bei negativem X" die Curve nach dieser Seite zu convex
ist.

6.

Wenn man x und y als Functionen von s betrachtet, so fallen die Formeln
noch zierlicher aus. Man setze

dx da’
@b :U/, @t x//’
ds ds
@ — y/ diyl — y//
ds ’ ds '
Es ist dann
x = cos, y' = sin o,
I sin ,  COS
xr = — s = 5
r T
oder
y/ _ _rxll’ 2 = ry”
oder auch
1= r(ac'y” . y/l'”),
so dass
a:/y// _ y/x//
die Kriitmmung und
1

x/y// _ y/x//
den Kriimmungshalbmesser vorstellt.
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7.

Wir schreiten jetzt zur Betrachtung der krummen Flichen fort. Zur Ver-
sinnlichung der Richtungen von geraden Linien im Raume nach seinen drei
Dimensionen betrachtet denken wir uns um einen beliebigen Mittelpunkt eine
Kugelfldche mit dem Halbmesser 1 beschrieben; ein Punkt derselben représen-
tirt demnach die Richtung aller mit dem Radius, an dessen Endpunkt er liegt,
parallelen geraden Linien. So wie die Lagen aller Punkte im Raume durch die
senkrechten Absténde x,y, z von dreien auf einander senkrechten Ebenen be-
stimmt werden, so soll die Richtung der drei Hauptaxen, welche auf diese
Hauptebenen senkrecht sind, auf der Oberfliche der Hiilfskugel durch die 3
Punkte (1), (2), (3) bezeichnet werden, die also je 90° von einander entfernt
sind, und zugleich den Sinn bezeichnen sollen, in welchem die Coordinaten
als wachsend betrachtet werden. Wir stellen hier einige bekannte Sétze, von
denen besténdig Gebrauch gemacht werden wird, zusammen.

1) Der Winkel zweier sich schneidenden geraden Linien wird durch den
Bogen [des grossten Kreises| zwischen den Punkten gemessen, die auf der
Kugelfliche ihre Richtung vorstellen.

2) Die Lage einer jeden Ebene kann auf der Kugelfliche durch den grossten
Kreis vorgestellt werden, in welchem jene von einer mit ersterer Ebene parallel
durch den Mittelpunkt der Kugel gelegten Ebene geschnitten wird.

3) Der Winkel zweier Ebenen ist gleich dem Winkel der grossten Kreise,
die die Lage von jenen représentiren, und wird also auch durch den Winkel
zwischen den Polen der grossten Kreise gemessen.

4) Sind z,y, z; 'y, 2’ die Coordinaten zweier Punkte, r ihre Entfernung
von einander und L der Punkt der Kugelfliche, der die Richtung der geraden
Linie vom ersten zum zweiten vorstellt, so ist

' =x+rcos(1)L
y =y +rcos(2)L
2=z +rcos(3)L.

5) Es folgt hieraus leicht, dass allemal
cos(1)L? + cos(2)L* + cos(3) L% = 1
[und] auch, wenn L’ irgend ein anderer Punkt der Kugelfliche ist,
cos(1)L.cos(1) L' + cos(2) L. cos(2) L' + cos(3)L.cos(3)L' = cos LL'.

Wir fiigen noch ein anderes Theorem bei, welches unseres Wissens sonst
nirgends vorkommt und 6fters mit Nutzen gebraucht werden kann.

Es seien L, L', L”, L' vier Punkte der Kugelflache, und A der Winkel, wel-
chen LL" L'L" an ihrem Durchschnittspunkte bilden. [Dann hat man]

cos LI .cos L"L" — cos LL" .cos '’ = sin LL".sin L'L" . cos A.
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Der Beweis ist leicht so zu fithren. Es sei

AL =t, Al — t/, AL" = ¢ AL — t/”;

man hat dann

cos LL' = costcost’ +sintsint’ cos A

" rn " n . N n
cos L"L"™ = cost’ cost” +sint" sint

cos A

1 /! . . /!
cos LL" = costcost” +sintsint” cos A

I ! nn . ! . n
cos L'L"" = cost cost” +sint sint"” cos A.

Also
cos LL cos "L — cos LL" cos L' L

n "

sintsint’
t///

+ cost” cost
t///

! 7
= cos A{costcost sint” sint

— costcost”sint'sint"” — cost’ cost" sintsint”}

t" — cost” sint)(cost' sint” — cost” sint)

= cos A(costsin
= cos Asin(t"”" — t)sin(t” —t)
= cos Asin LL" .sin L'L".

Da jeder der beiden grossten Kreise von A aus in zwei entgegengesetzten
Richtungen ausliuft, so bilden sich daselbst zwei einander zu 180° ergéinzende
Winkel; man sieht aber aus unserer Analyse, dass man diejenigen Schenkel
wihlen muss, die in dem Sinn von L nach L und von L' nach L” laufen.

Statt des Winkels A kann man auch die Distanz des Pols des grossten
Kreises LL" vom Pol des grossten Kreises L'L” nehmen; da jedoch jeder
grosste Kreis zwei Pole hat, so sieht man, dass man diejenigen verbinden
muss, um welche resp. die grossten Kreise von L nach L und von L’ nach
L" in einerlei Sinn laufen.

Die Ausfiihrung des speciellen Falls, wo von den Boégen LL"”, L'L" einer
oder beide 90° gross sind, iiberlassen wir dem Leser.

6) Noch ein niitzlicher Satz ergibt sich aus folgender Analyse. Es seien
L,L', L drei Punkte auf der Kugelfliche und

cos L(1) =z, cos L(2) =y, cos L(3)
cosL'(1)=2', cosL'(2)=1vy', cosL'(3)
cosL"(1) = 2", cosL”(2)=1v", cosL"(3)="2".

Il
N

)
/
5,

Wir nehmen an, dass die Punkte so geordnet sind, dass sie in demsel-
ben Sinn um das von ihnen eingeschlossene Dreieck laufen, wie die Punkte
(1),(2),(3); es sei ferner X\ derjenige Pol des grossten Kreises L'L”, welcher
auf derselben Seite liegt wie L. Man hat dann aus unserm vorigen Lemma

y'2" =2y =sin L'L". cos A(1)
2’ — 2" =sin L'L". cos \(2)

2y — 2" =sin L'L". cos \(3).
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Multiplicirt man also diese Gleichungen mit x,y, z und addirt die Producte,
so wird

!N I/ 1 !/ n_1/ / " "1 . I rn
xy' 2 +axy z+ax'y —xy' 2 —xy —x"yz=sinL'L".cos AL,

wofiir man nach den bekannten Lehren der sphérischen Trigonometrie auch
sin 'L”.sin LL" . sin L'
=sin L'L".sin LL.sin L"
=sin L'L".sin L'L" .sin L
schreiben kann, wenn L,L’,L” die drei Winkel des sphéirischen Dreiecks
LL'L” bedeuten. Man iiberzeugt sich zugleich leicht, dass diese Grosse der

sechste Theil der Pyramide ist, die zwischen dem Centrum der Kugel und
den Punkten L, L', L” gebildet wird (und zwar positiv, wenn etc.).

8.

Die Natur einer krummen Flache wird durch eine Gleichung zwischen den
Coordinaten ihrer Punkte dargestellt, die wir durch

f(z,y,2) =0
vorstellen; es sei das vollstandige Differential von f(z,y, 2)
= Pdz + Qdy + Rdz,

wo P, @, R Functionen von z,y,z sein werden. Wir werden immer an der
Fldche zwei Seiten unterscheiden, wovon wir die eine die obere, die andere
die untere nennen wollen; allgemein zu reden wird beim Durchgang durch die
Fléache der Werth von V sein Zeichen &ndern, so dass, so lange die Stetigkeit
nicht unterbrochen wird, auf der einen Seite die positiven, auf der andern die
negativen [Werthe| stattfinden.

Die Richtung der Normale auf die Flache nach derjenigen Seite zu, die wir
als obere betrachten, werde auf der Hilfskugel durch den Punkt L bezeichnet
und es sei

cos L(1) = X, cos L(2) =Y, cos L(3) = Z.

Es sei ferner ds eine unendlich kleine Linie auf der Flache, und indem deren
Richtung auf der Hiilfskugel durch den Punkt A bezeichnet wird, sei

cos \(1) =&, cos \(2) = n, cos A\(3) = (.
Wir haben dann

dx = &ds, dy = nds, dz = (ds,
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also
PE+OQn+ RC=0

und, da AL = 90° sein muss, auch
XE+Yn+2Z¢=0.

Da P,Q,R,X,Y,Z bloss von der Stelle der Flache abhédngen, von wo man
das Element ausgehen ldsst, und diese Gleichungen fiir jede Richtung des
Elements in der Flédche richtig sind, so sieht man leicht, dass P,Q, R den
X,Y, Z proportional sein miissen, also

P:X/J'a Q:YM7 R:Z/J/7

also, da

XX+YY+ZZ=1
wird:

uw=PX+QY +RZ
und

uh = PP+ QQ + RR
oder

j=+/(PP+QQ+RR).

Entfernt man sich von der Flache in der Richtung nach der Normale um
das Element 6o, so wird:

ox = X o, oy = Yo, 0z = Zbp

und

0V = Pézx + Qéy + Réz = udo.

Man sieht also, wie das Zeichen von p von der Zeichenédnderung des Werthes
von V beim Durchgang von der untern auf die obere Seite abhingt.

9.

Man schneide die krumme Fldche mit einer Ebene in dem Punkte, auf
den sich unsere Bezeichnungen beziehen; es entsteht so eine plane krumme
Linie, von welcher ds; ein Element sei, in Beziehung auf welches wir die obigen
Bezeichnungen beibehalten. Als obere Seite der Ebene betrachten wir die, auf
welcher die Normale auf die krumme Fléche liegt; auf die Ebene errichten wir
eine Normale, deren Richtung durch den Punkt £ der Hiilfskugel bezeichnet
werde. Beim Fortschreiten in der krummen Linie werden also A und L ihre
Stelle verindern, wihrend £ constant bleibt und immer AL und A€ = 90° sind;
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A beschreibt daher den grossten Kreis, dessen einer Pol £ ist. Das Element

dieses grossten Kreises wird
ds

r

sein, wenn r den Kriitmmungshalbmesser der Curve bedeutet; und wird wieder-
um die Richtung eben dieses Elements auf der Hiilfskugel mit X' bezeichnet,
so wird offenbar X in eben dem grossten Kreise liegen, und sowohl von A als
von £ um 90° abstehen. Setzt man nun noch

cos N(1) = ¢, cos N (2) =17/, cos N (3) = (',

so wird
,ds

ds ds
dg:glia d77:77*, d<zgli
T T T

sein, da in der That &, n, ¢ nichts anderes sind, als die Coordinaten des Punk-
tes A gegen den Mittelpunkt der Kugel.

Da durch Elimination aus der Gleichung f(x,y, z) = 0 die eine Coordinate
z in der Form einer Function von x und y dargestellt werden kann, so wollen
wir grosserer Einfachheit wegen annehmen, dass diess geschehen und

z=F(z,y)
gefunden sei; man kann dann gleich als Gleichung der Flache
z = F(.’IJ, y) =0

setzen oder
f(:E?y’Z) = Z_F(‘/Evy)

Es wird sonach, wenn wir
dF(z,y) = tdx 4+ udy

setzen,
P=-t, Q=-u, R=1,

wo t,u bloss Functionen von x und y sind. Wir setzen noch ferner
dt = Tdx + Udy, du = Udx + Vdy.
Es ist demnach auf der ganzen Flache
dz = tdzr + udy
und also in der Curve

¢ =t& + un.
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Die Differentiation gibt demnach durch Substitution obiger Werthe fiir
dg, dn, d¢:
d
(¢ =t/ = unf)== = &dt + ndu
= (&T + 26nU + nqnV)ds

oder
1 EET + 260U +mV
r - _é‘/t_n/u+<l
_ Z(EET +26nU +1mV)
Xé’/ + YT// _|_ ZC/
_ Z(&ET + 26U +mV)
cos LN '

10.

Ehe wir den eben gefundenen Ausdruck weiter umformen, wollen wir tiber
denselben einige Bemerkungen machen.

Eine Normale auf die Curve in ihrer Ebene entspricht zweien Richtungen
auf der Kugelfliche, je nachdem man jene auf die eine oder auf die andere
Seite der Curve zieht; die eine Richtung, nach welcher die Curve concav ist,
wird durch X bezeichnet, die andere durch den gegeniiberliegenden Punkt der
Kugelfliche. Diese beiden Punkte, eben so wie L und £, sind von A um 90°
entfernt und liegen also in einem grossten Kreise; und da auch £ von A um
90° entfernt ist, so wird £L = 90° — L)X oder = L) — 90° sein, und daher

cos L\ = +sin £L,

wo sin £L nothwendig positiv ist. Da in unserer Analyse r als positiv betrach-
tet ist, so wird das Zeichen von cos L\ dem von

Z(EET + 26U +mV)

gleich sein, und also ein positiver Werth von letzterer Grosse anzeigen, dass
L) unter 90° ist, oder dass die Curve nach der Seite concav ist, wo die Pro-
jection auf die Ebene der Normale auf die krumme Fléche liegt, ein negativer
Werth hingegen, dass die Curve nach dieser Seite convex ist. Wir kénnen
daher auch allgemein

1 Z(§ET +26nU +mV)
ro sin £L

setzen, wenn wir den Kriimmungshalbmesser im ersten Fall als positiv, im
andern als negativ betrachten wollen. £L ist nunmehro der Winkel, welchen
unsere schneidende Ebene mit der die krumme Fldche beriithrenden Ebene
macht, und man sieht, dass in verschiedenen schneidenden Ebenen, die durch
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denselben Punkt und dieselbe Tangente gelegt sind, die Kriimmungshalbmes-
ser dem Sinus der Neigung proportional sind. Wegen dieser einfachen Bezie-
hung wollen wir uns hinfort auf den Fall einschrdnken, wo dieser Winkel ein
rechter ist und also die schneidende Ebene durch die Normale auf die krumme
Flache selbst gelegt wird. Fiir den Kriimmungshalbmesser haben wir also die
einfache Formel

% = Z(&€T 4 26nU + V).
11.

Da sich durch diese Normale unendlich viele Ebenen legen lassen, so kon-
nen hiernach unendlich viele verschiedene Werthe des Kriimmungshalbmes-
sers stattfinden. In dieser Beziehung sind T,U,V, Z als constant, £,7,( als
veranderlich zu betrachten. Um die letztern von Einer verédnderlichen Grosse
abhangig zu machen, nehme man in dem grossten Kreise, dessen Pol L ist,
zwei feste um 90° von einander entfernte Punkte an, die M, M’ heissen mégen.
Es seien ihre Coordinaten gegen den Mittelpunkt der Kugel o, 8,v; o/, 5,7
Man hat dann

cos A(1) = cos AM. cos M (1) + cos AM'. cos M’ (1) + cos AL. cos L(1).

Setzt man nun
AM = o,

so ist
cos \M' = sin ¢

und die Formel wird
£ =acosp+a sing
und eben so
n = Bcosy+ B sing
¢ =vycosp+ v sinp.

Also, wenn man

A = (aaT +2apU + V) Z
B = (adT + (af' +af\U + BB'V)Z
C=(dT+2d8'U+p3pV)Z
setzt: 1
o= Acos ¢? + 2B cos psin ¢ + C'sin >
_A+C+A—C
2 2

cos 2¢ + Bsin 2¢.
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Macht man
A-C

2
B = E'sin 20,

= F cos 20

wo man annehmen kann, dass E dasselbe Zeichen wie % hat, so wird

1
= =3(A+C)+ Ecos2(p —0).

r

Offenbar bedeutet ¢ den Winkel zwischen der schneidenden Ebene und einer
andern durch die Normale und diejenige Tangente gehenden, der die Rich-
tung M entspricht. Offenbar hat also % seinen grossten (absoluten) oder r
seinen kleinsten Werth, wenn ¢ = 6, und % den kleinsten, wenn ¢ = 6 + 90°
wird; die grosste und kleinste Kriimmung finden also in zweien einander unter
rechten Winkeln schneidenden Ebenen statt. Diese dussersten Werthe fiir %

sind folglich
A—C\?
§(A+C)i\/{(20) +BB},

ihre Summe = A + C und ihr Product = AC — BB oder das Product der

beiden &ussersten Kriimmungshalbmesser

1
~ AC — BB’

Dieses Product, welches von grosser Wichtigkeit ist, verdient genauer ent-
wickelt zu werden. Wir finden nemlich aus obigen Formeln

AC — BB = (aff — Ba)X(TV —UU)ZZ.
Nach der dritten Formel in [Lehrsatz] 6, Art. 7, folgert man aber leicht, dass
af — B =+7Z,

also
AC — BB = ZNTV - UU).

Ubrigens ist nach Art. 8

R

V(PP +QQ + RR)
1

j:—
S+t + )’

Z ==

also
TV —UU

AC-BB=——""_.
(14 tt + uu)?
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So wie jedem Punkt der krummen Flache vermoge der daselbst gezoge-
nen Normale und des dieser parallelen Radius der Hiilfskugel ein besonderer
Punkt L auf der Fliche der Hiilfskugel correspondirt, so wird aus den, allen
Punkten einer Linie auf der krummen Fléche auf der Oberfliche der Hiilfs-
kugel correspondirenden, Punkten eine Linie gebildet, die jener correspondirt,
und eben so wird jeder begrenzten Figur auf der krummen Flache eine be-
grenzte Figur auf der Hiilfskugel entsprechen; die Area auf der letztern soll
als das Mass der Amplitudo der erstern betrachtet werden: wir werden diese
Area entweder als eine Zahl betrachten, wobei das Quadrat des Halbmessers
der Hiilfskugel als Einheit zum Grunde liegt, oder auch sie durch Grade u.s. w.
ausdriicken, indem wir die Area der Halbkugel = 360° setzen.

Die Vergleichung der Area auf der krummen Fléche mit der entsprechen-
den Amplitudo fiihrt auf den Begriff von dem, was wir das Kriimmungsmass
der Fléche nennen. Ist jene dieser proportional, so soll die Kriimmung gleich-
férmig heissen, und der Quotient, wenn man die Amplitudo mit der Fléache
dividirt, soll das Kriimmungsmass heissen: diess ist der Fall, wenn die krumme
Flache eine Kugel ist, und das Krimmungsmass ist dann ein Bruch, dessen
Zéhler 1, der Nenner das Quadrat des Halbmessers ist.

Wir werden das Kriimmungsmass als positiv betrachten, wenn die Grenzen
um die Figuren auf der krummen Fléche und auf der Hiilfskugel in einerlei
Sinn laufen, negativ, wenn die Grenzen im entgegengesetzten Sinn die Figuren
umgeben. Findet jene Proportionalitat nicht statt, so ist die Flache ungleich-
formig gekriimmt, und an jeder Stelle findet ein besonderes Kriimmungsmass
statt, welches aus der Vergleichung unendlich kleiner auf der krummen FI&-
che und der Hiilfskugel zusammengehorender Theile hervorgeht. Es sei do
ein Flachenelement auf jener, dX das correspondirende auf der Hiilfskugel, so

wird
dx

do
das Kriimmungsmass an dieser Stelle sein.

Um dessen Grenze zu bestimmen, projiciren wir zuerst beide auf die Ebene
der z,y; die Grossen der Projectionen werden Zdo, Zd3 sein: das Zeichen von
Z wird den gleichen oder entgegengesetzten Sinn, in welchem die Grenzen die
Flachen und ihre Projectionen umgeben, ausdriicken. Man stelle sich die Figur
als ein Dreieck vor, die Projection auf die Ebene der x, y habe die Coordinaten

x,Y; x+dz, y+ dy; x4+ 0z, y+ 0y;
und so wird sein doppelter Inhalt

2Zdo = dx.0y — dy.dx
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sein. Der Projection des correspondirenden Elements auf der Kugelfliche wer-
den die Coordinaten entsprechen

X, Y,
X—i—a—Xd —i—aXdy, Y—i—a—d —i—aydy,
ox % o %

Daraus findet sich die doppelte Area des Elements

8X 8X 8Y 8Y

8X 8X 8Y 8Y

_@XW—Mmﬁm@dww
X

Das Kriimmungsmass ist also

_oxoy oxov _
- dx Oy Oy Or

Nun hat man, da
X=-tZ, Y=-uZ,
(1+tt+uwu)ZZ =1:
dX = —Z3(1 + uu)dt + Z3tu.du
dY = +Z3%u.dt — Z3(1 + tt)du,

also

X 4 Y 4
0X oY
iy Y| = =2 {tulU — (1
a9 {—(1 4+ uu)U + tuV}, 9 {tuU — (1 +tt)V'}
und
w=Z%TV —UU)((1 + tt)(1 + uu) — ttuu)
= Z%(TV —UU)(1 + tt + uu)
= Z4TV - UU)
TV -UU
(1t 4 un)?’

ganz derselbe Ausdruck, den wir am Schluss des vorigen Artikels gefunden
haben. Man sieht also, dass
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»das Krimmungsmass allemal durch den Bruch ausgedriickt wird,
dessen Zahler = 1, der Nenner das Product des grossten und klein-

sten Kriimmungshalbmessers in den durch die Normale gehenden
Ebenen«.

12.

Wir wollen jetzt die Natur der kiirzesten Linie auf der krummen Flache
untersuchen. Die Natur einer krummen Linie im Raume im allgemeinen wird
dadurch bestimmt, dass die Coordinaten jedes Punkts x,y, z als Functionen
Einer verdnderlichen Grosse, die wir w nennen wollen, betrachtet werden; die

Lénge der Curve bis zu diesem Punkte, von einem beliebigen Anfangspunkte
an gezéhlt, ist dann

dz \? dy 2 dz\?
= — — — dw.
/“{(dw) () + (o) [
Léasst man die Curve ihre Lage um eine unendlich kleine Variation verédndern,

so wird die Variation der ganzen Lange

dx dy dz

A @ @)




Was hier unter dem Integrationszeichen steht, muss bekanntlich fiir den
Fall des Minimum verschwinden; in so fern nun die krumme Linie sich auf
einer gegebenen krummen Flache befinden soll, deren Gleichung

Pdx + Qdy + Rdz =0
ist, muss auch zwischen den Variationen dx, oy, dz die Gleichung
Pox + Qéy + Réz =0

statthaben, woraus man nach bekannten Principien leicht schliesst, dass die

Differentiale
dx

E @)

dy

dw
d. 2 2 2)’
\/ di + @ + %
dw dw dw
dz
d. 2 duw 2 2
\/ di + @ + %
dw dw dw
resp. den Grossen P, (@, R proportional sein miissen. Ist ds ein Element der
Curve, A der Punkt auf der Hiilfskugel, der die Richtung dieses Elements, L
der Punkt, der wie oben die Richtung der Normale ausdriickt, und sind &, 7, (;

X,Y, Z die Coordinaten der Punkte A, L in Beziehung auf den Mittelpunkt
der Hiilfskugel, dann hat man:

dx = &ds, dy = nds, dz = (ds,
EE+mm+CC =1
man sieht also, dass die obigen Differentiale = d¢, dn, d¢ werden. Und da

P, Q, R den Grossen X,Y, Z proportional sind, so ist der Character der kiir-
zesten Linie der, dass
g _ dn _ d¢

X Y VA
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13.

Einem jeden Punkte einer krummen Linie auf der krummen Flache entspre-
chen auf der Kugelfliche nach unserer Ansicht bereits zwei Punkte, nemlich
der Punkt A, der die Richtung des Linienelements und der Punkt L, der die
Richtung der Normale auf die Fliche vorstellt. Beide sind offenbar 90° von
einander entfernt. Bei unserer frithern Untersuchung (Art. 9), wo [wir| die
krumme Linie in Einer Ebene liegend vorausgesetzt hatten, hatten wir noch
zwei andere Punkte auf der Kugelfliche, nemlich £, der die Richtung der
Normale auf die Ebene, und X, der die Richtung der Normale auf das Ele-
ment der Curve in der Ebene vorstellte; hierbei war also £ ein fester Punkt
und A, ' immer in Einem grossten Kreise, dessen Pol £. Indem wir jetzt
die Betrachtung generalisiren, wollen wir zwar die Bezeichnungen £, \’ beibe-
halten, miissen aber ihre Bedeutung aus einem allgemeinern Gesichtspunkt
auffassen. Indem nemlich die Curve s beschrieben wird, werden die Punkte
L, X auf der Hiilfskugelfliche auch krumme Linien beschreiben, die, allgemein
zu reden, keine grossten Kreise mehr sind. Mit dem Element der zweiten Linie
parallel ziehe man einen Radius der Hiilfskugel zum Punkt N, statt dessen
wir aber den gegeniiberliegenden Punkt wihlen, wenn jener mehr als 90° von
L entfernt ist; im ersten Fall betrachten wir das Element an A als positiv, im
andern als negativ; endlich sei £ der Punkt der Hiilfskugel, der von A und
X zugleich 90° entfernt ist und zwar so, dass A, X, £ in derselben Ordnung
liegen wie (1), (2), (3).

Die Coordinaten der vier Punkte auf der Hiilfskugel relativ gegen den
Mittelpunkt sind fiir

L XY Z
A& ¢
)\/ 5/ ,,,]/ CI
£ a B 7.

Jeder dieser 4 Punkte beschreibt also auf der Hiilfskugel selbst eine Linie,
deren Elemente wir durch dL,d\, d)\, d£ ausdriicken wollen. Wir haben also

d¢ = £'d\
dn = n'd\
d¢ = ¢'dM.

Der Analogie nach nennen wir nun

2
ds
das Krimmungsmass der krummen Linie auf der krummen Flache, und dessen

Reciprocum
ds

dX
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den Kriimmungshalbmesser; bezeichnen wir letztern durch o, so ist

od§ = ¢'ds
odn = n'ds
od¢ = (ds.

Ist also unsere Linie eine kiirzeste Linie, so werden &', 7/, (" den Grossen
X,Y, Z proportional sein miissen; allein, da zugleich

§¢+nn +{{=XX+YY+ 27 =1,

so wird
¢ ==X, n ==Y, ('==2Z,

und da ferner
EX+nY +Z =cos\NL

— (XX +YY +2Z2)
=41

wird und wir den Punkt )\’ immer so wéahlen, dass
NL < 90°
ist, so wird fiir die kiirzeste Linie
NL=0

sein oder ) mit L zusammenfallen miissen. Es ist also

odé = Xds
odn =Yds
od( = Zds

und wir haben hier anstatt 4 krummer Linien auf der Oberfliche der Hiilfs-
kugel nur 3 zu betrachten. Jedes Element der zweiten Linie ist also als in
dem grossten Kreise LA liegend anzusehen, und der positive oder negative
Werth von ¢ wird sich auf die Concavitdt oder Convexitiat der Curve nach
der Richtung der Normale bezichen.

14.

Wir wollen nunmehro den sphéarischen Winkel auf der Hiilfskugel unter-
suchen, den der grosste Kreis von L nach A mit demjenigen macht, der von
L nach einem der festen Punkte (1), (2),(3), z.B. nach (3), geht. Um hierin
etwas bestimmtes zu haben, zdhlen wir von L(3) nach LA in demjenigen Sinn
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herum, in welchem (1), (2) und (3) liegen. Nennen wir ¢ diesen Winkel, so ist
in Folge des Satzes Art. 7

sin L(3).sin LA.sinp =Y¢ — X
oder, da L)\ = 90° und
sinL(3) = /(XX +YY)=/(1-2Z):

Y- Xn
JXX+YY)

sinp =

Es ist ferner
sin L(3).sin L. cos ¢ = ¢

oder ¢
ORPT XX YY)
und ve_x ¢
— ATl
tang o = f = Z

Man hat also

_ Ydg — (Xdn — (Y — Xn)d¢ +£¢dY — n¢dX
(Y- Xn)*+ (¢ '

dp

Der Nenner dieses Ausdrucks ist

=YYEE—2XYEn+ XXnn+ (C
=—(XE+ YD)+ (XX +YY)(EE+mm) +(C

= —ZZ¢C+ (1= Z2) (1 =)+ CC
=1-272

d
ot _(YdE - (Xdn+ (Xn—YE)d( —nldX + &Y
N 1-27 ’

Man verificirt leicht durch Entwickelung die identische Gleichung

de

(XX +YY +ZZ) + Y Z(£§ +nn + ()
= (XE+Yn+ZO)(Zn+Y () + (X - Z§)(Xn - Y¢)

und eben so

ECXX +YY +Z2) + XZ(E€ +nm+ ¢C)
= (XE+Yn+ ZO)(XC+ Z8) + (YE— Xn)(Y( — Zn).
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Wir haben demnach
n¢=-YZ+ (X - Z§(Xn-YE)
§C=—-XZ+(Y§—Xn)(Y(— Zn).

Diess substituirt, erhalten wir

Z ¢Yd§ — ¢ Xdn

dp = 1= (VdX = XdY) + >—>—>
Xn—-Y¢
+ T (A~ (X = ZdX — (Y~ Zn)dY'}.
Nun ist

XdX +YdY +7ZdZ =0
EdX +ndY +(dZ = —Xd§ —Ydn — Zd(.
Diess substituirt, erhalten wir anstatt dessen, was in der Parenthese steht,
d¢ — Z(Xd& + Ydn + Zdq).

Hieraus wird 7

dp = ——(YdX — XdY)
+1jézgy—nxxz+fxyz}
dn
— 1= X XY Z + €YY 7}
+d¢(nX —£Y).

Da nun ferner

NXXZ —EXYZ =nXXZ+nYYZ+(ZY Z
=nZ(1-Z2)+C¢YZZ
NXYZ —&YYZ = —€EXXZ—-(XZZ —-EYYZ
=—EZ(1-272)-(XZZ,
so wird unser ganzer Ausdruck
Z
T 1-2z
+ (Y =nZ)d¢ + (£Z — (X)dn + (nX — £Y)dC.
15.

dg (YdX — XdY)

Die gefundene Formel ist allgemein richtig, wie auch die krumme Linie
beschaffen sei: ist aber diese eine kiirzeste Linie, so ist klar, dass sich die drei
letzten Theile destruiren, und folglich wird

Z
1-zZ7

do = (XdY — YdX).
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Man sieht aber leicht, dass

Z
1-27

(XdY — YdX)

nichts anderes ist, als die Area des Theils der Flache der Hiilfskugel, welcher
zwischen dem Elemente der Linie L, den beiden durch seine Endpunkte und
(3) gezogenen grossten Kreisen und dem dadurch abgeschnittenen Element
des grossten Kreises durch (1) und (2) gebildet wird, diese Fliche als posi-
tiv betrachtet, wenn L mit (3) auf derselben Seite von (1)(2) liegt und die
Richtung von P nach P’ der von (2) nach (1) gleich, negativ, wenn von einer
dieser Bedingungen das Gegentheil, und wieder positiv, wenn von beiden das
Gegentheil stattfindet oder mit andern Worten als positiv, wenn man den
Umfang der Figur LL'P’'P in demselben Sinn umgeht, wie (1)(2)(3), negativ
beim entgegengesetzten.

P P
£ -~ @ )
A £ .
@ PP )@ PP ) T

Man denke sich nun ein endliches Stiick der Linie von L nach L’ und nenne
¢, ¢ die an beiden Endpunkten geltenden Werthe des Winkels, so ist

¢ =@+ Area LL'P'P,

das Zeichen der Area eben so verstanden.

Man nehme nun ferner an, dass von dem Anfangspunkte auf der krummen
Fléche unzéhlige andere kiirzeste Linien auslaufen und nenne den Winkel, den
indefinite das erste Element mit dem ersten Elemente der ersten Linie links
herum macht, A; durch das zweite Ende dieser verschiedenen krummen Linien
sei eine krumme Linie gezogen, von der wir vorerst unentschieden lassen, ob
sie eine kiirzeste Linie sei oder nicht. Setzen wir nun, dass indefinite fiir jede
dieser Linien das, was fiir die erste ¢, ¢’ war, durch 1), 1)/ bezeichnet wird,
s0 ist ¢' — 1) auf dhnliche Weise auf der Hiilfskugel durch den Raum LL'P'P
darzustellen, und da offenbar ¢ = ¢ — A wird, so ist der Raum

LL PP L =4 ——¢ +¢
:¢/—¢/+A
=LL'L'L+L'L,P.P.
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P P P

Ist nun die Grenzlinie auch eine kirzeste und macht sie fortschreitend
genommen mit LL', LL} die Winkel B, B;, wird ferner fiir sie in den Punkten
L', L durch x, x1 dasselbe bezeichnet, was ¢ fiir L in der Linie LL" war, so
ist

X1 = X + Area L' L} P{ P’
Y —¢' + A=LIL'L+x1 - x;
allein
¢ =x+B
w/ = X1 + Bl7
also
Bi—-B+A=LL,I'L.

Die Winkel des Dreiecks LL'L) sind offenbar
A, 180°-B, By,

also ihre Summe
180° + LLY L' L.

Der Beweis wird in der Form einiger Modification und Erlauterung bediir-
fen, wenn der Punkt (3) innerhalb des Dreiecks féllt. Allgemein aber schliessen
wir:

»Die Summe der drei Winkel eines Dreiecks, welches auf einer
beliebigen krummen Flache durch kiirzeste Linien gebildet wird,
ist gleich der Summe von 180° und dem Inhalt des Dreiecks auf
der Hiilfskugel, dessen Begrenzung durch die Punkte L gebildet
wird, welche den Punkten in der Begrenzung jenes Dreiecks ent-
sprechen, und zwar so, dass der gedachte Inhalt des Dreiecks als
positiv oder negativ anzusehen ist, je nachdem es von seiner Be-
grenzung in demselben Sinn umgeben wird wie die Figur oder im
entgegengesetzten«.

Man schliesst hieraus ferner leicht, dass die Summe aller Winkel eines
Polygons von n Seiten, die auf der krummen Fliche kiirzeste Linien sind,
[gleich] der Summe von (n —2)180°+ Inhalt des Polygons auf der Kugelfléiche
ete.
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16.

Wenn eine krumme Fléche vollkommen auf die andere abgewickelt werden
kann, so behalten dabei offenbar alle Linien auf der ersten Fléche bei der
Ubertragung auf einander ihre Grosse, eben so wie die Winkel, die durch das
Zusammentreffen zweier Linien gebildet werden: offenbar bleiben daher auch
solche Linien, die auf der einen Fliche kiirzeste Linien waren, bei der Ubertra-
gung wieder kiirzeste Linien. Hieraus folgt leicht, dass wenn einem beliebigen
durch kiirzeste Linien gebildeten Polygon, in so fern es auf der ersten Fléche
ist, die Figur der Zenithe auf der Hilfskugel entspricht, deren Area = A ist,
demselben Polygon hingegen, in so fern es durch Abwickelung auf die zwei-
te Flache iibertragen wird, eine Figur der Zenithe auf der Hiilfskugel, deren
Inhalt = A’ wird, allemal

A=A

sein wird. Obgleich dieser Beweis urspriinglich die Begrenzung der Figuren
durch kiirzeste Linien voraussetzt, so sieht man doch leicht, dass er allgemein
giiltig ist, wie auch die Begrenzung sein mége: denn in der That, wenn das
Theorem von der Anzahl der Seiten unabhéngig ist, so hindert nichts, fiir
jedes Polygon, dessen Seiten alle oder einige keine kiirzeste Linien sind, ein
anderes von unendlich vielen Seiten, die jede kiirzeste Linien sind, zu denken.

Ferner ist klar, dass bei der Ubertragung durch Abwickelung jede Figur
auch ihre Area behélt.

Es ist nun hier von 4 Figuren die Rede:

1) eine beliebige Figur auf der ersten Fliche,
2) die Figur auf der Hiilfskugel, die den Zenithen von jener entspricht,

3) die Figur auf der zweiten Flidche, welche Nro 1 verméoge der Abwickelung
bildet,

4) die Figur auf der Hilfskugel, die den Zenithen von Nro 3 entspricht.

Nach dem, was wir bewiesen haben, haben also 2 und 4 gleichen Inhalt,
eben so wie 1 und 3. In so fern nun diese Figuren unendlich klein angenommen
werden, ist der Quotient, wenn man 2 durch 1 dividirt, das Kriimmungsmass
an der Stelle der ersten krummen Flache, und eben so der Quotient 4 durch
3 bei der zweiten. Hieraus folgt also der wichtige Lehrsatz, dass

»bei der Ubertragung der Flichen durch Abwickelung das Kriim-
mungsmass an jeder Stelle unverdndert bleibt«.

Dasselbe gilt also von dem Product des grossten und kleinsten Kriitmmungs-
halbmessers.

Bei der Ebene ist offenbar das Kriimmungsmass iiberall = 0: hieraus folgt
also der wichtige Lehrsatz, dass
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»bei allen Flachen, die sich in eine Ebene abwickeln lassen, das
Kriimmungsmass iiberall verschwindet«

9= \* (002 (90 _
0x.0y 0x? oy )

wird, welches Criterium sonst aus andern Griinden abgeleitet wird, obwohl,
wie uns scheint, nicht mit der zu wiinschenden Evidenz. Es ist klar, dass bei
allen solchen Flachen die Zenithe aller Punkte keinen Raum ausfiillen kénnen,
und daher alle in einer Linie liegen.

oder dass

17.

Von einem gegebenen Punkte auf einer krummen Fldche wollen wir un-
zéahlige kiirzeste Linien auf dieser Fldche ausgehen lassen, die von einander
durch den Winkel unterschieden werden sollen, welchen ihr erstes Element
mit dem ersten Element Einer bestimmten kiirzesten Linie macht: dieser
Winkel soll 6 heissen. Es soll ferner s die [von dem gegebenen Punkte aus
gemessene| Lange eines Stiicks von einer solchen kiirzesten Linie sein und de-
ren Endpunkte die Coordinaten x,y,.z haben. Da 6 und s also einem ganz
bestimmten Punkt der krummen Flache angehoren, so kann man z,y, z wie
Functionen von 6 und s betrachten. Die Richtung des Elements von s ent-
spreche auf der Kugelfliche dem Punkte A, dessen Coordinaten &, 7, ( sind,
so dass man

ox _@ ¢

_ Oz 0z
-~ 0s’ = B

¢ = o5

haben wird.

Die Endpunkte aller kiirzesten Linien von gleicher Lénge s entsprechen
einer krummen Linie, deren Lénge ¢ heissen mag. Man kann offenbar ¢ als eine
Function von s und 6 betrachten, und wenn die Richtung des Elements von
t auf der Kugelfliche dem Punkte \ entspricht, dessen Coordinaten &', 7/, ¢’
sind, wird man

) Ot _ Ox , Ot _ Oy ) Ot _ 0z
20 000 o0 o 90~ 00

haben. Es ist folglich

ot Ox 0xr Oy 0y 0z 0z
/ / / .
(€& +m" + ) 5y

90 0500 " 9500 " 0s 00
welche Grosse wir mit u bezeichnen wollen, und die also ihrerseits wieder
Function von 6 und s sein wird.
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Man findet dann, wenn man nach s differentiirt:

Ou 00z dx  0dy Oy 00z 0z

s 052700 952790 T 952 00
)\ 2 0 2 2\ 2
o (g + ()" + 37
1
2 00
_ 90w Dr D0y Oy 00z 0=
T 9s2700 0s2 90 0s2 00’

({9733 2+ @ 2_|_ % 2—1
0s Os ds ) 7

also sein Differential = 0.

Allein da alle zu constantem 6 [gehorigen] Punkte in einer kiirzesten Li-
nie liegen, so ist, wenn L das Zenith des Punktes, welchem s, 0 entsprechen,
bedeutet und die Coordinaten von L durch X,Y, Z bezeichnet werden:

weil

00x X 90y Y 00z Z

ds2  p’ ds2  p’ 92 p’

wenn p den Kriimmungshalbmesser bedeutet. Wir haben also

Ou_ e Oy 0s O
p.as _X69+Y09+Z89 = 89(X£ +Yn' +Z¢).
Allein

X +Yn +Z¢ =cos LN =0,

weil offenbar ) in dem grossten Kreise liegt, dessen Pol L ist. Wir haben
daher 9
U
E - 0
oder u von s unabhéngig und daher bloss Function von 6. Allein fiir s = 0 ist
offenbar t = 0, % = (0 und also v = 0: wir schliessen daraus, dass allgemein
u = 0 sein wird oder

cos A\ = 0.

Es folgt hieraus der schéne Lehrsatz:

» Wenn von einem Punkte der krummen Flache aus lauter kiirzeste
Linien von gleicher Lénge gezogen sind, so machen diese mit der
ihre Endpunkte verbindenden Linie iiberall rechte Winkel«.

Man kann auf ganz dhnliche Art beweisen, dass wenn auf der krummen
Flache irgend eine krumme Linie gegeben ist, und man von jedem Punkte
derselben nach Einer Seite derselben und unter rechten Winkeln zu derselben
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lauter kiirzeste Linien von gleicher Lange ausgehen lisst, deren Endpunkte
durch eine Linie verbunden werden, diese von jenen iiberall unter rechten
Winkeln geschnitten wird. Man braucht nur in der vorigen Entwickelung 6
die Lénge der gegebenen krummen Linie von einem beliebigen Punkte an
bedeuten zu lassen, wo dann die vorigen Rechnungen ihre Giiltigkeit behalten,
nur dass die Richtigkeit des Werthes v = 0 flir s = 0 jetzt schon in der
Voraussetzung liegt.

18.

Die bei diesen Constructionen vorkommenden Grossenverhéltnisse verdie-
nen noch ausfiihrlicher entwickelt zu werden. Wir haben also zuvorderst, wenn
man Kiirze halber m fir % schreibt:

or oy % B
(1) %_57 %—777 88_C7
oz B y oy B ; 0z B ,

(2) %_mgv @—m"% %_mga
(3) EE+m+¢C=1
(4) g+ +{¢ =1
(5) &' +m' +¢¢ =0.
Ferner
(6) XX+YY+2ZZ=1
(7) XE+Yn+2ZC=0
(8) XE4+Yn+2¢ =0
und

X = —nd
[9] YV =¢¢ - ¢¢

Z =n& —¢&nf

& =nZ—-CY
(10] n=C(X-¢Z

(=&Y —nX
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SZYCI_Z /
[11] n=2¢-X¢
(= Xn' - V¢,

Imgleichen sind gé, gz, gg den X,Y, Z proportional, und wenn wir

o5 on o¢
%—PXv %—Pya %—PZ

setzen, wo % den Kriimmungshalbmesser der Linie s bedeuten wird, so ist:

8{ 8(

Durch Differentiation von (7) nach s erhélt man daher
0X oy 07
-p= E a5 T T ¢ 5

Man kann leicht zeigen, dass auch %—i, %—Z, %—g den X,Y, Z proportional
sind; in der That sind die Werthe jener Grossen [nach 10] auch [gleich]

0z_ 0V X oz o¥_o0X
Ury 0s’ 0s 0s’ " as°
also
85’ on’ B YooY XoX o0z
88 X@s__g( s + s >+8(Y +X8)
XoX +YoY + 207 BZ
=—C - (XE+Yn+ Z¢Q)
0s 8
p— 07
und eben so die andern. — Wir setzen demnach
85, W 877/ W, 3C' W
g_an %_pya g_pza
wodurch ) )
_ ¢ o %
-, {( ) +(as> (5)}
und auch 8&’ v o

Ferner [erhalten wir] aus der leferentlatlon von (8):

R S
p_gﬁs +n55+gas'
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Wir konnen aber dafiir noch zwei andere Ausdriicke finden. Es ist nemlich

omg 0
ds 90
also [wegen (8)]
o ¢

_x %y 59
mp = Xop+ Yo+ 25

[und daher nach (7)]

)4 L2
00 20

Nach diesen Vorbereitungen wollen wir nun zuerst m in die Form setzen

0X
—mp _55 Uryy

,0Y
m = 574— @‘FC*

und nach s differentiiren, woraus hervorgeht”)

om _or 0 oy o0z ¢
ds 00 0s 00 0s = 00 Os

, 00z , 00y 00z
€550 5508 TS 9s.00
=mp'(§'X + n'Y +¢'Z)
5 C
+&5 ae it 59
‘f C
=5 ae +<

Differentiirt man abermals nach s und bemerkt, dass

00§ O(pX)
9500 00 S W

und dass
X +Yn+2¢ =0,

*) Besser mm zu differentiiren. [In der That ist
(0w 2 .\ dy 2 . 02 2
=\ oo a6 26)

oOm Ox 00x Oy 00y = 0z 00z

M s ~ 90 000s T 00 000s 00 000s

/65 /an ,8(
me' S 4 S 5|

also
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so wird

oom <§ax ay o0
ay

0s2

0X 8Z
— <§+ ’

mp'p’

/ ¢
)—i—p <X +Y&9+289
>+

,0X 8Y+@g
00

— (5 +n +<>
0X 3Z 8X 3Y 0z
(5005 50) (S 5+ <50
_(0Y0Z OY 0Z 070X 070X
_<w&_%%> (w&‘&w)
0X 9y 90X oY
(55 o o)

[Wird aber das zum Punkte x,y, z gehorige Flachenelement
mdsdf

mittelst paralleler Normalen auf die Hiilfskugel vom Radius 1 abgebildet, so
entspricht ihm daselbst ein Flachenraum von der Grosse

Os 00 00 0s

X 0Y  9X oY
Z(as 90 90 as>}d8d6

X oY 0z 0Y 0Z v 0Z0X 0Z0X
0s 00 00 0Os

mithin ist das Kriitmmungsmass der Fliache in dem betrachteten Punkte gleich

188m}

m 082

BEMERKUNGEN.

Die S. 397 dieses Bandes wiedergegebenen Mittheilungen an OLBERS vom
9. October 1825 zeigen, dass GAUSS zu dieser Zeit begonnen hat, die Unter-
suchungen zu Papier zu bringen, die den Gegenstand seiner Disquisitiones
generales circa superficies curvas vom Jahre 1827 bilden. Das vorstehend
abgedruckte Fragment: Neue allgemeine Untersuchungen dber die krummen
Flichen unterscheidet sich von den Disquisitiones nicht nur durch den gerin-
geren Umfang des Stoffes, sondern auch durch die Art der Behandlung und
die Anordnung der Sdtze. Dort nimmt GAUSS an, dass die rechtwinkligen
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Coordinaten x,y, z eines Punktes der Fliache als Functionen von irgend zwei
unabhéingigen Veranderlichen p und ¢ dargestellt seien, wahrend er hier als
neue Verdnderliche die geodétischen Coordinaten s und 6 wéhlt. Hier beweist
er zuerst den Satz, dass die Summe der drei Winkel eines Dreiecks, das auf ei-
ner beliebigen krummen Flache durch kiirzeste Linien gebildet wird, sich von
180° um den Inhalt des Dreiecks unterscheidet, das ihm bei der Abbildung
durch parallele Normalen auf der Hiilfskugel vom Radius 1 entspricht, und
leitet daraus durch einfache geometrische Betrachtungen das fundamentale
Theorem her, dass »bei der Ubertragung der Flichen durch Abwickelung das
Kriimmungsmass an jeder Stelle unverdndert bleibt«, wihrend er dort zuerst
in § 12 zeigt, dass das Kriimmungsmass sich allein durch die drei Grossen
E,F,G und deren Ableitungen nach p und ¢ ausdriicken lédsst, woraus der
Satz iiber die Erhaltung des Kriimmungsmasses als Corollar folgt, und erst
viel spéter, in § 20, ganz unabhéngig davon den Satz iiber die Winkelsumme
eines geodétischen Dreiecks beweist.

STACKEL.
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[ABWICKELUNGSFAHIGE FLACHEN]

1]

1825 Dec. 4. Das Nachdenken {iber die Theorie der abwicklungsfdhigen
Flachen hat uns folgendes elegante analytische Theorem an die Hand gegeben.
Ist z eine solche Function von z,y, dass

80z 00z [ 99z \*
0x2 oy2  \0zdy) ’

so lassen sich statt z,y zwei andere verdnderliche Grossen ¢, u einfiithren, so
dass x,y, z als Functionen von ¢, u ausgedriickt, in Beziehung auf u lineari-
sche Functionen sind. In der That kann man fiir u jede beliebige linearische
Function von x,y, z wéhlen.

2]
GAUss an OLBERS. Gottingen, Juli 1828.

..... Die Ubersetzung des Artikels der Géttingischen Gelehrten Anzei-
gen Uber meine die krummen Fliachen betreffende Abhandlung rithrt, wie mir
SCHUMACHER sagte, von BAILY her. Er sagte mir zugleich von dem Ausfall
des p. FAYOLLES und wiinschte etwas, was BAILY zur Erwiederung brauchen
konne, zu erhalten. Ich sagte ihm, dass es fiir einen Geometer bloss eines
Winkes bediirfe, um die Unzuldnglichkeit von MONGES angeblichem Bewei-
se einzusehen. In der That enthélt offenbar der Begriff einer in eine Ebene
abwicklungsfidhigen Fliche nichts als dass jedes Element der einen FI&-
che auf das correspondirende Element der andern nach Grosse und Gestalt
passt; darin aber findet sich noch gar nichts von dem Vorhandensein von
geraden Linien, die ganz in der ersten Fliche liegen und nach denen sie
nur gebrochen werden darf. Dieses Vorhandensein von solchen geraden Lini-
en ist in allen mir bekannten angeblichen Beweisen, vor dem meinigen, bloss
erschlichen . . ... ..
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[ZUR THEORIE DES KRUMMUNGSMAASSES.]
Die Bedingungsgleichung, dass
pdz? + 2qdzdy + rdy?

das reine Product aus zwei vollstdndigen Differentialen sei, ist folgende:

0—2(qq—p7“)(
Op Or 28q or or 6r>

00p B 00q N oor
Oy? 0xdy Oz
p(ay'ay‘ du'dy " 0w 0x
Op Or Op Or 0q Oq
+a <8x'8y oy Oz +48x'8y
dq Or 2@ @
Ox Ox oy Oy
dp Or dOp 0qg Op Op
tr <8x'(9x B 2836'83/ + 8y'8y> '
BEMERKUNGEN.

Nachdem GAuUss den Ausdruck fiir das Kriimmungsmaass einer Fléche
zuerst unter der Voraussetzung, dass das Quadrat des Linienelementes die
Form

dS? = mm(dt* + du?)

besitzt (S. 381 und 385 dieses Bandes) und darauf unter der Annahme geo-
détischer Coordinaten, fiir die

dS? = ds® + mmdb?

wird (S. 407 und 442 dieses Bandes), hergeleitet hatte, ist er, wie die vorste-
hende Notiz zeigt, die sich in einem Handbuche findet, zu dem Zéahler des
Ausdruckes des Kriimmungsmaasses bei beliebigen Coordinaten durch die
Uberlegung gelangt, dass das Kriimmungsmass der auf die Ebene abwickelba-
ren Flidchen verschwindet. Die vollstdndige Formel fiir das Kriimmungsmass
wird dann in demselben Handbuche auf dieselbe Art, wie in § 11 der Disqui-
sitiones generales circa superficies curvas hergeleitet, sodass es nicht erfor-
derlich schien, diese Rechnungen zu veroéffentlichen. Unmittelbar darauf folgt
mit derselben Schrift und Tinte die auf Seite 447 bis 448 abgedruckte Notiz:
Allgemeinste Auflosung des Problems der Abwickelung der Fldchen.

STACKEL.
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[ALLGEMEINSTE AUFLOSUNG
DES PROBLEMS DER ABWICKELUNG DER FLACHEN ]

Die ganz allgemeine Auflésung des Problems der Abwickelung der Flachen
ist folgende:

1) Die Natur einer krummen Flidche wird dadurch gegeben, dass z als
endliche Function von z,y vorgestellt wird; die Differentiation gebe

dz = pdx + qdy.

2) Man setze
1

V(pp+qq+1)

und nehme an, dass aus der Differentiation einer beliebigen Function von ¢,T
hervorgeht

udt + UdT,

wo u, U gegebene Functionen von ¢ und T sein werden.
Durch Elimination werden also 7T, U Functionen von ¢, und wenn

tangu = k!

gesetzt wird, von x und y.
3) Man setze nun

%:tangU, T/(1+PP+QQ)=1,

so werden P, (@ Functionen von z und y.
4) Man hat nun noch die Gleichung

dZ = PdX + QdY
zu integriren, wozu noch
dZ% +dX? 4+ dY? = d2? + dz? + dy?

zu setzen ist.
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BEMERKUNGEN.

Wenn man die Coordinaten zweier correspondirender Punkte P und P’ der
auf einander abwickelbaren Flichen S und S’ als Functionen zweier unabhén-
gig verdnderlicher Variabelen p, g dargestellt denkt, so wird das Quadrat des
Linienelements dieser Flidchen durch den quadratischen Differentialausdruck

de® + dy? + d2* = da’? + dy”* + d2”? = Edp* + 2Fdpdq + Gdg®

dargestellt. Betrachtet man gleichzeitig die zwei sphérischen Abbildungen
dieser Flichen auf die Einheitskugel, bezeichnet durch &,7,( die Coordina-
ten des Bildes von P, durch &,7,¢’ die entsprechenden des Bildes von P/,
und bestimmt die Quadrate der Linienelemente dieser Abbildungen aus den
Gleichungen:

=+/1—-C2cosu, n=+/1—(%sinu,
& =+/1—-C2%cosv/, 7 =+/1—-?sin,
so erhélt man:

dc?

de* +dn® +dC* = 77 + (L= )
d§/2+d /2+d 12 d</2 1 _ 12 d 12
n ¢ —71_02-&-( ¢)du”.

Fiihrt man die Grossen ¢, (' als diejenigen Variabeln ein, durch welche die
Lage der Punkte P und P’ in S und S’ bestimmt werden, so folgen die drei
nachstehenden Gleichungen:

de? + dy? + dz? = da”? + dy'? + d="* = Ed¢? + 2FdCdC + Gd¢™?

2 2 2 _ dCZ 2 Ou
de? +dn? + d¢ _1—<2+(1_<)[ Cd<+8—§, g‘}
= &d¢? + 2Fd¢dC + Bd¢?
12 12 2 _ dC'2 12 ou Ou 2
de” + dn? + d¢ _1_<,2+(1—§ )[Cduwdg]

= &d¢? 4+ 2§'dcdC + &'d¢.

Stellt k den Werth des Kriitmmungsmasses im Punkte P von S oder im Punkte
P’ von S’ dar, so gelten ferner die Beziehungen:

€6 —F> =k*(EG - F%) = ¢'¢' — 52,
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welche nach Benutzung der durch €, F, ® und ¢, §’, &’ bezeichneten Werthe
die nachstehende Gleichung herbeifiihren:

du*_ (0w

o) \oc '
Hiernach wird der lineare Differentialausdruck

ud¢ £u'd¢’ = dyp

das totale Differential einer Function ¢ der Variabeln ¢, (" darstellen. Diese
Eigenschaft kann jedoch fiir je zwei auf einander abwickelbare Flichen S
und S’ nur bestehen, wenn das untere Vorzeichen angenommen wird, da bei
entgegengesetzter Annahme im Falle des Zusammenfallens von S mit S’ das
Product 2ud( fir jede Fliache ein Totaldifferential sein miisste, ein Umstand,
der nur fir developpable Fliachen eintritt.

In der vorstehenden Gleichung ist der von GAUSS in No. 2 gewidhlte Aus-
gangspunkt fiir die allgemeine Losung des Problems der Deformation enthal-
ten.

Diese Gleichung besteht fiir je zwei auf einander abwickelbare Flachen S
und §’, aber nicht nur fiir solche.

In welcher Weise GAUSs dieselbe fiir diese allgemeine Losung zu verwerthen
gedachte, lasst sich aus No. 4 der Bemerkung nicht ohne weiteres erkennen,
und bedarf diese Frage noch weiter eingehender Untersuchungen in Betreff
der Eigenschaften der im besondern Fall zu wihlenden Function ¢.

WEINGARTEN.
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EINFACHSTE ABLEITUNG DES
GRUND-LEHRSATZES

BETREFFEND

DIE KURZESTEN LINIEN AUF REVOLUTIONSFLACHEN.

P P zwei Punkte auf einer solchen Fliache
r Linge der kiirzesten Linie zwischen P und P’
AA Azimuthe derselben in P und P,

letztere von Ost nach West gezéhlt
o, \; ¢, N Breite und Liange der Punkte P, P’

0,0 Halbmesser der Parallelkreise durch P und P’
R, R Kriimmungshalbmesser der Meridiane in diesen Punk-
ten.

r+dr, p+de, X+d\ @ +dp', N + d\N Werthe, in welche r, ¢, \, ¢/, N
iibergehen, indem man anstatt P, P’ zwei andere ihnen unendlich nahe Punkte
substituirt.

Man hat dann

dr = Rcos A.dp — R cos A'.dy' — psin A.d\ + p'sin A".dN.
Offenbar wird aber dr = 0, wenn
dp =0, do' =0, d\ = d\

genommen wird. Also
psin A = p'sin A’.

W.Z.B. W.

BEMERKUNG.

Die vorstehende Notiz, die sich in einem Handbuche befindet, stammt wahr-
scheinlich aus dem Anfange der vierziger Jahre.

STACKEL.
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Journal fiir die reine und angewandte Mathematik herausgegeben von
CRELLE.
Bd. 22. S. 96. Berlin 1841.

Elementare Ableitung eines zuerst von LEGENDRE aufgestellten Satzes der
sphdrischen Trigonometrie.

Sphérische Dreiecke mit kleinen Seiten darf man wie ebene behandeln,
wenn man die sphéirischen Winkel jeden um den dritten Theil des ganzen
sphérischen Excesses vermindert. Die Befugniss dazu lasst sich ganz elemen-
tarisch auf folgende Art nachweisen.

Bezeichnet man den ganzen spharischen Excess eines spharischen Dreiecks
mit 3w; die drei Seiten mit a,b,c und die ihnen gegeniiberstehenden sphéri-
schen Winkel mit A+ w, B+ w, C +w; so erhalten ein Paar bekannte Formeln
der sphérischen Trigonometrie folgende Gestalt:

. 1.9 sin 3w sin(A — 1w)
S11n ia = — N
sin(B + w) sin(C + w)
| o sin(B— jw)sin(C — tw)
cos 5a° = — - )
sin(B + w) sin(C + w)
aus deren Verbindung folgt
sin %a6 sin %wS sin(A — %u))‘3

cos $a? ~ sin(B +w)?sin(B — Fw)sin(C + w)?sin(C — tw)’

Auf gleiche Weise wird

sin 169 _ sin 3w3sin(B — 1w)?
cos 3b2  sin(A + w)2sin(A — Fw)sin(C + w)?sin(C — tw)’

Indem man diese beiden Gleichungen mit einander dividirt und dann die
Quadratwurzel auszieht, ergiebt sich

sin a3 cosib _ sin(A +w)sin(A — Fw)?
cos 2a sin 163  sin(B 4 w)sin(B — tw)?’

Man kann diese Gleichung auch in die Form setzen

a sind

3
= . N D
b sinB VD,
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wo zur Abkiirzung D anstatt

a3 cos %a 8 sin %bg

8sin %a?’ b3 cos %b '

sin(A 4 w) sin(A — $w)? sin B3
sin A3 sin(B + w) sin(B — w)?

geschrieben ist.

Diese Formel ist strenge richtig: man sieht aber sofort, dass wenn a,b,c
sehr klein sind, und als Grossen erster Ordnung betrachtet werden, jeder der
vier Factoren, aus denen D zusammengesetzt ist, von der Einheit nur um
Grossen vierter Ordnung abweicht.

Nach allgemeinern Principien ist dieser Gegenstand abgehandelt und auf
die Dreiecke ausgedehnt, die auf irgendwelchen krummen Flachen zwischen
kiirzesten Linien gebildet werden, in meinen Disquisitiones generales circa
superficies curvas.
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BEMERKUNGEN ZUM ACHTEN BANDE.

Der vorliegende achte Band von GAUSS’ Werken gibt Ergdnzungen zu den drei ersten Bdnden und zum
vierten Bande mit Ausnahme des geodétischen Theils. Er enthélt:

unter den Abtheilungen Arithmetik, Analysis und Numerisches Rechnen eine Reihe einzelner Notizen
und Aufsdtze, die sich nachtréiglich in GAUss’ Nachlass vorgefunden haben,

aus der Wahrscheinlichkeitsrechnung hauptsichlich eine Anzahl Belege iiber die Entdeckung der Metho-
de der kleinsten Quadrate;

aus der Geometrie Notizen und Briefe, die sich auf die Grundlagen der Geometrie, die Geometria
situs, Lehrsdtze und Aufgaben aus der elementaren Geometrie, die Verwendung complexer Grossen fiir die
Geometrie und die Theorie der krummen Fliachen beziehen.

Die Bearbeitung der Abtheilungen Arithmetik und Algebra und Analysis und Functionentheorie rithrt
von Herrn FRICKE in Braunschweig, die der Abtheilungen Numerisches Rechnen und Wahrscheinlichkeits-
rechnung von den Herren BORSCH und KRUGER in Potsdam und die der geometrischen Abtheilungen von
Herrn STACKEL in Kiel her; die Notiz Allgemeinste Auflosung des Problems der Abwickelung der Flachen
(Seite 447 bis 449) ist von Herrn WEINGARTEN in Charlottenburg bearbeitet worden.

Die allgemeine Redaction wurde von Herrn BRENDEL in G&ttingen besorgt.

SCHERING, welcher dem vierten Bande einen Ergénzungsband hinzuzufiigen beabsichtigte, hat eine
Reihe von Vorarbeiten hinterlassen, hauptséchlich Abschriften aus dem Nachlass und dem Briefwechsel,
welche bei der Herausgabe benutzt werden konnten. F. KLEIN.
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