
2. Über die Bildung des Formensystems der ternären 
biquadratischen Form 

Journal f. d. reine u. angew. Math. 134 (1908), S. 23-90 u. zwei Tabellen 

Einleitung. 

Mit dem Formensystem der ternären biquadratischen Form be- 
schäftigen sich Arbeiten von Gordan, Mazsano und Pascal**). Herr Gordan 

stellt das vollständige, aus 54 Bildungen bestehende, Formensystem der 

speziellen automorphen Form: f=2}2,+2,x,+ 232, unter Zugrundelegung 

ähnlicher Prinzipien auf, wie er sie für die Formensysteme im binären Gebiet 

gegeben hat. 

Bei Herrn Marsano sind für die allgemeine biquadratische Form 

die Formen bis zur 5. Ordnung”) einschließlich aufgestellt, sowie einige 

Invarianten, Kovarianten und Kontravarianten höherer Ordnung, nach der 

von Herrn Gordan in Band I der Math. Annalen für die ternäre kubische 

Form angewandten Methode. Herr Pascal beschäftigt sich, unter Benutzung 

Krk 

*) Ein kurzer Auszug aus Einleitung und Kapitel I ist in den „Sitzungsber. der 

phys.-med. Sozietät Erlangen 1907“, S. 176 bis 179, erschienen. 

**) P. Gordan, über das volle Formensystem der ternären biquadratischen Form 

f=a!2,+x3x,+x3x,. (Math. Annalen, Bd. XVII (1880), S. 217—233.) 

G. Maisano, 1) Sistemi completi dei primi cinque gradi della forma ternaria 

biquadratica e degl’ invarianti, covarianti e contravarianti di sesto grado. (Giorn. di 

Battaglini XIX.) 
2) Sui covarianti indipendenti di 6° grado nei coefficienti della forma biquadratica 

ternaria. (Rend. Circ. Mat. di Palermo I, 1887.) 
E. Pascal, Contributo alla teoria della forma ternaria biquadratica e delle sue 

varie decomposizioni in fattori. (Memoria premiata dalla R. Accademia delle scienze 

fisiche e matematiche di Napoli. 1905.) 

**) Unter „Ordnung“ soll die Dimension in den Koeffizienten, unter „Grad“ die 

in den Variablen verstanden werden. 
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24 Noether, über die Bildung des Formensystems der ternären biquadratischen Form. 

der Maisanoschen Resultate hauptsächlich mit der Frage nach dem Zer- 

fallen der biquadratischen Form in Faktoren"). 

Das Ziel der folgenden Untersuchungen ist die Aufstellung des Formen- 

systems für die allgemeine ternäre biquadratische Form; und zwar werden ın 

dieser Arbeit nur die Hauptgrundlagen gegeben, ein sogenanntes ,,relativ voll- 

ständiges System™) aufgestellt. 

Die Arbeit schließt sich eng an die Gordansche Arbeit an; doch 

waren die dort nur ganz im allgemeinen gegebenen Prinzipien erst im ein- 

zelnen auszuarbeiten. Mit Hilfe eines Satzes über den Zusammenhang der 

Faltungen und durch Einführung der „Formenreihe“ ($ 1) werden die 

Reduktionssätze scharf formuliert und vervollständigt ($ 3), während die 

rekurrierende Aufstellung spezieller Reihenentwicklungen ($ 2) das rechne- 

rische Mittel zur wirklichen Durchführung der Reduktionen gibt. 

Der Grundgedanke der Systembildung ternärer Formen ist derselbe 

wie im binären Gebiet. Ausgehend von einem ersten relativ vollständigen 

System — dem System der aus dem Binären übernommenen Formen —, 
gelangt man nach bestimmter Gesetzmäßigkeit zu Systemen mit immer 

höherem Modul, solange bis das System eines Moduls — der Modul als 

Grundform genommen — endlich und bekannt wird, oder auch bis ein 

Modul sich reduzieren läßt auf Formen, die Invarianten zum Faktor haben. 

Durch Überschiebung des relativ vollständigen Systems über das System des 

Moduls entsteht im ersten Fall das absolut vollständige System, während im 

zweiten Fall relativ vollständiges und absolut vollständiges System identisch 

werden. Infolge der durch Herrn Hilbert allgemein bewiesenen Endlichkeit 

der Formensysteme muB dies Verfahren notwendig zu einem Abschluß führen. 

In unserm Fall wird der Modul (abc) des ersten relativ vollständigen 

Systems ($ 4) zurückgeführt auf die Moduln #=(abo)’a,b}c und v=(abu)* 

*) In der zweiten kurzen Note versucht Herr Maisano eine lineare Abhängigkeit 

der drei Kovarianten 6. Ordnung und 6. Grades nachzuweisen. Im Gegensatz zu diesem 

nicht ganz vollständigen Beweis glaubt Herr Pascal die lineare Unabhängigkeit der drei 

Kovarianten 6. Ordnung, ebenso wie diejenige der drei Invarianten 9. Ordnung bewiesen 

zu haben. Daß aber in der Tat eine lineare Relation zwischen den drei Kovarianten 

einerseits, den drei Invarianten andererseits existiert, zeigen die Formeln (13), $ 11 und 

(22), $ 17 Anmerkung, der vorliegenden Arbeit, wo diese Relationen explizit gegeben sind. 

Nach einer Mitteilung des Herrn Pascal erklärtsich der Widerspruch durch einen numerischen 

Fehler im Ausdruck seiner Kontravariante p (hier @ genannt) S. 46 seiner Abhandlung- 
**) Für die Bezeichnung vgl. $ 3a. 
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($ 5), und sodann das relativ vollständige System mod v gefunden (§ 6). Diese 

Resultate sind schon in der Gordanschen Arbeit für die allgemeine biqua- 

dratische Form gegeben; unsere Art der Ableitung läßt sich jedoch leichter 

auf Formen höheren Grades übertragen. 

Als Reihe der Moduln wählen wir nun die Formen ($ 7): 

Un VOV= Oa) >, 91S a= (65 0) nea 

Bei der Bildung des relativ vollstindigen Systems mods werden 

zwei im System auftretende quadratische Formen, «, und &, als Moduln 

adjungiert (§ 9 und 10) und demzufolge das relativ vollständige System 

mod (s,o, £) gebildet; es wird sodann gezeigt (§ 17), daß der Modul (ss’«)* 

reduzibel ist auf die Moduln © und ¢. Dadurch geht das nächsthöhere 

System über in ein relativ vollständiges System mod (e,f). Da aber das 

simultane System zweier quadratischen Formen endlich und bekannt ist, im 

allgemeinen Fall aus 20 Bildungen besteht”), ist mit der Aufstellung des re- 

lativ vollständigen Systems mod (0,7) der oben gekennzeichnete Abschluß 

erreicht. Die Überschiebung dieses Systems über das System von (o,{) zur 

Bildung des absolut vollständigen Systems bleibt vorbehalten. 

Als relativ vollständiges System mod (o,£) werden 331 Bildungen 

gefunden, die in der beigefügten Tabelle nach ihrem Grad in den Variablen 

x und w geordnet sind. 

Zum Schluß geben wir noch eine Übersichtüber die eingeführten Symbole: 

BERN) =, 0=0,u,=(abu) a,b, K=-Ku=la0u)u 0, Jj=W=(adu)us, 

TEN 0 abe, abe. NEN (aIN)ES,, 
x Te 72) 

ven =(abu),  H=Hu,=- (ten) UU be Luge) Hu, vr) 

WG = (Ve) H,, ou, 1d 
(a SAA gh) 

p= Ss (em?) IZ = 2 (So UL) S28, 

2 PD BT e=u,=Fu5, I=b=WH,, 

v) 
(ag J=8. 

*) Vgl. Clebsch-Lindemann, Vorlesungen über Geometrie. (Bd. I, S. 288 ff.). 

System zweier kogredienter Formen. 

Gordan, Über Büschel von Kegelschnitten. (Math. Ann. Bd. XIX. S. 530). 

System zweier kontragredienter Formen. 
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26 Noether, über die Bildung des Formensystems der ternären biquadratischen Form. 

Kapitel IL. Allgemeine Sätze über ternäre Formen. 

$1. Faltungsprozeß. Formenreihen. 

Der Grundprozeß zur Erzeugung von Formen ist der Faltungsprozeß, 

der sich im ternären Gebiet folgendermaßen definieren läßt. Gegeben sei 

ein symbolisches Produkt: 

EU 1’ 

Ersetzt man die Faktorenpaare 

Su UL, S,U, oder su, tu, oder t,u, 

bew. dureh 

(stu) (ara) s, oder s, f, oder f¢, 

Faltung l ll Ill IV, 

so sind die entstehenden Formen durch Faltung aus der ursprünglichen 

hervorgegangen*). 

Dabei läßt sich der Ausdruck s’ fut uz entweder als wirkliches 

Produkt zweier Formen 8-7 auffassen, oder auch als einzige Form mit 

mehreren Reihen von Symbolen: s*’@ufuy=det"ugt”, Im ersten Fall 

sprechen wir von der Faltung der Form S mit 7, im zweiten Fall von 

der „Faltung der Form ./ in sich“. Der Kürze halber nehmen wir im 

folgenden immer an (was in der Tat bei allen später zu betrachtenden 

Formen der Fall ist) 

3 

für beliebiges von 0 verschiedenes A und x und vereinigt mit beliebigen 

anderen Faltungen. Es sagt dies aus, daß die Form sf @u‘v? eine soge- 

nannte „Normalform* ist, d. h. bei Anwendung des (2-Prozesses, sowohl 

nach den Variablen x und x, wie nach den Variablen y und v, verschwindet. 

> 

Gerden, Math. Annalen Bd. XVII S. 219. =) 
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Die Bedingung (a) stellt also keine Einschränkung dar, sondern läßt sich 

stets erreichen*). 

Für den Zusammenhang der einzelnen Faltungen gilt nun folgen- 

der Satz: 

Satz I. Die Faltungen I und II sind Grundfaltungen, aus denen sich, 

unabhängig von der Reihenfolge der Zusammensetzung, die Faltungen 111 

und IV zusammensetzen lassen. In anderen Worten: Um alle aus einem 

gegebenen Ausdruck durch Faltung entstehenden Formen zu bilden, hat man 

nur die Faltung I und IL anzuwenden. 

Beweis: Nach dem Identitätssatz, bzw. Produktsatz für Matrizen, folgt 

unter Berücksichtigung von (a): 

(tod=-1t, (orsu)=—s,, 

(stra) =s,, (ortu) =t,, 

(sta) (OT) =, +6, — Uz", b,. 

Durch Zusammensetzung von Faltung I und II entstehen also Fal- 

tung III und IV, und zwar ebenso bei Anwendung von Faltung II auf 

Faltung I, d.h. auf die Faktoren (stu) u,u,, wie bei Anwendung von 

Faltung I auf Faltung II, auf die Faktoren (o72) s, ¢,. 

Als Formenrerhe*") definieren wir eine Anfangsform mit allen durch 

Faltung in sich aus dieser hervorgegangenen Formen und bezeichnen die 

Formenreihe durch die Anfangsform. Als „höhere Form“ soll hierbei jede 

Form mit mehr Faltung in sich gelten, während unter den gleichberechtigten 

Faltungen s, und ¢, eine als höher normiert werden muß. Nach dem Bil- 

dungsgesetz der Formenreihe folgt: 

1) Jede Form der Formenreihe ist linear in den Symbolen der 

Anfangsform. 

*) Vgl. Gordan, Math. Annalen Bd. V S. 104. 

**) Vgl. Clebsch, Über eine Fundamentalaufgabe der Invariantentheorie (Abh. der 

Gott. Ges. d. Wiss. Bd. XVII): § 17 und § 18 Schluß. Die „Formenreihe“ unterscheidet 

sich von dem dort eingeführten „eigentlich reduzierten äquivalenten System“ durch das 

Prinzip der Anordnung nach höheren Formen. 
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28 Noether, über die Bildung des Formensystems der ternären biquadratischen Form. 

2) Die Formenreihe ist bei Anfangsformen mit je zwei Reihen kontra- 

gredienter Symbole eindeutig bestimmt; bei Anfangsformen mit mehr Symbol- 

reihen ist sie eindeutig zu normieren durch Auszeichnung spezieller unter 

den durch den Identitätssatz verbundenen Faltungen. 

Nach Satz I. läßt sich eine Formenreihe s¥ 0) uf wW(m>n; u>rv) nach 

folgendem rechteckigen Schema anordnen: 

a ua (stu) | (s tu)’ P< 

(oT?) ls .55 Tatstan) tS (CLL) 

(orx)’ Em) (OLS) ER: 

(ORO) WUNGCR) Or (ara) (Oba) ae oral . 

(oT) (OTL) a esse ren, u: 

(OTL 

oe) (stu)” 

tsleiu) 3, (situ). | s.(stı)r 

PA LIS OO nee 

Man erhält hier, wenn man 

1) um eine Kolonne nach rechts fortschreitet, alle durch Faltung I 

aus den nebenstehenden Formen entstehenden Formen, 

2) um eine Zeile nach unten fortschreitet, alle durch Faltung II aus 

den obenstehenden Formen entstehenden Formen, 

und somit alle durch Faltung entstehenden Formen. 

Eine beliebige Form der Gesamtformenreihe: ¢% s? (stu)* oder ts} (or«)’ 

bildet den Anfang einer neuen Formenreihe, die aus all denjenigen Formen 

des rechteckigen Schemas mit der Form ts! (stu)“ oder %&s!(ora)' als 

linkem oberem Eckpunkt besteht, die den Faktor &s* haben. 

Nachbemerkung. Eine Ausnahme erleidet Satz I in dem Fall, wo 

die Zahlen » und « (bzw. m und v) gleich Null werden, Faltung I, II und IV 

also nicht mehr existieren, wohl aber Faltung III (bzw. IV). Als Formen- 

reihe bezeichnen wir in diesem Fall das Diagonalglied des Schemas: 

*) Hier, und ähnlich im folgenden, ist der mit 3 bezeichnete unten stehende 

Teil an die ebenso bezeichnete rechts oben befindliche Stelle des Schemas anzusetzen. 
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mV NH 

$,U, Cu 

bzw. f 

In Übereinstimmung mit dem Fehlen von Faltung I und II reduziert 

sich in diesem Fall die Reihenentwicklung nach Polaren der Formenreihe 

stets auf das Anfangsglied; es gelten aber die Sätze über Reduzenten. 

$ 2. Rethenentwicklungen nach Polaren der Formenreihe*). 

Für Formen mit n Variablen sind zwei Arten von Reihenentwick- 

lungen explizit aufgestellt**): 

1) für Formen mit je einer Reihe kontragredienter Variablen: 

s?uz eine nach Potenzen von u, fortschreitende Reihe, deren Koeffizienten 

„Normalformen“ sind; 

2) für Formen mit zwei Reihen kogredienter Variablen st ’& 

eine Entwicklung nach Polaren der Elementarkovarianten (Polaren der 

Formenreihe si), die ternär folgendermaßen lautet: 

| Oe " 
: as a m+n— I SUN) Re ah 

C1.) au tt i i age ) [C t ye m—o | 

@ 

Wir kombinieren beide Entwicklungen, indem wir für Formen mit je zwei 

Reihen kontragredienter Variablen: 

‚m yn—h pla u, V—xZx at St, oh Ue ou, 

*) Vgl. Study, Methoden zur Theorie der ternären Formen (Teubner 1889) 11. § 7. 

Unsere Ableitung gibt im Unterschied von der dortigen die Methode zur raschen rech- 

nerischen Bestimmung der numerischen Koeffizienten C,,.. Die Clebsch-Studysche Ent- 

wicklung würde bei Spezialisierung a), a’) lauten: 

(stu)! w —* vx me Alta) => Core [88 (stun +78] Saree GR, (Mi — zu), 
vro 

läßt also nicht die Vereinfachung zu, die bei unserer Entwicklung schon im Laufe der 

Rechnung eintritt, wenn man weiß, daß alle Glieder mit dem Faktor «, auszulassen sind. 
**) Gordan, Über Kombinanten. § 2 und 5 (Math. Ann. Bd. V). 
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30 Noether, über die Bildung des Formensystems der ternären biquadratischen Form. 

Entwicklungen nach Potenzen von uw, aufstellen, deren Koeffizienten zu- 

sammengesetzte Polaren der Formenreihe s?Zu%4u/ sind, genommen nach 

den Variablen x und u. 

Es genügt, die Reihe für je zwei kontragrediente Symbol- (bzw. 

Variablen-) reihen aufzustellen, da sich durch Zusammenfassen von je zwei 

Symbol- (Variablen-) reihen zu einer einzigen neuen Reihe Formen mit mehr 

Symbol- (Variablen-) reihen auf diesen Fall zurückführen lassen. 

Um zu erreichen, daß alle Formen der Formenreihe nur je zwei 

Symbol- bzw. Variablenreihen enthalten, spezialisieren wir: 

a) o=st, a) y=ue, 

b) s=or, b’) v= ay 

und führen die Entwicklung für die Spezialisierung a), a’) durch. 

Durch direkte Übertragung der Entwicklung I erhält man zu- 

sammengesetzte Polaren für Formen (stu)*s?t-’t, während für Formen 

(str wy“ ors tt, anstatt zusammengesetzter Polaren Glieder solcher ent- 

stehen, deren Auswertung die Einführung immer neuer, erst am Schlusse 

gleichzusetzender Hilfsvariablen nötig macht, wodurch die Rechnung un- 

nötig kompliziert wird. 

Wir schlagen deshalb einen indirekten Weg ein, indem wir die zu- 

sammengesetzten Polaren aller Formen der Formenreihe, also Ausdrücke 

Ser ie i v* 

fy’ 

darstellen durch die Anfangsglieder dieser Polaren und durch Umkehrung 

des entstehenden rekurrierenden Gleichungssystems die gewünschte Ent- 

wicklung nach Polaren erhalten. 

Nach dem Ubertragungsprinzip gilt für die A-te Polare einer Form 

ox se ©], (A<-n) folgende Entwicklung*) (der Fall A>n führt durch 

die Entwicklung von [si] gu+n-2 auf den ersten zurück): 

*) Gordan, Die Resultante binärer Formen (Kap. J, $5). Rend. Cire. Mat. di 
Palermo XXII. 1906. 
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eles 
Cag: 

und entsprechend für die z-te Polare von way: [u&uz]ı“ 

RI ub uy = S(— eurer” [at ue] = 1)° Ge er a N a 

Q 

Durch Multiplikation folgt, unter Einführung von Spezialisierung a) und a’) 

[sz 2]; = a= OE 
(stay) cee 

mn 

[* (stur eA nO HZ Gg: (staw) (str uw) se" CO CUE Stu Onl eee 
Uv AG 

und daraus, durch Entwicklung nach Potenzen von «, unter Auszeichnung 

des ersten Gliedes (=’ bedeutet, daß das Glied r=0, g=0 auszulassen ist) 

und Berücksichtigung von (a) 8. 26 

z 

ep? (tuvy’ (stu) uy Zu YF os [sz i (stu)? ww) 
um 

SC Sl a FE nz SOR Er Dylan 
(I) A e @ a Ra 67 

>: u Se (SER BGE! Astor Ura srmitan( LUO) nee, 
a oo 

ee Die SCs (Stier: (Sto)aa wos neun 
E 

N nies: 
ae — 

und entsprechend für die übrigen Zusammenstellungen der Zahlen 4,7; z,v. 

Der Ausdruck “12? (tuv) (stu)" u/-*vX ist also zurückgeführt auf eine zu- 

sammengesetzte Polare, und, unter Anwendung der Identität 

(sto)u, = (stu)v; = s, (Cur), 

auf eine Summe von analog gebildeten Ausdrücken, die höheren Formen 

der Formenreihe entsprechen. 
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Durch Iteration gelangt man zu der Entwicklung: 

(UN) sete (uy (stur "u = eC [ss (stu | arte u > 
PT, ‘ ; 

pro berechnen sich eindeutig und rekurrierend 

aus den Koeffizienten c,,, c,, des durch Iteration von (II.) entstehenden Glei- 

chungssystems (vgl. das Beispiel S. 42). Analoge Entwicklungen ergeben 

sich bei den übrigen Spezialisierungen. 

Die numerischen Koeffizienten Ü 

§ 3. Reduktionssdtze. 

Die bekannten Sätze über die Reduktion von Formen und Formen- 

systemen sollen nun mit den Paragraphen 1 und 2 in Zusammenhang ge- 

bracht werden, wozu einige aus der Theorie der binären Formen über- 

nommene Definitionen nötig sind. 

a) Wir bezeichnen als relativ vollständiges System modulo einer vor- 

gegebenen Reihe von Formen, ein System von Formen von der Eigenschaft, 

daß alle durch Faltung eines beliebigen Produktes dieser Formen ent- 

stehenden Bildungen sich ausdrücken lassen als ganze rationale Funktionen 

der Formen des Systems, bis auf ein additives Glied von Ausdrücken, die 

durch Faltung der Systemformen mit dem System des Moduls entstanden sind”). 

b) Wir nennen eine Form dann reduzibel, wenn sie sich ausdrücken 

läßt durch Formen, die Invarianten zum Faktor haben oder durch „höhere 

Formen“; d. h. durch höhere Formen der Gesamtformenreihe, der die Form 

angehört, oder durch Formen, die die Symbole des Moduls in höherer 

Ordnung enthalten. 

Die Sätze über Reduzenten™) lassen sich nun in ihrer allgemeinsten 

Form in folgender Weise aussprechen: 

Definition: Pin Reduzent ist eine reduzible Formenrethe. 

Satz II. /st die Anfangsform einer Formenrethe reduzibel dadurch, 

daß eines ıhrer Gheder durch Faltung mit einem Reduzenten hervorgegangen 

ast (einen Reduzenten zum Faktor hat), und ast die Schlußform der Formen- 

*) Gordan-Kerschensteiner, Vorlesungen über Invariantentheorie. Bd. II. S. 227. 

**) Gordan, Math. Annalen Bd. XVII. S. 222, 

40 



Noether, über die Bildung des Formensystems der ternären biquadratischen Form. 33 

reihe aus eben diesem Glied durch Faltung entstanden, so ist die Gesamt- 
formenrethe reduzibel*). 

Beweis: Die Formenreihe entsteht aus dem Anfangsglied durch 

Faltung in sich, also durch höhere Faltung mit dem Reduzenten einerseits, 

durch Faltung des Reduzenten in sich andererseits. In beiden Fällen lassen 

sich, nach $ 2, alle Formen der Formenreihe darstellen als Polaren (Über- 

schiebungen) über die Formenreihe des Reduzenten. 

Der Schluß von der Anfangsform auf die Gesamtformenreihe hat 

nicht mehr statt bei den übrigen Reduktionsmethoden. Es sind dies 

1) die sogenannte „doppelte Reduktion“. 

Wir verstehen darunter die Reduktion eines Ausdrucks, der zwei 

voneinander unabhängige Reduzenten zum Faktor hat, auf doppelte Art, 

wodurch Relationen zwischen den höheren Formen entstehen, auf die redu- 

ziert wurde. 

Durch systematische Anwendung der „doppelten Reduktion“ muß 

man einerseits alle Relationen erhalten**), andrerseits hat man, wenn die 

„doppelte Reduktion“, auf verschiedene Ausdrücke angewandt, keine neuen 

Relationen liefert, sowohl ein Kriterium für die Unabhängigkeit der höheren 

Formen wie eine Kontrolle der Rechnung. 

2) Faltung mit zerfallenden Formen. 

Unter „zerfallenden Formen“ sollen — mit geringer Verallgemei- 

nerung des gebräuchlichen Begriffs — Formen verstanden werden, die sich 

ausdrücken lassen durch Produkte von Formen niedrigeren Grades und durch 

„höhere“ Formen. Produkte von Formen gehen bei einmaliger Faltung 

*) Die Vereinfachung, die durch Satz II eintritt, läßt sich an folgendem Beispiel 

zeigen: Für die spezielle Form f=#!2,+232,+23x, ist ajazu, Reduzent. Daraus 
folgt nach Satz II die Reduktion der Formenreihe 0,(dv2) 02ugu; = a; (abu) — a, b,(abu), 

O 

da 0$=a2b? (abu)? aus dem Glied a;(abu) durch Faltung entstanden. Bei Gordan, a. a. 0. 

S. 231, wird hingegen die Reduktion der Formen 

0,(dv2), 0,(9v2)’, OF, 0,(Iv2), 0,(Iv2)’ 

einzeln durchgeführt. 
**) So wurden beispielsweise durch „doppelte Reduktion“ gefunden: die Reduktion 

der Form a} ($ 10), der einzigen bei Maisano überflüssig ins System aufgenommenen 

Form; sodann die in der Anmerkung zur Einleitung erwähnten Relationen zwischen den 

3 Kovarianten und den 3 Invarianten. 
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in Produkte über; ebenso Produkte von nichtlinearen Formen bei zwei- 

maliger Faltung bei den Spezialisierungen a’) und b’) ($ 2) nach dem 

Produktsatz: 

ty by ig b= 5 is B45 bi. a? —} (abyay. 

Erste Polaren (Uberschiebungen) und gewisse zweite Polaren zerfallender 

Formen sind also wieder zerfallende Formen. Es folgt: 

Ein durch einmalige (bzw. zweimalige) Faltung mit einer zerfallenden 

Form entstandenes Glied einer einmaligen (zweimaligen) Überschiebung 

über eine zerfallende Form wird selbst eine zerfallende Form: 

a) wenn die nächsthöheren Formen in der Formenreihe der zer- 

fallenden Form zerfallen oder reduzibel werden, oder auch wenn bei ein- 

maliger Faltung die Spezialisierungen y=w» oder v=ay eintreten; 

b) wenn die übrigen einmaligen Faltungen auf höhere Formen führen 

(vgl. § 12, B. H, und H,(k72)). 

Ein solches Glied einer Überschiebung kann auch zerfallen: 

c) wenn die übrigen einmaligen Faltungen auf niedrigere Formen 

führen, die unabhängig von der Faltung mit der zerfallenden Form zer- 

fallen, d. h. sich ausdrücken lassen durch Produkte und durch die zu 

reduzierende Form, wobei man sich aber jeweils erst durch Rechnung über- 

zeugen muß, daß der numerische Koeffizient des betreffenden Gliedes nicht 

identisch verschwindet. Es ist dies nichts weiter als „doppelte Reduktion“ 

der niederen Form (vgl. $ 23,0. H,(#Hu) (@su)). 

Zerfallende Formen entstehen durch alle einmaligen Faltungen mit 

Funktionalindetermanten”), außerdem durch gewisse höhere Faltungen. Es wird 

nn nt r nn 

(styz)s, = 5 ts) — ; s-b+ ; (Stun, 

(st yx Patil 3 1 gp tum? en za Sty) S, = 5 t+S,— 3544 s,(stya) — 5 (stye) 

Analoge Formeln gelten fiir die dualistischen Formen 

(orvu)v, und (orvu)v?. 

*) vgl. Gordan, a. a. O. § 3. 
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Nach den Sätzen dieses Paragraphen ergibt sich für die Aufstellung aller 

irreduziblen Formen, die aus der Faltung von S mit 7’ entstehen, folgende 

Regel: 

Man gehe, bei den niedrigsten Faltungen beginnend, auf beliebigem, 

vorher festgelegtem Wege (z. B. zeilenweise oder symmetrisch zum Diagonal- 

glied) so weit in der Bildung der Formenreihe S7' voran, bis man an eine 

Form gelangt, die einen Reduzenten zum Faktor hat. Die durch diese 

Form definierte Formenreihe ist auszulassen, sobald die Schlußform die in 

Satz II aufgestellte Bedingung erfüll. Nach Ausscheidung aller reduziblen 

Formenreihen sind durch Anwendung der doppelten Reduktion alle übrigen 

reduziblen, ebenso alle zerfallenden Formen zu entfernen. Stellen der Ge- 

samtformenreihe, die durch unabhängig voneinander reduzible Formenreihen 

doppelt überdeckt sind, geben Anlaß zur Reduktion von höheren Formen 

(vgl. § 11, D). 

Kapitel II. Relativ vollständige Grundsysteme. 

§ 4, Erstes relativ vollständiges System. 

Wir beschränken uns im folgenden auf die biquadratische Form, mit 

Ausnahme des ersten Satzes. Doch lassen sich, bei passender Wahl der 

Moduln, die Resultate der $$ 5 und 6 leicht auf Formen höheren Grades 

übertragen, ebenso wie sie für die kubische Form gelten”). 

Man erhält ein erstes relativ vollständiges System für Formen be- 

liebigen Grades nach dem bekannten Satze: 

*) Für die kubische Form lauten die entsprechenden, analog abgeleiteten Formeln: 

we E ( hy (abe)azbyce; = 3 (say) (sxz) (sy) + 3 A, A,A;:(ayz), (IV.) 

s=(abc) (abu) (acu) (beu), A=(abe)a,b56,, 

t= Ay (1 0u)* Ug =O05 usus, Sa. 

(adu)’ =; Ux, 

ag=5 te dy ay(abu)=0, anya (1.) 

ay=A, a3 (abu)=0. 
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Satz III. Die aus dem binaren Gebiet übernommenen Formen, d. h. 

diejenigen Formen, die aus den Systemformen der entsprechenden binaren 

Form nach dem Clebschschen Übertragungsprinzip durch Ränderung ent- 

stehen, bilden ein relativ vollständiges System mod (abc). 

Beweis: Einer binären Relation, die aussagt, daß die Formen Q,,... Q, 

ein vollständiges System einer binären Grundform bilden: 

Q'— F(Q)=0= = |(ab)c, + (bc) a, + (ca) b,)Y,*) 

entspricht durch Ränderung die ternäre Relation: 

Q- F(Q)=Zu,-(abe) gi. 

Dies ist aber die Definitionsgleichung für ein relativ vollständiges System 

mod (abc). Für die biquadratische Form besteht das System der über- 

nommenen Formen aus folgenden Formen: 

za; 0=0,.u,=(abu)ab; K=Kiu=(adu)usa,0.: 

j=) = (alu) wer =u (abu), 

unter denen die vier ersten ein relativ vollständiges System mod ((abo), v) 

bilden. 

$5. Zurückführung des Moduls (abc) auf die Moduln 4 und v. 

Der nur durch einen Klammerfaktor gegebene Modul (abc) ist in 

Übereinstimmung mit der Definition (§ 3, a) auf Formen des Systems zurück- 

1 
a} apts = 5 A tle Su. (2.) 

y S 2 (adu) hohe (3) 

(adu)’—=0. 

0(s)=(#5, 2)? =2a+18-0—1 Tui, | 3 3 

Western sn iusr| Ze 1%. = 3 t 3 as 18 Q ine SR 

Reihe der Moduln: (abc); A; s; t (das System des Moduls ¢ besteht aus der einzigen 

Form t). 

*) Gordan-Kerschensteiner, a. a. 0. S. 134. 
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zuführen. In anderen Worten: die Formenreihe (abc) ist eindeutig zu 
normieren (vgl. $ 1). 

Es wird sich zeigen, daß die Formen: 

4=(abcy aztec, v=(abu)' 

als Modul genügen, d. h. daß die Formen 

S=(abeyalic, a,=(abe)(beu’a, A=labe)(beu)a, i=at= (abe) 

die Formenreihe (abc) definieren. 

In der Formenreihe a, fehlt die Form a nach der Identität: 

ay =(abcy a,(beu) =; welale) — : Mee 

Zur Zurückführung eines Moduls auf einen höheren haben wir nach 

der Definition die allgemeinsten Faltungen oder auch alle speziellen in Be- 

tracht kommenden Faltungen mit dem Modul auf Faltungen mit dem 

höheren Modul zurückzuführen. 

Die allgemeinsten Faltungen entstehen in unserm Fall aus den 

Ausdrücken: 

(abe)a,b,o,, (abe)a,b,c.a,b,e EEE 

(aus den kubischen Formen übernommen), 

(abe)a.b,0ra,b,c, 

(aus den quadratischen Formen übernommen) und durch Polarisation dieser 

Ausdrücke. 
Zur Berechnung dieser Ausdrücke durch die Polaren von 4 und der 

Formenreihe a,, bzw. deren Anfangsglieder, schlagen wir, wie in $ 2, den 

indirekten Weg ein. Wir entwickeln die Polarenglieder 

(abe) ab, a,(vay)(vy2)(vz2) a,a,a,=(abe) (bexy) (beyz) (beza)a,a,a, usw. 
ER] 

als lineare Aggregate von Ausdrücken mit dem symbolischen Faktor (abc) 

und erhalten durch Umkehrung des Gleichungssystems die gesuchten Re- 

lationen, sowie eine Relation zwischen den nach verschiedenen Kombina- 
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tionen der Variablen genommenen Polaren. Zur Auswertung dient der 

Identitätssatz und der Produktsatz für Determinanten. 

Das Gleichungssystem lautet für (abeyazb,c: 

1) = Ya, (vyzy a=blabe)ai dic! —6 F(abe)az by b.e,"), 
3 

2) 3(abeyaz bi c+ (ays) — 5: A&lryz)’an-(ay2)=2 = (abe) ab; b.e?c, 

—4 (abe)a,a,a,b;b,C; cz, 
3 

3) a,(eay)(ry2)(err)a,a,a,=2F(abe)a,a,a,b,b, een : u 

[21 

4) Sa,(vyzy a 52% (ryz) a; (ay2 at Fh (ays sj = =62 (abe) a, a, a, 070, 62s 
> 3 

Daraus folgt für (2c) a2 08, und durch analoge Rechnung für (abe )azb, @a,b;C,, 

(abe) a,b,c, abr; 

(abe)a;b,c =, (a bey’ arb;c-(ay2)+ = a, (vay) (vyz)(vz2)a,a,a. 

ate 
TET 1. (ayz)’, 

D) 
(IV.) (abe)ab,ca,b,c,=3 (a be) azb, b.c,c,+(«y2) +5 a,(vay)ryz)(vz2r) ay 

= 5 a; (vy) (vx) az -(vy2), 

(abc) a,b,c.ab,.= 5 (abeya’ be cr: (wyz). 
22 

Wir haben somit ein relativ vollständiges System mod (4,7) erhalten, be- 

stehend aus den vier Formen: 7,6, Ay). 

Es folgt daraus: Alle nicht aus dem binären Gebiet übernommenen 

Überschiebungen von / über 6, ebenso wie die im Binären auf (ab)* redu- 

zible Überschiebung (a@@v)’ lassen sich ausdrücken durch Symbole / und v. 

*) & bezieht sich anf die durch zyklische Vertauschung der Variablen aus dem 
3 

Anfangsglied entstehende Summe über drei Glieder. Die Gleichungen gelten auch einzeln 
für jedes Glied der Summe. 
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Wir erhalten die fiir das Folgende grundlegenden Reduktionsformeln, 
durch Spezialisierung von Entwicklung IV, oder kürzer durch direkte 
Rechnung (Vertauschen der Symbole), für a,(a0u), a3 (abu), (adu)” nach 
folgendem Ansatz: 

as(aduy’—labe)(beu)(abu)? 5 (abc) (beu) |(beu) a, —u,+(abo)}’, 

ay (au) = (abe) (abuy — . (abc) \(beu) a, —u,+(abo}? 

fiir (a@Ou)’*): (abu) a} b=? ug (Gy2) +t (ryay, 
“ 

(ab) (acuy == : Ug (Pau x) (bau + (vauz): 

1,92 2 ar 
(abuy= 5 v.f- 5 Marly +3 Use, — 18 A 

dg= 41,4 a9 (abu) =0 

jas 
(1.) . 

1 (a8 =0 (abu) =) 
6uy 5 7 ey 3 dy (aduy = te gu ag (aduy=0 

(Ou) = 0 ‘Uy (aan) =" al} 

Wir nehmen dazu die ebenfalls aus der Reduktion des Moduls (a/c) ent- 

standene Formel: 

ifre 
(2.) RAR ZU Uy. 

Aus den Formeln (1.) und (2.) und den für die Grundform v analog 

gebildeten Formeln leiten sich alle späteren Reduktionsformeln durch Polari- 

sation ab, ausgenommen die Relationen für die zerfallenden Formen. Aus 

den Formeln (1.) sehen wir: 

*) Gordan-Kerschensteiner, a. a. 0. S. 92. 
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Es führt die Formenreihe: «ay (a6u) auf Symbole » allein, 

ay auf Symbole 47 und v, 

(a0u)’ auf Symbole 7, 4 und v, 

(abu) bei Faltung I auf Symbole 7 und v, 

(a0)? bei Faltung I auf Symbole 4 und v. 

Wir können also ersetzen: 

1) mod (4,v): Faltungen mit j durch entsprechende mit («6w)’ 

oder (au); 

2) mod (v): Faltungen mit 4 durch entsprechende mit a, oder ay (a1) 

oder auch durch spezielle mit («1 (die nur zu einmaliger 

Faltung I führen). 

Es wird insbesondere: 

(abuy a = (jy«) mod v, (aduy u,0,= — . (ya) modv, 

1 2 
(a6uy v= (Au mod v, (281) adv) ur = — (AU vy mod r, 

(adaı)td, u, = ; (Auv) 4, mod rv. 

§ 6. Zurückführung des Moduls (4,v) auf den Modul (v). 

Die Reduktionsformeln des letzten Paragraphen geben uns das Mittel, 

direkt das relativ vollständige System mod » aufzustellen; wir werden sehen, 

daß wir dem System der übernommenen Formen nur die Formen 7 und 

(a4u)=N beizufügen haben (analog wie bei der kubischen Form und über- 

haupt allgemein gültig). 

Wir betrachten zur Reduktion des Moduls 7 alle speziellen in Be- 

tracht kommenden Faltungen, d.h. die Faltungen des relativ vollständigen 

Systems mod (4, v) mit dem System von 4, und gehen aus von den in 

den Koeffizienten niedrigsten Formen, den Faltungen von / mit 4. 
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Zur Reduktion der Formen (a.4u)’, (adu), (aA1)* ersetzen wir nach 
$ 5 die Symbole 7 durch niedrigere Formen der Formenreihe, d. h. wir ent- 
wickeln die Ausdrücke 

dgby(bOuy, asladu)bz(bHu), ay (abu) by (bOu) 

1) nach Polaren der Formenreihe a, (Symbole 4 und 7), 

2) nach Polaren der Formenreihe b,(b@u)’ (Symbole 1) 

und erhalten die Reduktionsformeln (Rechnung siehe unten): 

a) (ad uf =5 (Gray —2 fk —Fu,-0, (va) $0 f if 
6 

ia ~ 40°? 

(3.) b) (aduyps— = 0,(9va), 

nn — X ec) (a 42) = 0% 

(Zu den gleichen Resultaten fiihrt auch die doppelte Reduktion der Aus- 

drücke aj(bOu)’, ai (du), aj (aduy (bduy und a3 (adu) (du) nach Elimi- 

nation von a7). 

Aus den Formeln (3.) folgt, daß (a/u)’ Reduzent ist in bezug auf 

den Modul v. Daraus ergibt sich: 

1) Die Reduktion des Systems von 4: DieFormenreihe (IS WW’ = ay(uadu) 

hat den Reduzenten (a4u)’ zum Faktor. 

2) Die Reduktion des durch Faltung mit dem Modul 4 entstandenen 

Systems: 

Die Formenreihe (64u) hat den Reduzenten (aA)? zum Faktor. 

Für die Formen (4) und dy ergibt sich: 

(aduy (adbu)=(O Au) —u, 49 (8.40), 

(aAu)(a4b)=— 3 dy +5 ty 4}. 

Aus dem Reduzenten (0/u) folgt aber die Reduktion des durch 

Faltung mit dem Modul 7 entstehenden Systems. 
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Das relativ vollständige System mod ” besteht also aus den sechs 

Formen: 

i 0, i 5, d, N. 

Als Beispiel zur Reihenentwicklung in $ 2 geben wir die Ableitung 

der Formel (3.)a ausführlich, bei späteren Rechnungen soll direkt die 

SchluBformel IIL aufgestellt werden. (Polaren verschwindender Formen 

sind schon während der Rechnung ausgelassen; die erste Zeile gibt die 

nach Entwicklung II eingetragenen Werte, die zweite Zeile die, mit der 

letzten Gleichung des Systems beginnend, rekurrierend gefundenen Schlußwerte.) 

Es folgt nach Entwicklung II: 

1) M=3o n= A=? nel, wyezml, 

(tg bg (bOuy? = [ag] b+ : lag by (au) (BAU) — u, +59. b9(a8b) (bu) 
— ud? ‘ 

~ ; lay (WOU) bg — Zu, + ay (a@Ou) (a8) bg + u; + ds (ab)? by} 

a 9 1 2 ’ 27 2 2 2 =; (af + 5 [as (au) ]o+ sal [ay (ah?) — tte" [a3 (adu)?] 0° 

1 x 2, 2) 1 » 2 1 2 > 7 2 

= u, *[@3(@Ou)"] b + = [as (au) + 50 Ue" [a3 (a@Ou)’] DB. 

bo 

2) Mee. Meas. ke) el ee). 

5) 
(ad) bs (DOW) =: fag (@ Ou)’ bg — u, -as(adu) (20) ba} + = ay (LAW) 

= - {ay (bOU) (a Bu) — u, az (a0b) (bau)! 

i RE x il ae 1 
= 5(a4u)'+ 5 [a9 (@Ou)?] b+ 15 [Ca] -f 

os) 

— = tee [ay (Ou) BF ee, = [a (Oye) b+ 3 22 -[ (COUN) B. 
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ay(a0b) b,(bHu) = 2 15 (ab) (adu) by — u,-a,(a0b)? by} 

2 2 2 1, ry 2 2 2 2 3 = 5s (Ou) 10° + 30 [ay (au) |b — Eu [a,(a8u)?] b 

_ = u, [a,(adu)?] d. 

4) m=1, n=2 4=0. u=2 v=x=|, 

ay (a8 uy by = [ay (au) b+ : ay (abu) (bu) 

= [My (ab uy] b+ glaub (Ou) }- f— 6 ve-[a (adu)'| b. 

Oy mal u=2, A=E0 bse wel, 4 = 2. (4/7). 

iy (WU) (a8) by = [1 (AUy] 8 + 07 (1) (bu) 

=[a9(a0u)’| 0’ 4 n [a3 (a0 u)? b -- = u..[a, (ad u)’ b°. 

6) ea bi teat el, vers ven, 

ay (0.86) by =[a9 (a Ou) O°. 

2) m=2. n=4, 2=2. w=r=z=0. (Nach Entwicklung J) 

TEX CLAD vend (2) + 70 Mas] 2 u CAC aC 

8) m=1. n=3. A=1. u=1 v=z=0, (Entwicklung I). 

‘ noe 2 a, (a0u) (bu) = [ay (@OU)’)-f— zur [is u’) D. 

9) m=1. n=3, A=1. u=x=1. v= 0. (Entwicklung 1). 

3, (a0 6) (08) =" [a (WOU) = 5 te [ed (Uy 
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Aus 1) und 4) folgt: 

9 

(Cat 2 [1g (uO uy! ] b4} a [a (WU) ] 4 £ ty [19 (WO?) 0 hn [ay (a Ouy |b 

= u [dy (a0 u] d Br uz [a5 (au) |b’, 

(aduy=—a,b,+ = = a, a a, b, on % LD Suletef. 

(Zur Umrechnung in Symbole @ vgl. § 8 und 9.) 

Formel (3.)a lieBe sich noch kiirzer durch direkte Ubertragung von 

Entwicklung I unter Einführung der Hilfsvariablen w=aub berechnen, 

während schon bei Formel (3.)b und (3.)e der von uns eingeschlagene Weg 

der einfachere wird; bei (3.)b weiß man im voraus, nach $ 9, daß alle 

Glieder mit dem Faktor w, auszulassen sind. Man erhält zur Berechnung 

von (3.)b und (3.)e: 

(3.)b) 1) ag (adu) by (dOu)’= 5 (du +3 [ay (abu) Is +36 lan) yp 

2) agladu) bs (LOW) = [415 (au)? b+ 1. [a3 aan); ub ub 

(3.)e) 1) ay(@Bu) by (HOU) =, (bu) +? [ay (a8). lit, 
ul? ul 

6 3 R : 2 
= 2*[49(aBuy] a er [05 (au) I ee a l (Uy (du) | b°, 

2) ay (aOu) by (bduy = : [5 (Ou) |. 

Nachbemerkung: Analog berechnen sich die nach § 5 reduziblen 

Uberschiebungen von f über 7. Es wird 

26, 44,45 it H| 3.2.0 41 +9, 

(4.) 
q = 2g A H-2u,.9 42:9, 
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3 7 1 
: = — 759, +5 Ue 0, 

(4.) 

Aus (3.) und (4.) folgt, durch Übertragung aus dem binären Gebiet, 
paren. Oe * Re gyre - (00 u)’ = 3/7 / mod vy"). Die übrigen Formen der Formenreihe (#60 u)’ und 

die Form 65 sind reduzibel auf Symbole v. Wir können also ersetzen: 

mod v: Faltungen mit /-) durch entsprechende mit (06! 1)’. 

Es wird ferner: 

(OD 2) 2 Lac, I) (FF x) =—N. 

Kapitel IH. Das relativ vollständige System mod (s, o, 4). 

§ 7. Uberblick über die Bildung des Systems. 

Um von dem relativ vollständigen System mod v zu dem relativ 

vollständigen System mit nächsthöherem Modul überzugehen, hat man nach 

der Definition § 3 das System von v in bezug auf diesen höheren Modul 

zu bilden und mit den Formen des relativ vollständigen Systems mod v 

zu falten. Nun aber steht y=w} als Kontravariante 4. Grades der Form f 

dualistisch gegenüber. Betrachten wir daher v als Grundform, so erhalten 

wir ein relativ vollständiges System von sechs Formen mod v v)=(vw,a)'=s}. 

Wir haben also zur Bildung des relativ vollständigen Systems mod s 

(System III) zu überschieben 

System I: f, 0, K,j, 4,N über 

System II: v, H=(vv,a)’uyu,, L=(vna) Hu, un, g9= (vn) Hz, o=Hyu, ur, (vor). 

Es wird sich zeigen (Formel (13.)), daß die Form g reduzibel ist, daß 

also System II nur aus fünf Formen besteht. 

*) Gordan-Kerschensteiner, a. a.0. S, 181. 
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Im Laufe der Rechnung werden die quadratischen Formen 

o=u=6u;, 4—Caa lL 

als Moduln adjungiert, sodaß man ein relativ vollständiges System mod (s, , 

erhält; und zwar soll der Modul (eg, ©) als höherer Modul als der Modul s 

gelten. 

Die Anordnung der einzelnen Formen soll nach der Ordnung in den 

Koeffizienten erfolgen. 

Wir normieren die Faltung 

MIR Bice) 

höher als die Faltung 

A 

Dadurch ist nach $ 1 und $ 3b die Reihenfolge der einzelnen Formen 

gleicher Ordnung eindeutig bestimmt. 

Die Bildung der Formen gleicher Ordnung wird tabellarisch durch- 

geführt: 

I. Angabe, welche Formen von System I und II miteinander zu 

falten sind, um die bestimmte Ordnung in den Koeffizienten zu erzielen. 

Il. Aufstellung der irreduziblen Formen nach dem Schema der 

Formenreihe. 

1II. Reduktion der reduziblen oder zerfallenden Formenreihen oder 

Formen, d. h. derjenigen Stellen, wo die Gesamtformenreihe abbricht, und 

dadurch der Nachweis, daß alle irreduziblen Bildungen mit den angegebenen 

erschöpft sind. 

IV. Folgerungen, und zwar 1) Angabe neu entstandener Reduzenten, 

2) Angabe derjenigen Formen, die nicht in Produkten mit Formen des 

gleichen Systems in Faltung mit Formen des andern Systems eingehen. 

Es wird sich zeigen, daß nur auftreten: 

1) Faltungen von je einer Form von System I mit einer Form von 

System II. 

2) Faltungen von Potenzen von 6, bzw. //, oder von zwei Formen 

des einen Systems mit je einer Form des zweiten Systems. 

in ja 
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Wir werden folgendes Schema zur Faltung erhalten: 

System I gefaltet mit System II 

1. Ordnung / 2. Ordnung v 
2. 5 4 4. < I] 

> a RA 6. L, oa 
4 > | 8, H (vox), I? 
5, > 0. K 10. Hed 
6. h 0,443 12, a br, 

Zur Kontrolle der Rechnung dienen, außer der 

die beiden speziellen Formen: 
„doppelten Reduktion“, 

Re 2 toy en 1. ed [a 2 UX, ty = , s= af. b= — 508. al, = (9. 

If 2% 
=.) (ane) C=) =i) 

) [9] 

; von Kon 2 2. ete lt 4 Br I. [= 2a s=z1f. = 50. 4, = 750. O= 51) 9514. 

Bereit, 

Nachbemerkung: Den Formeln (1.), (2.), (3.), (4.) entsprechen für die 

Grundform » die folgenden: 

| 

0 
ae 2 

5) 
| 

(ynzy =A|H,(vne)=0 IR =i 

(72) =0 
6.) | 

Hr), = DIE) 

IH, (vn =0 IM nay =; (vn a)" = 7 

1 2 ge ee 
A=z SV = U, s,+5 Us 8 — ig 

5 7 oO 3 

= = G5 le — gg len 

(= A EIER 
3 4 

1 1 
) 3 a gt = Ju (6.) U, 9 Ue Sy = 5 athe, 
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a) (vor) = (Hs u) — 4 Vs, — U,+8,(Hsu) + u Be Jr a) 4 

(7), b) Go)’ = — -8,(Heu), 

21 3048 
e) (yon) = 581 702 5 te ee Sas 

a) 9,=—8, 4% (58-52 Z| — SU es, ... Cee 

b) Be en tous 

(8.) a 1 
e) I= — 70° 9 tte Sins 

d) geass. 

§ 8. Formen dritter Ordnung (System LIT). 

Faltung von / mit ». 

Trreduzible Formen: 

Reduktion: =e iu, (Formel (2.)). 

Folgerungen: 1) a, ist Reduzent. 

2) / tritt nur in Produkten mit kontragredienten Formen (7) in Faltung 

mit v ein. Das Gleiche gilt für » in bezug auf f. 

$ 9. Formen wierter Ordnung (System IIT). 

Faltung von 0 mit v. 

(Fv 2) 6, : 

Irreduzible Formen: (Fray 0, (Fx) 6, 

0,(9vx)° 6 
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Reduktionen: Aus dem Reduzenten a? durch doppelte Reduktion der 
Ausdrücke a,(abu), a,b,, @&b,(abu) nach dem Ansatz: 

ss 1 rn 
6, (Iv x) =a; (aby.x) (abu) — 3 v2) = a, b, (ab v2) (abu) + > (vr,x) 

=a, (abu) — a,b, (abu) =2 @ b, (abu) = a a,(abu), 

2 = 1 4 ay OG (Fv2xy = aj (abvay — 5 (vy, 2)’ =a, b, (abvayP+ : (vy,x)* 

Sure 1 ou =i:f—2a) b, +a, b, —x8=2a,b,-2a; = =; ef - 

8 (Ir2) =a b, (abvx) (abu) =a b, (abu). 

Es entstehen die Formeln: 

0; (Pvx)=0 | | 
area pa | 

(9.) Mm Se 1. |@ (v2) =0\uz=u2=@ (adj. Modul, § 7). 
EAE sy Ta | 

Folgerungen: 1) 6 (dv2)’ ist Reduzent. 

2) v tritt nur in Produkten mit kontragredienten Formen (g) in Faltung 

mit 6 ein. 

$ 10. Formen fünfter Ordnung (System III). 

IK, 7, 4 mit v, 
Faltung von 

| mit A. 

Irreduzible Formen: 

K, 

kya)‘ . K? N (kya) pees 
(kr) K,(kva) 

K kya : 
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(va) 4, 
ya 2 

Q x ©) 

(ra) 
’ 

(aHu) (a Hu)’ 

D) a, a, (aHu) a, (au)? 

a 

Reduktionen: 

A) Formenreihe X}: Reduzent a). 

Form KA}(kva)’: Reduzent 0, (Fr2)’. 

(kva), K,(kva), Ky (kyx) sind zerfallende Formen nach § 3. 

B) Form (pa) = (Ara) =ar-.04+ 400, — 4a, |a,-0,— (ad v2)|? 

+ 6a? la, 0, —(abva)\? =0-f+ > 9-6 (ad vay +4a, (abrv2y, 

(jvay'=¢-f+210-mod(4,r), (vgl. § 5 Schluß). 

C) Form 4: Reduzent 6}. 

Formen 4 und 24: Reduzent a oder # durch Ersetzen der 

Form 4 durch niedere Formen der Formenreihe ($ 5 Schluß), d. b. durch 

doppelte Reduktion der Ausdrücke 

Q5%, 490.6, und az. 

Die doppelte Berechnung von 4, gibt Anlaß zur Reduktion der 

höheren Form a}. 
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. Reduktionsformeln: 

a) I = a a, — A asuy +4 20+ —uz-(2a3—1t) 

3 3 13 2 (10.) b) = tn 

€) == et. 

Ableitung der Formeln: 

—_ : Oe ae 6 7 11 ES 
a) ag a = =; ıd=[a;],; + 7 [a5], + 5 [@s (adu)?), Vx + 30 [a5 (a bu)’ var 

—= 7 le), ~3 u,+(a% (au), yx’, 

2 2 1 
i0= 4? —> 5 te .I,—a,a, (vv) + z (vv) + U aa, (vv); 

b) 0@0,=0= Wabern (@),+ [as (ad). » Ve 4 — 2 “ha (adu)’|, v vir? 

©) 1 ~ a [as —>g te" [a5 (a0 Wave”, 

0= As, ac: +5 te" 

b’) dy 63 =a, =458, |a, — (a9 2)? 

372 are Pe agen 31 eo 7 2 a =-5[4) > [as (a0u) va’ — 155 [as (ad), va 

3 2 49 2 2 ae Hayes [a3]. + En tt," (09 (480) eve”, 

a= m, I = @ tau, at : 

3 = nn 

) == [a]. + 2 [clan )nz, 
2 2 = A} ae 

D) Reduktion von a} durch doppelte Reduktion von AO). 
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Die übrigen Reduktionen durch Rechnung, die der in $ 9 dualistisch 

entgegengesetzt ist. 

Reduktionsformeln: 

a(aHu)=— a (asuy a (aHuy = a (asu)' 
al alana A ii 9 6 : 

(11.) a) =—a,+ a ray + = u,t@(adu)=0, 

e,=t (als Modul adjungiert). 

Folgerungen: 

1) (rad, 47, «(a Hu) sind Reduzenten. 

2) v tritt nur in Produkten mit kontragredienten Formen in Faltung 

mit Ä,j, 7 ein; das gleiche gilt von f in bezug auf 7 und von 7 in bezug 

auf v, da 6,(9-7,, 2) nach § 11 B reduzibel wird. 

$ 11. Formen sechster Ordnung (System LIT). 

BEN mir 
Faltung von hd 

mit ZI. 

Irreduzible Formen: 

A) (Ivo) . B) a,(jv2) ‘ OBEN, 

6,(P v2), . CGS 

| (6 Hu) (6 Huy | 

(972) | 0, H,(0Hu), 0,(0Hu) 0,(6 Hu)? 

(F742) Hy (nx), 8,097 2) 0° (6, (6 Hu) 

| 6, (Fn x) 

Reduktionen: 

A) (v2) zerfällt nach Formel (3.)a: 

| se 5 ’ 
(ad Fay =5 (9 v2) — 2 feat (9a) = 5474 fd}. 
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B) a,(jvx) zerfällt nach Formel (9.)a, indem wir nach $ 6 Schluß 

f-7 durch (00'u)’ ersetzen, und die Reduzibilität von #5 beachten: 

s a, (jvx) = (66 va) 0, =6:-0—6° 6, = 8.04 0( Dr Ou) =8-0—" 63-6, 

Formen a, (jv) und a,(jrx)’: Reduzent «, und (jr2)*: 

a, (vay =a,Ggrv2y — vay (yy au), 

ae (va) =a (jva) — 2a, (jvr)’(jv an) +(jrvayP (jy au). 

C) Formenreihe N}; Reduzent 7%. 

(nva) und N,(nvx) zerfallen als Überschiebung über Funktionaldeter- 

minanten nach § 3. 

D) Übersicht über die Reduktionen: 

a) Formenreihe 67 //,: Reduzent aj (Hu). (Führt auf Formen mit 

höheren Symbolen.) 

b) Formenreihe 6, H,: Reduzent a; (aHw) durch doppelte Reduktion. 

(Führt auf Formen mit höheren Symbolen und auf höhere Formen der 

Gesamtformenreihe, d. h. auf die Formenreihe 67.) Wir betrachten an 

Stelle von 0, H, die Formenreihe 6,(97x)(6Hu)=6, Hy +6), ersetzen darin 

die Symbole # durch die niedere Form (ab), gelangen so zur doppelten 

Reduktion der Formenreihe a, (au) (abu) =, Hs + 50; mod s bis zur End- 

form «3b, (bHu) (abu) =6 Hy +, 6. 

ce) Formenreihe 6}: Durch doppelte Reduktion derjenigen Formen, 

die zugleich den Formenreihen 6, Hy, und 6, Hy, angehören — d.h. der Formen 

der Formenreihe 6; //, — auf Formen mit höheren Symbolen einerseits, auf 

Formen mit höheren Symbolen und auf die höhere Formenreihe 6, 

andererseits, 

d) Formen 0, (472), 6) (9n2)*, 8 (Fnx): Durch doppelte Reduktion 

mittelst des Reduzenten a analog der Rechnung von § 9. 
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e) Formen #(#Hu) und 6,(9nx)’: Durch doppelte Reduktion der 

Ausdrücke I,(aIu)* und (aA va)* mittelst der Reduzenten 7 und (adu)!. 

f) Formen /7, und H3: Zerfallende Formen. Ergibt sich bei //; 

durch doppelte Reduktion des Ausdrucks 4; (a4u)’ oder auch durch direkte 

Berechnung der Produkte (a?)’, «3-6, durch Formen des Systems. (Die 

analoge Berechnung von (a,)’ gibt eine Relation zwischen zerfallenden 

Formen.) 

g) Reduktion höherer Formen dadurch, daß Formen der Formen- 

reihe 6-H zwei Reduktionsmöglichkeiten zulassen (zwei reduziblen Formen- 

reihen angehören) und zwar: 

g durch doppelte Reduktion von 6, (9nx)’: läßt Reduktion d) und e) zu; 

s,(Osu) durch doppelte Reduktion von 6) (97.2) : läßt Reduktion c) und d) zu 

s;(0su)’ durch doppelte Reduktion von 6,3 : läßt Reduktion a) zu und hat 

Reduzent #(9vx)’ zum Faktor; 

= durch doppelte Reduktion von 6,7, : läßt Reduktion a) und e) zu. 

Der Nachweis der Unabhängigkeit der übrigen Formen ergibt sich 

durch doppelte Reduktion der Formenreihe 4} (a du’ =). 

Ausführung der Reduktionen: 

Die Existenz der Reduktionen a), b), c), d) ist a priori klar, da nach 

dem angegebenen Bildungsgesetz die bei der doppelten Reduktion ent- 

stehenden Relationen von einander unabhängig sind. Bei den Reduktionen 

e), f), g) ist durch Rechnung nachzuweisen, daß keine Identitäten ent- 

stehen. 

Wir geben, symmetrisch zum Diagonalglied in der Formen- 

reihe 6-H bis zur Form 9, vorangehend, teilweise mit Andeutung der 

Rechnung, auch die durch Reduktion a), b), c), d) gewonnenen Formeln, 

da sie zum Teil bei Reduktion e), f), g), zum Teil später Anwendung 

finden. 
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1) Hs und A} nach f). Nach dem Ansatz*) 

a,b, =v-a, 6; —(a Hu)(b Hu)b,— va, b;— f-a,(aHuy —(abu)(aHu)b,+(abu)’b,,, 

a0, =b,\a,u "(anal r-arb} ~2a, b, (aHu)(bHu) — 1 (asu)*(bsu) 

=v.a,b,—2a’(a Hu)(abu)— - (asu)’(bsuy + (92) (6 Hu) 

entstehen unter Eintragung des Wertes von 6, H, die Formeln: 

a) Hy 2a,-a,+2v-.4,(I9v2)° + +2f-a,(aHu)—26,, 
(12.) , 

b) Him (a2 426.45 ; (Osu)? +9 vl flasuy’, 

2) 6,H, nach b): 

ai(aHu) (abu = [aa Hi) +1 /-[a2(a Hu ]=a,b,(aHu) (ab) 
+ a, (abna)(abu)(aHu)= 6,(972)(OHW)+ , B+ | (una). 

Nach den Formeln (5.) und (11.) folgt: 

0,2} (Asuy’—— s- Borde ifn, 

3) 6,Hs(0Hu) berechnet sich nach b) analog wie Ce RS 

0, Hy (Hu) = — 63 (0 Hu) — 3 (Bst). 

4) 0,H 3(9nx) nach b); 6;(9nx) nach d) (vgl. § 9): 

0, Hy (992) —B (Ina) —F 85 (Os) 5 (Set) —) 89 (Bu), 

(Inn) 3 a (abu) =, (For). 

*) Das Zeichen — an Stelle des Gleichheitszeichens bedeutet, daß Produkte 

aus u, mit höheren Formen, als die durch Faltung III und IV entstehenden, aus- 

gelassen sind. 
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56 Noether, über 

5) 

die Bildung des Formensystems der ternären biquadratischen Form. 

6, Hs nach b), 6, Hy nach a), 

aus a, (afb)(bHu); aus a, (Hab) (abu); 

6, H, nach b) und dadurch 6) nach e), 

aus «7, (bHu) (abu): 

6, Hj @—5 6° H,— 25 9(Asuy > 8, N 0; =e RM 

2 6} Hy 5 0,—; 

2 

a> 783 (65u)'— 

9 9 

I, 

589 (ds +58 2 9 tO 

5 
s, und daraus 2 ps 

Comet Manse 

1 il 
gS, tg t-d,- 

6) (Hu) nach e): 

4} (a du) =[(a du), = —- — & (6Huy —— on 3 (8%) +v.0 

fe ER (3.) c), 

By 1 3 1er 
4 (adu) =(S a" = 5 0, (OHu)'+—o—75 (Osu) +33) 

6; (0 Hu) 

7) &(Inzy 

(nach Formel (10.) a), 

1 1 ha AT 
=— 50475 (0su) YA ER. 

nach d) und e). Daraus Reduktion der höheren Form 9. 

Nach analoger Rechnung wie in $,9 folgt: 

OF Hx y= 
f IHR. 

a Le TE rt a 

1 1 a u 
oT: (Fea) + le ll (nach Formel (11.)). 
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_ Nach entsprechender Rechnung wie oben folgt: 

€: ey eal se 3 
(ad vx) =[(a du) vat = 10 GO (Ina) + m 83 — 109 

(nach Formel (3.) e), 

(aA ve) = ; 144+ 6[(F |e —4[9}]a+ 4%-f 

36 Reet Re ee RE 14 
= 70,07%) Zus 59 — 5 (Fox) 5 gt It+oefatsh-t, >) 

(nach Formel (10.)): 

AR ER: ids Aa a a EA 
100 (nay =— 39-5 53-7 (Pon) +54 EI Rt ft, 

und durch Vergleichen der beiden Werte von 67 (972) nach g): 

* DEIN RA (15, ) 0=9-255+2(3er) +314-; a-zf-t. 

8) 6,H,(0Hx) nach a) und b), daraus #,(#//w) nach c) (Formen 

mit dem Faktor wv, verschwinden): 

6, 11, (Olu) = — = (Osu) ; (vex), 

6. Hy (0 Hu) =— 5 63 (OHu)— 5 (ver), 

1 
6, (6 Hu)= 359 (Osu). 

9) H,(9nx) nach a) und b), daraus 6, (nx) nach e). F (Fx) 

nach d), daraus Reduktion der höheren Form s,(#su) nach g) 

(Formen mit dem Faktor w, verschwinden): 

*) Es ist dies die in der Anmerkung zur Einleitung erwähnte Relation 

zwischen den drei Kovarianten 6. Ordnung und 6. Grades. 
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1 
6, Fy (92) = 3 (atu), 

6 Hy (Ona) = > (atu) +26 (Gna) — 153, (0 n 9( nt)=3(a u)+z ae nt) — 589 ( su), 

1 (92) =5,5(0su), 

6(9nx)=" 8 (902) +} (atu): 
7 5° 5 i 

(14.) 83 (Osu) = 29 (Fex)+ € (atu) . > Ae 5 . 

10) 6; H% nach a) und durch Reduzent 6, (9vx)’, 6, Hs nach a) und c), 
6; nach c), daraus Reduktion der höheren Formen s,(#sw)’ und 

s, nach g): 

Nach a) 8. H3=[a(aHuy] +3 [a], —5 H:(vna) 

4. DR a et 
= 9% —§ 95(Osu)— 15% +3(atu)+ aa i 

Durch @(9r2). 6 Hp =(6,(9 va) +3 (8) 2" 3.3 (su) 

4 : 1 1 1 
=5 eae ee = s;(Osu)’+z (vor). 

Nacha) 6} Hy= -[ai(aHu)] 0° 5 (ai (a Hu] —5 [a] b+ ae 

er = u,-[a,(a Hu)? 

DIR 1 4 7 1 2: 1 en 2 2 ae 2 Bee 2 En 27 Er % ‚2 Saat er 6, 99 (70%) + 3 (atu) +5y uz nae U 

Nach c) 6, Hg: a,(Hab)(bHu) = 5 (atu?=8 Hy(0Hu)($nx)+ 5 Hi (v2) 

+5 8. H3=5 0, H3 40, H,—u,.[at(aHu)]® +1 H:(vna), 
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2; 
- 6 Hy=— 3 a a sf = 5 (ve2) —$(atu)? + +t ue le: x* 

au? a al 4 2 Nach c) C= = 914; 8 le 75 Ver)’ +z(atu). 

Nach g) aus den zwei Werten für 6° 1/3: 

; s5(Osu) = > = a oh hu, 

(15.) _8, 
gi a oo. = *(atuy (ver) SR 

Nach g) aus den zwei Werten für 6? //,: 

AL ehe Desks, 
(16.) Sz ta, +e 6+ (atu) 45 (VO2) Hu ri. 

Formel (16.) gibt die Grundlage zur Reduktion des Moduls (ss'w)*, 
Formel (13.) zur Reduktion des Systems von s. ($ 17.) 

Folgerungen: 

1) a(jvay, 6,H,, 0,(9n2), 6(0Hw) sind Reduzenten, a,(jvx), 

Hy, und H3 zerfallende Formen. 

2) Die Form des Systems II: „w)=9=(vn®)' Hz ist reduzibel. 

3) v tritt, da die einzige kontragrediente Form g reduzibel wird, 

überhaupt nicht in Potenzen oder in Produkten mit Formen des gleichen 

Systems in Faltung mit System I ein. 

4 tritt nur als Kontravariante betrachtet in Produkten oder Potenzen 

in Faltung ein, und entsprechend // als Kovariante betrachtet (vgl. $ 13 B). 

§ 12. Formen siebenter Ordnung. 

6-K mit »v, 

Faltung von |X, 7, 4 mit H, 

l; mit L, o. 
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Irreduzible Formen: 

(KHuy 

1 . K,(KHu)’ 

B) (kna)’ ky 
(kya)’ H,(knz)’, K,(knz) 

K,(kna)' ; 

jnx a, . 4Hu 0): (772) | D) (4Hu) 

A) 7a) H; ’ 4, ) 

(aLu)’ (aLuy 

E) a, . a(aLuy a(aLuy 

a; 

Reduktionen: 

A) (9-k,v,x)* zerfällt als einmalige Überschiebung über die zer- 

fallende Form (va). 

B) Formenreihe //,A,: Reduzent //,0,. 

Formenreihe A (K//u): Reduzent «,(aHu). 

Formenreihe A; (ky2): Reduzent 6) (9 2). 

Die daraus sich ergebende doppelte Reduktion der Formenreihe A, gibt 

Anlaß zur Reduktion der höheren Formenreihe (772). 

(KHu), (kna), K,(knx) zerfallende Formen nach § 3. 

H,(KHu), K,(KHAu) zerfallen als entstanden durch einmalige 

Faltung mit der zerfallenden Form A, (Av2) und der Funktionaldeterminante 

K} = 6) (abu) =a; (abu) mod v’. 

Der doppelten Darstellung von K, entspricht eine Relation zwischen 

zerfallenden Formen. 

Es wird: 

Ai, (K Hu) = 2 K, (vv, k) = 26, (vv, a0) =26-a,—a,-0,+ f-0,(0Huy 

—f-v-6, (Produktsatz) mod (v’), 
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K, (Ku) = — BP (rn 2) =—@ (au) (ry, v) = —6) (Wu) (v7, 2) 

=,(aHuy-6+ 2.6, — —6, (0 Hu)?-f— 6. «,: 

Ad) 0VeR-.0, -- 6". a,+f-0,(0 Hu) +0. a, (a Hu) mod (1°). 

Die Formen H,, HH, (knx), H?, BR? (kn) zerfallen als entstanden durch 
einmalige Faltung mit den zerfallenden Formen Ay und Hj (vel. § 3. 
2), a) und b)). 

Es ist /,= Hy (a0) [4] —f- H »(9Hu). (Spezialisierung y=wv 
von 2)a). 

H, (ha) = Hya,—Hy0,f, Hoa,= 1 [Hy] a—1 Hyay, ($3. 2)b), 

H3(a0u) =(H3)\a, Aj a, =[A,]a=Hf(kna) + H36,- f. 

C) Formenreihe (jn2)’: Reduzibel durch doppelte Reduktion der 
Formenreihe A} nach B); nach dem Ansatz: 

0=a,(a9ı) =6) (abu) = 0, + (abn2x)|° (18u) — 8) (adn) 

= ; (jn) mod (»*,s,0,¢,2,7). (Vgl. $5 Schluß.) 

Der analoge Ansatz gilt bis zur Schlußform der Formenreihe: 

0= MH} (ana) —H}(adn x) 6; =; HA (Git mod orte 

Form (jnz)’: Zerfällt 1) durch zweimalige Polarisation der Relation 

für die zerfallende Form A5 ((12.) b); 

2) durch direkte Berechnung des Produktes «a,-#); dadurch Zer- 

fallen der höheren Form (Au). Es wird: 

*) Produkte von Formen, unter denen eine Kontravariante ist, wie in diesem Fall 

f-0}-v, sind bei allen Relationen zwischen zerfallenden Formen weggelassen, da sie 

bei der Anwendung der Formeln bei System sr keine Bedeutung haben. 
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2 ; (4Hu) + 4 (i
n) =6)- ay, | 

(18.) mod (v*, s, 9, t,%, J) 
b) (ne) = : 0.0, 

nach dem Ansatz: 

B;(a0u)= 5 (4Huy = 267 (abu) (aHu) + 6- a), (Produktsatz) 

=(a0u)(aHu) {a,— (adnz)? +0:-a2, 

a,.®=- (avvu)® (vv, u) — 5 (a vr, 0,0, (Ory, u)=- > 6,(0 Hu) (all) vo 

= : 6, (6 Hu) (abu) = = (a, ~(a0 nx)) {(aHw) —(a6u)| (abu). 

D) Formenreihe 4,(4Hu): Reduzent 4). 

(4Hw)’ zerfallende Form nach C). 

E) Formenreihe «(aLu): Reduzent a, (aHu). 

Formen (alu) und a,(aLu): Zerfallen als Überschiebungen über 

Funktionaldeterminanten nach $ 3. 

F) Formenreihe a}: Reduzent «,. 

Formen a, und aj: Reduzent a, und «, durch doppelte Reduktion 

der entsprechenden Ausdrücke 

TORO aii, Ineo und, 

(vgl. § 10. ©) Reduktion von 4 und 4). 

Daraus Reduktion fiir die höheren Formen a, s, (asw)’, as, (asu)’ und für 

Formen in Symbolen ¢,¢(«, a) unter Berücksichtigung von (16.): 

RR a | 19.) a,s,(ası) =z14, “m (0,0) 

GS asicy 0. 

Form @,: Zerfällt durch Polarisation von (12.)b oder kürzer durch 

direkte Entwicklung des Produktes «}-#} nach dem Ansatz: 

0 = 4,0, 1a, — (a0 v2)" =—2u,(aHu)(a0H) (4072) + (ad 9,7), OM 
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und unter Berücksichtigung der Reduktion von Hj(jna)’ (C): 

(20.) a,=2«a,-6,, mod (s,o,t, 2). 

Folgerungen: 

1) (37°, 4,(4Hu), a sind Reduzenten, (7172), (7Hu)’, a, zerfallende 

Formen. 

2) f tritt nur in Produkten mit kontragredienten Formen in Faltung 

mit Z ein, f und daher auch X und N überhaupt nicht in Faltung mit o und 

folglich auch (voz). 7 tritt nur in Produkten mit kontragredienten Formen, 

4 überhaupt nicht in Produkten in Faltung mit 7 und L ein (folgt aus 

4,(4Hu) und (4Hu)’). Ebenso tritt o und folglich (vox) nicht in Pro- 

dukten in Faltung mit irgendeiner Form von System I ein. Es bleiben 

an Produkten in System II, unter Berücksichtigung der Folgerungen in $ 11, 

nur Potenzen von // und Produkte von // mit L. 

$ 13. Formen achter Ordnung (System IIl). 

ER mit r, 

Faltung von 36, /-j, N mit 7, 

li mit L, 0. 

Irreduzible Formen: 

B) (nz) 

DRAN); (9 na) H,(9 12), 8,(9nay, 

6) (aHu) H, D) HN, 

a,(aHu) H,, 

(6Lu)’ (6 Luy 

: 0, . Lo(OLuy, 9,(0Lu)' 6,(ALuy 

) (Flay 6; 0 . 

9,(9 1x) 
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Reduktionen: 

A) 4,(jvay: Reduzent a,(jv2). 

A, (jvx) reduzibel durch die zerfallende Form a,(jvx)’ nach § 3. 2) b 

unter Berücksichtigung des Reduzenten 65,. Denn nach $ 11 B) wird: 

3 ee Be eat es x er RE er he 
nt VAY $5 (IVI) ig (GV 2) + 79 GY IY = 5 Oy Ban + =F, O90 Ogu. 

(Reduzent a, und 6,,). 

B) Die Formen A, (9 72)’, Hy (9' 2), Hs (9' nx) zerfallen als entstanden 

durch sukzessive einmalige Faltung mit den zerfallenden Formen H, und H5, 

bzw. Hya, und Aya, nach § 3. 2)b) und nach der Relation: 

HS = 2 Hy a,-f—2 pa, b,. 

C)  Formenreihe «,(j72)’: Reduzenten «, und (j7n2)’. 

Form a,(jn2) zerfällt: Reduzent a; und einmalige Faltung mit 

der zerfallenden Form (jz)? nach § 3, 2)a (Spezialisierung y= ww). 

Form a,H, zerfällt: 1) durch einmalige Faltung mit der zer- 

fallenden Form a,(jr®)’; 

2) durch spezielle zweimalige Faltung mit der zerfallenden Form 

(jnx)’; daraus eine Relation zwischen zerfallenden Formen. 

Aus a,(jvay: 0=6)-0,+2«, HH, mod (, @, t, 2, J). 

Aus (ja): 0=6)-0,--2u,H, mod (s,0,6%, 4) 

(Produkte mit Kontravarianten sind ausgelassen), 

nach dem Ansatz: 

0er (Abu 6 +4a (abu) 62 (Obu) — (mbu +>, (jnbw) —if- DV v Du vy é A N Pe) In? 8 } 

und Vertauschung der Symbole in a, (ubu)(@bu) 6. 
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D) Formenreihe N, (N Hu): Reduzent 4. 

(Niu), (nna), N,(nna), H,(NHu) zerfallende Formen (vgl. 
$ 12 B), (N Au)’ zerfällt durch einmalige Faltung mit der Form (4Hu)?. 

E) Formenreihen 6,L5, &(0Lu), 6? (91x): 

Reduzenten: 6, H,, 6,(6Hu)’, & (972). 
Formen (#Lu), (Fiz), Ls, L;(0Lu), 0,(8Lu), L,(I 1x), 0,(Ilr), 

Ly, L3(0Lu), &(@Lu) zerfallen. (Den zerfallenden Formen von § 12 B) 
dualistisch entgegengesetzt). 

F)  Formenreihe #,(9a.): Reduzent a. 

Formen (Fox) und (ox) zerfallen, als entstanden durch ein- 

malige Faltung mit der zerfallenden Form a,; 9, durch zweimalige Faltung 

entstanden, zerfällt, da die Formenreihe a; (a0u) 6, = H?(jnz)=0 mod u 

1030, 2 1: 

9,0. (abu) == a abu). 

Folgerungen: 6° oder 6’ K tritt nicht in Faltung mit H ein; 9 nur 

als Kontravariante betrachtet in Potenzen oder Produkten in Faltung mit L, 

überhaupt nicht in Faltung mit o und (voz). 

N tritt nicht in Produkten in Faltung mit irgend einer Form 

von System II ein, ebensowenig wie mit Potenzen oder Produkten von Formen 

von System II. Es bleiben an Produkten in System I, unter Berück- 

sichtigung der Folgerungen der letzten Paragraphen, nur Produkte /-j, 4-5, 

Potenzen von # und Produkte von 6-K. 

$ 14. Formen neunter Ordnung (System LIT). 

[ 0-K mit 7, 

| K,j,4 mit L, 
Faltung von } | i 

7,4 mit a, 

f mit AR. 
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Irreduzible Formen: 

(KLu)’ 

KCK Lay (9-kyn,0) ; ( u) 

A) “ale NZ: 
2 H,(9-k,n,%) ) 3 

(klx) 

Kiki: . . ; 

5 L, . ay Au: a Guy Sa lr) 

) , he ) 1) 5) (762), ) : a,(aH?uy. 

Reduktionen: 

A) die Formen Hy(kn2y, Ho(knayY, H3(knzy zerfallen als entstanden 

durch sukzessive einmalige Faltung mit zerfallenden Formen. 

B) Formenreihen K,L,, A? (KLu), K?(k/2): 

Reduzenten: 0,5, a,(aHu), 6) (Fn2). 

Formen X, K,(KLu), K,(klz), (KLu)?, (klz)’ zerfallen als Uber- 

schiebungen über Funktionaldeterminanten ($ 3). 

Formen L,, L,(KLu), L,(KLu)’, L,(kla), L,(klzy, Li, kL), 

Ty(kla), L}, K,(KLu)’, K,(kl2) zerfallen als entstanden durch ein- 

malige Faltung mit den zerfallenden Formen: 

Ly, H,(KHu), Ly(9l2), Hz, 13, (LW, K,(KHu), 6,(918) 

nach § 3. 2), a) und b). 

C) Formenreihe (j/z)>: Reduzent (j7/2)’. 

Formen (712) und L,(j/x): Entstanden durch einmalige Faltung 

mit der zerfallenden Form (j72)’. 

D) Formenreihe 4,(4Lu): Reduzent 4). 

Formen (4Lu)’, (4Lu)’: Einmalige Faltung mit der zerfallenden 

Form (4Hw). 

E) Formenreihe (jox)’: Reduzent a? durch Ersetzen von) durch niedrigere 

Formen der Formenreihe ($ 5): 

a, (a0 u) = = Gar) ...a,(ado2) = = or). 
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F) Formenreihe 42: Reduzent «2. 
Form 4,: Reduzent a? durch Ersetzen von 4 durch niedrigere Formen 
der Formenreihe: 

2 
4-54, modv. 

Folgerungen: Nur die Form 5 tritt in Faltung mit o und (vox) ein. 
N tritt nicht in Faltung mit Z ein, da die 4, entsprechende Form 
N, zerfällt. 

$ 15. Formen zehnter Ordnung (System II). 

Os 7:9 mit, 
Faltung von | fe 

| # mit IP. 

Irreduzible Formen: 

(Balz): . (aLuy L, 

#10, . a(aLuy L,, 

6) (OH? uy’ (IP 

H, (OH? u), 0,(0H?u). 

Reduktionen: 

A) und B): Zerfallen der iibrigen Formen durch einmalige Faltung mit 

zerfallenden Formen. 

C) Zerfallen der iibrigen Formen nach § 13 B) durch dualistisch ent- 

gegengesetzte Betrachtung. 

Folgerungen: 

#°. K tritt nicht in Faltung mit L ein; entsprechend /7°ZL nicht in 

Faltung mit X. H° und H’L treten nicht in Faltung mit 6 ein. 

Das Schema zur Faltung $ 7 ist somit bewiesen. 
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§ 16. Formen 11., 12., 13., 15. Ordnung (System IIL). 

11. Ordnung. | 

6-K mit L, 

Vey mit, aa, 
Faltung von I mit (on 

f mit A-L. 

Irreduzible Formen: 

Pky lay . Kia) A) ( , 2) B ( ) Bu 
DIR), : KAT a), 

C) (voy), DIG Hear 2), 

12. Ordnung. 

6° mits L, 

\6 mit HL. 
Faltung von 

Trreduzible Formen: 

CO Fok wy 

EG Je tise mega: 
TG, Ae Lar). 

13. Ordnung. 

Faltung von X mit //-L. 

Trreduzible Formen: 

G) (Tu) spent 

(Hvis 

15. Ordnung. 

Faltung von X mit Z;. 

Irreduzible Form: 

EysEen Zi) 
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Reduktionen: 

Formen H},A}%. Reduzent L* aus der Relation: 

(vie)It=—SH? mod (0,5). 

Zerfallen oder Reduzibilität der übrigen Formen nach den Be- 

trachtungen der früheren Paragraphen. 

Folgerungen: 

Nach dem Schema zur Faltung $ 7 und den Folgerungen der $$ 8 

bis 15 sind hiermit die irreduziblen Formen des Systems III (117 Formen) 
erschöpft. 

KapitelIV. Das relativ vollständige System mod (0,2). 

$ 17. Reduktion des Moduls (ss'u)* und des Systems von s. 

Zur Bildung des nächsthöheren relativ vollständigen Systems hat 

man nach Analogie von $ 7 das System von s in bezug auf den nächsten 

Modul v (s) =(ss'u)* zu bilden und mit den Formen des relativ vollständigen 

Systems mod s zu falten. Es soll gezeigt werden, daß bei Einführung 

des Moduls (e, ö) als höheren Moduls 

A) der Modul (ss'u)* reduzibel wird, 

B) das System von s aus der einzigen Form s besteht. 

A) Die Reduktion des Moduls (ss'w)* ergibt sich sofort aus dem durch 

Formel (16.) § 11 gefundenen Reduzenten s,. Aus 

= Fiat FO 4e(atuy—2o oa +e Je. en ur 

folgt durch Polarisation von x nach »,: 

2 
Gsu'=—z J-v+6s,5,, 

213° 
nn ee SOD AC 

und damit die Reduktion des Moduls (ss’u)*. 

*) Aus Formel (21.) folgt die in der Anmerkung zur Einleitung erwähnte 
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0 Noether, über die Bildung des Formensystems der ternaren biquadratischen Form. 

B) Die Reduktion von Z=(ss'u)’=9(s) und daraus die Reduktion 

des Systems von s ergibt sich durch Ersetzen der Form Z durch die 

niedrigere Form gy nach Formel (8.)b, $ 7 unter Berücksichtigung der 

Relation 

| ihe 
Sas UY Pa) 32 

Die Form g2 hat nach Formel (13.), $ 11 den Reduzenten s, zum Faktor. 

Es wird, nach Formel (8.) und (16.): 

g,=—-Z4+ ir +1 ilasu) mod (ge, ¢), 

nach Formel (13.), (14.), (15.), (16.): 

4 = 2 4 

Gr =2 [85] — gt 4, = 2598, — 5 © 183 (Osu)'] Ae "314, 

An 2.» 1 
=z1.0,— 5t-(asu) +3 J:0 mod (g, ¢): 

(23) Z=2i.a+3i-(asu)'-,F:0 mod (0,0). 

Das relativ vollständige System mod ((ss’u)’, o,£) geht also über in 

ein relativ vollständiges System mod (o,f), und aus diesem entsteht durch 

Überschiebung über das bekannte System zweier quadratischen Formen das 

absolut vollständige. Zur Bildung des relativ vollständigen Systems mod (e, {) 

haben wir, da nach Formel (23) das System von s sich reduziert auf die 

Form s, das relativ vollständige System mod (s,o,{) über s und Potenzen 

von s zu überschieben. Es wird sich zeigen, daß Potenzen von s nur mit 

System I in Faltung eingehen. 

Relation zwischen den drei Invarianten 9. Ordnung, unter Anwendung von Formel (10.)c 

Sera. J. = (ass) = 2 920204 05. 
(22.) 

(ass')*= fia +; phere 
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Als „höhere Formen“ definieren wir unter den Formen gleicher 
Ordnung und gleichen Grades diejenigen, die aus höheren Formen des 
relativ vollständigen Systems mod (s,o,{) durch Faltung mit s hervor- 
gegangen sind, indem wir die Faltung mit s nur als Polarisation der ur- 
sprünglichen Formen betrachten. Dadurch ist die Anordnung der einzelnen 
Formen eindeutig bestimmt [vgl. $ 1. Formenreihen 2)]. 

Es wird beispielsweise: 

(0,(6Hu), s, u)’ höher als s,((0 Hu)’, s, u)*), 

6,(0 Hu)’, s,u) höher als (9,(#Hu), s, u). 

Wir teilen das entstehende System in die vier Teilsysteme: 

System s,: Entstanden durch Faltung von s und Potenzen von s mit 

System I. 

System s,,: Entstanden durch Faltung von s mit System II. 

System s7,: Entstanden durch Faltung von s mit den einzelnen Formen 

(ohne Produkte) von System IlI und mit Produkten von je 

einer Form von System I und I. 

System s,,: Entstanden durch Faltung von s mit Produkten von je einer 

Form von System I und III, II und III, III und MI. 

Bemerkt sei noch, daß von jetzt an alle Formeln mod (eo, 72) zu ver- 

stehen sind, von Formel (27.) an mod (oe, ¢,7,/, höhere Formen), ohne daß 

dies jedesmal ausdrücklich angegeben wird. 

Zur Reduktion stellen wir die früher gewonnenen Formeln zusammen: 

2 4 ye 1 7. 2 2 2 2 ‚=ztd,tg: U—gt Ur 

=F Ju, co) 

(24.) 

*) Der kürzeren Schreibart willen nehmen wir das Glied der Überschiebung an 

Stelle der vollständigen Überschiebung [(0 Hu)’]xs als Form des Systems auf. Bei Auf- 
stellung von Formeln werden alle Überschiebungen durch ihre Anfangsglieder ersetzt; 

z.B.: (0,(6Hu), s, w)’ durch 0,(0Hu)(Osu)’. 
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2 Noether, über die Bildung des Formensystems der ternären biquadratischen Form. J Y q 

y=23-, td, 

83 (@su)=0, 

Beer * 
83 (Hsu’=; De u, 

7 oe 2 4 S A 2 1 J.6 

(24.) Za2t-a+yr(asu) 346, 

: font 2 eta ta 2 
9, = —5, 4+ % 2iat—> i(asup+ > Jo}, 

Seed IAS Mu 
G7 =, ta,—F t(asu)+3J-0, 

G=9, g=0. 

Folgerungen: 

Sy 89 (@sw), 835,, 550, sind Reduzenten. 
v 

$ 18. System s;. 

; (s mit 7; 9; Kyj,4; f),N; 4 
Faltung von; |, E 

[s? mit 6, X. 

rreduzible Formen. 

3. Ordnung. 

(asu); (asu); (asu); (asw)*. 

5. Ordnung. 

(Os) (Osu) (@suy (@su)* 
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7. Ordnung. 

(Ksuy (KsW) (Ksus 
B)-3;, 

C) (4su), (4suy. 

A) s, 5,(Ksu) s,(Ksu? s,(Ksuy' 

Si 

8. Ordnung. 

(Nsu)’ 
A) s,(asu), s;(asu)’, s,(asu)? B 

a GR ) oo) Se (Neıl), 

10. Ordnung. 

A) s,(4su), B) s3(0s'u)*. 

11. Ordnung. 

(Ks’u) 

SKS a)” ssa)? 

Reduktionen: 

Die Formenreihen 

83(Osu), s,(Ksu), s;, (dsu), (Nsu)’ 

haben den Reduzenten s; (su) zum Faktor, s’ und (/sw)’ durch Zurück- 

gehen von ; und 4 auf niedrigere Formen der Formenreihe: 

$5 (Osu) (abu) = — =H, 

84 (Osu) (abuy= 5 (4su)’, 

389(O su) (abu) = : (Asu)+ ei 
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Formen 5559, und sy s5,: Reduzenten s3(@su) und 5,: 

55 891 = S85 Og, — 85 (08 9' x), 89 891 = 85 891 O59, S559, (08 x). 

Formenreihe s,(4su)’: Reduzenten 4, und (Is). 
Folgerungen: 

s tritt nicht in Potenzen in Faltung mit /,7,4,N ein. f,j,4,N 

treten nur in Produkten mit kontragredienten Formen in Faltung ein, die 

aber bei den Produkten mit f noch quadratisch in x, bei den Produkten 

mit J noch linear in x sein können; d. h. folgende Produkte von Formen 

sind zu betrachten: 

f-(9, 4), f-(1, 4), f-(2,4), Ju, 9), Renn 4-(0, 4) 4-(1, 4) (A>0), 

wobei (uw, 4) eine Form uten Grades in x, Aten Grades in u bedeutet. 

6 oder K treten nicht in Potenzen oder Produkten mit beliebigen 

Formen in Faltung mit s oder s’ ein. 

Für Produkte mit der Funktionaldeterminante K, K-p,(p#+f oder 0) 

gilt nämlich die Relation zwischen zerfallenden Formen: 

K- 2, = (a0 u) p= f: (pou) —9-(pau). 

Das oben stehende Schema zur Faltung von System s, ist somit 

bewiesen. 

SL) Losier’ (sy. 

Faltung von s mit v; A; L; A’. 

Irreduzible Formen: 

6. Ordnung. 8. Ordnung. 10. Ordnung. 12. Ordnung. 

= (Hsu) (Hsuy - (Lsu? (Lsu) (H’su). 

57 SE; 5] ö an; 

sa J; 

Reduktionen: 

Formenreihen s,(Hsu) und s,(Lsu): Reduzent s?. 
N} . : 2 2 2 Formenreihe s,: Reduzent s? aus H, Dar Sos 
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(Hsu) zerfällt aus Formel (7.)a. (vgl. $ 11. A). Daraus: Zerfallen 
von (H.L,s, u). 

Folgerungen: 

s* tritt nicht in Faltung mit System II ein. 
y tritt nur in Produkten mit kontragredienten Formen, 
‚Hiin Produkten mit Formen (1,4), (2,2), (3,4) (A beliebig), als 

Kovariante betrachtet, in Faltung ein. 
o und (voz) treten überhaupt nicht, L als Funktionaldeterminante 

nicht in Produkten in Faltung ein (die vollen Überschiebungen über Ko- 
varianten von System III werden reduzibel). 

Als Produkte von System I und II bleiben: 

fv, 4-v. 

§ 20. Formen 7. Ordnung (System Sy). 

Faltung von s mit f-v, a,, a2. 

Irreduzible Formen: 

S,(asu), a,(asu), s,(asw), a,(asu), s,(asu), a,(asuy, 

DS, a,s,(asu), a,(asu), a, (asuy’. 

Reduktionen: 

Die selbstverständlichen, aus direkter Faltung mit den Reduzenten s/ 

und s,(Hsu) hervorgehenden Reduktionen sollen nicht erwähnt werden, eben- 

so wenig das Zerfallen von Überschiebungen mit Funktionaldeterminanten. 

Form a,s,(asu)’ und a?s,(asu)’: siehe Formel (19.), $ 12; 

a,s,(asu)=a, (av, u) (vv,v)=0. 

Formenreihe a?s,: Reduzent s,(#su) durch Zurückgehen von «a, auf 

niedrigere Formen, d. h. durch doppelte Reduktion der Ausdrücke 5, (a0s)(«01), 

s5(a0s)(a0u)’ nach dem Ansatz: 

1 1 # 2 1 2, 2 ‚2 

55, (a0) (a0u)=[(a0u)]s’+ 5 [a9(aOu)’|s°+ 60 [a5 (ad u) |s= 5 GS — A 

4 23 % DR N 
s;(a0s)(a0u) = 5 [49(aOu) las + 180 [a5 (a8u) las=— 5 a8, (ast). 

(2b, (abu =O. 
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Es entstehen die Formeln: 

iis, (a 0 a,s,(asu) =0 aa EA a ( ee og ee, 
(25.) 

a 
a, 8,=50 a, b,, a,s,(asu)=0, a, 8, (asu)=0. 

Folgerungen: 

1) a,s,(asu), ays, sind Reduzenten. 

2) Es ergeben sich die Werte der in § 19 als reduzibel erkannten 

Formen (4su)’, (4su)*; ebenso für die entsprechende Formenreihe (agu)’, die 

bei Faltung mit » durch den Reduzenten g, Anlaß zur doppelten Reduk- 

tion gibt. 

a) (4su)=—? a} (asu)+8a,s, (asu)+2i.0,(9va), 

26. (26.) 4 
b) (4suj'=—2 at (asu’+3 iR 4+SiH. 

Aus Formel (24.) und (26.), mod (7, J) (vgl. S. 71): 

a) (agu)'= > (Au? 3a,s,+ 2a, 

(27.) b) (agu)’=2a,s,(asu)—a;(asu)’, 

c) (agw’=-a,(asu)). 

$ 21. Formen 8. Ordnung (System s);). 

Faltung von s mit den Formen 4. Ordnung (System III). ($ 9). 

Irreduzible Formen: 

((Iv2),5, u), (0,su) 4 

(va) s,, ((Iva?), s, u) ((Iva),s,u),0 s, 

(Iva)s, ((Iva)',s,u)s,,(0,(9v2)’,s,%) 

a ((Pvx),s, uy, (6,suy ((Iva),s,u), (6,su) 

(Ira), su), (4, (Fra), 5s, u), (2 su)|(0,(Fr2),s,u), (A su)? |(6,(Fvx),s,u)*. 

(63 su) 
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Reduktionen: 

((Iv2),s,u)s, zerfällt als Überschiebung über Funktionaldeterminanten 
nach $ 3. 

Formenreihe (($vx), s, u)’s,: Reduzent s? und s30,: 

(Ir su)s,(0su)= 5,5, (su) = — - (Ivsu) (Osu), 
© Des (Produktsatz.) 

0 (Gy su)s, = 0,8, 85 =— 5 6, (Pvsu). 

Formenreihe 6,s,(9su): Reduzent a,s,(asu)' durch doppelte Reduk- 
tion der Ausdriicke: 

a,s,(asu)’(abu) und a,s,(asu)(abu)(sbu); 

6,8,(@su) durch doppelte Reduktion von (agu)’(abu) (bguy. 

Formenreihe 0,(9va)s,: Reduzent as, aus 6,(9vx)s,=a}(abu)s,. 

Formenreihe (#,(9vx)’, s, u): Doppelte Reduktion der Formen der 

Formenreihe #,(9vsu)s,, die zugleich den Formenreihen (($vx)su)’s, und 

0,($vx)s, angehören. 

Form (6,(9v2),s, uv) zerfällt als einmalige Überschiebung über die 

Funktionaldeterminante #,(Iv2)= a,(abu). 

Form (Ivx)?, s, u)‘: doppelte Reduktion des Ausdrucks (a 4u)’(4su)* 

oder auch von (@gw)* aus den Formeln (27.) und analog der Reduktion 

von (jnx)* (§ 12 C)). 

Durch doppelte Reduktion entstehen die Formeln: 

0=6,s,(0su)— * (Svsu)’ (Osu) — 5 (Hsu), 

0=4,5 (Gsu)'—5 (Sr suy (Osu — 5; (Hsu) 

(28)  0=(Fv su) Osu +20, sw) (Osu) +30: 050-5 Hsu), 

0=0,5,(Asu)'+ 5 0, (Svsu) (Osu), 

0= 0,8,59-75,, 0=8,8,59(83u), 0=8,5,59(0su)" 
(entspricht (6,(9vz)’, s, u)’ ...). 
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Folgerungen: 

1) 0 (Yva)s,, (vsu)(Osu)s,, 0,(Ivsu), (Ivsu) (Osu) sind Re- 

duzenten. 

2) Die Formen vierter Ordnung (5,4), (6,4) usw. treten nicht in 

Faltung mit s? ein. 

3) Für die Formenreihe (@gu)’ ergeben sich nach (27.) unter Be- 

rücksichtigung der Reduktionen dieses Paragraphen folgende 

Formeln: 

Daegu = - 6, +5 a. 35:0, ec H- spa (asuy +1 az -(asu)’, 

b) (gu) =—5 (Frsuy (Osu) — 6, (Svsu)(Osu)— 6) (su), 

(29.) ec) (Ogu =26; (Os? (Hsu)’, 

g3(Ogu)= EN 

99 OgW= 350, gHOgu= 3 0su), gKEgU'=0. 

§ 22. Formen neunter Ordnung (System $1). 

Faltung von s mit den Formen fünfter Ordnung (System III) und dem 

Produkt 4-y ($ 10). 

Irreduzible Formen: 

(K,su? | 

((kva)), su), Ks, ((kvx)’, s, u) 

A) (kyax)'s,, ((kva)’, s, u) (kya), s, u)’ 

(kva)’s, ((kva)’,s,u)s,,(K,(kv)’, s, u) 

| (K,suy | (K,su)* 

heed (Kisu)', 
jV&)S,, (va), s, u WESER), 

B) : meal 5 RE C) s,(dsu), (4,5%), 

((aHu), s, u), ((aHu), s, u) [a 

D) (aHu)s,, (a,su) (aHu)’s,, (a,su)’ 

- (a, su) 

* ((aHu), s,u)’, (aHu), s, u)? ((aHı), s, u) 
(a,su), (a,(aHu), su), (a,(aHu), s, u)\(a,(a Hu), s, u)”. 
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Noether, über die Bildung des Formensystems der ternären biquadratischen Form. 79 

Reduktionen: 

A) Die Reduktionen folgen direkt aus den Reduktionen von $ 21 
durch einmalige Faltung. Die Formenreihe X,s,(Ksu)’ hat die Reduzenten 
a,s,(asuy und 6,s,(0su)’ zu Faktoren. Daraus Zerfallen der höheren 

Formen K}(Ksu)’, K,(Ksu)’ nach dem Ansatz: 

0=a,s,(asu)’(a0u)=K,s, (Ksu)’=6,s,(Osu)’ (adu). 

B) Formenreihe (jvx)’s,: Reduzent a?s, aus (jv2)’s, =3a’s, (aduy. 

((jvzy, sw)’: Reduzent as, aus ((jva), su’ = —6a,s,(adu) (Osu). 

C) Formen 4,(4su)’ und s,(4sw)’: Reduzent g, aus Formel (27.)a. 

Form 4,s,: 1) Reduzent as, aus ay ais, = 4 4,5,; 

2) zerfällt nach Formel (27.)a durch doppelte Reduktion des Aus- 

drucks (Isva). 

Daraus: Zerfallen der höheren Form a, s,. 

D) Formenreihe (a@Hu)’s,(asu): Reduzent a,s,(asw)’ durch doppelte 

Reduktion der Formenreihe [a,s,(asu)]v,2; Reduktion von (a Hu)’s, (asuy 

aus a,s,(asu) und a,s,(asu)’, Daraus Reduktion von (a,, s, w)*. 

Formenreihe a,(a Hu) s,: Reduzent a, s,. as, durch doppelte Reduktion 

des Ausdrucks (Asva), da a,s, nicht aus dem reduziblen Glied a,s, (vv, x) 

der Form a,(aHu)s, durch Faltung entsteht. 

Formenreihe (a, sw)’: Reduzent a,s, aus as, = 50H). 

Form (a,(aHu), s, u) zerfällt als Überschiebung über eine Funktional- 

determinante. 

Es entstehen die Reduktionsformeln: 

a) 0= (alu) (asu)s,— a,(asu)(Hsw’—a,(aHu)(asu)(Hsu), 

b) 0=(aHu) (asu)’s, —a, (a Hu) (asu)’ (Hsu), 

=a, (asuy (Hsuy (30.) c) 0 a, ( y isu)’, 

1 l 2 
0=a,,4+4%9- 45° 

0 =a,(aHu)s,—54; (Hsu), 0=@ (Hsu)y,...0=a,s,. 
Ul 
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80 Noether, über die Bildung des Formensystems der ternären biquadratischen Form. 

Folgerungen: 

1) (jva)’s,, 4,5,, 4,(4su) und folglich N, (Nsu)’, (au) (asu)s,, 

a,(aHu)s,, &(Hsu)’ sind Reduzenten; a,s, ist zerfallende Form, die bei 

allen ein- und zweimaligen Faltungen in zerfallende Formen übergeht. 

2) Die Formen 5. Ordnung (5, 2), (6,2) usw. treten nicht in Faltung 

mit s’ ein. 

§ 23. Formen zehnter Ordnung (System 81). 

Faltung von s mit den Formen sechster Ordnung (System III). (§ 11). 

Irreduzible Formen: 

(va) s, 
A) 

| (9 v2)’ s,89, 0, (Prva)’sg, 

(a,va),s,u)y | (a, Gre), s, uy (a,(92)78,%). 

a,(jv2)s, (ai (jva), 8, u) | (a Ga), su), 

. ((0 Hu), s, u)’, (($ Hu)’, s, u) | 3% 

(Ona), s,u)y,(@Hu)s,,(0,su)| (Anz), s) 0), (eu 
C ) (nays, 0) CD) 

] | (0, (In), 5, u) | ö 

ak (Olm), sy, (CHuy, sya) ((0Hu), s, u) 

(H,(0Hu),s,u)’, (0,(0 Hu), s, uy, (0,(0 Hu)’, s,u) | (0,5), (8, (0 Hu),s, u)’ 

| | (&(0 Hu), s, uy. 

Reduktionen: 

A) die Formen ((? 2)’, s, u), ((# vx)’, s, u) zerfallen: 

(Iva)(Ivsu)(Prvsu) = (IV) 8985, —(Pvx) 5,59 = —20-(Iva)s,sg+(IVR)-55. 

Übrige Formen: entweder Reduzenten zum Faktor oder einmalige 

Faltung mit zerfallenden Formen. 

B) Reduzent a}s, und (jrsu) Ons 
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Noether, über die Bildung des Formensystems der ternären biquadratischen Form. 81 

C) 1. Formenreihe (@Hu)’s,: a) Reduzent (a Hu)’ (asw)s,; b) doppelte 

Reduktion der Formenreihen (6gw)’g, und g, (agw? (bguy (abu). 

Daraus Reduktion der höheren Formen (9,5), (H; (@/1u), s, «)' und 

(a,-b,,s,u)* [letztere Form an Stelle von (//,sw)'). 

2. (972), 5, u)‘: Reduzent (a,su)*. 

3. ((9n2), s,u): Reduzent ss, aus (Ins) (Ilsı). 

Formen (#n2)s,, (Fnx)’s,, (In), su), 0,5, zerfallen durch 

Faltung mit der zerfallenden Form a,s,. 

4. Formenreihen A,(#Hu)s,, 0,(#Hu)s,, Ils(9nx)s 

Reduzenten a,(aHu)s, und a, s,. 

Formenreihe (9,($n2), s, u’: Reduzent a, (//sw)’ [mit Ausnahme 

von (6,(#Hu),s,w), das aus dem Glied «a, (bsu)(/7su) durch Faltung 

entsteht]. 

5. (Ho (Fnx), s,u), (Hs(In2), 5, w’: doppelte Reduktion von 

a, (aHu) s, (abu) und gy (Ogu) g,- 

Formenreihe (Hy (972), s, w’: Reduzent (($vx)?, s, u) s,. 

6. (Hy (@/Tu),s,u) zerfällt durch einmalige Faltung mit der zer- 

fallenden Form (0, (I9va),s,w) nach $ 3. 2), e); d.h. durch doppelte Re- 

duktion der niedrigeren zerfallenden Form (//,sw)*:*) 

0,998) 85% 
ny 

0=6,(9vy,) (Osu) + - 6, (Ir) + 6, (Fvx)(Osu)s,, 

=— 5 Hy (0 Hu) (Osu) + 6, (Osu) Hsu) + 5 Hs (Osu) (Hsu) 

1 3 ) 
=— - H,(0 Hu) (Osu) +6, (@su) Hsu) + 5 Hela 55 Hy (6 Hu) (# su) 

® 
u H,(0 Hu) (Osu). 

*) Das Zeichen = bedeutet, daß Produkte von Formen niedrigeren Grades aus- 

gelassen sind. 
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82 Noether, über die Bildung des Formensystems der ternären biquadratischen Form. 

Durch doppelte Reduktion entstehen nach 1. und 5. die Formeln: 

0=9,(0su) (Hsu) + 7 Hy, (6 Hu) (Osu) — 7 6, (0 Hu) (Asu) (Hsu) 

= 0,0 Hu)’ (Osu) — (asu)'- b,(b Hu)’ — a, (asu)’- by, 

Gl) 0 = Hy (6 Hu) (Osu) —7 6, (6 Hu) (@suy (Hsu), (0 Hu) (Gs) ” 
0 =a, (asuy b,” (bsu) — 6, (Osu)? (Hsu) + 6 6, (0 Hu) (Osuy (Hsu), 

=(A,(9n2), 8,0), 0=H,($nsu) (Hsu) —4@ (Hsu). 

Folgerungen: 

1) (@Huys,, Hy @Hu)s,, 0, @Hu) s,, Hs (In) s,, 9, (92) s,, 

(Hy (Fnx),s,u), O,(Fnx),s,u)’ sind Reduzenten. 

2) s’ tritt nicht in Faltung mit den Formen (5,4) usw. 6. Ordnung. 

§ 24. Formen 11. Ordnung (System sr) 

Faltung von s mit den Formen 7. Ordnung (System III) ($ 12). 

Irreduzeble Formen: 

((KHu) sw? |* 

(kK, su)’ 

A) 
(no), s, w) 

. (K, (kn), 8, u) 

| ((KHu), s, uy | (Chay oS ay 

| (K,(KHu), 8, 0), 

B) ((jn2), $,uy, (su) | (G72), s, uy, C) (4,52), 

((aLuy,s, wf, ((alu),s,u) | (alu),
 s, uy D) 

(aLu)’s,, (asuy (a,suy (CAGAGI So 
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Noether, über die Bildung des Formensystems der ternären biquadratischen Form. 83 

Reduktionen: 

A) Reduktion oder Zerfallen durch einmalige Faltung mit den ent- 

sprechenden Formen in Symbolen 6-//. 

(K, (KHuy, s,u) und (K,(KHuw), s, u): Zerfallen nach § 3. 2), a), 

durch Faltung mit A? (Ksu), K} (Ksu)’. 

(K, (KHu), s,u)'=(a,-0, ,s,w)*: Zerfallen nach $ 3. 2), b), aus der 

zerfallenden Form X} (Ksu). 

B) Formenreihe (jnx)s,: Reduzent (jy a)’s,. 

Form H,Gnsu) (Hsu): Reduzent (jvx) (wu). 

Form H,(jnx)(Hsu): Zerfällt durch Reduktion der zerfallenden Form 

((jyx)’, s, u)’ durch den Reduzenten (jvx)’s, (Formel (18.)a): 

0=—2(jr2)’s,s, =[(Gnt) lat A, (jn) (Hsu). 

C) Reduzenten 4,s, und 4,(4suy. 

D) Reduktion und Zerfallen durch einmalige Faltung mit den ent- 

sprechenden Formen in Symbolen /- A. 

E) Aus (30.) e ergibt sich die Reduktion der zerfallenden Formen- 

reihe (a,su)’: 

0=a, Hsu)’ (asyx) = a, (Hsu)? (am) + 2a, (avnu) (ums) Is)? = : a, (ast)’, 

0=a, a, (Hsuy (asva) (asu) = a, (aynuy (Hsu) (asu) + a, (avnu) (uns) (su) (ase) 

= 5 a, (asuy’. 

Folgerung: 

s’ tritt nicht in Faltung mit den Formen 7. Ordnung ein. 

§ 25. Formen 12., 13., 14., 15. Ordnung (System $ 71). 

Faltung von s mit den Formen 8., 9., 10., 11. Ordnung (System II) 

($ 13—16). 

Irreduzible Formen: 

12. Ordnung. 

BEN ‘ 
A) ($ nx), 5, u) B) ((aHı) as, u”) ((a Tu) LT 8, ny 

0, (FP nx)'sy, 
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84 Noether, über die Bildung des Formensystems der ternären biquadratischen Form. 

| ((OLu%, 5,0%, (0Lu), su) | (Lu), s,u) C 
) (0,5 u) | . (0,0 Lu)’, s, u)". 

Reduktionen: Die durch direkte Faltung mit Reduzenten oder zer- 

fallenden Formen entstehenden Reduktionen sollen nicht mehr erwähnt 

werden. 

B) Zerfallen von ((aHu)H,s,u) und (a,(aHu)H,,s,u) als Über- 

schiebung über Funktionaldeterminanten. 

Zerfallen von (a, (aHu) H,, s, w)’: Doppelte Reduktion der zerfallenden 

Form [0,-0}]%: ($ 13. -C) 

0 = (02-6, )r=— = 8, (Osu) (00'u) 02 

=— - (60'nsu) (06'u) (0 Hu) (6' Hu) 6, (Osu)=— = ty (a Hu) H,(asu)’. 

C) Aus den Formeln (31.) ergibt sich die Reduktion der zerfallenden 

Formen 

[Ls (Lu), und [0,(0Lu)) , d.h. der Produkte (6): 7], und [a, - (Au): 

0=02 (Osu) (Hsu), 0=[L,;,($Lu))a.— 7[0,(0Lu]%, 

0= a? (asuy (6 Huy (bsu) + 60,0 Luy (Osu) (Lsu), 

0= 6 (6su)(Hsuy aus 0=6,(6Lu) (Osu) (Lsuy’ 

(Reduzent a, (Hsu)’). 

(32.) 

Irreduzible Formen. 

13. Ordnung. 

A) (hia s, wy a(R) sa) 

B) (L, su), 

C) (Hu, s, u). 

14, Ordnung. 

A) (aluy L,s, 0), 

B) (Hu) 3.4) 
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Noether, über die Bildung des F ormensystems der ternären biquadratischen Form. 85 

15, Ordnung. 

(KH uy, s, 1). 
Reduktionen: Zerfallen von (K,(KLu),s,w, (11, (0 Hu), s, u), 

((&, H-L, uy’, s,u) nach § 3. 2), ec); d. h. unter gleichzeitiger Be- 

trachtung der zerfallenden Formen (K,(KLu), s, u, (I,(#H'u), s, u)", 

(CG a). s, u)" 

Folgerung: s° 

Faltung ein. 

tritt nicht mit einzelnen Formen von System III in 

§ 26. System sry. 

1) Faltung von s mat System I-III. 

Reduktionen: Nach den Reduktionen der letzten Paragraphen 

(a) s,, (aHu)’(asu)s, usw.) lassen die Formen (0, 4), (1,4), (2,4) nicht die 

Faltungen I und III gleichzeitig zu; /, 4, N tritt also nach § 18, zur Bildung 

von System s,,, nicht in Produkten in Faltung ein. 

7 tritt nicht in Faltung ein, da nach den gleichen Reduktionen den 

zu j kontragredienten Faltungen 

(K,(kva)', s,u), (na), s, u) usw. 

die zu 7 kogredienten Faltungen entsprechen: 

K,(kvays,, (9? nz) sg usw. 

2) Faltung von s mat System I1- Il 

d.h. von s mit H-(1,4), H-(2,4), H- (3,4). 

Irreduzible Formen: 

(a,-H, s, u)‘, ((aHu)’. HA, s, u), ((aHu)-H, s, u)‘, 

((aLu)-H,s,w*, ((aLu)'-H, s, u)‘, ((aH’u). A, s, u). 

B) (A, sw’, (a, (aHu)’-H, s, u)", (a(aLu)’-H, s, u)". 
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86 Noether, über die Bildung des Formensystems der ternären biquadratischen Form. 

6) (6,- H, 5 u)", ((0 Huy’ H, 5, u)", (OG Hu)’ Hl, 5; u), 

(Oluy si, s,u), (OLU AE, sues BC OHeuy iso), 

D) (0, @Huy fs, uy, OO Luy +H, s, a). 

E) (KLw'-H, 8, w(K Huy Hy, sw). 

(ro. I, s, u), (vay -H, su, (Yin a): H, s, u)‘, (HH, su)", 
F) 

Vers). 

Reduktionen: v tritt analog wie 7 nicht in Faltung ein. 

B) und D). (@.H,s,u)* und (6-H, s, u)* zerfallen aus Formel (27.)c) 

und (29.)c) unter Berücksichtigung von (gHu)’= — 58-0: 

(az. Lys, = (usu)o, (6-H, s, WW =— 5 (Osu) 6; 

daraus Zerfallen von (a,(a//u)-H, s,u)', (0,(6Hu)-H, s, uy’ 

(G,-H,s,u)’, (6-H, s,u)y und daraus (67 (6 Hu)- H, s, u) 

zerfallen nach § 25, Formen 12. Ordnung C). 

3) Faltung von s mat System II-III, 

d. h. von s mit Formen von System III: (3,4)-(3, 4), (3,2): (2,4), (3,4)-(1,4), 

(2, 4) = (2, A), (2, 4) ‘ CH A), 

(1, 4)- A, A). 

Irreduzible Formen: 

A) (G-G,,5,U); (d,:a,,s,u), (a..a,(aHu), su). 

(a, 4,5, 0), (au). Hd, sw, ((aLu)’ I, s, wo)", 
B) 

(la) eis uy («Hu isu). 
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Noether, über die Bildung des Formensystems der ternären biquadratischen Form. 87 

Reduktionen: 

Produkte II-III sollen, bei gleicher Ordnung in Symbolen v und /, 

als höher gelten wie Produkte II-III. 

Die Reduktionen entstehen zum Teil durch Relationen zwischen 

Produkten (Syzygien), zum Teil durch Ersetzen der Produkte durch die 

entsprechenden zerfallenden Formen und Reduktion der Faltung dieser 

Formen mit s. (Produkte, die Kontravarianten enthalten, sind stets aus- 

gelassen, da sie in Produkte übergehen.) 

A) f quadratisch, Symbole » in beliebiger Ordnung. 

Nach $ 11, Formeln (12.) und durch analoge Rechnung gilt: 

1 are 1 eet 
1) 0=a,.b,+5/f-(aHu) -70.H+zwfs— zus Ag, 

2) 04,047 -¢,(aHuy0,—5 H,, 

3) O0=a7-b) —H3+26,. 

Daraus folgt: 

4) 0=@-b},(v2) (aus 3)), 
3 2 3 2 > 

5) L(OLu) =—a,+b,(b Huy +74, (Huy + 76, (aus 2)), 

6) Ly(6Lu)=—6a,-b, (bHu! +2a3-(bHuy—; 11 (aus 1), 

4) O=a,-(0Hu) ty: (aLuy+6,-H (aus 1)), 

8) O=a, + (bLu) +5 (6 lu) +H | 
(aus 7)), 

9) 0=(aHu)-(bHuy +2 (Hu) -A 

10) O=a, (aHu)’.b,(b Hu) (aus 5) und 6)), 

11) 0=[@-b,(bHu))a (aus Formel (30.)b)). 
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88 Noether, über die Bildung des Formensystems der terndren biquadratischen Form. 

Die Reduktionen von 

(Ay su)‘, (Ls (#Lu), 5, u), (Ls (0Lu), 5, u) 

(Formeln (31.) und (32.)) geben zusammen mit den Formeln 1) bis 11) die 

Reduktion aller Faltungen von s mit Produkten, die in den Symbolen / qua- 

dratisch, v beliebig sind. 

B) Produkte von je zwei der Symbole /,0,7; v in beliebiger Ordnung. 

Nach den Formeln (17.), (18.), (20.) und durch direkte Rechnung 

gelten die Relationen: 

1) 0=a,:0, + 1 6-(aHuy +1 f- (Hu), 

2) 

3) 

4) 

5) 

6) 

7) 

8) 

9) 

10) 

11) 

12) 

(direkte Rechnung 
analog A 1)). 

0=6,-0,, +5 0-0 Huy =. 

Daraus folgt: 

0=3a,-(0 Hu)’ +6-(aLuy+2f-(6Luy 
(aus 1) und A 6)), 

0=386,-(aHu)’+/f-(@Luy + 20-(aLu) 

0=a,-(6Luy, 0=86,-(aluy, 0=(aHu)’-(6Hu) (aus 3), 4) und A8)), 

O=a,-6,+6,-a,+/-0,(0Hu)+6-a,(aHu) (Formel (17.)), 

[analoge Ableitung wie von 6) 1 
u ae 5 2 — fe A. 

0=4, 0,+0 0,(0 Hu) +5 j us 8.00 v,x)). 

Daraus folgt: 

0=a,-(jva)’+f-H, (aus 6)), 

0=(aHu)-(jvx)’--2a,-H, (aus 8)), 

0=4,.(jva), O=6-H) (ause7) und 3)), 

Bt 

(Formel (18.)), 

O= at -6: —5 (juz) — 3 (4 Hu)? 
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Noether, über die Bildung des Formensystems der ternären biquadratischen Form. 89 

1 N 
13) OE & 36, 5% (Formel (20.)), 

14) 0=8,.6,, 0=a,A, (§ 13.0)). 

Die Formeln sind so weit geführt, bis die Produkte polarisierbar werden; 

d.h. daß durch Faltung nur ein neues Produkt entsteht dadurch, daß 

a) die Faltung des Produktes in sich reduzibel wird, 

b) die übrigen durch Faltung entstehenden Produkte reduzibel werden 

oder auf Kontravarianten führen (vgl. $ 3. 2), a) und b)). 

Formeln 1) bis 5) geben die Reduktion aller Faltungen von s mit 

Produkten, die aus a,-6, durch Faltung entstehen, 

Formeln 6) bis 10) die Reduktion derjenigen Produkte, die aus 

a,-6, durch Faltung entstehen. 

Nach § 24A) zerfallen, unter Berücksichtigung von Formeln 6) bis 

10), die Faltungen von s mit Produkten, die aus «,-6, entstehen. 

Es wird: 

O=ar(asuy 0, (Osu), 0=a,(asu) 9, (0swW—- K,(K Huy (Ksu)’, 

=a? (asu) 9, (Osu), 0a} (asu)6,, Osu)’, 

0 =a) (asu) 6, (Osu). 

Die Reduzenten: 

(Cina), 8, [aus (Insuy (Hsu). § 23. C 3)), 

(H,(jnx), 8, uy [§ 24, BJ, (4), s, w) [§ 24,0], 

(a,suy [§ 24, E] 

geben zusammen mit den Formeln 11) bis 14) die Reduktion aller aus 

a,-0;,, a,-6;, a,-63, entstehenden Produkte. 

Unsere bisherigen Rechnungen lassen sich zusammenfassen in der 

Schlußfolgerung: 

Das relativ vollständige System mod (e,£) besteht aus folgenden 

331 Formen und Teilsystemen, die wir anschließend auch tabellarisch ge- 

ordnet wiedergeben: 
2 

Journal für Mathematik Bd. 134. Heft 1. 12 
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